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[vadas

Gamtoje vyksta daugybé ijvairiausiy procesy, kurie daugeliu atvejy aprasomi ir
analizuojami matematiniais modeliais: diferencialinémis lygtimis, tikimybiniais metodais,
diskre¢iosiomis struktiromis bei Kitais zinomais metodais. Tarp daugelio matematiniy
modeliy yra zinomi ir aktyviai tiriami lasteliniai automatai. Matematinéje literattiroje
dominuoja tie automatai, kuriy lastelés igyja reikSmes i§ liekany klasiy pirminiu moduliu p
lauko. Sio darbo tikslas yra tirti sta¢iakampius tinklinius lastelinus automatus, kuriy lasteliy
biisenos yra realieji skaidiai. Siuo darbu tesiame bakalauro darbe pradéta kvadratiniy
tinkliniy automaty analize.

Teorin¢je dalyje daugiausia démesio skiriama susipazinimui su lasteliniais automatais.
Pirmiausia trumpai pristatoma ju atsiradimo istorija, pateikiamas lasteliniy automaty
saqvokos apibrézimas, taikymo sritys bei zinomiausiy automaty pavyzdziai.

Praktinéje darbo dalyje, sudarant jvairius algoritmus, analizuojami automatai vir§
nulinés charakteristikos lauko, nors mokslingje literatiiroje dominuoja tyrimai vir§ baigtiniy
lauku. Atliekama stac¢iakampio lastelinio automato apgreziamumo analizé, 0 neapgreziamais

atvejais tiriama lasatelinio automato branduolio struktiira.



1. Lgsteliniai automatai

1.1. Lgsteliniy automaty istorija

Dzonas von Neimanas (John von Neumann), dirbdamas JAV Los Alamos nacionalinéje
laboratorijoje 1940 metais, tyrinéjo savarankiSkai atsinaujinanciy (angl: self reproducing)
sistemy problemas. Tuo paciu metu, Stanislavas Ulamas (Stanislaw Ulam) JAV Los
Alamoje tyrinéjo kristaly augima. Modeliams sudaryti jie naudojo tinklinj grafa ir pirmieji
panaudojo lastelinio automato savoka [24]. Taciau ju darbai buvo itin akademinio pobiuidzio,
todél didelio susidoméjimo lasteliniais automatais nekilo.

Viskas radikaliai pasikeit¢ 1970 metais, kai Martynas Gardneris (Martin Gardner)
zurnale ,, Scientific American” [8] paskelbé straipsni apie dabar jau visame pasaulyje
zinoma, garsiojo J. Convay sukurta zaidima ,,Gyvenimas“ (angl. Game of Life) [25].
Zaidimo taisyklés yra gana paprastos. Kiekviena lastele gali turéti tik dvi biisenas —
aktyvuota arba neaktyvuota. Kiekvienos lastelés nauja biisena priklauso nuo 8 jos kaimyniy
ankstesniy buiseny. [vairiai parinkus pradines biisenas buvo tiriama, kaip kinta biisenos i$
kartos | karta.

Klausas Satneris (Klaus Sutner) taip pat labai aktyviai tiria lastelinius automatus. Jis
iSsamiai nagrinéjo automatus, kuriy principu buvo sukonstruoti ,,Lights out* tipo zaidimai.
Jis irodé, kad jei buisenos jgyja reikSmes i§ liekany klasiy moduliu 2, tuomet bet kokiu
matmeny staciakampe gardelé, kurios visy lasteliy biisenos yra lygios 1, turi pirmavaizdi, tai
yra uzgesinama [19]. Taip pat jis jrodé teorema, kuri, panaudojant Cebysevo daugianarius,
leidzia nustatyti lastelinio automato branduolio dimensija [22].

Laikui bégant buvo sukurta ir aktyviai tiriama daug kity lasteliniy automaty. Kiekvienas
automatas turédavo vis kitokias galimas biisenas ir juy keitimo operatorius. Tokiu budu
lasteliniai automatai suteikdavo galimybes modeliuoti procesus, kuriuose esamos lastelés
buisena priklauso nuo kaimyniniy lasteliy biseny. Mums gerai zinomas pavyzdys yra
temperatiros pasiskirstymo uzdavinys, kur kiekviename vidiniame langelyje esanti

temperatiira yra lygi kaimyniniuy langeliy temperattry vidurkiui.
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1.2. Lgstelinio automato sqvoka

Suformuluosime Klauso Satnerio (Klaus Sutner) pateikta adityvaus lastelinio automato
apibrézima [21]. Tegul G = (V,E) yra neorientuotas baigtinis grafas, kur V — $io grafo
vir§tiniy aibé, 0 E — grafo briauny aibé. Grafo virStniu biseny aibé F yra aibé su
komutatyvia operacija ir neutraliuoju elementu, tai yra Abelio monoidas. Aibé F yra

vadinama lastelinio automato alfabetu.

Apibrézimas. Grafo G = (V, E) konfigiracija yra vadinama funkcija X:V — F.

Paprastai sakant, konfigtiracija kiekvienai grafo vir§iinei priskiria elementa i§ monoido
F. Siame darbe tiriame lastelinius automatus, kuriy grafo virsinés v € V aplinka N v yra
aibé, kuria sudaro pati vir§ané v ir grafo vir§anés, kurios turi briaung su virSane v. Tai yra

Nv = ueV:(wv)€EE U v

Kitaip tariant, virS§tinés vV aplinka sudaro visos kaimyninés vir§tinés (vir§tnés turincios
briaung su V) bei pati vir§iné v. Grafo G konfigiiracijuy aib¢ zymésime Cg;, Kuri, jei F yra
laukas, yra tiesiné erdvé ir jos dimensija lygi grafo vir§tniy skaiciui.

K. Satneris apibrézé peréjimo nuo vienos konfigiiracijos prie kitos operatoriy taisykle:

o¢:Cq = Cq,
kur
o X v = X u.
UEN (V)

Peréjimo operatorius kiekvienoje grafo vir§tinéje esancia reikSme pakeicia reikSme, lygia
Jos aplinkoje esanc¢iy virSiniy baseny sumai. Tokiu budu peréjimo operatorius yra tiesinis
operatorius erdveje Cg;.
Apibrézimas. Lgstelinis automatas yra grafas su nurodytu jo biiseny keitimo tiesiniu
operatoriumi.

Kitaip tariant, lastelinis automatas yra grafas, kurio vir§iniy pradinés biisenos
parenkamos 1§ Abelio monoido, o naujos konfigliracijos virStniy biisenos yra gaunamos

panaudojant peréjimo operatoriy og.
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Ciratas G Konfigiiracija X Konfigliracija o X

1 pav. Lastelinio automato konfigiiracijos keitimas.

Vienas i§ svarbiausiy $io tipo automaty teorijos uzdaviniy yra nustatyti ar Kiekviena
konfigtiracija turi pirmvaizdi. Tiesinés algebros terminais Sis klausimas ekvivalentus
klausimui — ar biisenos keitimo operatorius yra siurjekcija? Zinome, kad baigtinés
dimencijos tiesinés erdvés atveju tiesinis operatorius yra siurjekcija tada ir tik tada kai jis yra
injekcija. O tai ekvivalentu tiesinio operatoriaus apgreziamumui. Taigi, jei operatoriaus
matricos determinantas nelygus nuliui, tai kiekviena konfigiiracija turi pirmvaizdi. O jei
operatoriaus matricos determinantas lygus nuliui, $is operatorius turi nenulinj branduolj ir
tada operatorius néra siurjekcija. Peréjimo operatoriaus branduolio dimensijos nustatymo ir

jo struktiiros tyrimas taip pat yra vienas i svarbiausiy lasteliniy automaty teorijos uzdaviniy.

1.3. Pagrindiniai lgsteliniy automaty tipai

Nors apibrézime lastelinis automatas traktuojamas kaip grafas, taciau tyrimuose
dazniausiai naudojami staciakampiai tinkliniai grafai, kuriuos visada patogu pertvarkyti i
dvimates lenteles. Kiekvienai grafo vir§tinei priskiriamas vienas langelis, 0 grafo briaunos

pazymimos kaip lenteléje esanciy langeliy briaunos (2 pav.).

2 pav. Tinklinio grafo vizualizavimas lentele

12



Modeliuojant realius procesus, lastelinio automato tinklas gali buti ir begalinis, taciau
dazniausiai tiriami trijy tipy grafai:

1. Staciakampis ploks¢iasis tinklas.

2. Cilindrinis grafas.

3. Toras.

3 pav. Toras

Kitas svarbus zingsnis yra parinkti lastelés vaizdavimo forma. Dazniausiai naudojamos
trikampés, keturkampés ir SeSiakampés lastelés. IS ju populiariausios yra keturkampés. Ju
populiarumo paslaptis yra ta, kad i$ keturkampiy lasteliu sudarytus automatus yra patogiau
programuoti, nes visa lastelini automata galime traktuoti kaip matrica, tai yra dvimatj
masyva. Naudojant trikampius arba SeSiakampius reikéty naudotis kitokia duomeny
struktiira. Taciau taikant keturkampius, kyla klausimas kuriuos langelius laikyti kaimynais:
turinéius tik bendra krasting ar ir tuos kurie turi bendra vir§iing. Sesiakampio atveju, lastelé
su visais kaimynais turés bendra krasting ir papildomuy klausimy nekils. Taciau
neapsiribojama tik Siomis trimis formomis. Lasteliniam automatui galima pritaikyti bet
kokius daugiakampius ir nebiitinai jie visi turi bati vienodi. Futbolo kamuolys yra puikus
pavyzdys, kaip galima sukurti uzdara lastelinj automata i$ skirtinguy daugiakampiy, tai yra
penkiakampiy ir Sesiakampiy (4 pav.).

13



4 pav. Uzdaras lastelinis automatas i§ SeSiakampiy ir penkiakampiy

Dazniausiai lastelés buisenoms priskiriamos dvi galimos reik§més: 1 (aktyvuota) ir O
(neaktyvuota). Taip pat populiaru imti reik§mes i$ lickany klasiy pirminiu moduliu p lauko
Fp. Jei p=2, kaip tik ir gauname pirmaji paminéta atveji. Kai galimy buiseny skaicius yra
didelis, pasidaro gana sunku stebéti visus pokycius, todél tokiais atvejais vietoje skaitiniy
reik§miy bliina imamos atitinkamos spalvos (5 pav.). Stebint spalvini vaizda yra kur kas

lengviau viska analizuoti.

5 pav. Spalvoto Iastelinio automato konfigtiracija

Stebint spalvini vaizda yra kur kas lengviau viska analizuoti. Tokie metodai daznai

taikomi tiriant Siluminius procesus, jvairiy ligy plitima, misko gaisrus ar pauk$¢iy migracija.
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1.4. Zinomiausi lgsteliniai automatai

Per pus¢ amziaus yra sukurta ir analizuojama daug ivairiausiy lasteliniy automaty, taciau
daugumos analizé yra sunkiai suprantama ir nevaizdinga, todél visuomenéje neiSpopuliaréjo.
Taciau yra ir tokiy, kurie pasieké didziulés sékmés komerciniuose projektuose bei sulauké

didziulio matematiky démesio. Jie bus aptarti 1.4.1 ir 1.4.2. poskyriuose.

1.4.1 Zaidimas ,,Gyvenimas*

,»Gyvenimas“ (Game of Life) [25] yra pirmasis itin populiarus lastelinis automatas. Ji
sukairé garsus matematikas Dzonas Hortonas Konvéjus (John Horton Conway) 1970 m.

Jis apibréziamas visoje plokStumoje, ja padalinus | kvadratinés formos Iasteles.
Kaimyninémis lastelémis laikomos tos, kurios turi bendra krasting arba bendra virSing,
nejtraukiant pacios lastelés. Kiekviena lastelé turi dvi galimas busenas: 1 (aktyvuota) arba 0
(neaktyvuota). Dazniausiai pradiné konfigliracija sudaroma tik i$ keliy aktyvuoty lasteliy, 0
visos kitos laikomos neaktyviomis. Kiekviename cikle isnyksta arba atsiranda naujos
lastelés pagal Sias taisykles:

1. Jeigu neaktyvuota lastelé turi lygiai trys aktyvuotas kaimynines lasteles, tuomet ji

aktyvuojasi.

2. Jeigu aktyvuota lastelé turi maziau nei dvi aktyvuotas kaimynines lasteles, tuomet ji

tampa neaktyvuota.

3. Jeigu aktyvuota lastelé turi daugiau nei tris aktyvuotas kaimynines lasteles, tuomet ji

tampa neaktyvuota.

4. Jeigu aktyvuota lastele turi dvi arba tris aktyvuotas kaimynines lasteles, tuomet ji

i8lieka aktyvuota.

Jeigu prading konfigiiracija imtume kaip ,,V* raidg, visas gyvenimas baigtysi labai

greitai.

Uztekty keturiy cikly, kad visos lastelés tapty neaktyvuotomis (6 pav.).

1|x|1 1
1 1
2 3 4

6 pav. ,,V* formos konfigiiracijos ciklai

Raudona spalva rodo, kad lastelé sekancioje konfigliracijoje taps neaktyvuota, o x parodo

kurioje vietoje sekancioje kartoje lastelés aktyvuosis.
15



Imkime dar viena prading konfigtiracija, kuri vadinama ,,mazaja r* (7 pav.).

X 1
1 1111 1 1
X X 1
X 1|1 11 1|1
1 2 3 4

7 pav. Pirmieji ,,mazosios r*‘ formos konfigaracijos ciklai

Si karta prading konfigiracija taip pat sudaro penkios aktyvuotos lastelés, tadiau jos
ilgiau islieka aktyvios ir pleciasi i dar didesnes ,,kolonijas‘. Pasitelkus i pagalba kompiuteri,
buvo apskai¢iuota, kad tik 1105 cikle lastelés igyja stabilia blisena ir ju skaicius kas du
ciklus pradeda periodiSkai kartotis (1 priedas).

Nors viskas turi vykti begaliniame lauke, tac¢iau kompiuteriui tai yra nejveikiama
uzduotis, todél pradzioje uztenka imti pakankamai didelio dydzio lauka, kuriame telpa
pradiné konfigtracija. Véliau, Kiekvienoje naujoje konfigiiracijoje, atlikti patikrinima, ar
néra naujy aktyvuoty lasteliy ant kraStinés. Atsiradus aktyvuotai lastelei ant krastinés,
tereikia pridéti dar viena papildoma eilute arba stulpel;.

1.4.2 Zaidimas »UZgesink $viesas“ — Lights Out

Zaidimas , Uzgesink §viesas“ (Lights Out) yra 1995 metais patentuotas ,Tiger
Electronics® firmos elektroninis Zaidimas (8 pav.). Zaidima sudaro 5x5 lentel¢ padalinta {
25 langelius, kurie gali jgyti dvi biisenas: $vie¢ia arba ne. Pradinéje biisenoje dalis langeliy
Sviecia, likusieji — neSviecia. Paspaudus, kuri nors mygtuka, jis ir jo kaimynai pakeicia
biisena: jei buvo uzgesintas — uzsidega, jei degé — uzgesta. Siame Zaidime kaimynais
laikomi tik tie langeliai, kurie turi bendra krasting. Zaidimo tikslas yra uZzgesinti visus

langelius.
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Cn
Off
Select

8 pav. Zaidimas ,,Lights out* 9 pav. Zaidimo ,,Lights Out* principas

Zaidimas i$populiaréjo ne tik tarp loginiy galvosiikiy mégéjy, tatiau ir tarp rimty
matematiky. Labiausiai visus domino, ar jmanoma uzgesinti kiekviena konfigiiracija ir, jei
tai imanoma, kiek maZiausiai karty reikia spustelti langelius. Siais klausimais itin aktyviai
doméjosi Klausas Satneris (Klaus Suttner), kuris analizavo ne tik 5x5 kvadrata, bet ir kity
dydziy kvadratus bei staciakampius [19]. Taip pat jis irodé (bet kokiy matmeny lentelei),
kad jei visi langeliai §viec¢ia, tuomet visada imanoma uzgesinti visa lentele.

Siam Zzaidimui buvo sukurta eilé sprendimo algoritmuy, ta¢iau nei vienas ju neapsieina be
tiesinés algebros ziniy, nes reikia spresti lygéiy sistemas. Pateiksime viena i$ algoritmy,
kuriame nereikés atlikti jokiu skaiiavimuy, bet reikés isiminti keleta kombinacijy, kurios
gaunamos iSsprendus tiesiniy lyg¢iy sistema. Pirmasis algoritmo Zingsnis yra uzgesinti visas
virSutinéje eilutéje esancias lemputes, pasinaudojant Zemiau esancia eilute. UZgesinus visa
pirma eilute, paeiliui analogiSkai uzgesiname antra, trecia bei ketvirta eilutes. Toks procesas
vadinamas bégimu zemyn (angl. chasing down) Jeigu tai atlikus apatinéje eilutéje visos
lemputés i$jungtos, vadinasi tiksla pasiekéme. Jeigu bent viena lemputé liko degti, tuomet
reikés priklausomai nuo apatinéje eilutéje esancios kombinacijos, virSutingje eilutéje

aktyvuoti atitinkamas lemputes. Kombinacijy pavyzdziai pateikti 1 lenteléje:

17



apatiné |virsutiné
eiluté eiluté

1 lentelé. Uzgesinimo kombinacijos
VirSutinéje eilutéje ivedus atitinkama kombinacija, vél paeiliui uzgesinama kiekviena
eiluté ir kai galiausiai bus uzgesinta ketvirta eiluté, paskutingje eilutéje taip pat nebeliks né
vienos degancios lemputés, tad tikslas bus pasiektas.
8 paveiksliuke pateiktas pavyzdys, kaip paeiliui i§jungiamos visos kiekvienos eilutés

lemputes, kol lieka tik apatiné eiluté.

10 pav. Pirma lentelés gesinimo stadija
Apatinés eilutés kombinacija yra 1 lenteléje, todél reikés virSutingje eilutéje aktyvuoti

viduring lemputg:

11 pav. Antra lentelés gesinimo stadija
Lentel¢je neliko né vienos degancios lemputes, tad tiksla pasiekéme. Kad ji pasiektume,
nereikéjo spresti jokiy lygciy ar atlikinéti ivairiy skai¢iavimy, uzteko prisiminti tik

kombinacijy lentelg.

18



2. Tinklinio 13stelinio automato matematinis modelis

2.1 Matematinio modelio sudarymas

Imkime sta¢iakampe m X n matmeny lentele ir kiekvienam jos langeliui priskirkime po

realia reikSme:
X1 X2 Xn
Xn+1 Xn+2 Xan
X(m—-1)n+1 | X(m—-1)n+2 Xmn

Lenteléje esancius realius skai¢ius numeruojame nuo pirmos eilutés kairiojo langelio iki
eilutés galo. Tuomet pereiname | sekancig eilutg ir tgsiame numeracija. Indeksus galima
numeruoti ir kaip matricose su dviem indeksais (i, i-eiluté, j-stulpelis). Si karta tokio
numeravimo atsisakoma, nes véliau konfigiiracija X reikia vaizduoti ne matrica, o
vektoriumi.

Norédami pereiti nuo konfigtiracijos X prie konfigtracijos 0X = (pagal Satnerio

apibrézima), prie kiekviename langelyje esancios reikSmés, pridedame kaimyniniy langeliuy

reikSmes:
Xyt Xg o+ Xpyg Xy + X+ X5+ Ay Xp—1+ Xp + Xon
Xyt Xpyg T Xpyo HXon4g X3+ Xpyg T Xpi Xy + Xgpog + Xzp + Xgy
. tXnia + Xansz
oX=
x(m—zjm+1 + x(_'m—ljm+1 + x(_'m—ljm+2 x(_m—zjm+2 + x(_'m—ljm+1 x(_'m—ljm +x('m—1:m+'n—1 +xm'n
+ Xim—1)n+2 + Xim—1)n+3
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Pazymeéjus X = Y, konfigiiracijos Y biisenos iSreiSkiamos lygybémis:

X1+ X ¥ X4 TV,
X1+ X, + X3+ Xy =,

Sios iSraiskos leidZia gauti peréjimo operatoriaus o matrica C. Matricos C israiskoje

naudojamos dvi kvadratinés n eilés matricos:

110 - 0 10 0 - 0
1 11 - 0 010 - 0
B,= 011 - 0, L= 0 0 1 0
0 00 - 1 0 00 - 1

Matrica B, yra trijstrizain¢ matrica. Si matrica yra sudaryta i§ kiekvieno langelio ir jo
kaimynuy, esanciy kairiau arba deSiniau, koeficienty. Matrica I,, yra vienetiné¢ matrica. Ji
sudaryta i§ Zemiau arba auksé¢iau esan¢iy kaimyny koeficienty. Panaudodami Sias matricas ir
nuling matrica O, gauname bloking matrica C, Kuri susideda i§ m bloky kiekviename

stulpelyje ir eilutéje. Matrica C,,,, — I, yra staciakampio tinklinio grafo gretimumo

matrica.
B I O 0
I B I 0
Con= 0O I B 0
O 0 O B

Taigi peréjimo operatoriaus o matriciné israiska yra:
CX =Y.
Cia
C — operatoriaus mn X mn matmeny matrica,
X — pradin¢ konfigliracija,
Y — gauta konfigiiracija.

Kaip jau minéta, klausimas apie per¢jimo operatoriaus siurjekcija yra vienas i8
svarbiausiy lasteliniy automaty teorijos klausimy. Norint atsakyti | $i klausima, reikia
nustayti ar tiesiniu lyg€iuy sistema su duotaja konfigiiracija Y turi sprendini. IS tiesinés
algebros kurso zinome, kad jeigu detC # 0, tuomet bet kuri konfigtracija Y turés
pirmvaizdi X = C~1-Y. Tadiau jeigu detC = 0, tuomet tiesinis operatorius ¢ néra
siurjekcija ir apgreziamos bus tik tos konfigiiracijos, kurios priklauso operatoriaus ¢ vaizdui
o(Cg). Gerai zinome, kad tiesinio operatoriaus vaizdo o (Cg;) dimensija yra lygi mn-k, kur k

yra operatoriaus o branduolio dimensija.
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2.2 Nedideliy lenteliy tyrimas

Nagrinékime atveji 3x4. Pirmiausia lentelés langeliams priskirkime prading

konfigiiracija Y:

Yo | Y2 | Vs | Vs

Vs

=1

Ye | Y7 | Ve

Yo | Yio| V11| V12

Norédami nustatyti, ar §i konfigiiracija turi pirmvaizdj, kiekvienam langeliui sudarome

po lygti ir lyg€iy sistema uzraSome matriciniu pavidalu:

—_
—_
(@]
o
—_
(@]
(@]
(@]
o

0 001 x Y1
1110 (01000000
X3 )
0111 /0 o010/ l0oo0oo0 0
X3 Y3
001 1[0 00 1ffo0 0o 5% "
1000 [T 100 [T oo 0 =xs Vs
0100/ (11100100 % _ Y
0010 o1 1110010 x Vs
000 1/ o o 1 1/ lo 0 0 1| s Vg
000010001100;69 Yo
0000 0100 1110 ° 3
000000100111)611 1
0000 (000 10 0o 1 1| ™2 Y12

Pasinaudojus matematiniu paketu ,,Matlab“ buvo apskaiciuotas Sios dvyliktos eilés
matricos determinantas, kuris yra lygus -9. Determinantas nelygus nuliui, todél 3 x 4
lenteléje bet kuri konfigiiracija turés pirmavaizdi X = C~1 Y.

Toliau nagrinékime atveji, kai lentelés matmenys 2x3. AnalogiSkai spresdami gauname

tokia lygciy sistema:
1 1 011 0 O X1 V1
11 1, (0 1 0 Xy Vo
0 1 1/ [0 0 1 X3 Y3
1 0 0] [1 1 o] X4 Ya
0 1 0| [1 1 1| %5 Vs
0 0 1| [0 1 1| X6 Ve

Sios matricos determinantas yra lygus 0, todél §j karta ne kiekviena konfigiracija Y

turés pirmvaizdi. Imkime tokia konfigiiracija:

112]-1
311

¥ =

Gauname, kad sistemos matricos rangas yra 5, o iSpléstinés matricos rangas lygus 6,

vadinasi lygciy sistema yra nesuderinta ir konfigiiracija Y pirmvaizdzio neturi.
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3. Spartesnis algoritmas

Sprendziant tiesiniy lyg¢iu sistema, dazniausia naudojamas Gauso metodas. Taciau
misy atvejy, norint istirti m X n gardele, reikéty spresti lygciu sistema 1§ m - n lygc€iy ir
m - n nezinomyjy. Gauso metodo sudétingumas yra treCios eilés, todél sprendziant tokia
sistema reikéty atlikti apie m3 - n3 veiksmy. Tadiau net ir paémus santykinai nedideliy
matmeny lentele 100 - 300, reikés atlikti apie 2,7 - 103 veiksmuy, o tai yra sunkiai
iSsprendziama uzduotis net ir Siuolaikiniams kompiuteriams. Todél norint testi didesniy
matmeny matricy analiz¢, pateiksime spartesni sprendimo algoritma.

Bendru atveju lygc€iu sistema jau yra sudaryta ir jos matrica yra C:

B I 0 - O
I B I - O
o1 B - 0
O 0 0 - B

Pritaik¢ Gauso metoda, galétume matrica pertvarkyti i laiptuota trikampe forma, taciau
§i karta tokia strategija néra tinkama. Norint eliminuoti antroje eilutéje esanti pirma bloka I,
1§ Sios eilutés reikéty atimti pirma eilut¢ padauginta 18 B!, tatiau matrica B ne visada turés
atvirkstine. Kai n=2, matrica B bus:

1 1
1 1°

Akivaizdu, kad Sios matricos determinantas lygus nuliui, todél atvirkstiné neegzistuoja.

B =

Taigi taikydami Gauso metoda, negalésime matricos pertvarkyti i laiptuota forma islaikant

matrica B jos blokiniu pavidalu.
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3.1 CebySevo daugianariai

Rekurentiniu sarysiu U, = x - U,_; — U,,_, apibrézti daugianariai U,, x , su salygomis
Uy, =1, U; = x, yra vadinami antro tipo normalizuotais Cebysevo daugianariais [9]. Sie
Cebysevo daugianariai yra pla¢iai i$nagrinéti ir turi labai daug taikymuy. Visos n-0jo
daugianario $aknys yra Zinomos ir juy absoliutinis dydis visada mazesné uz 2. Cebysevo

daugianariy U,, x Sakny iSraiska:

s
n 1,i =12,..,n

Panaudodami Siuos daugianarius, sudarysime spartesni algoritma matricos C analizei.

[
X; = 2+ cos
n

Norédami supaprastinti matrica C, naudosime metoda, kuriame neprireiks atvirkStiniy

matricy. PaZymékime kiekvieng matricos C bloky eilutg L;:

Ly B I 0 - 0
L, 1 B I - 0
L,y 0 I B - 0
L, O 0 O B

Matrica C pertvarkysime rekurentiniu budu. Tegul L, yra nuliné bloky eiluté. Naujas

eilutes konstruojame rekurentiskai:

LIO - Lo,
L,1 - Ll’
Lli+2 =-B- L’i+1 — L,i' 0<is<m-2.

Sis rekurentinis sarysis labai panasus i antro tipo Ceby3evo daugianarius generuojantj
sarysi. Skiriasi tik daugianariy su lyginiais laipsniais Zenklai.

Pritaike $ia strategija, bloking matrica C pertvarkome i 2 X 2 bloky matrica:

P I

M 0’
kur
| yra m — 1 neilés vienetiné matrica,
M,= -1™m™1.y B,
O — nuliné matrica.
P yra bloky stulpelis:

B 2
P= o
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Pastebésime, kad $iame stulpelyje gauname matricas iSreikStas per matrica B ir Ceby3evo

daugianari:

U, B

-U, B

Pminn= Us; B

-1m™1.y,_, B
Iliustruokime matricos C pertvarkyma atveju 3 X 4:
B, I, O
C = 14, B4 14_ .
0 I, B,
IS antros bloky eilutés atimame pirma bloky eilute padauginta i§ B,:

B, I, O

LL—B* 0 I,

0 I, B,

IS trecios bloky eilutés atimame pirma bloky eilutg:

B, I, 0
14_ - B42 0 ]4_
_B4 0 B4_

IS trecios bloky eilutés atimame antra bloky eilute padaugintg i§ B,:
B, I, 0
L-B* 0 I,
B>-2B, 0 0

Gavome matrica 1$ keturiy bloky, tarp kuriy du yra kvadratinio tipo:

1{1]0]j]0|]1([0j]0]J0O]JO|OfO
1(1]1)0

0Oj]1|1|1

0j0|1]|1
-11-2(-1]0

1

=

1

N

1

N

1

N
ool |O|O|O|O|O|OC|O|O
O|0O|CO|O(O|O|O|O|O|O|F
O|lOC|O(CO|O|O|OC|O |+ |O
O|0O|CO|O(OCO|O|OC|O |, |O|O
O|O|CO|O(CO|O|O |, |[O|O|O
|00 |O(OCO|O|R,r|O|O|O|O
O|0OC|O(O|R,|[O|O|O|O|O
OO0 |O|R,r|O|O|IO|O|O|O|O

12 pav. Pertvarkyta matrica C
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Teorema: detC = det U, B,

Irodymas: I$ blokiniy matricy teorijos [14] Zinome, kad blokinés matricos

X Y
Z, 0

determinantas yra lygus:
—1 *t. det(Y) - det(Z).
Miisy atvejy Y}, yra vienetiné matrica ir k = m — 1 n, o matrica Z,yra —1 ™ 1-U,, B,
ir | = n. Todél determinanto iSraiSka yra:
—1 m1n® .det -1 ™ 1.y, B, = —1 mintmoin.dety, B, =
—1 m-intm-in.gdet U, B, = —12?2m1".detU,, B, =detU,B, .o

Teorema: Matricos C branduolio dimensija yra lygi matricos U,, B, branduolio
dimensijai.

Irodymas: IS tiesinés algebros kurso zinome, kad diagonalinés matricos branduolio
dimensija yra lygi jos istrizaingje esanciy lygiu nuliui elementy skaiciui. Sukeiskime,
modifikuotoje matricoje C, visus stulpelius, kurie priklauso vienetiniai matricai I, taip, kad
visi vienetai atsidurty matricos I’ $alutinéje istrizainéje:

,
Moo= Mo
Panaudodami vienetinés matricos elementus, galime atlikti elementariuosius pertvarkius,
po kuriy matrica P taps nuliy matrica:
, /
Mo Mo
Gavome matrica, kurios Salutingje istrizainéje yra vienetiné matrica ir matrica M. Todél

Sios matricos branduolio dimensija lygi blokinés matricos M branduolio dimensijai.o

25



3.2 Matricos C determinanto analize

Kadangi Zzinome visas Ceby$evo daugianariy $aknis, todél $iuos daugianarius galime
iSskaidyti pirmo laipsnio daugikliais:
U,(x)= x—Xx1 " X=Xy " " X—Xp -
Kadangi matricy sandaugos determinantui galioja savybé:
det A*B =det A -det B,

todél matricos C,,, determinantas yra lygus:

m

det Cpyy = det B, —2-cos
i=1

i-m
m+1

I, .

Prisiminkime, kad vienas pagrindiniy §io darbo tiksly yra rasti sta¢iakampiy grafy
matmenis m ir n prie kuriy peréjimo operatoriaus matricos determinantas yra lygus nuliui.
Pasinaudojant $ia formule matome, kad determinantas bus lygus nuliui tada ir tik tada, kai
bent vienas daugiklis bus lygus nuliui. Todél uzteks spresti lygti:

det B, —x;- I, =0,

kur
X; = 2-cos L ,i=12,..,m.
m+1
Pazymékime x = x; ir uzraS§ykime determinanta B, — x; - I, matriciniu pavidalu:
1-x 1 ] ]
1 1-x 1 0
det(B, —x;"I,)=| o 1 1-x 0
1
] 0 0 1 1-x

1-x 1 0 1 0 0
(1-x) 1 1-x 0 _ 1 1-x
0 0 1 1-x 0 0 1 1-x

Sekanciame Zingsnyje deSinés matricos determinantg skleisime pagal pirma eilutg:

1-x 1 0

(1-x) 1-x 0 1-x 0
1 - 1
0 0 1 1-x 0 1 1-x
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Taip skleisdami, gavome rekurentinj sarysj matricos B,, — x; - I,, determinantui D,,
skaiCiuoti:
D,=1-x)'Dy_1—Dy_5 Dy=1 Dy =1-—x.
ISspreskime Sia homogening rekurenting lygti. Pirmiausia uzrasykime charakteringaja
lygti:
g*— 1-x ‘q+1=0.

ISsprendg Sia lygti, gauname charakteringasias Saknis:

1-x+ x+1 x-3
qdi2 = >

Prisiminkime, kad x yra Ceby$evo daugianario $aknis, kurios absoliutiné reik§me
nevirsija 2. Todél reikés nagrinéti du atvejus:
e kaix=-1(q1 =q,=1)
o kaix #1(q: # q3)
Pirmu atveju, kai Saknys sutampa, bendrasis homogeninés lygties sprendinys atrodys
taip:
D, =c¢; +c, n

Panaudokime pradines salygas ir raskime konstanty ¢4, ¢, reikSmes:

Gauname atskira sprendinj:

D,=1+n.

Determinantas bus lygus nuliui tik tada, kai n = —1, taciau n yra vienas i§ lentelés
matmeny ir negali jgyti neigiamos reikSmes, tod¢l Sis atvejis mums neidomus. Nagrinékime
antra atveji, kai x # 1. Si karta homogeninés lygties bendrasis sprendinys atrodys taip:

Dp=c1-q1 + ¢z q3.

Panaudodami pradines salygas raskime konstanty c;, ¢, reikSmes:

C1+C2=1
1-x+ x+1 x-—3 1-x— x+1 x-—3 .
cye +c;- =1-x
2 2
Pertvarkykime antraja lygti:
1—x x+1 x—3
(c1tc) ——+(c1—c)- =1-x,

2

Kadangi zinome kam lygi ¢4, ¢, suma, tod¢l galime dar labiau supaprastinti lygti:

(c1—¢)" x+1 x—3 =1-—x,
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1—x

€1 —C =
x+1 x-—3
Gauname tokia lyg€iy sistema:
cg+c, =1
1—x
€1 —C = ;
x+1 x-—3

Jas abi sudé¢je, gausime c;:

1—-x+ x+1 x-3
2 x+1 x-—3 '

c1 =

Turédami ¢, iSraiska, nesunkiai randame c, iSraiska:

1—-x— x+1 x-3
2 x+1 x-—3 '

C2=_

Istatome S$ias iSraiSkas | bendraji sprendini ir gauname atskira rekurentinés lygties

sprendini:
n+1 n+1
1-x+ x+1 x-3 o 1l-x—- x+1 x-3
2 2
D, =
x+1 x-—3
ISspreskime lygti:
D, = 0.
Skaitiklj prilyginame nuliui ir padaliname i§ antrojo skaitiklio nario, kuris niekada
nelygus nuliui:
n+1
1-x+ x+1 x-3
-1=0.
1-x— x+1 x-3
Panaikiname iracionaluma vardiklyje :
2
I-x+ x+1 x-3 1-x+ x+1 x-3
1-x2— x+1 x—-3 2
Ivedame keitinj:
t=1-x.
Pasinaudojg keitiniu, gauname tokia lygti:
2n+2
t+ t2-—4 _q
2 _— -

Metodo, kuris i$spresty Sia lygti, rasti nepavyko. Taciau panaudojus skaitinius metodus
buvo rasti realiis sprendiniai prie ivairiy n reikSmiy. Taip pat buvo pastebéta, kad visi realiis
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sprendiniai yra tokie patys kaip CebySevo daugianariy $aknys prijungus dvi naujas reik§mes

-210r 2:
jrmo.
t=2-cos ,Jj=01,...,n+ 1.
n+1
Patikrinkime Siuos sprendinius jstate juos i lygti:
. - 2n+2 S
i T ceae2 LT . . "
2:cospygt+ 4rcosty—o—4 jom R
= cos + cos -1 =
2 +1
j T . . ] T 2n+2
= oS + 1 -sin
n+1 n+1

Pasinaudoje kompleksinio skaic¢iaus kélimo laipsniu formule gauname:
cos j*2'm +i'sinj-2'm =cosj-2'm =1

Taigi Sie sprendiniai tenkina lygti, taciau ar neegzistuoja kity realiy sprendiniy pasakyti

negalime.

Prisiminkime, kad x = x,,, kai:
7

X; = 2+ cos ,i=12,..,m.
m

Grizkime prie keitinio t = 1 — x ir sudarykime lygti:

cos L + cos J T =1
n+1 m+1 2
kur:
i=01,..,n,
j=01,..,m

Teorema: Jeigu trigonometriné diofantiné lygtis turi bent viena sprendini (i,j), tuomet

detCp, = 0.
Spresdami  Sia lygti pasinaudosime internete esanfiu matematiniu  paketu

, WolframAlpha”, kuriame yra realizuotas algoritmas $iai lygéiai spresti. Sio paketo pagalba

1Sspresime lygti, kai
m=9,n=14.
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¥ Wolfram '

‘. cos(x*pif 10)+cos(y*pif15)=1/2, 0<x<10,0<y<15 B ‘

Assuming "0" is a decimal number | Use as referring to math instead

{cns(x %]ers[y %)-%,0(x<10.0<y<15}

{cns(%]+cos[%]=—é.0<x< 10,0 <y < IS}

13 pav. Trig. diof. lygties sprendimas su ,,WolframAlpha”
Bendroji diofantiniy lyg¢iy sprendimo metodika néra sukurta ir daugeliu atveju jos yra
itin sudétingos. Yra sukurti keli metodai labai siauros klasés trigonometrinéms diofantinéms

lygtims [5], taciau miisy sudarytai lygé¢iai sprendimo metodo rasti nepavyko.
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4. Branduolio struktiira

Prisimename, kad kiekviena konfigtiracija turi pirmavaizdi tada ir tik tada, kai matricos
C determinantas nelygus nuliui. Taciau egzistuoja be galo daug staciakampiuy gardeliy
m X n, kuriose peréjimo operatoriaus determinantas lygus nuliui. Tokiu atveju peréjimo
operatorius turés nenulinj branduolj, kurio dimensijos bei struktros nustatymas yra vienas
svarbiausiy $io darbo uzdaviniy. Panaudojus matematinj paketa ,,Matlab®, buvo issprestos
nedideliy matmeny staciakampiy sistemos, kai determinantas yra lygus nuliui. Pastebéta,

kad visy lenteliy branduoliai sudaryti i§ dviejy branduoliy:

X | -x X |y |-y|-x

-X-y| X | -x |x+y

X+y| -x | x [-x-y
X |-yl vy x

Kanoning $iy branduoliy erdvés baze sudaro sie sprendiniai:

1(-1 1({0[0]-1 0|1]|-1{0
-111]-1)1 -110]0]1
1(-1]1]-1 1{0|0]-1
-110]10]|1 0|-1/1(0

Nesunku pastebéti, kad branduoliy bazés sudarytos i§ domino kauliuky. Irodyti, kad
nebus kity baziniy branduoliy yra gana sudétinga. Su VGTU Kklasteriu ,,Vilkas* buvo
patikrintos visos gardelés, kuriy matmenys kinta nuo 1 iki 50000, tac¢iau naujuy branduoliuy
nebuvo rasta. Sprendziant didesniy matmeny gardeles, buvo pastebéta, kad ju branduoliai
susideda i§ mazesniyjy gardeliy branduoliy . Pavaizduokime 9x14 gardelés branduolj, kurio

dimensija lygi trim, bei kanoning branduoliy erdvés baze:

X+Z y-z -y -X+Z -z X y+z -y-z -X z X-Z % -y+z -z
-X-y X -X X+y 0 -X-y X -X X+y 0 -X-y X -X X+y
X+y-z | -X+z X -X-y-2 z X+y -X-Z X+2Z -X-y z X+y+2 -X X-z | -X-y+z
-X -y y X 0 -X -y y X 0 -X -y y X
z - 0 z A 0 z A 0 z z 0 z -z
X y -y -X 0 X y -y -X 0 X y -y -X
-X-y-z | x4z -X X+y-2 z -X-y X-Z -X+2 X+y z -X-y+2Z X -X-Z2 | x+y+z
X+y -X X -X-y 0 X+y -X X -X-y 0 X+y -X X -X-y
-X+2 -y-z y X+2Z -z -X -y+z y-z X z -X-2Z -y y+z X-Z

14 pav. Gardelés 9x14 branduolio iSraiska
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1 0 0 -1 0 1 0 =il 0 1 0 -1
-1 1 -1 1 0 -1 1 -1 1 0 =i 1 =il 1
1 -1 1 -1 0 1 -1 1 =il 0 1 -1 1 -1
-1 0 1 0 -1 0 0 1 0 -1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 -1 0 1 0 0 -1 0 1 0 0 -1
-1 1 -1 1 0 -1 1 -1 1 0 =i 1 =il 1
1 -1 1 -1 0 1 -1 1 =il 0 1 -1 1 -1
-1 0 1 0 -1 0 0 1 0 -1 0 1
0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 1 =1
-1 0 0 1 0 -1 0 0 1 0 =1 0 0 1
1 0 0 -1 0 1 0 0 =1l 0 1 0 0 -1
-1 1 0 0 0 -1 1 0 0 0 -1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 -1 0 0 0 1 -1 0 0 1 =1l
-1 0 0 1 0 -1 0 0 1 0 =il 0 0 1
1 0 0 -1 0 1 0 0 =il 0 1 0 0 -1
-1 0 0 0 -1 1 0 0 0 -1 1 0
1 -1 0 1 =1 0 1 -1 0 1 =l 0 1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 1 0 =1l 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 0 1 =1l 0 1 -1 0 1 =1 0 1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 1 0 =1l 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 0 1 =1l 0 1 -1 0 1 =1 0 1 -1

15 pav. Gardelés 9x14 kanoniné branduoliy erdvés bazé

Nesunku pastebéti, kad 9x14 gardelés branduolio baz¢ sudaryta i§ baziniy branduoliy,
atskirty nuliy stulpeliais ir eilutémis. Tokiu btdy, nenaudojant jokiy kompiuteriniy
technologijy, galima generuoti ir didesnes lenteles. Pasinaudojant Siuo konstravimo biduy,
buvo sudaryta pakankama salyga nenulinio branduolio egzistavimui:

1 matmenis padidiname vienetu: (m+1,n+1).

2 jeigu §i skaiCiy pora yra lygi bent vienai i$ $iy skaiciy pory (2a,3b), (3a,2b), (5a,5b),

kai a, beN, tuomet m X n gardelé turés nenulini branduoli.

Hipotezé: Staciakampés gardelés m X n branduolio dimensija yra lygi trigonometrinés
diofantinés lygties sprendiniy skaiciui.

Si hipotezé buvo patikrinta visoms gardeléms, kuriy matmenys kinta nuo 1 iki 100,

taciau bendro jrodymo sudaryti nepavyko.
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K. Satneris (K. Sutner) jrodé¢ teorema [22], kad jei buisenos igyja reikSmes i$ lickany

klasiy moduliu 2, tuomet branduolio dimensija yra lygi:
degBDD U,, x ,U, x—1

Kitaip tariant, staCiakampés gardelés branduolio dimensija yra lygi daugianariy U,, x ir
U, x —1 bendry $akny skai¢iui. Darbe [9] yra teigiama, kad §i teorema yra teisinga visose
liekany klasése pirminiu moduliu p, tac¢iau irodymas nepateiktas. Nagrinéjant nedideliy
matmeny lenteles buvo pastebéta, kad §j teorema galioja ir imant realias biiseny reikSmes,
taciau jrodyti, kad taip bus su visy matmeny lentelémis nepavyko. Imkime staciakampe
gardelg 9x14, kurios branduolj jau buvome suskai¢iavg. Uzra§ykime daugianarius Ug x ir
Ujg x—1:

Ugx =xx*+x—1 x?—x—-1 x*—5x*+5,
Ugsx—1 =xx—2 x>?—-3x+1 x?—-x—1 x*-3x3—x?+3x+1 x*-5x3—-5x>+5x—5.
Surenkame bendrus daugiklius:
x x2—x—1.

Kadangi gavome trecios eilés daugianarj, todél gardelés 9x14 branduolio dimensija yra
lygi 3. ISnagringjus ivairiy dydziy lenteles, buvo pastebéta, kad bendry daugikliy skaicius
nevirSyja 4, kai imant reikSmes 1§ liekany klasés moduliu 2, bendruy daugikliy skai¢ius yra

begalinis. Bendri daugikliai vir§ nulinés charakteristikos lauko yra:

x—1,
x?—x—-1.

L. . . . . e . 1+ 5 .
Kaip zZinome, daugianario x?—x-1 Saknys yra garsusis aukso pjiivis @ = - Ir

1- 5
1—([)=T.

Su matematiniu paketu ,,Matlab“ buvo apskaiCiuotos visy staciakampiy gardeliy

branduoliy dimensijos, su visais 1 < m,n < 30, kurios pateiktos lenteléje:
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2 lent. Branduoliy dimensijos

Skaiciuojant didesniy lenteliy branduoliy dimensijas buvo pastebéta, kad dimensijos

kartojasi su periodu 30 abieju matmenuy atzvilgiu. Tai buvo labai netikéta, nes literatiiroje

tiriamuose modeliuvose moduliu 2 periodiSkumo néra. Taciau fiksavus viena matmeni,

pavyzdziui m, branduoliy dimensijos kinta su tam tikru periodu, kurio ilgis yra skai¢iaus 30

dalikliai:

5—4m+1*mod5

2— m+12mod3
Taip pat pastebéta, kad jeigu n+1 arba m+1 yra pirminis skaicius didesnis uz 5, tuomet

3—2m+1 mod?2

nepaisant to, kokia yra kito matmens reik§mé, branduolio dimensija yra lygi nuliui, tai yra

bet kokia tokiy gardeliy konfigiiracija turés pirmavaizdi.
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5. ISVADOS

. Sudarytas lastelinio automato matematinis modelis, kai jo biisenos igyja realias
reikSmes, o peréjimo operatorius yra K. Satnerio apibréztas biiseny keitimo
operatorius o.

. Nagrinétame lasteliniame automate branduolio dimensija yra aprézta ir Kinta nuo 0
iki 4, kai K. Satnerio darbuose, kuriuose biisenos jgyja reik§mes 0 arba 1, branduolio
dimensijos yra neprognozuojamos ir auga nenuspéjamai.

. Pateiktas rekurentinis metodas, kuriuo matrica C,,,, pertvarkoma i kvadrating n eilés
matrica U,, (B,,) taip, kad branduolio dimensija ir determinantas ilicka nepakite. Sis
metodas ne tik sumazino matricos matmenis max(m,n) karty, bet ir palengvino
matricos analizg.

. Jeigu egzistuoja bent vienas trigonometrinés diofantinés lygties sprendinys, tuomet
egzistuoja nenulinis branduolys. Sudaryta hipotezé, kad trigonometrinés diofantinés
lygties sprendiniy skai¢ius yra lygus branduolio dimensijai.

. Visuy sta¢iakampiy gardeliy, kuriy branduolio dimensija yra nelygi nuliui, branduoliy
erdves bazés sudarytos i§ baziniy 1x2 ir 4x4 branduoliy sujungty nuliy stulpeliais
arba eilutémis. Pasinaudojus $ia savybe, iSvestos pakankamos salygos, leidzianc¢ios
nustatyti ar stac¢iakampé lentelé turés nenulinj branduolj. Su VGTU klasteriu
,»Vilkas® buvo patikrintos visos lentelés, kuriy matmenys kinta nuo 1 iki 50000,
taciau naujy baziniy sprendiniy nebuvo rasta.
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Priedas A

#include <iostream>

#include <cmath>

#include <math.h>

#include <cstdlib>

#include <string.h>

#include <climits>

using namespace std;
double a[2001][2001];
double k[2001][2001];

int main()

{

long i,j,gime,mire,liko,v,metai;
metai=1;
for(int i=1;i<2000;i++)
{
for(int j=1;j<2000;j++)
{

a[i][j]= 0;
a[1000][1001]=1;
a[1001][1001]=1;
a[1002][1001]=1;
a[1000][1002]=1;
a[1001][1000]=1;
}
}
while(metai<100)
{
gime=0;
mire=0;
liko=0;
v=0;
for(int i=2;i<1999;i++)

{
for(int j=2;j<1999;j++)
{
k[i][j]=ali-1][j-1]+a[i-1][j]+ali-1][j+1]+a[i][-1]+a[i][j+1]+a[i+1][j-
1]+a[i+1][j]+a[i+1][j+1];

}
for(int i=2;i<1399;i++)
for(int j=2;j£1999;j++)
if ((a[i]U]==0)&&(k[i]Ei]==3))
a[i][j]=1;
gime=gime+1;
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if (afi][]==1)
V=V+]1,
if ((@[i]i]==1) && ((k[i][i]==2)||(k[i%[i]==3)))
ali][i]=1;
liko=liko+1;
}
else
{
alil[il=0;
mire=mire+1;
}
}
}

cout<<"gime "<<gime<<"liko "<<liko-gime<<" mire "<<v-liko<<" metai
"<<metai<<endl;
metai=metai+1;
}
system("pause”);
return O;

}
Priedas B

end;
if mod(j,n)
A(1 Ij):

>0
1;
end;

end;

if -1 == 1
if mod( ,n) >
A( ):
end;
if mod (i, n)
A(llj):
end;
end;
if abs(
A(L

>0
1;

- u
|~
i—‘ Il

end;
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end;

sprend
format long;
C=rref (sprend) ;
for i=l:n*m
D(i)=C(i,n*m+1);

end;

[A transpose (b) ]

rangas=rank (A7)
determinantas=det (A)

C priedas
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Priedas D
# include<stdio.h>
# include<stdlib.h>
int R,C;
int i, 7J;
int mat[100][100];
void display( int, int);
void input( int, int);
int Rangas (int , int);
void swap (int, int, int);
void swap( int rl,int r2, int col)
{
for( i = 0; 1 < col; i++)
{
int k = mat[rl][i];
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int Rangas (int rl, int cl)
{
int r, c;
for(r = 0; r< cl; r++)
{
display(R,C);
[r] )

if( mat[r]
for(c = 0; ¢ < rl; c++)
if(c !'= r)

{
float ratio = mat]|
for( i = 0; 1 <
mat[c] [1]

cllr]l/ mat[r][rl;
cl; i++)
-= ratio * mat([r][i];
}
else
1;
else
{
for(c = r+l1l ; ¢ < rl; c++)
if (mat[c][r])
{

swap(r,c,cl);

break ;
}
if(c == rl)
{
-- cl;
for(c = 0; ¢ < rl; c ++)
mat[c] [r] = mat([c][cl];

return cl;
}
void display( int row, int col)
{
for(i = 0; i < row; i++)
{
for(j = 0; j < col; J++)
{
1;
}
}
}
void input( int row, int col)
{
int value, saknis;
saknis=4;
for(i = 0 ; i< row; i++)
{
for(j = 0 ; Jj<col; j++)
{
if ((i==3j) Il (abs(i-j)==1) 11 (abs(i-j)==saknis))
{
mat[1][J] = 1;
}
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if ((abs(i-j)==1)&&((1+]j+1) %saknis==0)&&((1*]) $saknis==0))
{
mat[i] [j] = 0;
}

}
}
void main ()
{
int rank;
printf ("\n Lenteles matmenys :");
scanf ("%d", &R);
input (R, R);
display(R,R);
rank = Rangas (R, R);
printf ("\n Matricos rangas yra : %d", rank);
scanf ("%d", &R);
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