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ĮVADAS 

 

Pasaulyje duomenų kiekis sparčiai auga, šiuos duomenis darosi sunku suprasti ir apdoroti, 

kad mes surastumėme mums reikiamą informaciją. Duomenų organizavimas ir išgavimas tapo 

neatsiejamomis kasdienėmis operacijomis. Viena iš šių operacijų yra informacijos išgavimas 

pateikus tam tikrą intervalą, kur reikėtų ieškoti duomenų.  Norint efektyviai atlikti šią operaciją yra 

naudojamos įvairios intervalinės medžio tipo duomenų struktūros. Jos duomenis perteikia įvairių 

sąlygų sąryšiais ir suteikia galimybę juos efektyviau valdyti ir saugoti. Kadangi šiuo metu 

intervalinių medžio tipo duomenų struktūrų pasirinkimo spektras nėra mažas, yra sunku išsirinkti, 

kuri duomenų struktūra yra efektyvesnė greičio, atminties, kodo sudėtingumo arba universalumo 

aspektu.  

Norint išsirinkti reikiamą intervalinę medžio tipo duomenų struktūrą reikia atlikti tyrimą, 

kuris parodytų rezultatus, pagal kuriuos galėtumėme atsirinkti, kuri duomenų struktūra tinkama tam 

tikram atvejui. Dėl to šiame darbe buvo pasirinktos ir ištirtos kelios intervalinės medžio tipo 

duomenų struktūros skirtos darbui su dideliais duomenimis. 

Darbo tikslas – ištirti intervalinių medžio tipo duomenų struktūrų įtaką didelių duomenų 

apdorojimo uždaviniams spręsti. 

 

Uždaviniai: 

1) Atlikti intervalinio medžio tipo duomenų struktūrų mokslinės literatūros apžvalgą, 

taikomą dideliems duomenims apdoroti ir sumodeliuoti keletą uždavinių, leidžiančių įvertinti 

pasirinktų intervalinių medžio tipo duomenų struktūrų efektyvumą. 

2) Sukurti kompiuterines programas, sprendžiančias iškeltus uždavinius, naudojant aptartas 

intervalines medžio tipo duomenų struktūras. 

3) Įvertinti skirtingų intervalinių medžio tipo duomenų struktūrų pasirinkimo įtaką 

uždaviniams spręsti ir pateikti gautus rezultatus. 
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1. Intervalinės medžio tipo duomenų struktūros 

1.1. Segmentinis medis 

Viena iš duomenų struktūrų kuri efektyviai padeda susidoroti su  intervalinėmis 

problemomis yra segmentinis medis. Informatikoje ši duomenų struktūra yra taip pat žinoma kaip 

statistinis medis. Ši hierarchinio tipo duomenų struktūra suteikia galimybę operatyviai atsakyti į 

intervalines užklausas, pareikšti, kuris intervalas turi ieškomą tašką, bei taip pat palaiko efektyvią 

atnaujinimo užklausą, kuri atnaujina duomenų struktūros reikšmę nekeisdama jo struktūros ir kitas 

operacija aprašomas šiame skyriuje (Berg, Kreveld, Overmars & Schwarzkopf, 2000).  

 

1.1.1. Struktūra 

Segmentinio medžio struktūra yra ganėtinai sudėtinga, ją geriausiai išeina suprasti 

naudojantis pavyzdžiais. Kaip pavyzdį galima būtų paminėti toki atvejį, kai egzistuoja sveikųjų 

skaičių masyvas1  𝛼[0. . 𝑛 − 1], kur 𝑛 reiškia masyvo ilgį. Pirmiausia siekiant apskaičiuoti visų 

masyvo elementų sumą, tai būtų [0. . 𝑛 − 1] segmento suma. Norint apskaičiuoti kitus masyvo 

segmentus šį masyvo segmentą reikia dalinti į dvi dalis: [0. .
𝑛

2
]  ir [

𝑛

2
+ 1 … 𝑛 − 1] ir skaičiuoti 

gautųjų segmentų sumas. Šias dvi dalis toliau reikia atskirai dalinti į dar dvi dalis ir skaičiuoti 

gautas naujųjų dar mažesnių segmentų sumas. Šį procesą reikia kartoti tol, kol visų dalinamų 

segmentų dydžiai netampa vieno elemento dydžio. Taigi, mūsų pradinį segmentą [0. . 𝑛 − 1] reikia 

dalinti pusiau(jeigu tai nėra segmentas kuriam priklauso vienas elementas) ir kviesti tą pačią 

dalinimo procedūra abiem naujai gautiems segmentams, saugant apskaičiuojamas sumas. Šie 

segmentai suformuoja dvejetainį medį: dvejetainio medžio šaknis yra segmentas 𝛼[0. . 𝑛 − 1], ir 

kiekviena viršūnė (išskyrus viršūnės lapus) turi dvi viršūnes kurie yra jos vaikai. Būtent dėl to ši 

duomenų struktūra ir yra vadinama segmentiniu medžiu, nors daugumoje realizacijų medis nėra 

aiškiai sukonstruojamas. Pavyzdžiui, norint sudaryti segmentinį medį 𝛼 = [1, 3, −2, 8, 7] masyvui 

reikia 9 viršūnių (žr. 1.1 pav.) 

 

  

                                                 
1 Indeksais sužymėtų vienodo tipo duomenų(objektų) eilė. 
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1.1 pav.  Segmentinio medžio struktūros pavizdys (Segment Tree, 2018) 

 

Segmentinis medis visuomet turi tiesiškai priklausomą viršūnių skaičių nuo pradinio 

masyvo dydžio, taip yra todėl, kadangi pirmasis lygis turi visada vieną viršūnę (medžio šaknį), 

antrasis lygis turi dvi viršūnes, trečiasis keturias ir taip toliau kol viršūnių skaičius nepasiekia 𝑛. 

Viską apžvelgus galima įvertinti viršūnių skaičių pagal formulę:  1 + 2 + 4 + ⋯ + 2⌈log2 𝑛⌉ =

 2⌈log2 𝑛⌉+1 < 4𝑛 . Taip pat svarbu paminėti tai, jog kai masyvo dydis 𝑛 nėra 2 laipsnis, ne visi 

segmentinio medžio lygiai yra užpildomi. Segmentinio medžio aukštis yra log2 𝑛, kadangi 

leidžiantis į apačią nuo šaknies segmentų  dydžiai visuomet mažėja per pusę (Segment Tree 

[interaktyvus] 2018 [žiūrėta 2019 m. lapkričio 22d.]. Prieiga per internetą:      https://cp-

algorithms.com/data_structures/segment_tree.html. 

 

1.1.2.  Konstravimas 

Segmentinį medį efektyviai galima sukonstruoti pradedant nuo apatinio lygio ir kylant į 

viršų, pradedama konstruoti nuo viršūnių lapų, viršūnė yra vadinama lapu jeigu jos segmento dydis 

yra lygus vienam. Nuo šių viršūnių galima sukonstruoti vienu lygiu aukštesnį lygį ir kartoti šią 

konstravimo procedūrą tol, kol yra pasiekiamas pirmasis lygis (šaknies viršūnė). Visas šias  

operacijas yra patogu atlikti naudojant rekursinę2 funkciją. Norint sukonstruoti visą segmentinį 

                                                 
2 Programų sudarymo metodas, kai  programa kreipiasi į save, esant mažesnėms argumentų reikšmėms. 
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medį reikia 𝑂(𝑛) laiko, kadangi viršūnių skaičius nėra didesnis už 4𝑛. Segmentinį medį galima 

sukonstruoti lengvai(žr. 1.2 pav.) 

1.2 pav. Segmentinio medžio konstravimo realizacija c++ programavimo kalba 

 

Kaip matyti iš programinio kodo, segmentinio medžio segmentai irgi yra saugomi masyve, 

taip pat galima pastebėti, jog kiekvienas „tėvo“ segmentas medžio saugomoje struktūroje gali 

pasiekti savo vaikus pagal indeksų skaičiavimo formules: 2 ∗ 𝑑𝑎𝑏𝑎𝑟𝑡𝑖𝑛𝑖𝑠_𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠𝑎𝑠 + 1 ir 2 ∗

𝑑𝑎𝑏𝑎𝑟𝑡𝑖𝑛𝑖𝑠_𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠𝑎𝑠 + 2, jeigu būtų naudojama nulinė indeksavimo bazė, tai „vaikus“ būtų 

galima pasiekti per 2 ∗ 𝑑𝑎𝑏𝑎𝑟𝑡𝑖𝑛𝑖𝑠_𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠𝑎𝑠 su 2 ∗ 𝑑𝑎𝑏𝑎𝑟𝑡𝑖𝑛𝑖𝑠_𝑖𝑛𝑑𝑒𝑘𝑠𝑎𝑠 + 1 indeksus (Segment 

Tree, 2016). 

 

1.1.3. Intervalinės užklausos 

Kaip jau buvo minėta struktūros poskyryje, segmentinis medis suteikia galimybę atlikti 

intervalines užklausas. Norint atlikti šias intervalines užklausas, yra pateikiamas norimas intervalas, 

dažniausiai tai būna masyvo indeksai, rėžio pradžia ir rėžio pabaiga, kuriuose norėtumėme gauti 

segmento reikšmę.  Naudojantis struktūros poskyryje minėtų pavyzdžiu, jog turime masyvą 

𝛼[0. . 𝑛 − 1] ir norėtumėme gauti tam tikra šio masyvo sumą indeksuose nuo 𝛼[𝑙. . 𝑟] t.y reikėtų 

gauti sumą nuo masyvo indekso 𝑙 iki indekso 𝑟, kur 𝑙 ≤ 𝑟, 𝑙 ≥ 0 ir 𝑟 < 𝑛. Šią sumą galima išreikšti 

pagal formulę:  𝑎[𝑙] + 𝑎[𝑙 + 1] + 𝑎[𝑙 + 2] + ⋯ + 𝑎[𝑟]. Įprastai tokiai sumai gauti reikėtų 𝑂(𝑟 −

𝑙 + 1) laiko, tačiau segmentinis medis suteikia galimybę į šią sumos užklausą atsakyti ilgiausiai per 
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𝑂(log2 𝑛) laiką, o tai labai pagerina vienos užklausos atsako laiką, jeigu užklausa nėra maža. 

Segmentinis medis yra gerai vertinamas todėl. kad jį sukonstruoti reikia vieną kartą ir jis gali 

atsakyti į užklausas apie bet kuriuos intervalo rėžius. Jis yra įprastai naudojamas, kai yra siunčiama 

daug užklausų į skirtingus intervalus. Užklausos segmentiniuose medžiuose vykdomos tokiu būdu: 

tarkime,  jog šiuo metu mes esame viršūnėje, kuri padengią segmentą 𝑎[𝑡𝑙. . 𝑡𝑟] tai mums suteikia 3 

galimybes: 

1) Lengviausias atvejis, kai segmentas 𝑎[𝑙. . 𝑟] lygus segmentui 𝑎[𝑡𝑙. . 𝑡𝑟], tada galima baigti 

ir grąžinti apskaičiuotą sumą, kuri yra saugoma viršūnėje, kuri yra šiuo metu apdorojama. 

2) Alternatyviai užklausos segmentas gali visiškai priklausyti kairiajam arba dešiniajam 

dabartinės viršūnės po medžiui tai yra arba intervalas priklauso 𝑎[𝑡𝑙. . 𝑡𝑚] arba 𝑎[𝑡𝑚 + 1. . 𝑡𝑟] kur 

𝑡𝑚 =
(𝑡𝑙+𝑡𝑟)

2
  šiuo atveju reikia eiti į tą vaiko viršūnę kuriam priklauso intervalas ir tikrinti tris 

suteikiamas galimybes. 

3) Trečia galimybė yra tai, jog užklausos segmentas susikerta su abiem dabartinės viršūnės 

„vaikais“, tada nėra kito išeities tik eiti į abu „vaikus“ ir sujungti jų atsakymo užklausas. Pirmiausia 

reikia eiti į kairįjį „vaiką“, 𝑎[𝑡𝑙. . 𝑡𝑚] ir ten pasirinkti vieną iš trijų galimybių, o po to tą patį 

padaryti su dešiniuoju „vaiku“ 𝑎[𝑡𝑚 + 1. . 𝑡𝑟]. 

Taigi, norint įvykdyti sumos užklausą būtini rekursyvūs kvietimai „į save“ vieną kartą į 

kairįjį arba dešinįjį po medį arba į juos abu. Rekursija pasibaigia tada, kai dabartinės viršūnės 

segmento rėžiai susikerta su ieškomojo segmento rėžiais.  Intervalų sumos užklausą nėra sunku 

realizuoti(žr. 1.3 pav.)   

1.3 pav. Segmentinio medžio sumos užklausos realizacija c++ programavimo kalba 
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Kadangi segmentinis medis yra labai universali duomenų struktūra, ji neapsiriboja vien tik 

sumos užklausų uždaviniais, bet padeda išspręsti ir kitas problemas kylančias su intervalais pvz.: 

minimumo arba maksimumo suradimas norimuose intervalo rėžiuose, principas yra tas pats kaip su 

sumos užklausomis, tačiau skirtumas tas, kad viršūnėje saugoma ne segmento suma, o segmento 

minimali arba maksimali reikšmė. Be abejo, sumą galime pakeisti kitomis komutatyviomis 

operacijomis, tokiomis kaip daugyba, disjunkcija, konjunkcija, griežtoji disjunkcija ir daugybe kitų.  

Taip pat segmentinį medį galima pateikti kaip dviejų dimensijų, tuomet galima vykdyti 

užklausas matricose. Tai mums suteikia galimybes spręsti tokias problemas kaip nustatymo 

minimalaus ir maksimalios reikšmės dėžėje, nustatymas kiek yra taškų koordinačių plokštumoje 

stačiakampyje, kurio kairiojo apatinio kampo  koordinatės yra 𝑥1 ir 𝑦1, o dešiniojo viršutinio 𝑥2 ir 

𝑦2 ir daugybę kitų problemų (Ibtehaz, Kaykobad and Rahman, 2018). 

 

1.1.4. Atnaujinimo užklausos 

Be intervalinių užklausų segmentinis medis palaiko atnaujinimo užklausas.  Atnaujinimo 

užklausa dažniausiai susideda iš masyvo indekso, kurį norime atnaujinti ir reikšmės į kurią norime 

atitinkamą masyvo elementą pakeisti, norint visai tai padaryti reikia perkonstruoti mūsų segmentinį 

medį. Ši užklausa yra daug kartų paprastesnė už intervalinę užklausą. Kadangi kiekvienas 

segmentinio medžio lygis suformuoja masyvo dalį, tai vienas bet kuris masyvo elementas yra 

viename segmente kiekviename lygyje, tai sako, jog norint atnaujinti vieną masyvo elementą 

tereikia atnaujinti tik log2 𝑛 segmentinio medžio viršūnių. Lengva pastebėti, kad atnaujinimo 

operaciją galima realizuoti su rekursyvią funkciją. Funkcijai yra paduodama dabartinė viršūnė, 

nauja reikšmė ir masyvo indeksas, kurį reikia atnaujinti, funkcija rekursiškai kviečia viena iš savo 

„vaikų“ į kurį įeiną dabartinis nagrinėjamas elementas ir jį atnaujiną, šis procesas vyksta tol kol 

nepasiekiama viršūnė lapas (žr. 1.4 pav.) (Sharma, 2016). 
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1.4 pav.  Segmentinio medžio atnaujinimo užklausos realizacija c++ programavimo kalba 

  

1.1.5. Intervalinės atnaujinimo užklausos 

Dažnai būna situacijų,  kai reikia atnaujinti ne vieną reikšmę medyje, o visą ištisą segmentą, 

šiai operacijai atlikti segmentinis medis turi labai naudingą techniką vadinama „tingiu 

dauginimusi“. Naudojant šią techniką galima atidėti dalį atnaujinimų(praleisti rekursyvius 

kvietimus atnaujinimo funkcijoje) ir atlikti juos tik tuomet, kai jie yra reikalingi (Mittal, 2016). 

Šiuo atveju kaip pavyzdys galėtu būti modifikacijos užklausa, kuri sako, jog mes turime 

priskirti kiekvienam segmento elementui specifinę reikšmę p, o sekančioji po jos einanti užklausa 

būtų nuskaitymas 𝑎[𝑖] masyvo reikšmės. Norint atlikti šią modifikaciją visam segmentui reikia 

saugoti atributą kiekvienoje segmentinio medžio viršūnėje, kuris nusako ar nagrinėjamasis 

segmentas yra pilnai padengtas viena reikšme ar keliomis reikšmėmis. Tai leidžia atlikti „tingų 

atnaujinimą“: vietoj keitimo visų segmentų esančių medyje, kurie yra perdengiami užklausos 

segmento, užtenka pakeisti tik kelis segmentus ir pažymėti viršūnę. Pažymėta viršūnė nurodys tai, 

kad kiekvienas elementas esantis nagrinėjamame segmente turi priskirtą reikšmę ir pilnas po medis 

taip pat turėtų turėti tik šią reikšmę. Apibendrinus galima sakyti, jog yra „tingiai“ su uždelsimais 

įrašoma nauja reikšmė į kiekvieną iš viršūnių. Šiuo principu galima atidėti atnaujinimo užklausą 

vėlesniam laikui, kada medžiui atliekama intervalinė užklausa. 

Taigi, po modifikacijos užklausos kai kurios medžio dalys tampa nesvarbiomis – kai kurios 

modifikacijos niekados nėra pilnai įvykdomos. Pavyzdžiui, kai modifikacijos užklausa „priskirti 

skaičių visam masyvui 𝑎[0 … 𝑛 − 1]“ yra įvykdoma, segmentiniame medyje pasikeičia tik vienas 
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dalykas – reikšmė esanti šaknyje, bei šaknies viršūnė yra pažymima. Likusieji segmentai išlieka 

nepakeisti, nors teoriškai reikšmė turėtu būti įrašyta visam medžiui. 

Dar vienas iš pavyzdžių galėtų būti, jog antroji modifikacijos užklausa sako, kad pirmoji 

masyvo dalis 𝑎 [0 …
𝑛

2
] turėjo būti priskirta kokiai nors reikšmei. Norint įvykdyti šią užklausą reikia 

priskirti kiekvienam elementui esančiam kairiajame šaknies po medyje nurodytą reikšmę, tačiau 

prieš tai atliekant reikia sutvarkyti šaknies viršūnę. Komplikuotumas čia atsiranda toks, jog dešinioji 

masyvo pusė vis dar turėtų būti priskirta reikšmei, kuria suteikė pirmoji modifikacijos užklausa ir 

kol kas šiuo metu jokia informacija nėra saugoma dešiniajame šaknies po medyje. Tai 

išsprendžiama perleidžiant informaciją iš šaknies savo „vaikams“,  tai yra, jeigu medžio šaknis 

turėjo priskirtą kokią nors reikšmę, tuomet tą reikšmę reikia priskirti kairiajam ir dešiniajam šaknies 

„vaikui“ ir ištrinti žymą šaknyje. Po šio pakeitimo galima priskirti kairiajam šaknies „vaikui“ naują 

reikšmę neprarandant jokios informacijos.  

Viską apibendrinus galima teigti, jog esant bet kokiai užklausai (atnaujinimo arba 

nuskaitymo) nusileidimo medyje metu visuomet reikia nuleisti informaciją iš esamosios viršūnės į 

abidvi viršūnes „vaikus“. Tai reiškia, jog leidžiantis medžiu yra atliekamos uždelstos modifikacijos 

užklausos, tačiau tik tiek kiek yra būtina(kad nepablogintumėme laiko kompleksiškumo 𝑂(log2 𝑛)).  

Norint daryti intervalines atnaujinimo užklausas prie jau turimų metodų(žr. 1.3 pav., 1.4 

pav.), reikia papildomai pasirašyti viršūnės nuleidimo metodą (žr. 1.5 pav.) 

1.5 pav.  Segmentinio medžio nuleidimo metodo realizacija c++ programavimo kalba 
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Šis naujasis metodas gaus dabartinę nagrinėjamą viršūnę ir nuleis informaciją į apačią savo 

„vaikams“, atžymės dabartinę viršūnę, kadangi informacija jau bus nuleista į apačią ir pažymės 

nagrinėjamos viršūnės „vaikus“. Šį metodą reikia kviesti užklausų metodų pradžioje, tačiau nereikia 

kviesti jų „vaikams“, nes šiuo metu nereikia leisti informacijos dar žemiau. Taip pat reikia šiek tiek 

pakeisti atnaujinimo metodą (žr. 1.6 pav.) ir pasirašyti gavimo metodą (žr. 1.7 pav.), kad viskas 

vyktų sklandžiai. 

 

1.6 pav. Segmentinio medžio intervalinės atnaujinimo užklausos realizacija c++ programavimo kalba 

1.7 pav.  Segmentinio medžio gavimo metodo realizacija c++ programavimo kalba 
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1.1.6. Dviejų dimensijų segmentinis medis 

Segmentinis medis gali būti sukuriamas bet kokiam dimensijų skaičiui. Norint sukonstruoti 

dviejų dimensijų segmentinį medį reikia, jog kiekviena viršūnė esanti dviejų dimensijų 

segmentiniame medyje turėtų vienos dimensijos segmentinį medį, taigi tai iš esmės galima 

pavadinti segmentiniu medžiu iš segmentinių medžių (Aggrawal, 2017).  

 Šiuo atveju kaip pavyzdys galėtu būti, jog turime matricą 𝑎[0 … 𝑛 − 1, 0 … 𝑚 − 1], 

kur čia 𝑛 yra eilučių skaičius, o 𝑚 yra stulpelių skaičius, turint šią matricą reikia surasti sumą (arba 

minimumą/maksimumą) kokioje nors matricos dalyje  𝑎[𝑥1 … 𝑥2, 𝑦1 … 𝑦2], bei atlikti modifikacijas 

individualiuose matricos elementuose, pvz.: užklausas formoje priskirti matricos elementui reikšmę 

𝑎[𝑥][𝑦] = 𝑢.  

Norint palengvinti konstravimo procesą galima pamiršti, jog matrica yra dviejų dimensijų ir 

palikti pirmąją koordinatę (koordinatės šiuo metu žymimos 𝑥 ir 𝑦). Pirmiausia reikia konstruoti 

vienos dimensijos segmentinį medį naudojant pirmąją koordinatę, tačiau vietoj skaičiaus saugojimo 

segmentinio medžio viršūnėje, kaip jau minėta vienos dimensijos atveju konstravimo poskyryje 

reikia saugoti visa segmentinį medį tai yra šiuo momentu reikia prisiminti, jog egzistuoja antroji 

koordinatė. Kadangi šiuo metu pirmoji koordinatė yra fiksuota intervale [𝑙 … 𝑟], reikia atlikti 

pakeitimus su 𝑎[𝑙 … 𝑟, 0 … 𝑚 − 1] matricos dalimi ir jai sukurti segmentinį medį. 

Taigi, konstravimą dviejų dimensijų segmentinio medžio galima išskirti į dvi dalis:  

1) Konstravimą 𝑥 koordinatės atžvilgiu (žr. 1.8 pav.) 

2) Konstravimą 𝑦 koordinatės atžvilgiu (žr. 1.9 pav.) 

1.8 pav. Kontravimas dviejų dimensijų segmentinio medžio x koordinatės atžvilgiu  
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1.9 pav. Konstravimas dviejų dimensijų segmentinio medžio y koordinatės atžvilgiu 

Lapų konstravimui 𝑦 koordinates atžvilgiu yra išskiriami 2 skirtingi atvejai: 

2.1) Kai dabartinis nagrinėjamas segmentas pirmosios koordinatės [𝑘𝑎𝑖𝑟ė𝑥 … 𝑑𝑒š𝑖𝑛ė𝑥] turi 

ilgį lygų vienam, tuomet tiesiogiai yra inicializuojamas segmentinis medis iš matricos. 

2.2)  Kai dabartinis nagrinėjamas segmentas pirmosios koordinatės [𝑘𝑎𝑖𝑟ė𝑥 … 𝑑𝑒š𝑖𝑛ė𝑥] turi 

ilgį didesnį negu vienas, tuomet yra kombinuojamos reikšmės iš kairiojo ir dešiniojo viršūnės 

„vaikų“ pagal 𝑥 koordinatę. 

Toks segmentinis medis dar vis kaip ir vienos dimensijos atvejis naudoja tiesinį kiekį 

atminties, tačiau su didelę konstantą: 𝑂(16 ∗ 𝑛 ∗ 𝑚).  

Vizualiai sukonstruoto dviejų dimensijų segmentinio medžio struktūra gali būti sunku 

įsivaizduoti, tačiau ją galima nupiešti turint 4𝑥4 matricą su užpildytais duomenimis. (žr. 1.10 pav.) 
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1.10 pav. Pavyzdinė duomenų matrica (Laaksonen, 2017) 

 

Iš šios duomenų matricos sukonstruotas dviejų dimensijų segmentinis medis palaiko dvi 

užklausas: sumų apskaičiavimą pasirinktuose matricų stačiakampiuose, bei atnaujinimą bet kurios 

matricos reikšmės (žr. 1.11 pav.). Pavyzdžiui suma viso stačiakampio yra lygi 86, suma 

stačiakampio pirmų dviejų eilučių yra lygi 53, šias sumų užklausas galima apskaičiuoti efektyviai 

atsakyti naudojantis dviejų dimensijų segmentiniu medžiu.  
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1.11 pav. Dviejų dimensijų segmentinio medžio vizualizacija (Laaksonen, 2017) 

 

Dviejų dimensijų užklausos yra vykdomos tuo pačiu principu kaip ir konstravimas, 

pirmiausią užklausą reikia vykdyti pagal pirmąją koordinatę, su kuria reikia pasiekti atskaitos 

viršūnę, o esant joje iškviesti užklausą antrajai koordinatei (žr. 1.12 pav.). 

Ši užklausa veikia 𝑂(log2 𝑛 ∗ log2 𝑚) greičiu, kadangi pirmiausia pereina per pirmosios 

koordinates segmentinį medį ir po to kiekvienai surastai viršūnei daro užklausą pagal antrąją 

koordinatę. 
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1.12 pav.  Dviejų dimensijų segmentinio medžio sumos užklausos realizacija c++ programavimo kalba 

 

Taip pat egzistuoja tokių problemų kur yra reikalinga dviejų dimensijų segmentinio medžio 

kompresija. Pavyzdžiui koordinačių plokštumoje egzistuoja 𝑛 taškų, kurie yra apibrėžiami savo 

koordinatėmis (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ir yra užduodamos užklausos, kurios sako, kad reikia suskaičiuoti kiek yra 

taškų stačiakampyje ((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)). Gavus tokią problemą tampa akivaizdu, kad neapsimoka 

konstruoti dviejų dimensijų segmentinio medžio su 𝑂(𝑛2) elementų, kadangi didžioji dalis 

atminties nebus netgi naudojama. Pilna atmintis nebus naudojama dėl to, kad kiekvienas taškas gali 

pakliūti tik  į log2 𝑛 segmentus pagal pirmąją koordinate iš to seka, kad naudingas dydis visų 

segmentų pagal antrąją koordinatę turėtų būti 𝑂(𝑛 ∗  log2 𝑛). 

 Taigi, norint išspręsti šią problemą reikia imti kiekvieną segmentinio medžio viršūnę pagal 

pirmąją koordinatę ir saugoti joje segmentinį medį pagal antrosios koordinatės viršūnes, kurios 

pasikartoja pirmosios koordinatės nagrinėjamame segmente. Jeigu reikia konstruoti segmentinį 

medį viršūnėje 𝑣𝑖𝑟𝑠𝑢𝑛𝑒_𝑥,  kurios rėžiai yra 𝑘𝑎𝑖𝑟𝑒_𝑥 ir 𝑑𝑒𝑠𝑖𝑛𝑒_𝑥, nagrinėti reikia tik tuos taškus, 
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kurie pakliūva į intervalą 𝑥 ∈ [𝑘𝑎𝑖𝑟𝑒_𝑥, 𝑑𝑒𝑠𝑖𝑛𝑒_𝑥). Taip darant bus pasiekta, jog kiekviena 

segmentinio medžio antroji koordinatė užims tik tiek atminties kiek reikia. Rezultatas šios 

optimizacijos bus toks, kad atminties panaudojimas sumažės iš 𝑂(𝑛2) iki 𝑂(𝑛 ∗ log2 𝑛). Norint 

toliau atsakyti užklausas per 𝑂(log2 𝑛 ∗  log2 𝑛) laiką, tereikės naudoti dvejetainę paiešką3 einant 

per antrąją koordinatę. Ši operacija laiko kompleksiškumo nepablogins, kadangi dvejetainė paieška 

veikia per 𝑂(log2 𝑛) laiką (Laber, Molinaro, 2009) (Clampett, 1964). Vienas šios struktūros 

panaudos minusas yra tas, kad nebus galima efektyviai atlikti modifikacijos užklausų, kadangi 

atsiradus naujam taškui, kurį reikia įdėti į segmentinio medžio vidurį pagal antrąją koordinatę reikia 

perdaryti dalį segmentinio medžio struktūros. 

 

1.1.7. Išsaugojimas segmentinio medžio istorijos 

Segmentinis medis, kuris gali išsaugoti prieš tai buvusią būseną po bet kokių modifikacijų 

yra vadinamas pastoviu segmentiniu medžiu (angl. Persistent Segment Tree).  Šio tipo segmentinis 

medis gali suteikti prieigą prie bet kurios segmentinio medžio versijos, kurios reikia ir įvykdyti 

užklausą būtent toje versijoje. Be abejo, kadangi yra saugoma visa medžio istorija nėra išvengiama 

didesnio atminties sunaudojimo, kas daro įtaką ir laiko kompleksiškumui (Kumar, 2016). 

Norint iš segmentinio medžio gauti pastovųjį segmentinį medį užtenka pakeisti tik 

𝑂(log2 𝑛) viršūnių pradedant šaknies viršūne. Norint tai padaryti reikia segmentinį medį kurti 

naudojant rodykles (angl. Pointers) tai yra kiekviena viršūnė turi saugoti rodyklę į savo kairįjį ir 

dešinįjį „vaiką“, taip saugant viršūnes sulaukus modifikacijos užklausos nereikia keisti esamųjų 

viršūnių, užtenka sukurti naujas viršūnes (žr. 1.13 pav., 1.14 pav., 1.15 pav., 1.16 pav.). Viršūnės 

kurios nėra paveiktos modifikacijos užklausos toliau gali rodyti į senas viršūnes. Taigi, įvykus 

modifikacijos užklausai bus sukurtos log2 𝑛   naujos viršūnės, bei nauja segmentinio medžio 

šaknies viršūnė, o sena segmentinio medžio versija išliks nepakitusi. Be abejo galima kurti 

kiekvienai segmentinio medžio versijai naują segmentinį medį tačiau toks sprendimas nėra 

optimalus, kadangi kiekvienas naujos versijos sukūrimas užims 𝑂(log2 𝑛) laiko konstravimui, bei 

𝑂(𝑛 ∗ log2 𝑛) papildomai atminties. 

                                                 
3 Paieškos algoritmas, kai elemento ieškoma surikiuotame sąraše jį dalinant pusiau. 
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1.13 pav.  Konstravimas segmentinio medžio naudojant rodykles 

 

1.14 pav.  Segmentinio medžio sumos užklausa naudojant rodykles 
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1.15 pav.  Segmentinio medžio viršūnės struktūra 

 

1.16 pav. Segmentinio medžio atnaujinimo užklausa naudojant rodykles 
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1.2. Dvejetainis indeksuotas medis 

 

Dvejetainis indeksuotas medis buvo sukurtas 1994 metais norint pagerinti aritmetinio 

kodavimo kompresijos algoritmus. Ši duomenų struktūra literatūroje dar žinoma kaip „Fenwicko 

medis“, jos paskirtis yra efektyviai atnaujinti elementus ir paskaičiuoti prefiksines sumas skaičių 

lentelėse (Fenwick, 1994). Prefiksinė suma informatikoje yra ne kas daugiau kaip sumavimas iš 

eilės einančių elementų 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, .. kur bet kuriame indekse gali būti pateikiama prefiksinė suma 

t.y. suma visų prieš tai ėjusių elementų (žr. 1.1 lentelė) 

1.1 lentelė. Prefiksinių sumų pavyzdys 

Įvesties 

skaičiai 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Prefiksinės 

sumos 

1 3 6 10 15 21 28 36 45 

 

Nors teoriškai dvejetainiai indeksuotieji medžiai yra laikomi medžiais, tačiau praktikoje jie 

yra realizuojami kaip nuspėjamos duomenų struktūros4(angl. Implicit data structures) naudojant 

masyvus. Dvejetainis indeksuotas medis yra daugiausia naudojamas intervalinių užklausų 

problemoms spręsti logaritminiu greičiu (Gopani, 2019).  

 

1.2.2. Struktūra 

Kadangi bet kokį natūralų skaičių galima išsireikšti per dvejetų laipsnių sumą (Nazarathy, 

2017) (žr. 1.2 lentelė). Šiuo faktu galima pasinaudoti ir prefiksinių sumų skaičiavimui jas 

suskirsčius pagal atitinkamus indeksus, kuriuos sudėjus galima gauti bet kokį skaičių.  

1.2 lentelė.  Skaičiaus išreiškimas per  dvejetų laipsnių sumas 

Suma Daugianaris 

17 24 +  20 

12 23 + 22 

14 23 + 22 + 21 

 

Prieš tai padarant reikia žinoti, jog bet kokį skaičių esanti dešimtainėje skaičiavimo 

sistemoje galima konvertuoti į dvejetainę skaičiavimo sistemą. „Norint dešimtainį skaičių užrašyti 

dvejetainėje skaičiavimo sistemoje reikia šį skaičių ir jo dalmenis dalinti iš dviejų tol, kol dalmuo 

bus mažesnis už 2, tada gautas dalybos liekanas ir paskutinį dalmenį reikia surašyti atvirkščia 

                                                 
4 Duomenų struktūra, kuri saugo tik pačią reikalingiausią informaciją ir  kurios elementai yra susieti ryšiais pagal 

užimamas pozicijas 
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gavimui tvarka tai yra pirma gauta liekana yra paskutinis skaitmuo, antra - priešpaskutinis ir t.t., 

paskutinis dalmuo - pirmas skaitmuo“ (Ragaišis, 2001) (žr. 1.3 lentelė). 

1.3 lentelė.  Skaičiai užrašyti dešimtainę ir dvejetainę skaičiavimo sistema 

Skaičius dešimtainėje skaičiavimo sistemoje Skaičius dvejetainėje skaičiavimo sistemoje 

17 10001 

12 1100 

14 1110 

 

 Taigi, pagal šiame skyriuje minėta teorija tegul 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 būna dvejetainio indeksuoto 

medžio indeksas, o 𝑘 būna pozicija esanti skaičiaus 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 dvejetainėje formoje, kuri nurodo 

paskutinį nelygu nuliui skaitmenį, t.y 𝑘 nurodo paskutinį vienetuką esanti skaičiaus 

𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 dvejetainėje formoje. Įvedant dar kelis kintamuosius: 

1)  𝑎 = (𝑎1, 𝑎2 … , 𝑎𝑛)  sveikųjų skaičių masyvas sudarytas iš 𝑛 elementų. 

2) 𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥𝑎 = (𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥𝑎1,  𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥𝑎2 … , 𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥 𝑛) masyvo 𝑎 prefiksinių sumų masyvas 

sudarytas iš 𝑛 elementų. 

3) 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑠 = (𝑚𝑒𝑑𝑖𝑠1,  𝑚𝑒𝑑𝑖𝑠2, … , 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑠𝑛) dvejetainis indeksuotas medis iš 𝑛 elementų. 

Tuomet 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑠[𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥] parodo sumą elementų nuo indeksų [𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 − 2𝑘 + 1. . 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥] (žr. 

1.4 lentelė). Taip pat svarbu pažymėti, jog 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 yra atsakingas už medžio indeksus esančius nuo 

𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 − 2𝑘 + 1 iki 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 (žr. 1.17 pav.).  

 

1.4 lentelė. Dvejetainio indeksuoto medžio duomenų pavyzdys (Binary Indeded Trees, 2018) 

Indeksas Masyvas 𝑎 Masyvas 𝑝𝑟𝑒𝑓𝑖𝑥𝑎 Masyvas 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑠 

1 1 1 1 

2 0 1 1 

3 2 3 2 

4 1 4 4 

5 1 5 1 

6 3 8 4 

7 0 8 0 

8 4 12 12 

9 2 14 2 

10 5 19 7 

11 2 21 2 

12 2 23 11 

13 3 26 3 

14 1 27 4 

15 0 27 0 

16 2 29 29 
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1.17 pav.  Dvejetainis indeksuotas medis parodantis indeksų atsakingumą ir viršūnių sumas (Binary Indexed 

Trees, 2014) 

 

Norint gauti sumą pirmų trylikos masyvo elementų reikia pirmų 13 medžio indeksų. 

Dvejetainėje skaičiavimo sistemoje skaičius 13 yra lygus 11012. Iš viršuje pateikto medžio galima 

nustatyti, kad norint paskaičiuoti pirmų trylikos masyvo elementų sumą reikia sudėti medžio 10002, 

11002, 11012 elementus, kas dešimtainėje skaičiavimo sistemoje atitiktų 8, 12, 13 medžio 

elementus, kadangi kaip matyti iš vizualizacijos aštuntasis medžio elementas apima pirmuosius 8 

elementus, dvyliktasis medžio elementas apima sekančius 4 elementus, o tryliktasis medžio 



29 

 

elementas apima paskutinį vienintelį reikiamą elementą iš ko ir susideda suma pirmųjų trylikos 

masyvo elementų.  

 

1.2.3.  Konstravimas 

Dažniausiai pasitaiko keli populiarūs dvejetainio indeksuoto medžio konstravimo būdai. 

Apžvelgus šio medžio struktūra galima įsitikinti, jog pakankamai nesunku pasiekti medžio 

elementus ir jais manipuliuoti.  

     Vienas iš paprasčiausių, bet mažiausiai efektyvių būdų inicializuoti dvejetainio 

indeksuoto medžio duomenų struktūra yra naudojant šio medžio atnaujinimo operaciją, apie kurią 

bus rašomas atskiras poskyris. Pirmiausia yra inicializuojamos visos medžio viršūnės nuliui, o po to 

yra einama pa žingsniui per duotą masyvą ir yra iškviečiama atnaujinimo operacija kiekvienai 

viršūnei (žr. 1.18 pav.). Laiko kompleksiškumas šiam konstravimui yra lygus 𝑂(𝑛 ∗ log2 𝑛), kur 𝑛 

yra masyvo elementų skaičius, laiko kompleksiškumas yra toks atitinkamai dėl to, kad kaip bus 

nustatyta tolimesniame poskyryje atnaujinimo užklausa užima 𝑂(log2 𝑛) laiko (Binary Indexed 

Tree or Fenwick Tree, 2014). Be abejo atminties naudojimas yra 𝑂(𝑛), kadangi medyje yra 𝑛 

elementų, tiek pat kiek ir masyve. 

 

1.18 pav.  Pirmoji dvejetainio indeksuoto medžio konstravimo algoritmo realizacija c++ programavimo 

kalba 

 

 Dar vienas iš būdų sukonstruoti dvejetainį indeksuotą medį yra pasinaudoti faktu, kad 

kiekviena medžio indekse 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 esanti reikšmė gali būti išsiskaičiuojama iš prieš tai paskaičiuotų 

prefiksinių sumų pagal formulę: 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑠[𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥] = 𝑝𝑟𝑒𝑓𝑎[𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥] − 𝑝𝑟𝑒𝑓𝑎[𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 − 2𝑘 + 1] 

(Binary Indexed Trees, 2019). Realizacijos konstravimo laiko kompleksiškumą palyginus su prieš 

tai pateikta realizacija yra geresnė, kadangi laikas yra tiesinis 𝑂(𝑛), taip yra dėl to, kad kiekvienas 

medžio elementas bet kuriame indekse gali būti paskaičiuojamas per 𝑂(1) laiko kompleksiškumą. 

Be abejo viso medžio konstravimo laikas turi mažą konstantą lygi 2, kadangi prieš tai reikia 
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susidaryti prefiksinių sumų masyvą (žr. 1.19 pav.). Atminties naudojimas šios realizacijos yra toks 

pat kaip ir pirmosios 𝑂(𝑛). 

1.19 pav. Antroji dvejetainio indeksuoto medžio konstravimo algoritmo realizacija c++ programavimo kalba 

 

Pats efektyviausias būdas inicializuoti dvejetainį indeksuotą medį yra pastebėti faktą, kad 

kiekvienam indeksui 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 reikia pridėti 𝑎[𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥] reikšmę pozicijose 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥, 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 + (𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 & −

𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥) ir taip toliau iteruojant per dvejetainio indeksuoto medžio struktūrą. Be to, 𝑎[𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 +

(𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 & − 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥] reikšmė turi būti pridėta visose šiose pozicijose išskyrus pozicija 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 (žr. 

1.20 pav.). Šio algoritmo laiko kompleksiškumas yra taip pat tiesinis 𝑂(𝑛), bet neegzistuoja jokia 

papildoma konstanta. Atminties naudojimas kaip ir su ankstesniuoju yra taip pat 𝑂(𝑛). 

1.20 pav.  Dvejetainio indeksuoto medžio konstravimo realizacija c++ programavimo kalba 

 

1.2.4.  Intervalinės užklausos 

Viena iš užklausų į kurią gali atsakyti dvejetainis indeksuotas medis yra intervalinė 

užklausa. Jis sugeba atsakyti į [0. . 𝑟]  tipo sumos užklausas, o tai reiškia, kad nurodžius kokį nors 

intervalo rėžį 𝑟 jis turėtų pasakyti kokia yra suma nuo pirmojo masyvo elemento iki 𝑟-tojo. Tačiau 

galima atsakinėti ir į kitokio tipo užklausas, kurios yra tokios formos: [𝑙. . 𝑟] tai yra atliekama 
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suskaičiuojant dvi sumas [0. . 𝑙 − 1] ir [0. . 𝑟], gaunant jų skirtumą, kur [0. . 𝑟] yra turinys, o [0. . 𝑙 −

1] yra atėminys. Norint paskaičiuoti sumą iki indekso 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 reikia atlikti keletą labai nesunkiai 

suprogramuojamų veiksmų (žr. 1.21 pav.): 

1) Inicializuoti dabartinę esamą sumą nuliui. 

2) Pridėti 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑠[𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥] reikšmę prie esamos sumos. 

3) Išmesti paskutinį vienetą iš dvejetainės 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 skaičiaus reikšmės. 

4) Kartoti nuo 2 punkto tol, kol 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 yra daugiau už nulį. 

Norint atlikti trečiąjį žingsnį reikia turėti gerą algoritmą išmesti paskutinį vienetą, kadangi ši 

operacija yra labai dažnai atliekama visos užklausos metu. Šią operaciją nėra sunku sugalvoti kaip 

atlikti efektyviai. Žiūrint į skaičiaus dvejetainę reprezentacija ją galima užrašyti formoje 𝑎1𝑏, kur 𝑎 

reiškia visus skaičius einančius prieš paskutinį vienetuką, o 𝑏 reiškia visus nuliukus einančius po 

paskutinio vienetuko. Žinant, kad šio dvejetainio skaičiaus reprezentaciją galime užrašyti tokia 

formą: 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡(𝑎1𝑏) + 1 = 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡(𝑎)(0)𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡(𝑏) + 1, kadangi neigiamas skaičius dvejetainėje 

formoje yra konvertuojamas invertuojant5 visus skaitmenis ir pridedant prie rezultato vienetą. Dėl 

to, kad seniau 𝑏 susidėjo iš visų vienetukų dabar 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡(𝑏) susideda vien iš vienetukų. Galiausiai 

yra gaunamas tokių transformacijų perėjimas (Fenwick, 1993):  

1) 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡(𝑎1𝑏) + 1 

2) 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡(𝑎)(0)𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡(𝑏) + 1 

3) 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡(𝑎)(0)(1 … 1) + 1 

4) 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡(𝑎)1(0 … 0) 

5) 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡(𝑎)1𝑏 

Paskutinįjį vienetą galima išmesti naudojant konjunkciją6. Pavyzdžiui galimos reikšmės 

sujungiant teiginius 𝑥 ir 𝑦 (žr. 1.5 lentelė) 

 

1.5 lentelė. Konjunkcijos  teisingumo lentelė 

𝑥 𝑦  𝑥 𝑖𝑟 𝑦  

Teisinga Teisinga Teisinga 

Teisinga Klaidinga Klaidinga 

Klaidinga Teisinga Klaidinga 

Klaidinga Klaidinga Klaidinga 

 

                                                 
5 Loginis veiksmas, kurį atlikus esama loginė reikšmė pakeičiama priešinga. 
6 Loginis veiksmas, sujungiantis du ar daugiau teiginių. 
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Atlikus konjunkcijos operaciją su dabartiniais mūsų turimais duomenimis yra gaunama: 

𝑎1𝑏 𝑖𝑟 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡(𝑎)1𝑏 = (0. .0)1(0. .0), kur čia 𝑎 reprezentacijoje yra gaunami nuliukai dėl to, kad 

pažiūrėjus pagal konjunkcijos teisingumo lentelę visą laiką skirtingus teiginius sujungiant rezultate 

yra gaunamas nulis. 

1.21 pav.  Dvejetainio indeksuoto medžio sumos užklausos realizacija c++ programavimo kalba 

 

Dvejetainio indeksuoto medžio sumos užklausos laiko kompleksiškumas yra 

𝑂(log2 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥), kur čia 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 yra maksimalus galimas indeksas. 

 

1.2.5. Atnaujinimo užklausa 

Dar viena iš užklausų kurią sugeba įvykdyti dvejetainis indeksuotas medis yra atnaujinimo 

užklausa, kuri teigia, kad atsinaujinus kokiam nors masyvo elementui su indeksu 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 turi 

atsinaujinti ir visas medis. Norint tai atlikti reikia vadovautis tuo pačius principu kaip ir su sumos 

užklausomis. Norint padidinti indekse 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 esančią reikšmę skaičiumi 𝑥, reikia: 

1) Padidinti startiniame nagrinėjamame indekse reikšmę 𝑥 vienetais, tai yra indeksas, kuris 

pirmiausia ir pasikeitė. 

2) Pridėti paskutinį vienetą esantį dvejetainėje dabartinio nagrinėjamo indekso 

reprezentacijoje prie savęs. 

3) Antrą žingsnį kartoti tol, kol indeksas neviršija maksimalaus galimojo indekso. 

Iš esmės atnaujinimo užklausos funkcija naudoja invertuota sumos užklausos funkcijos 

veiksmą, minusą pakeičia pliusu (žr. 1.22 pav.).  
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Šios užklausos laiko kompleksiškumas yra logaritminis, kadangi niekados nereikia 

atnaujinti daugiau negu log2 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 viršūnių. 

1.22 pav. Dvejetainio indeksuoto medžio atnaujinimo užklausos realizacija c++ programavimo kalba 

 

1.2.6. Dviejų dimensijų dvejetainis indeksuotas medis 

Dvejetainis indeksuotas medis gali būti konstruojamas bet kokiam dimensijų skaičiui. 

Norint sukonstruoti dviejų dimensijų dvejetainį indeksuotą medį reikia kiekvienoje dvejetainio 

indeksuoto medžio viršūnėje saugoti kitą dvejetainį indeksuotą medį. Konstravimas dviejų 

dimensijų dvejetainio indeksuoto medžio yra atliekamas analogiškai kaip ir vienos dimensijos 

atveju pasirinkus vieną iš jau seniau minėtų konstravimo poskyrio algoritmų, pavyzdžiui pasirinkus 

paskutinį, pati efektyviausia konstravimo algoritmą, medis yra sukonstruojamas einant per viršūnes 

viena po kitos (žr. 1.23 pav.). 

 

1.23 pav. Dviejų dimensijų dvejetainio indeksuoto medžio konstravimo realizacija c++ programavimo kalba 
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Kaip ir su segmentiniu medžiu dvejetainis indeksuotas medis sudaro galimybes atlikti sumos 

užklausas pateikiant matricų koordinates tarp kurių norimą surasti stačiakampio sumą, tai yra 

nurodžius 𝑥1 su 𝑦1 bei 𝑥2 su 𝑦2. Tačiau, žinant iš senesnių skyrių įprastai dvejetainis indeksuotas 

gali atsakyti tik į prefiksinės sumos užklausas tai yra nuo pradžios iki tam tikro indekso, 

standartinio medžio atvejyje buvo pasinaudota faktu, kad galima paskaičiuoti intervalo sumą 

apskaičiuojant dvi sumas [0. . 𝑙 − 1] ir [0. . 𝑟], gaunant jų skirtumą, kur [0. . 𝑟] yra turinys, o [0. . 𝑙 −

1] yra atėminys. Dviejų dimensijų atveju taip pat galima tokį reiškinį išsireikšti tačiau jau reikia 

skaičiuoti nebe dvi sumas, o keturias. Norint paskaičiuoti matricoje ieškomo stačiakampio sumą, 

kuris turi keturias viršūnes 𝐴𝐵𝐶𝐷 žymimas iš viršaus į apačia iš kairės į dešinę ir koordinačių ašies 

pradžios tašką žymimą 𝑂 nėra sudėtinga parodyti, kad mūsų ieškomą sumą galima išsireikšti pagal 

formulę 𝑆𝑈𝑀(𝑂𝐵) − 𝑆𝑈𝑀(𝑂𝐷) − 𝑆𝑈𝑀(𝑂𝐴) + 𝑆𝑈𝑀(𝑂𝐶)  (žr. 1.24 pav.). 

1.24 pav. Stačiakampio sumos suradimas išsireiškiant per kelias sumas (Belwariar, 2015)  
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 Sumos užklausa bendrai skiriasi nuo standartinio atveju visai nedaug, tiesiog pasiekus bet 

kurią viršūnę pagal vieną koordinatę reikia eiti iškarto pagal antrąją (žr. 1.25 pav.) 

1.25 pav. Dviejų dimensijų dvejetainio indeksuoto medžio sumos užklausos realizacija c++ programavimo 

kalba 

 

Atnaujinimo užklausos dviejų dimensijų dvejetainiame indeksuotame medyje vykdomos 

analogiškai kaip ir standartiniu atveju, bet kaip ir sumos atveju pasiekus vieną viršūnę reikia eiti 

iškart pagal antrąją (žr. 1.26 pav.). Pateikta funkcija atnaujiną visus elementus regione nuo (𝑥, 𝑦) iki 

(𝑛, 𝑚), kur čia 𝑛, 𝑚 yra atitinkamai maksimali 𝑥 koordinatė visos matricos atžvilgiu ir maksimali 

𝑦 koordinatė visos matricos atžvilgiu. 

1.26 pav. Dviejų dimensijų indeksuoto medžio atnaujinimo užklausos realizacija c++ programavimo kalba 
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2. Problemos leidžiančios įvertinti intervalinių medžio tipo duomenų struktūrų 

efektyvumą 

Norint įvertinti duomenų struktūras reikia sumodeliuoti sprendžiamą problemą. Viena iš 

problemų yra sumų užklausų su reikšmių pakeitimais problema. Tegul 𝑠𝑢𝑚𝑎(𝑙, 𝑟) reiškia suma 

masyvo elementų nuo 𝑙-tojo elemento iki 𝑟-tojo imtinai, t.y suma lygi 𝑎[𝑖] + 𝑎[𝑖 + 1] +

𝑎[𝑖 + 2]+, … , +𝑎[𝑟 − 1] + 𝑎[𝑟], kur čia 𝑖 yra 𝑖 ≥ 𝑙 ir 𝑖 ≤ 𝑟, o masyvas 𝑎 yra skaitinių duomenų 

masyvas. Surasti šios užklausos elementų suma yra pakankamai nesunku pirminiu intuityviu 

sprendimu: eiti nuo masyvo 𝑙-tojo elemento iki 𝑟-tojo taip aplankant 𝑟 –  𝑙 +  1 elementų. Šis 

sprendimas yra pakankamai geras kai duomenų kiekis yra nedidelis arba užklausų yra labai mažai, 

tačiau duomenų kiekiui arba užklausų kiekiui išaugus ši užklausa bus vykdomą per ilgai ir galimai 

netgi išvis nebus įvykdyta. Norint efektyviai atsakyti į šią užklausą galima naudoti prefiksinių sumų 

masyvą. Kiekviena reikšmė prefiksinių sumų masyve turėtų būti lygi sumai reikšmių originalaus 

masyvo iki atitinkamos pozicijos, tai yra iki pozicijos 𝑘, kuri būtų lygi 𝑠𝑢𝑚𝑎(0, 𝑘). Tuomet, 

kadangi prefiksinių sumų masyvas turi sumos reikšmę 𝑠𝑢𝑚𝑎(0, 𝑘) galima nesunkiai paskaičiuoti 

𝑠𝑢𝑚𝑎(𝑙, 𝑟) per konstantinį laiką 𝑂(1) naudojant formulę: 𝑠𝑢𝑚𝑎(𝑙, 𝑟) = 𝑠𝑢𝑚𝑎(0, 𝑟) −

𝑠𝑢𝑚𝑎(0, 𝑙 − 1). Šis sprendimas yra pats optimaliausias jeigu reikėtų tik paskaičiuoti intervalines 

užklausas nekintančio masyvo arba masyvas kistu labai retai, o intervalinių užklausų būtų labai 

daug. Taip yra todėl, kad kiekvieną kartą atsinaujinus masyvo elementui blogiausiu atveju reikėtų 

pakeisti 𝑂(𝑛) prefiksinių sumos masyvo elementų. Taigi, jeigu užklausos yra dviejų tipų: 

atnaujinimo ir sumos užklausimo galima naudoti teorinėje dalyje aprašytas intervalines medžio tipo 

duomenų struktūras šiam uždaviniui išspręsti, kadangi jos sugeba į kiekvieną iš užklausų atsakyti 

efektyviai, blogiausiu atveju per logaritminį laiką 𝑂(log2 𝑛).  

Intervalinių sumos užklausų problemą galima išspręsti ir matricose ją šiek tiek 

modifikuodami, tegul 𝑠𝑢𝑚𝑎(𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2) reiškia sumą elementų matricoje nuo (𝑥1, 𝑦1) kampo 

iki (𝑥2, 𝑦2) kampo elementų imtinai t.y suma lygi 𝑎[𝑖][𝑖1] + 𝑎[𝑖 + 1][𝑖1]+, … , +𝑎[𝑥2 − 1][𝑖1] +

𝑎[𝑥2][𝑖1] + 𝑎[𝑖][𝑖1 + 1] + 𝑎[𝑖 + 1][𝑖1 + 1]+, … , +𝑎[𝑥2][𝑖1 + 1]+, … , +𝑎[𝑥2 − 1][𝑦2] +

𝑎[𝑥2][𝑦2]  kur čia 𝑖 ≥ 𝑥1,   𝑖 ≤ 𝑥2, 𝑖1 ≥ 𝑦1, 𝑖1 ≤ 𝑦2, o 𝑎 yra matrica skaitinių duomenų. 

Matricoje suma galima surasti tokiais pat būdais kaip ir standartiniu atveju, sumuojant visus 

elementus iš eilės einant nuo 𝑥1-ojo iki 𝑥2-ojo tuo pačiu nuo 𝑦1-ojo iki 𝑦2-ojo. Taip pat sumos 

užklausas galima valdyti naudojant prefiksines sumas tik jau šiuo atveju naudojant kitokią formulę: 

𝑆𝑈𝑀(𝑂𝐵) − 𝑆𝑈𝑀(𝑂𝐷) − 𝑆𝑈𝑀(𝑂𝐴) + 𝑆𝑈𝑀(𝑂𝐶)  (žr. 1.24 pav.). Kaip ir vienos dimensijos 

atveju yra susiduriama su tomis pačiomis problemomis, tai yra pirmu atveju efektyvumo problema 

kai egzistuoja daug užklausų arba yra didelis duomenų kiekis, o antruoju atveju kai yra didelis 

atnaujinamų užklausų kiekis, dėl to ir bus naudojamos teorinėje darbo dalyje aprašytos duomenų 
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struktūros, kurios su matricose esančiais stačiakampiais sugeba atlikti užklausas per log2 𝑛 ∗ log2 𝑚 

laiką, kur čia 𝑛 yra matricos eilučių skaičius, o 𝑚 stulpelių skaičius, tą mes jau parodėme 

ankstesniuose teorinės dalies skyriuose.  
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3. Įvertinimas skirtingų intervalinių medžio tipo duomenų struktūrų 

  Kad įvertinti segmentinio medžio ir dvejetainio indeksuoto medžio duomenų 

struktūras reikia įvertinti kaip jie susidoroja su dideliais duomenimis palyginant jas tarpusavyje ir su 

baziniais problemų sprendimo atvejais. Tam, kad tai atlikti turi būti sugeneruoti duomenys, bei 

sukurtos programos leidžiančios įvertinti visų skirtingų sprendimo būdų pliusus ir minusus, bei turi 

būti ištestuota, jog mūsų intervalinės medžio tipo duomenų struktūros skaičiuoja taisyklingus 

rezultatus. Pagal ankstesniame skyriuje minėtas problemas galima analizuoti duomenų struktūras 

pagal kelis aspektus: 

1) Greičio, nustatyti kaip greitai skirtingi sprendimo būdai gali susidoroti su turimais 

duomenimis esant vienai ar kitai duomenų imčiai. 

1.1) Palyginti konstravimo greitį skirtingų duomenų struktūrų sukūrimui. 

1.2) Palyginti intervalinės užklausos atžvilgiu, naudojant skirtingo dydžio intervalus. 

1.3) Palyginti taško atnaujinimo atžvilgiu 

2) Atminties naudojimo, nustatymo kiek operatyviosios kompiuterio atminties yra    

užimama naudojant skirtingus sprendimo būdus. 

3) Kodo sudėtingumo atžvilgiu  

Negana to, iškeltas duomenų struktūras galima palyginti ir universalumo atžvilgiu, tam 

nereikia duomenų, užtenka apžvelgti kokias skirtingas problemas gali išspręsti viena ar kita 

duomenų struktūra. Taigi, pagal teorinėje darbo dalyje atliktą intervalinių medžio tipo duomenų 

struktūrų aprašą yra matoma, kad dvejetainis indeksuotas medis sugeba susidoroti su intervalinių 

užklausų taškų radimo, paskaičiavimo problemomis, turi galimybę atnaujinti bet kokiame taške 

esančią reikšmę, bei turi galimybę būti naudojamas keliose dimensijose. Tomis pačiomis savybėmis 

pasižymi ir segmentinio medžio duomenų struktūra, tačiau turi ir papildomus panaudos atvejus 

tokius kaip išsaugojimas medžio pakitimo istorijos, taip pat jeigu operaciją nėra galima invertuoti 

tai dažniausiai galima naudoti segmentinį medį šios operacijos atlikimui, kas nėra įmanoma su 

dvejetainiu indeksuotu medžiu, kadangi jis naudoja kaupiamuosius duomenų kiekius iš kurių norint 

išsitraukti informaciją reikia turėti, kad mūsų sprendžiama problema turėtu invertuojamą operaciją 

kaip pavyzdžiui sumai yra atimtis. Viską ką galima atlikti su dvejetainių indeksuotu medžiu yra 

galimybė atlikti su segmentiniu medžiu dėl to galima teigti, jog lyginant šias dvi duomenų 

struktūras segmentinis medis yra žymiai universalesnis. Kadangi teorinėje dalyje buvo aprašytas 

programinis kodas galima nesunkiai įvertinti kodo sudėtingumą.  
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Kaip matoma iš realizuoto kodo dvejetainio indeksuoto medžio atveju jo kiekis yra žymiai 

mažesnis, tačiau kas vykstą šį kodą vykdant yra pakankamai sunku suprasti nežinant kokia 

duomenų struktūra yra naudojama. Šio darbo autoriaus nuomonę kodo sudėtingumo atžvilgiu 

lengviau yra suprasti segmentinio medžio programinį kodą, kadangi jis yra labiau intuityvesnis. 

Jeigu norima realizuoti kodą jo nesuprantant geresnis sprendimas būtų naudoti dvejetainio 

indeksuoto medžio kodą, kadangi jis užima mažiau vietos, taip pat jeigu yra supratimas abejais 

atvejais ką programinis kodas atlieka geriau naudoti mažiau užimanti variantą, kad analizuojant 

kodą būtų sutaupoma laiko.  

Atliekant bet kokius kitus vertinimus norima pabrėžti, kad visi jie buvo atlikti naudojant šia 

techninę įrangą: 

1) Intel(R) Core(TM) i5-4200U 2.30 GHz procesorius. 

2) Windows 7 Ultimate operacinė sistema. 

3) Operatyvioji atmintis 4GB. 

4) AMD RADEON HD 8670M vaizdo plokštė. 

5) Samsung 860 EVO 1TB SATA3 SSD išorinis diskas. 

3.1. Duomenų generavimas 

 

Pirmiausia, kad galėtumėme išspręsti mūsų problemas mums reikia susigeneruoti duomenis, 

kadangi visos sumodeliuotos užduotys tai yra intervalinių sumų užklausų su reikšmių pakeitimais, 

intervalinių sumų užklausų su reikšmių pakeitimais matricose naudoja skaitinius duomenis galima 

visus duomenis naudoti tuos pačius, bent jau užpildant problemos startinį masyvą. Tam, kad 

duomenų struktūrų įvertinimas vyktų sklandžiai visos jos turi būti tiriamos naudojant tuos pačius 

duomenis, kuriuos nėra sudėtinga sugeneruoti, ko pasėkoje yra susigeneruojamas didelis duomenų 

kiekis, kuris yra pasiskirstęs intervale [0..100000] (žr. 3.1 pav.).  
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3.1 pav. Startinių duomenų generavimas į tekstinę rinkmeną 

Generuoti pradinius duomenis skirtingus nėra jokios reikšmės, kadangi tai neturės jokios 

įtakos programų veikimui. Visiškai skirtingai yra su sumos užklausų duomenis, kur bus nurodomas 

užklausų skaičius ir intervalo rėžiai (žr. 3.1 lentelė).  

 

3.1 lentelė. Galimų užklausų pavyzdžiai 

Užklausos pavadinimas Užklausos 

struktūra 

Paaiškinimas 

Sumų užklausa 𝑛 
𝑙1 , 𝑟1 

𝑙2,  𝑟2 
....... 

𝑙𝑛,  𝑟𝑛 

Sumų užklausoje 𝑛 reiškia kiek sumų užklausų 

bus iš viso, o 𝑙𝑖 , 𝑟𝑖 reiškia atitinkamai 𝑖-tosios 

sumos užklausos kairįjį ir dešinįjį intervalus tarp 

kurių norima surasti sumą pradinėje duomenų 

aibėje. 

Sumų užklausa matricose 𝑛 
𝑥11, 𝑦11,𝑥21, 𝑦21 

𝑥12, 𝑦12 ,𝑥22, 𝑦22 

....... 

𝑥1𝑛, 𝑦1𝑛,𝑥2𝑛, 𝑦2𝑛 

Šiuo atveju 𝑛 reiškia kiek sumų užklausų 

matricoje iš viso yra, o  

𝑥1𝑖 , 𝑦1𝑖,𝑥2𝑖, 𝑦2𝑖 atitinkamai 𝑖-tosios sumos 

užklausos kairiojo apatinio stačiakampio kampo 

koordinates ir dešiniojo viršutinio kampo 

koordinates kurio sumą norima surasti pradinėje 

duomenų aibėje. 

 

Atnaujinimų užklausa 𝑛 

𝑘1, 𝑣1  

𝑘2, 𝑣2 
......... 

𝑘𝑛, 𝑣𝑛 

Atnaujinimų užklausoje 𝑛 reiškia kiek 

atnaujinimo užklausų bus iš viso, 𝑘𝑖 reiškia 𝑖-
tojo atnaujinimo pradinio masyvo indeksą, o 𝑣𝑖 

reikšmę į kurią norima atnaujinti pradinio 

masyvo 𝑘𝑖 elementą. 

Atnaujinimų užklausa 

matricose 
𝑛 

𝑥1, 𝑦1, 𝑣1  

𝑥2, 𝑦2, 𝑣2 
......... 

𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝑣𝑛 

Atnaujinimų užklausoje 𝑛 reiškia kiek 

atnaujinimo užklausų  matricoje bus iš viso, 

𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 vadinasi 𝑖-tojo atnaujinimo pradinės 

matricos tašką, o 𝑣𝑖 reikšmę į kurią norima 

atnaujinti matricos 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 elementą. 
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Juos galima sugeneruoti skirtingus, kadangi tai turės įtakos galutiniams rezultatams. Vienus 

duomenis galima sugeneruoti kurių atstumas tarp intervalų yra mažas, kitą dalį kuriame jis yra 

vidutinis arba kintantis, bei dar sugeneruoti papildomai kelias duomenų aibes kur užklausų skaičius 

yra didelis, mažas arba vidutinis ir ištirti kaip tai paveikia rezultatus sumų užklausų atvejais. 

Atnaujinimo užklausų atvejais galima naudoti papildomai ir kintantį duomenų kiekį, kadangi tai 

paveiktų kai kurių duomenų struktūrų skaičiavimo laiką (žr. 3.2 pav.). 

3.2 pav.  Sumos užklausų duomenų generavimas 

3.2.  Greičio įvertinimas 

3.2.1.  Konstravimo greitis 

 

Konstravimo greitis yra vertinamas laiko tarpu per kurį duomenų struktūra yra pilnai 

sukonstruojama iš pradinių duomenų, kad galėtu operuoti ir atsakinėti į užklausas. Problemas 

sprendžiant tai dažniausiai yra vienkartinė operacija, jeigu duomenų struktūra efektyviai palaiko 

atnaujinimo operacijas. 

Visų uždavinių atvejais standartinio masyvo konstravimo greitis yra tiesinis, kadangi 

duomenims didėjant laikas taip pat tiesiškai didėja. Šiuo atveju laiko kompleksiškumas yra tiesinis 

be jokios papildomos konstantos, kuris gali būti žymimas 𝑂(𝑛) vienmačiu atveju, kur čia 𝑛 yra 

lygus duomenų kiekiui (žr. 3.3 pav.) ir 𝑂(𝑛 ∗ 𝑚), kai yra kuriama matrica, kur čia 𝑛 yra eilučių 

skaičius, o 𝑚 stulpelių skaičius (žr. 3.4 pav.).  
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3.3 pav. Standartinio masyvo konstravimo realizacija c++ programavimo kalba 

3.4 pav. Matricos konstravimo realizacija c++ programavimo kalba 

 

Konstruojant prefiksinių sumų masyvą arba matricą konstravimo greitis vis dar išlieka 

tiesinis be jokios papildomos konstantos pridėjimo. Skirtumas realizacijos nuo paprasto masyvo 

metodo yra tik tas, kad po inicializavimo vieno duomenų elemento yra papildomai inicializuojamas 

ir prefiksinių sumų elementas pagal taisykles: 

1) Masyvo atveju 

1.1) Jeigu tai yra pats pirmas duomenų elementas prefiksinės sumos masyvo 

elementas bus lygus duomenų elementui. 

1.2) Visais kitas atvejais prefiksinės sumos masyvo elementas bus lygus duomenų 

elemento ir prieš tai  paskaičiuoto prefiksinio sumos masyvo elemento sumai. 
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2) Matricos atveju 

2.1) Jeigu tai yra pirmasis duomenų elementas prefiksinės sumos matricos elementas 

bus lygus duomenų elementui. 

2.2)  Jeigu tai yra pirmosios duomenų matricos eilutės elementas, tuomet prefiksinės 

sumos masyvo elementas bus lygus duomenų elemento ir prieš tai paskaičiuoto prefiksinio sumos 

matricos stulpelio elemento sumai.  

2.3) Jeigu tai yra pirmosios duomenų matricos stulpelio elementas, tuomet prefiksinės 

sumos masyvo elementas bus lygus duomenų elemento ir prieš tai paskaičiuoto prefiksinio sumos 

matricos eilutės elemento sumai.  

2.4) Visais kitais atvejais prefiksinės sumos matricos elementas yra apskaičiuojamas 

sumuojant duomenų elementą su prieš tai paskaičiuoto prefiksinio sumos matricos stulpelio 

elementu, bei pridedant prieš tai paskaičiuoto prefiksinio sumos matricos eilutės elementą ir iš viso 

rezultato  atimant prieš tai ėjusių paskaičiuoto prefiksinės sumos matricos stulpelio ir eilutės 

elementą (žr. 3.5 pav.) 

3.5 pav.  Prefiksinės sumos konstravimo pseudo kodo formulė 

Kaip jau buvo minėta teorinėje darbo dalyje segmentinis medis taip pat turi tiesinį 

konstravimo laiką, tačiau jis turi konstantą mažesnę negu keturis standartiniu atveju ir konstantą 

mažesne negu 16 matricos atveju (žr. 1.2 pav., 1.8 pav., 1.9 pav.). Dvejetainis indeksuotas medis 

kaip jau gana išsamiai aprašytas teoriniame darbo skyriuje taip turi galimybę būti sukurtas per 

tiesinį konstravimo laiką be jokios papildomos konstantos tiek standartiniu, tiek matricos 

atvejais(žr. 1.20 pav., 1.23 pav.). 
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Kad geriau suprasti kaip skiriasi visų išvardintų skirtingų duomenų struktūrų 

konstravimo greičiai buvo sukurta programa, kuri nustato kiek laiko yra konstruojama kiekviena 

struktūra esant skirtingiems duomenų kiekiams (žr. 3.6 pav).  

3.6 pav. Duomenų struktūrų konstravimo greičio diagrama 

 

Iš diagramoje pavaizduotų rezultatų yra matoma, kad visoms duomenų struktūroms 

sukonstruoti nereikia didelio laiko tarpo, ilgiausiai konstravimas užima 123 milisekundes 

segmentinio medžio atveju, kai yra turima dešimt milijonų duomenų, kas yra mums laiko atžvilgiu 

labai nedaug ir praktiškai nepastebima. Iš šių rezultatų yra matoma, kad visais atvejais segmentinis 

medžio konstravimas užėmė daugiausiai laiko, kadangi nors ir turi tiesinį laiko kompleksiškumą, 

tačiau skirtingai nuo kitų trijų atvejų laiko kompleksiškumas yra su nedidelę konstantą, kuri yra 

mažesnė už keturis. Visos kitos duomenų struktūros konstravosi panašų laiko tarpą, konstravimosi 

laikui įtaka tik teturėjo didesnio kiekio operacijų atlikimas dvejetainio indeksuoto medžio atveju ir 

prefiksinių sumų atveju lyginant su standartiniu masyvu. Segmentinio medžio konstravimo laiko 

prieaugis lyginant su paprastu masyvu išaugo beveik 9 kartus su prefiksinių sumų masyvu apie 3.5 

karto, o su dvejetainiu indeksuotu medžiu beveik 2.5 karto. Galima teigti, jog visos duomenų 

struktūros susikuria per pakankamai nedidelį laiko tarpą ir jei užduotis būtų sukonstruoti vieną ar 
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kitą duomenų struktūra jos pasirinkimas neturėtu labai didelės įtakos, bet be abejo kaip matome iš 

duomenų paprastasis masyvas šiuo atveju būtų pats efektyviausias sprendimas greičio atžvilgiu, 

kadangi susikuria greičiausiai, bei tai pats geriausias sprendimas kodo sudėtingumo atžvilgiu, 

kadangi yra lengviausiai įgyvendinamas iš visų galimų sprendimo variantų. 

Panašūs duomenys yra gaunami ir dvimačiu atveju (žr. 3.7 pav.). Matricos grafike 

išmatuoti konstravimo greičiai buvo gauti bandant kvadratinių matricų eilučių ir stulpelių skaičių 

išlaikyti tokį patį. 

3.7 pav. Dviejų dimensijų duomenų struktūrų konstravimogreičio diagrama 

Iš diagramoje pateiktų duomenų matyti, kad matricos atveju duomenų struktūros kūrėsi jau 

šiek tiek ilgesnį laiką, ypatingai padidėjo segmentinio medžio kūrimo laikas, nes išaugo konstanta iš 

pozicijos esančios mažiau negu 4 iki mažiau negu 16, ką akivaizdžiai atspindi ir diagrama. 

Segmentinio medžio kūrimo laikas su tuo pačiu duomenų kiekiu padidėjo beveik 3.5 karto lyginant 

su prieš tai analizuota problema, dvejetainio indeksuoto medžio atveju prieaugis buvo apie 0.37 

karto, prefiksinių sumų atveju prieaugio jokio nebuvo, standartinio masyvo atveju prieaugis buvo 

dvigubas. Iš to galima teigti, jog šiuo atveju kai yra gana didelis duomenų kiekis ir auga dimensijų 
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skaičius, duomenų struktūros konstravimas užtrunka ilgiau. Nors ir konstravimo laiko tarpas išaugo, 

tačiau ilgiausiai besikonstruojanti duomenų struktūra segmentinis medis, kuri užtruko 389 

milisekundes, kad sukonstruotu dešimt milijonų duomenų neatbaido nuo jos naudojimo, kadangi tai 

vis dar yra pakankamai trumpas laiko tarpas. 

 

3.2.2. Intervalinės užklausos greitis 

 

Kaip jau buvo minėta problemų modeliavimo skyriuje sumos intervalinės užklausos atveju 

standartinis masyvas turi tiesinį laiko kompleksiškumą, kas sukelia didelių sunkumų esant dideliam 

užklausų kiekiui arba dideliam duomenų kiekiui. Į kiekvieną intervalinę užklausą, kad atsakytų ši 

duomenų struktūra užima 𝑂(𝑟 − 𝑙) laiko tarpą, kur čia 𝑟 yra dešinysis intervalo režis, o 𝑙 kairysis 

intervalo rėžis. Prefiksinių sumų atveju kai egzistuoja vien intervalinės užklausos jos yra atliekamos 

labai greitai, per pastovų laiką (angl. Constant time). Kaip jau buvo minėta teorinėje dalyje tiek 

segmentinis medis, tiek dvejetainis indeksuotas medis intervalines užklausas sugeba įvykdyti per 

logaritminį laiką 𝑂(log2 𝑛), kur čia 𝑛 yra pradinių duomenų kiekis, kas tikrai yra pakankamai 

įspūdinga.  

Norint išanalizuoti skirtingų duomenų struktūrų intervalinių užklausų greitį buvo 

naudojamas kintantis užklausų kiekis su mažais, vidutiniais ir kintančiais nuotoliais tarp intervalų, 

pradinių duomenų kiekis nebuvo kintantis, kadangi nėra jokio poreikio keisti atstumą tarp intervalų. 

Naudojamas užklausų formatas jau buvo aptartas duomenų generavimo skyriuje(žr. 3.1 lentelė). 

Standartinio masyvo ir prefiksinės sumų užklausų realizacijos nėra pateikiamos, kadangi jos jau 

buvo aprašytos problemų modeliavimo skyriuje ir yra tiesiog per paprastos, kad reikėtų pateikti, o 

segmentinio medžio ir dvejetainio indeksuoto medžio sumų užklausų realizacijos programinį kodą 

galima surasti teorinėje dalyje (žr. 1.3 pav., 1.12 pav., 1.21 pav., 1.25 pav.). 

Norint suprasti kaip skiriasi visų mūsų išvardintų skirtingų duomenų struktūrų intervalinės 

užklausos greičiai buvo sukurta programa, kuri nustato kiek laiko užima atsakyti į kintantį sumos 

užklausų kiekį esant: 

1) Mažais nuotoliais tarp intervalų, kur čia atstumas yra rėžiuose [0..10] (žr. 3.8 pav.). 

2) Vidutiniais nuotoliais tarp intervalų, kur čia atstumas yra rėžiuose [0..1000] (žr. 3.9 pav.). 

3) Kintančiais nuotoliais tarp intervalų, kur čia atstumas yra rėžiuose [0..10000000] (žr. 3.10 

pav.). 

Visais atvejais buvo naudojamas fiksuotas ir tas pats duomenų kiekis sudarytas iš dešimt milijonų 

įrašų, keitėsi tik užklausų skaičius. 
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3.8 pav. Sumos užklausų greičio diagrama esant mažiems nuotoliams tarp intervalo rėžių 

3.9 pav. Sumos užklausų diagrama esant vidutiniems nuotoliams tarp intervalo rėžių  
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3.10 pav. Sumos užklausų diagrama esant alternuojantiems/dideliems nuotoliams tarp intervalo rėžių 

Iš diagramoje pavaizduotų rezultatų yra matoma, kad augant skirtumui tarp intervalo rėžių 

standartinis masyvas pradeda užimti vis daugiau laiko. Taip yra dėl to, kad jam reikia daug 

skaičiuojamosios galios norint paskaičiuoti ieškomą sumą esant dideliems nuotoliams. Paskutinėje 

diagramoje matome, jog standartinis masyvas išvis nėra pavaizduotas diagramoje, kadangi kai 

užklausų skaičius siekė 10000 standartinis masyvas skaičiavo jau 52 sekundes, kas jau yra labai 

didelis laiko tarpas, dėl to nebuvo verta jo įtraukinėti į diagramą ir iš to yra matoma, kad pilnai 

galima atmesti šį variantą kaip tinkamą sprendimą mūsų problemai. Kaip ir buvo tikėtasi iš 

rezultatų yra matoma, jog geriausiai pasirodė prefiksinių sumų masyvas, nes jis į kiekvieną 

užklausą gali atsakyti pastoviu laiku 𝑂(1). Dar vienas iš pastebėjimų buvo tai, jog augant atstumui 

tarp intervalo rėžių segmentinio medžio algoritmo laiko kompleksiškumas taip pat išaugo, kas 

leidžia manyti, jog segmentinis medis yra priklausomas nuo nuotolio tarp intervalų žymiai labiau 

negu dvejetainis indeksuotas medis. Lyginant tarpusavyje segmentinį ir dvejetainį indeksuotą medį 

matosi, jog dvejetainis indeksuotas medis veikia greičiau, kai yra naudojamos vien sumos užklausos 

dėl to, kad segmentinio medžio sumos užklausa nors ir turi logaritminį laiko kompleksiškumą, 

tačiau turi ir nedidelę konstantą, kuri leidžia dvejetainiam indeksuotam medžiui būti efektyvesniu. 
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 Problema su matricoje skaičiuojamomis sumos užklausomis taip pat buvo tiriama 

pagal tuos pačius faktorius ir rezultatai praktiškai sutapo su standartiniu atveju, be abejo skirtumas 

buvo toks, kad laikai proporcingai išaugo dėl konstantos padidėjimo, kaip ir konstravimo atveju. 

Iš viso šio skyriaus galima padaryti išvadą, jog jeigu mums reikalingos tiktai sumos 

užklausos tai kaip efektyviausią duomenų struktūrą galima naudoti prefiksinių sumų masyvą, 

kadangi jo atsakymo laikas yra pats geriausias. 

 

3.2.3. Atnaujinimo užklausos greitis su intervalinėmis užklausomis 

Atnaujinimo užklausos greitis yra greitis parodantis kiek užtrunka atlikti atnaujinimą 

duomenų struktūroje norint toliau atsakinėti į intervalines užklausas, kai yra pakeičiamas pradinių 

duomenų 𝑖-tasis elementas. Dažniausiai atnaujinimo užklausos neatliekamos kaip vienintelės 

užklausos problemoje, o kartu yra susiejamos su kitomis intervalinėmis užklausomis. 

Nagrinėjamuoju atveju atnaujinimo užklausos yra siejamos su sumos užklausomis intervaluose, kur 

čia atnaujinimas reiškia pakeitimą 𝑖-tojo elemento iš reikšmės 𝑣 į reikšmę 𝑣 ′.  Pirmiausia galima 

apžvelgti kaip su užduotimi yra susidorojama kai egzistuoja tiktai atnaujinimo užklausos (žr. 3.11 

pav.), kai visų atnaujinimo užklausų vykdymo metu pradinių duomenų kiekis išlieka toks pat.  

3.11 pav. Duomenų struktūrų atnaujinimo užklausų greitis 
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Iš diagramoje pavaizduotų rezultatų yra matoma, jog prefiksinio sumų duomenų struktūra 

netgi nebuvo įtraukta į skaičiavimus, kadangi jos atveju laikas jau esant 10000 užklausų yra ilgesnis 

už 5000 milisekundžių. Tai pat yra matoma, jog standartinis masyvas kai egzistuoja tik atnaujinimo 

užklausos greitai veikia, tačiau kaip jau aptarėme prieš tai esančiame skyriuje kai reikia atsakinėti į 

didelį sumos užklausų kiekį rezultatai nebėra tokie geri. Šis atnaujinimo užklausų palyginimas 

leidžia suprasti, jog vienintelės duomenų struktūros kurios gali efektyviai išspręsti apibrėžtas 

problemas, atsakyti į atnaujinimo ir sumos užklausas yra apibrėžtos intervalinės medžio tipo 

duomenų struktūros: segmentinis medis ir dvejetainis indeksuotas medis. Kaip yra matoma iš 

atnaujinimo užklausų grafiko čia vėl, kaip ir sumos užklausų atveju yra greitesnis dvejetainis 

indeksuotas medis, netgi daugiau negu du kartus. Tiek atnaujinimo, tiek sumos užklausas abidvi 

intervalinės medžio tipo duomenų struktūros atsako per logaritminį laiką, vienintelis dvejetainio 

indeksuotojo medžio pranašumas yra tas, jog jis neturi jokios konstantos, kas leidžia jam ir užimti 

geresnę poziciją efektyvumo atžvilgiu sprendžiant sumodeliuota užduotį. Panašūs rezultatai 

egzistuoja ir matricos atveju, skirtumas yra tik tas, kad segmentinio medžio konstanta dar labiau 

išauga ir atsiskyrimas nuo dvejetainio indeksuoto medžio tampa dar didesnis. Be abejo nors ir 

segmentinis medis šią problemą sprendžiant nėra toks efektyvus kaip dvejetainis indeksuotas medis 

jį vis tiek galima naudoti, kadangi jo užklausų atsakymo laikas vis tiek yra pakenčiamas, kadangi 

neviršija didelių ribų. 

3.3. Atminties naudojimo įvertinimas 

 

Atminties naudojimas yra vertinamas pagal tai kiek kiekviena duomenų struktūra naudoja 

operatyvios atmintis sukonstravus. Užklausų metu atminties tyrimo daryti nereikia, kadangi mūsų 

problemas sprendžiant užklausų metų papildomai atminties mums nereikia išsiskirti. Yra žinoma, 

kad standartinis masyvas ir prefiksinių sumų masyvas naudoja tiesinį atminties kiekį: 𝑂(𝑛). 

Segmentinis masyvas taip pat naudoja tiesinį atminties kiekį, tačiau su konstanta 4 vienmačiu atveju 

ir atitinkamai konstanta 16 dvimačiu atveju, jeigu būtų trimatis atvejis jis turėtų konstanta dar 

didesne, kuri būtų lygi 64. Pavyzdžiui, kadangi yra dirbama su skaitiniais duomenimis C++ 

programavimo kalbos aplinkoje operatyvios atminties naudojimą nėra sudėtinga apskaičiuoti, jis 

gali būti apskaičiuojamas baitais pagal formulę: 𝑛 ∗ 4 , kur čia 𝑛 yra pradinių duomenų kiekis, o 4 

yra standartinio vieno C++ skaitinio tipo dydis baitais. Iš to galima teigti, jog standartinis masyvas, 

prefiksinių sumų masyvas ir dvejetainis indeksuotas medis naudoja 𝑛 ∗ 4 baitus sprendžiant 

problemą standartiniu atveju, o segmentinis medis sprendžiant šią problemą naudoja 𝑛 ∗ 4 ∗ 4 baitų, 

dėl papildomos konstantos. Dvejetainis indeksuotas medis kaip ir paprastosios duomenų struktūros 

naudoja tiesinį atminties kiekį, be jokios papildomos konstantos tiek dvimačiu, tiek standartiniu 
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atveju. Tai leidžia mums daryti prielaida, kad ir atminties naudojimo atveju geriausia duomenų 

struktūra kuria būtų galima naudoti yra dvejetainis indeksuotas medis, jeigu reikia taupyti atmintį. 

3.4. Testavimas 

 

Kad užtikrinti, jog visos duomenų struktūros buvo įvertintos teisingai, tai yra skaičiavo 

teisingus rezultatus buvo atliktas programinio kodo testavimas. Testavimo metu buvo ištestuotos 

visų duomenų struktūrų operacijos: konstravimas, sumos užklausa, atnaujinimo užklausa. 

Testavimas buvo atliekamas tokiu būdu: 

1) Sukonstruojamos visos duomenų struktūros iš pradinių duomenų 

2) Vykdomos sumos užklausos visoms duomenų struktūroms 

3) Sumos užklausų rezultatai palyginami tarpusavyje ar visi sutampa 

4) Vėl vykdomas antras punktas kol egzistuoja užklausos 

Tokiu principu yra ištestuojama ar teisingai pas mus veikia konstravimas ir sumos užklausos, 

kadangi sulyginus visus rezultatus atsakymas turėtu gauti toks pat nepriklausomai nuo laiko kiek 

skaičiavo(žr. 3.12 pav.). 

 

3.12 pav.  Duomenų struktūrų įvertinimo testavimo realizacija c++ programavimo kalba 
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Atnaujinimo užklausa yra testuojama panašiu principu, pirmiausia yra įvykdoma 

atnaujinimo užklausa ir iškart po jos seka sumos užklausa, sumos užklausos rezultatas yra 

lyginamas tarpusavyje tarp visų duomenų struktūrų. Šis atliktas testavimas mums leidžia teigti, jog 

mūsų duomenų struktūros buvo įvertintos korektiškai.  
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IŠVADOS 

 

1) Atlikus mokslinės literatūros apžvalgą pastebėta, kad dažniausiai taikomos intervalinės 

duomenų struktūros darbui su dideliais duomenų kiekiais yra segmentinis medis bei dvejetainis 

indeksuotas medis. Pagal šių struktūrų aprašą buvo nustatyta, kokias problemas galėtų išspręsti abi 

intervalinės medžio tipo duomenų struktūros. Taip pat sumodeliuotos intervalinių sumos užklausų 

bei intervalinių sumos užklausų matricose problemos, kurios leido įvertinti abiejų duomenų 

struktūrų efektyvumą dirbant su dideliais duomenų kiekiais. 

2) Naudojantis C++ programavimo kalbos technologijomis buvo sėkmingai realizuoti 

programiniai moduliai, leidžiantys įvertinti aptartas duomenų struktūras. Šių programinių modulių 

taisyklingą veikimą užtikrino atliekamų operacijų funkcinis testavimas. Tai leido įsitikinti, jog 

moduliai veikia korektiškai. 

3)  Atlikus tyrimą išryškinti greičio, atminties naudojimo, universalumo ir kodo 

sudėtingumo požymiai. Pagal nustatytus požymius buvo įvertintos duomenų struktūros. Išsiaiškinta, 

kad sumos užklausų su reikšmių pakeitimais atveju dvejetainis indeksuotas medis yra 2.5 karto 

greitesnis ir naudoja 4 kartus mažiau atminties nei segmentinis medis. Todėl dvejetainis indeksuotas 

medis yra tinkamesnė duomenų struktūra sprendžiant šiame darbe sumodeliuotas problemas. Tačiau 

pagal atliktą tyrimą teorinėje darbo dalyje buvo nustatyta,  jog segmentinis medis turi 

universalesnių operacijų ir galimybių spektrą. Tai leidžia šiai duomenų struktūrai apimti didesnį 

uždavinių diapazoną, t. y. turėti didesnį galimybių kiekį. 
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