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TVADAS

Pasaulyje duomeny kiekis sparciai auga, §iuos duomenis darosi sunku suprasti ir apdoroti,
kad mes surastuméme mums reikiamg informacijag. Duomeny organizavimas ir iSgavimas tapo
neatsiejamomis kasdienémis operacijomis. Viena i$ S8iy operacijy yra informacijos iSgavimas
pateikus tam tikrg intervalg, kur reikéty ieSkoti duomeny. Norint efektyviai atlikti Sig operacijg yra
naudojamos jvairios intervalinés medzio tipo duomeny struktiiros. Jos duomenis perteikia jvairiy
salygy sarySiais ir suteikia galimybe juos efektyviau valdyti ir saugoti. Kadangi Siuo metu
intervaliniy medzio tipo duomeny struktiiry pasirinkimo spektras néra mazas, yra sunku issirinkti,
kuri duomeny struktiira yra efektyvesné greiCio, atminties, kodo sudétingumo arba universalumo

aspektu.

Norint iSsirinkti reikiamg intervaling medZio tipo duomeny struktiirg reikia atlikti tyrima,
kuris parodyty rezultatus, pagal kuriuos galétuméme atsirinkti, kuri duomeny struktiira tinkama tam
tikram atvejui. D¢l to Siame darbe buvo pasirinktos ir istirtos kelios intervalinés medzio tipo

duomeny struktiiros skirtos darbui su dideliais duomenimis.

Darbo tikslas — istirti intervaliniy medzio tipo duomeny struktiiry jtakg dideliy duomeny

apdorojimo uzdaviniams spresti.

UZdaviniai:
1) Atlikti intervalinio medzio tipo duomeny struktiiry mokslinés literatiros apzvalga,

taikoma dideliems duomenims apdoroti ir sumodeliuoti keleta uzdaviniy, leidzianéiy jvertinti

pasirinkty intervaliniy medZio tipo duomeny struktiiry efektyvuma.

2) Sukurti kompiuterines programas, sprendziancias iSkeltus uzdavinius, naudojant aptartas

intervalines medzio tipo duomeny struktiiras.

3) Ivertinti skirtingy intervaliniy medzio tipo duomeny struktiry pasirinkimo jtaka

uzdaviniams spresti ir pateikti gautus rezultatus.



1. Intervalinés medZio tipo duomeny struktiiros
1.1. Segmentinis medis
Viena 1§ duomeny struktiry kuri efektyviai padeda susidoroti su  intervalinémis
problemomis yra segmentinis medis. Informatikoje §i duomeny struktiira yra taip pat zZinoma kaip
statistinis medis. Si hierarchinio tipo duomeny struktiira suteikia galimybe operatyviai atsakyti j
intervalines uzklausas, pareiksti, kuris intervalas turi ieSkomga taska, bei taip pat palaiko efektyviag
atnaujinimo uzklausa, kuri atnaujina duomeny struktiiros reikSme nekeisdama jo struktaros ir Kitas

operacija aprasomas Siame skyriuje (Berg, Kreveld, Overmars & Schwarzkopf, 2000).

1.1.1. Struktira

Segmentinio medZio struktiira yra ganétinai sudétinga, ja geriausiai iSeina suprasti
naudojantis pavyzdziais. Kaip pavyzdj galima biity paminéti toki atveji, kai egzistuoja sveikyjy
skai¢iy masyvas! a[0..n — 1], kur n reiskia masyvo ilgj. Pirmiausia siekiant apskaidiuoti visy
masyvo elementy suma, tai bty [0..n — 1] segmento suma. Norint apskai¢iuoti Kitus masyvo
segmentus §] masyvo segmenta reikia dalinti j dvi dalis: [0..%] ir [%+ 1..n — 1] ir skaiciuoti
gautyjy segmenty sumas. Sias dvi dalis toliau reikia atskirai dalinti i dar dvi dalis ir skaigiuoti
gautas naujyjy dar maZesniy segmenty sumas. Sj procesa reikia kartoti tol, kol visy dalinamy
segmenty dydziai netampa vieno elemento dydzio. Taigi, miisy pradinj segmentg [0..n — 1] reikia
dalinti pusiau(jeigu tai néra segmentas kuriam priklauso vienas elementas) ir kviesti tg pacig
dalinimo procediira abiem naujai gautiems segmentams, saugant apskai¢iuojamas sumas. Sie
segmentai suformuoja dvejetainj medj: dvejetainio medzio Saknis yra segmentas a[0..n — 1], ir
kiekviena virSiné (iSskyrus virStnés lapus) turi dvi virStnes kurie yra jos vaikai. Bitent dél to $i
duomeny struktiira ir yra vadinama segmentiniu medziu, nors daugumoje realizacijy medis néra
aiSkiai sukonstruojamas. Pavyzdziui, norint sudaryti segmentinj medj a = [1, 3, —2,8, 7] masyvui

reikia 9 virstiniy (zr. 1.1 pav.)

! Indeksais suzyméty vienodo tipo duomeny(objekty) eilé.
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1.1 pav. Segmentinio medzio struktiros pavizdys (Segment Tree, 2018)

Segmentinis medis visuomet turi tiesiSkai priklausoma virSiiniy skai¢iy nuo pradinio
masyvo dydzio, taip yra todél, kadangi pirmasis lygis turi visada vieng vir§ing (medzio Saknj),
antrasis lygis turi dvi virSiines, tre¢iasis keturias ir taip toliau kol vir§iiniy skai¢ius nepasiekia n.
Viska apzvelgus galima jvertinti vir§iiniy skai¢iy pagal formulg: 142+ 4 + --- + 2/l0g2nl =
2Mo82nl+1 < 4y | Taip pat svarbu paminéti tai, jog kai masyvo dydis n néra 2 laipsnis, ne visi
segmentinio medzio lygiai yra uZpildomi. Segmentinio medZzio aukstis yra log, n, kadangi
leidziantis j apaciag nuo Saknies segmenty dydziai visuomet mazéja per pus¢ (Segment Tree
[interaktyvus] 2018 [zitréta 2019 m. lapkri¢io 22d.]. Prieiga per interneta: https://cp-

algorithms.com/data_structures/segment_tree.html.

1.1.2. Konstravimas

Segmentin] med; efektyviai galima sukonstruoti pradedant nuo apatinio lygio ir kylant |
virSy, pradedama konstruoti nuo virS§tiniy lapy, virSiiné yra vadinama lapu jeigu jos segmento dydis
yra lygus vienam. Nuo $iy virStniy galima sukonstruoti vienu lygiu aukstesnj lygj ir kartoti Sig
konstravimo procediirg tol, kol yra pasiekiamas pirmasis lygis (Saknies vir§ine). Visas Sias

operacijas yra patogu atlikti naudojant rekursing® funkcija. Norint sukonstruoti visa segmentinj

2 Programy sudarymo metodas, kai programa kreipiasi j save, esant maZesnéms argumenty reikSméms.
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void build(int medzio_indeksas, int masyvo_kairysis_indeksas, int masyvo_desinysis_indeksas)
if{ masyvo_kairysis indeksas == masyvo_desinysis_indeksas ) {
ffJeigu kairés ir de3inés indeksai sutampa reiskia segmentui priklauso vienas elementas.
segmentinis _medis[medzio_indeksas] = a[masyvo kairysis indeksas];

¥
else
1
f/{ Paskaiiuojamas dabartinic segmente vidurys.
int masyvo vid_indeksas = (masyvo kairysis_indeksas + masyvo _desinysis indeksas) / 2;
// Mustatomas kairiojo segmento indeksas.
int kairiojo_segmento_indeksas = 2 * medzic_indeksas + 1;
f/ MNustatomas dediniojo segmento indeksas.
int desinicjo segmento indeksas = 2 * medzio indeksas + 2;
// Skaigiuojamas kairysis pomedis.
build(kairiojo_segmento_indeksas, masyve kairysis indeksas, masyvo_vid_indeksas);
ff Skai€iuvojamas deZinysis poemdis.
build(desiniojo_segmento_indeksas, masyvo vid indeksas + 1, masyvo desinysis indeksas);
/{ Pagal paskaifiuotus rezultatus paskaiciuojamas dabartinis segmentas.
segmentinis_medis[medzio_indeksas] = segmentinis_medis[kairiojo_segmento_indeksas] +
segmentinis_medis[desiniojo_segmento_indeksas];
¥

}
medj reikia O(n) laiko, kadangi virSiiniy skaicius néra didesnis uz 4n. Segmentinj medj galima

sukonstruoti lengvai(zr. 1.2 pav.)

1.2 pav. Segmentinio medzio konstravimo realizacija c++ programavimo kalba

Kaip matyti i§ programinio kodo, segmentinio medzio segmentai irgi yra saugomi masyve,
taip pat galima pastebéti, jog kiekvienas ,,tévo* segmentas medZio saugomoje struktiiroje gali
pasiekti savo vaikus pagal indeksy skai¢iavimo formules: 2 x dabartinis_indeksas + 1 ir 2 *
dabartinis_indeksas + 2, jeigu buty naudojama nuliné indeksavimo bazé, tai ,,vaikus®“ bty
galima pasiekti per 2 * dabartinis_indeksas su 2 x dabartinis_indeksas + 1 indeksus (Segment
Tree, 2016).

1.1.3. Intervalinés uzklausos

Kaip jau buvo minéta struktiiros poskyryje, segmentinis medis suteikia galimybe atlikti
intervalines uzklausas. Norint atlikti Sias intervalines uzklausas, yra pateikiamas norimas intervalas,
dazniausiai tai bina masyvo indeksai, rézio pradzia ir rézio pabaiga, kuriuose norétuméme gauti
segmento reikSme¢. Naudojantis struktiiros poskyryje minéty pavyzdziu, jog turime masyva
a[0..n — 1] ir norétuméme gauti tam tikra Sio masyvo sumg indeksuose nuo «a[l..r] t.y reikéty
gauti suma nuo masyvo indekso [ iki indekso r, kur I < r, 1 > 0 ir r < n. Sia suma galima isreiksti
pagal formulg: a[l] + a[l + 1] + a[l + 2] + --- + a[r]. Iprastai tokiai sumai gauti reikéty O(r —
[ + 1) laiko, taciau segmentinis medis suteikia galimybe j $ig sumos uzklausg atsakyti ilgiausiai per
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O(log, n) laika, o tai labai pagerina vienos uzklausos atsako laika, jeigu uzklausa néra maza.
Segmentinis medis yra gerai vertinamas todél. kad jj sukonstruoti reikia vieng kartg ir jis gali
atsakyti j uzklausas apie bet kuriuos intervalo rézius. Jis yra jprastai naudojamas, kai yra siunciama
daug uzklausy i skirtingus intervalus. Uzklausos segmentiniuose medziuose vykdomos tokiu budu:
tarkime, jog $iuo metu mes esame vir§ingje, kuri padengia segmenta a[tl..tr] tai mums suteikia 3

galimybes:

1) Lengviausias atvejis, kai segmentas a[l..r] lygus segmentui a[tl..tr], tada galima baigti

ir grazinti apskaiciuotg suma, kuri yra saugoma virsiin€je, kuri yra $Siuo metu apdorojama.

2) Alternatyviai uzklausos segmentas gali visiSkai priklausyti kairiajam arba deSiniajam
dabartinés vir§iinés po medziui tai yra arba intervalas priklauso a[tl..tm] arba a[tm + 1..tr] kur

l . e : o : : :
tm = (t;—m Siuo atveju reikia eiti j tg vaiko vir§ting kuriam priklauso intervalas ir tikrinti tris

suteikiamas galimybes.

3) Trecia galimybé yra tai, jog uzklausos segmentas susikerta su abiem dabartinés vir§iinés
,vaikais®, tada néra kito iSeities tik eiti j abu ,,vaikus* ir sujungti jy atsakymo uzklausas. Pirmiausia
reikia eiti j kairjjj ,,vaikg“, a[tl..tm] ir ten pasirinkti vieng i$ trijy galimybiy, 0 po to tg patj

padaryti su deSiniuoju ,,vaiku*“ a[tm + 1..tr].

Taigi, norint jvykdyti sumos uzklausg bitini rekursyviis kvietimai ,,j save vieng kartg j

kairjjj arba deSinjjj po medj arba j juos abu. Rekursija pasibaigia tada, kai dabartinés virStnés

int sum{int segmentinio medzioc indeksas, int t1, int tr, int 1, int r)
;
1
if( 1 » r ) { // Patikriname ar validus segmentas.
return @;

¥

if(l == tl && r == tr ) {
// Jeigu virsunés réZiai lygus musy ieikomiems graZiname suma.
return segmentinis medis[segmentinic medzio indeksas];

¥

int tm = (t1 + tr) / 2; // Daliname segmentg i dvi dalis.

// Apskaiciuvojame kairiojo pomedZio sumg.

int sum_kairysis_pomedis = sum(segmentinio medzio indeksas * 2, t1, tm, 1, min{r, tm));

[/ Apskaifiuojame deZiniojo pomedZio suma.

int sum desinysis pomedis = sum(segmentinio medzio indeksas * 2 + 1, tm + 1, tr, max(l, tm + 1), r)
return sum_kairysis_pomedis + sum_desinysis_pomedis;

}
segmento réziai susikerta su ieSkomojo segmento réziais. Intervaly sumos uzklausg néra sunku

realizuoti(zr. 1.3 pav.)

1.3 pav. Segmentinio medzio sumos uzklausos realizacija c++ programavimo kalba

13

»



Kadangi segmentinis medis yra labai universali duomeny struktiira, ji neapsiriboja vien tik
sumos uzklausy uzdaviniais, bet padeda iSspresti ir kitas problemas kylancias su intervalais pvz.:
minimumo arba maksimumo suradimas norimuose intervalo réziuose, principas yra tas pats kaip su
sumos uzklausomis, ta¢iau skirtumas tas, kad vir§iiné¢je saugoma ne segmento suma, o segmento
minimali arba maksimali reikSmé. Be abejo, sumg galime pakeisti kitomis komutatyviomis

operacijomis, tokiomis kaip daugyba, disjunkcija, konjunkcija, grieztoji disjunkcija ir daugybe kity.

Taip pat segmentinj medj galima pateikti kaip dviejy dimensijy, tuomet galima vykdyti
uzklausas matricose. Tai mums suteikia galimybes spresti tokias problemas kaip nustatymo
minimalaus ir maksimalios reikSmés dézéje, nustatymas kiek yra tasky koordinaciy plokStumoje
sta¢iakampyje, kurio kairiojo apatinio kampo koordinatés yra x1 ir y1, 0 deSiniojo virSutinio x2 ir

y2 ir daugybe kity problemy (Ibtehaz, Kaykobad and Rahman, 2018).

1.1.4. Atnaujinimo uzklausos

Be intervaliniy uzklausy segmentinis medis palaiko atnaujinimo uzklausas. Atnaujinimo
uzklausa dazniausiai susideda i§ masyvo indekso, Kurj norime atnaujinti ir reik§més j kurig norime
atitinkama masyvo elementg pakeisti, norint visai tai padaryti reikia perkonstruoti miisy segmentinj
medj. Si uklausa yra daug karty paprastesné¢ uz intervaline uzklausa. Kadangi kiekvienas
segmentinio medzio lygis suformuoja masyvo dalj, tai vienas bet kuris masyvo elementas yra
viename segmente kiekviename lygyje, tai sako, jog norint atnaujinti vieng masyvo elementa
tereikia atnaujinti tik log, n segmentinio medzio vir§iniy. Lengva pastebéti, kad atnaujinimo
operacija galima realizuoti su rekursyvia funkcija. Funkcijai yra paduodama dabartiné virSiing,
nauja reikSmé ir masyvo indeksas, kurj reikia atnaujinti, funkcija rekursiskai kviecia viena i§ savo
,vaiky“ i kurj jeing dabartinis nagrin€¢jamas elementas ir jj atnaujing, $is procesas vyksta tol kol

nepasiekiama vir§tné lapas (Zr. 1.4 pav.) (Sharma, 2016).
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void update(int medzio indeksas, int tl, int tr, int masyve_indeksas, int nauja_reiksme)
{
if{ t1 == tr ) {

segmentinis_medis[medzic indeksas] = nauja_reiksme; f/ Viriioné lapas.
h
else {
int tm = (tl1 + tr) / 2; // Paskaifiuojamas segmento vidurys.
if { masyvo _indeksas <= tm ) {
// Elementas priklauso kairiajam pomedZiui.
update(medzio_indeksas * 2, t1, tm, masyvo_indeksas, nauja_reiksme};
¥
else {
/{ Elementa priklauso definiajam pomedZiui.
update(medzio_indeksas * 2 + 1, tm + 1, tr, masyvo_indeksas, nauja reiksme);
)
// Atnaujiname sumg, kadangi pasikeité elementai.
segmentinis_medis[medzic indeksas] = segmentinis_medis[medzio indeksas * 2] +
segmentinis medis[medzio indeksas * 2 + 1];
¥

}

1.4 pav. Segmentinio medzio atnaujinimo uzklausos realizacija c++ programavimo kalba

1.1.5. Intervalinés atnaujinimo uzklausos

Daznai bina situacijy, kai reikia atnaujinti ne vieng reikSme medyje, o visa iStisg segmenta,
Siai operacijai atlikti segmentinis medis turi labai naudingg technikg vadinama ,tingiu
dauginimusi“. Naudojant §ig technikg galima atidéti dalj atnaujinimy(praleisti rekursyvius
kvietimus atnaujinimo funkcijoje) ir atlikti juos tik tuomet, kai jie yra reikalingi (Mittal, 2016).

Siuo atveju kaip pavyzdys galétu biti modifikacijos uzklausa, kuri sako, jog mes turime
priskirti kiekvienam segmento elementui specifing reikSme p, o sekancioji po jos einanti uzklausa
biity nuskaitymas a[i] masyvo reik§més. Norint atlikti $ig modifikacijg visam segmentui reikia
saugoti atributg kiekvienoje segmentinio medzio vir§inéje, kuris nusako ar nagrinéjamasis
segmentas yra pilnai padengtas viena reikSme ar keliomis reikSmémis. Tai leidzia atlikti ,,tingy
atnaujinimg“: vietoj Kkeitimo visy segmenty esan¢iy medyje, kurie yra perdengiami uzklausos
segmento, uztenka pakeisti tik kelis segmentus ir pazyméti virSing. Pazyméta virstiné nurodys tai,
kad kiekvienas elementas esantis nagrinéjamame segmente turi priskirta reikSme ir pilnas po medis
taip pat turéty turéti tik $ig reikSme. Apibendrinus galima sakyti, jog yra ,,tingiai“ su uzdelsimais
jraoma nauja reik§me j kiekviena i§ vir§tiniy. Siuo principu galima atidéti atnaujinimo uzklausa

vélesniam laikui, kada medziui atliekama intervaliné uzklausa.

Taigi, po modifikacijos uzklausos kai kurios medzio dalys tampa nesvarbiomis — kai kurios
modifikacijos niekados néra pilnai jvykdomos. Pavyzdziui, kai modifikacijos uzklausa ,,priskirti

skai¢iy visam masyvui a[0...n — 1]“ yra jvykdoma, segmentiniame medyje pasikeicia tik vienas
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dalykas — reik§mé esanti Saknyje, bei Saknies vir§tné yra pazymima. Likusieji segmentai islicka
nepakeisti, nors teoriskai reikSmé turétu biti jrasyta visam medziui.

Dar vienas i$ pavyzdziy galéty buti, jog antroji modifikacijos uzklausa sako, kad pirmoji
masyvo dalis a [O %] turéjo buti priskirta kokiai nors reik§mei. Norint jvykdyti Sig uzklausg reikia
priskirti kiekvienam elementui esanc¢iam kairiajame Saknies po medyje nurodyta reik§me, taciau
pries tai atliekant reikia sutvarkyti Saknies virSiing. Komplikuotumas ¢ia atsiranda toks, jog deSinioji
masyvo pus¢ vis dar turéty biiti priskirta reikSmei, kuria suteiké pirmoji modifikacijos uzklausa ir
kol kas S8iuo metu jokia informacija néra saugoma deSiniajame Saknies po medyje. Tai
i§sprendziama perleidziant informacija i$ Saknies savo ,vaikams®, tai yra, jeigu medzio Saknis
turéjo priskirtg kokig nors reik§me, tuomet tg reikSme reikia priskirti kairiajam ir deSiniajam Saknies
,vaikui ir istrinti Zyma Saknyje. Po Sio pakeitimo galima priskirti kairiajam Saknies ,,vaikui* naujg

reik§me neprarandant jokios informacijos.

Viska apibendrinus galima teigti, jog esant bet kokiai uzklausai (atnaujinimo arba
nuskaitymo) nusileidimo medyje metu visuomet reikia nuleisti informacija i§ esamosios virSinés j
abidvi vir§tnes ,,vaikus“. Tai reiskia, jog leidziantis medziu yra atlickamos uzdelstos modifikacijos

uzklausos, taciau tik tiek kiek yra butina(kad nepablogintuméme laiko kompleksiskumo O (log, n)).

Norint daryti intervalines atnaujinimo uzklausas prie jau turimy metody(zr. 1.3 pav., 1.4

pav.), reikia papildomai pasiraSyti vir§iinés nuleidimo metoda (zr. 1.5 pav.)

void push{int virsune)
r
L
if { pazymeta[virsune] )} // Patikriname ar viriZuné yra paZymeta.

{
ffNuleidfiame informacija kairiajam wvaikui.
segmentinis medis[virsune * 2] = segmentinis medis[virsune];
[/ NuleidZiame informacijg deZiniajama vaikui.
segmentinis medis[virsune * 2 + 1] = segmentinis medis[virsune];
/f PaZymime kairyji vaika.
pazymeta[virsune * 2] = true;
/f Paiymime deZinyji vaiks.
pazymeta[virsune * 2 + 1] = true;
[/ AtZymime dabartine virSune, kadangi informacija jau perdavéme vaikams.
pazymeta[virsune] = false;
¥

1.5 pav. Segmentinio medzio nuleidimo metodo realizacija c++ programavimo kalba
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Sis naujasis metodas gaus dabarting nagrinéjama vir§ine ir nuleis informacija j apa¢ia savo
,vaikams®, atzymés dabarting virSiing, kadangi informacija jau bus nuleista | apacig ir pazymés
nagrinéjamos vir§iinés ,,vaikus®. Sj metoda reikia kviesti uzklausy metody pradzioje, tatiau nereikia
kviesti jy ,,vaikams®, nes Siuo metu nereikia leisti informacijos dar zemiau. Taip pat reikia Siek tiek
pakeisti atnaujinimo metodg (Zr. 1.6 pav.) ir pasiraSyti gavimo metodg (Zr. 1.7 pav.), kad viskas

vykty sklandziai.

void update(int virsune, int tl, int tr, int kaire, int desine, int nauja_reiksme)
{
if{ kaire » desine ) return; // Patikriname ar validus segmentas.
if( kaire == t1 && tr == desine )
1
f/f Jeigu viriunés réZiai lygus musy iefkomiems priskiriame reikime.
segmentinis medis[virsune] = nauja reiksme;
pazymeta[virsune] = true; // PaZymime $ig virsdne.

¥
else
1
push{virsune); // NuleidZiame informacijg vaikams, jeigu to reikia.
int vidurys = {(tl + tr) / 2; // Surandame segmente viduri.
// Atnaujiname kairiji wvaika.
update(virsune * 2, t1, wvidurys, kaire, min{desine, vidurys), nauja_reiksme};
// Atnaujiname ded3inijj wvaiks.
update(virsune * 2 + 1, vidurys + 1, tr, max(kaire, vidurys + 1), desine, nauja_reiksme);
¥

1.6 pav. Segmentinio medzio intervalinés atnaujinimo uzklausos realizacija c++ programavimo kalba

int get(int virsune, int tl, int tr, int pozicija)
1
[/ Kal sutampa segmentai randame ieSkomaji elements.
if{ t1 == tr )} return segmentinis medis[virsune];
push{virsune);
int vidurys = (tl + tr) / 2; // Randame viduri.
if{ pozicija <= vidurys ) { // Jeigu ne daugiau uwZ viduri ieikome kairiajame pomedyje.
return get(virsune * 2, tl, vidurys, pozicija);
¥

else { // Kitu atveju ieZkome dediniajam pomedyje.
return get(virsune * 2 + 1, vidurys + 1, tr, pozicija);

i

1.7 pav. Segmentinio medzio gavimo metodo realizacija c++ programavimo kalba
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1.1.6. Dviejy dimensijy segmentinis medis

Segmentinis medis gali biiti sukuriamas bet kokiam dimensijy skai¢iui. Norint sukonstruoti
dviejy dimensijy segmentinj medj reikia, jog kiekviena vir§in¢ esanti dviejy dimensijy
segmentiniame medyje turéty vienos dimensijos segmentinj medj, taigi tai i§ esmés galima

pavadinti segmentiniu medziu i§ segmentiniy medziy (Aggrawal, 2017).

Siuo atveju kaip pavyzdys galétu bati, jog turime matrica a[0..n —1,0..m — 1],
kur Cia n yra eiluciy skaiius, o m yra stulpeliy skai¢ius, turint $ig matricg reikia surasti sumag (arba
minimumg/maksimuma) kokioje nors matricos dalyje a[x; ...x, ¥, ... ¥»], bei atlikti modifikacijas
individualiuose matricos elementuose, pvz.: uzklausas formoje priskirti matricos elementui reikSme

alx]lyl = u.

Norint palengvinti konstravimo procesa galima pamirsti, jog matrica yra dviejy dimensijy ir
palikti pirmaja koordinate (koordinatés Siuo metu zymimos x ir y). Pirmiausia reikia konstruoti
vienos dimensijos segmentinj medj naudojant pirmaja koordinate, taciau vietoj skai¢iaus saugojimo
segmentinio medzio virS§iingje, kaip jau minéta vienos dimensijos atveju konstravimo poskyryje
reikia saugoti visa segmentinj medj tai yra $iuo momentu reikia prisiminti, jog egzistuoja antroji
koordinaté. Kadangi Siuo metu pirmoji koordinaté yra fiksuota intervale [l...r], reikia atlikti

pakeitimus su a[l ...r, 0 ...m — 1] matricos dalimi ir jai sukurti segmentinj medj.
Taigi, konstravimg dviejy dimensijy segmentinio medzio galima i$skirti j dvi dalis:
1) Konstravimag x koordinatés atzvilgiu (Zr. 1.8 pav.)

2) Konstravimg y koordinatés atzvilgiu (Zr. 1.9 pav.)

void build x{int virsune x, int kaire x, int desine x)
{
J/ Kuriame vienos dimensijos segmentini medi x koordinate tol, kol turime segments.
if (kaire x != desine x)
{
int vidurys x = (kaire x + desine x) / 2; // Surandame viduri.
J/ Kuriame kairiji pomedi x koordinatés atiZvilgiu.
build x(virsune x * 2, kaire x, vidurys x);
J// Kuriame de3iniji pomedi x koordinatés atZvilgiu.
build x(virsune x * 2 + 1, vidurys x + 1, desine x);

¥

J/ Kuriame segmentini medi ties y koordinate, kai x koordinté yra fiksuota.
build y(virsune x, kaire x, desine x, 1, @, m - 1);

1.8 pav. Kontravimas dviejy dimensijy segmentinio medzio x koordinatés atzvilgiu
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void build y(int virsune x, int kaire x, int desine x, int virsune vy, int kaire y, int desine y)

{

if (kaire vy == desine y) // Patikriname ar tai jau galime sukonstruoti lapo wvirEine.
// Priskiriame reikime tiesiogiai i% masyvo.
if (kaire_x == desine_x) seg_tree[virsune_x][virsune_y] = a[kaire_x][kaire_y];
else {

// Sukombinuojame reikiZme if kairiojo wvaiko.

seg_tree[virsune x][virsune_y] = seg_tree[virsune_x * 2][virsune_y];

// Pridedame ir definiji wvaika.

seg_tree[virsune x][virsune_y] += seg_tree[virsune x * 2 + 1][virsuns_v];

¥
b
else
{
int vid_y = (kaire_y + desine_y) / 2; // Surandame viduri.
// Kuriame kairiji pomedi y koordinatés atZvilgiu.
build_y(virsune_x, kaire_x, desine x, virsune_y * 2, kaire_y, vid_y);
// Kuriame dediniji pomedi y koordinatés atZvilgiu.
build_y(virsune_x, kaire_x, desine _x, virsune_y * 2 + 1, vid y + 1, desine_y);
// Sukombinuojame reikime i3 kairiojo vaiko.
seg_tree[virsune_x][virsune_y] = seg_tree[virsune_x][virsune_y * 2];
// Pridedame ir definiji wvaiksa.
seg tree[virsune x][virsune y] += seg tree[virsune x][virsunz v * 2 + 1];
h
I

1.9 pav. Konstravimas dviejy dimensijy segmentinio medzio y koordinatés atzvilgiu
Lapy konstravimui y koordinates atzvilgiu yra i$skiriami 2 skirtingi atvejai:

2.1) Kai dabartinis nagrinéjamas segmentas pirmosios koordinatés [kaireé, ...deSineé,] turi
ilgj lygy vienam, tuomet tiesiogiai yra inicializuojamas segmentinis medis i§ matricos.

2.2) Kai dabartinis nagrinéjamas segmentas pirmosios koordinatés [kairé, ... deSiné,] turi
ilgj didesnj negu vienas, tuomet yra kombinuojamos reik§més i§ kairiojo ir deSiniojo virSinés
,»vaiky“ pagal x koordinate.

Toks segmentinis medis dar vis kaip ir vienos dimensijos atvejis naudoja tiesinj kiekj

atminties, taciau su didele konstanta: O (16 * n * m).

Vizualiai sukonstruoto dviejy dimensijy segmentinio medzio struktira gali biti sunku

jsivaizduoti, taciau ja galima nupiesti turint 4x4 matricg su uzpildytais duomenimis. (zr. 1.10 pav.)
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1.10 pav. Pavyzdiné duomeny matrica (Laaksonen, 2017)

IS Sios duomeny matricos sukonstruotas dviejy dimensijy segmentinis medis palaiko dvi
uzklausas: sumy apskaiciavimg pasirinktuose matricy sta¢iakampiuose, bei atnaujinimg bet kurios
matricos reikSmés (Zr. 1.11 pav.). Pavyzdziui suma viso staiakampio yra lygi 86, suma

staciakampio pirmy dviejy eiluciy yra lygi 53, Sias sumy uzklausas galima apskaiciuoti efektyviai

atsakyti naudojantis dviejy dimensijy segmentiniu medziu.
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1.11 pav. Dviejy dimensijy segmentinio medzio vizualizacija (Laaksonen, 2017)

Dviejy dimensijy uzklausos yra vykdomos tuo paciu principu kaip ir konstravimas,
pirmiausig uzklausg reikia vykdyti pagal pirmaja koordinate, su kuria reikia pasiekti atskaitos
vir§iing, o esant joje iSkviesti uzklausg antrajai koordinatei (zr. 1.12 pav.).

Si uzklausa veikia O(log, n * log, m) grei¢iu, kadangi pirmiausia pereina per pirmosios
koordinates segmentinj medj ir po to kiekvienai surastai virSiinei daro uzklausa pagal antraja

koordinate.
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int sumy(int virsune_x, int virsune_y, int kaire_y, int desine vy, int kaire uzklausos_y,
int desine_uzklausos_y)
{
if (kaire uzklausos_y » desine uzklausos_y) return 8;// Patikriname ar validus segmentas
if (kaire_uzklausos_y == kaire_ y && desine_y == desine_uzklausos_y)
return seg_tree[virsune x][virsune_y]; // GrgZiname sumg.
int vidurys = (kaire vy + desine vy) / 2; // Paskai&iuojame viduri.
// Paskaiciuojame sumg pagal kairiji pomedi.
int suma_kaire = sumy(virsune x, virsune vy * 2, kaire y, vidurys,
kaire uzklausos_y, min{desine uzklausos_y, vidurys)});
// Paskaiiucjame sumg pagal definiji pomedi.
int suma_desine = sumy(virsune_x, virsune_y * 2 + 1, vidurys + 1, desine vy,
max{kaire uzklausos y, wvidurys + 1), desine uzklausos y);
return suma_kaire + suma_desine;

int sumx(int virsune_x, int kaire_x, int desine _x, int kaire_uzklausos_x,
int desine_uzklausos_x, int kaire_uzklausos_y, int desine_uzklausos_y)

{
if (kaire uzklausos _x » desine uzklausos_x) return @; // Patikriname ar validus segmentas.
[/ Kiekvienai pasiektal virZunei skaifiucjame pagal antrajs koordinate.
if (kaire_uzklausos x == kaire_x && desine x == desine_uzklausos_x)
return sumy{virsune x, 1, @, m - 1, kaire uzklausos_y, desine uzklausos y};
int vidurys = (kaire x + desine x) / 2; // Paskaiciuojame viduri.
// PaskaiCiucjame sumg pagal kairiji pomedi.
int suma_kaire = sumx(virsune_x * 2, kaire x, wvidurys, kaire uzklausos_x,
min(desine uzklausos _x, wvidurys),
kaire_uzklausos_y, desine_uzklausos_y);
// PaskaiCiucjame sumg pagal deZiniji pomedi.
int suma_desine = sumx(virsune x * 2 + 1, vidurys + 1, desins x,
max(kaire uzklausos x, wvidurys + 1},
desine_uzklausos_x, kaire_uzklausos_y, desine_uzklausos_v);
return suma_kaire + suma_desine;
}

1.12 pav. Dviejy dimensijy segmentinio medzio sumos uzklausos realizacija c++ programavimo kalba

Taip pat egzistuoja tokiy problemy kur yra reikalinga dviejy dimensijy segmentinio medzio
kompresija. Pavyzdziui koordinaciy plokStumoje egzistuoja n tasky, kurie yra apibréziami savo
koordinatémis (x;,y;) ir yra uzduodamos uzklausos, kurios sako, kad reikia suskai¢iuoti kiek yra
tasky staciakampyje ((xq,v1), (x3,v,)). Gavus tokig problemg tampa akivaizdu, kad neapsimoka
konstruoti dviejy dimensijy segmentinio medzio su O(n?) elementy, kadangi didZioji dalis
atminties nebus netgi naudojama. Pilna atmintis nebus naudojama dél to, kad kiekvienas taskas gali
pakliati tik ] log, n segmentus pagal pirmaja koordinate i§ to seka, kad naudingas dydis visy
segmenty pagal antraja koordinatg turéty buti O(n * log, n).

Taigi, norint iSspresti Sig problemg reikia imti kiekvieng segmentinio medzio vir§iing pagal
pirmaja koordinatg ir saugoti joje segmentinj medj pagal antrosios koordinatés virStines, kurios
pasikartoja pirmosios koordinatés nagrinéjamame segmente. Jeigu reikia konstruoti segmentinj

med;j virSinéje virsune_x, kurios réziai yra kaire_x ir desine_x, nagrinéti reikia tik tuos taskus,
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kurie paklitiva | intervalg x € [kaire_x,desine_x). Taip darant bus pasiekta, jog kiekviena
segmentinio medzio antroji koordinaté uzims tik tiek atminties kiek reikia. Rezultatas S$ios
optimizacijos bus toks, kad atminties panaudojimas sumazés i§ 0(n?) iki O(n * log, n). Norint
toliau atsakyti uzklausas per O(log, n * log, n) laika, tereikés naudoti dvejetaine paieska® einant
per antraja koordinate. Si operacija laiko kompleksiskumo nepablogins, kadangi dvejetainé paieska
veikia per O(log,n) laikg (Laber, Molinaro, 2009) (Clampett, 1964). Vienas Sios struktiiros
panaudos minusas yra tas, kad nebus galima efektyviai atlikti modifikacijos uzklausy, kadangi
atsiradus naujam taskui, kurj reikia jdéti j segmentinio medzio vidurj pagal antraja koordinate reikia

perdaryti dalj segmentinio medzio strukttiros.

1.1.7. Issaugojimas segmentinio medzio istorijos

Segmentinis medis, kuris gali iSsaugoti prie$ tai buvusig biiseng po bet kokiy modifikacijy
yra vadinamas pastoviu segmentiniu medziu (angl. Persistent Segment Tree). Sio tipo segmentinis
medis gali suteikti prieigg prie bet kurios segmentinio medzio versijos, kurios reikia ir jvykdyti
uzklausg bitent toje versijoje. Be abejo, kadangi yra saugoma visa medzio istorija néra iSvengiama

didesnio atminties sunaudojimo, kas daro jtaka ir laiko kompleksiskumui (Kumar, 2016).

Norint i§ segmentinio medzio gauti pastovyjj segmentinj medj uztenka pakeisti tik
O(log, n) virsuniy pradedant Saknies virSiine. Norint tai padaryti reikia segmentinj medj kurti
naudojant rodykles (angl. Pointers) tai yra kiekviena vir§tné turi saugoti rodykle i savo kairjjj ir
desinjjj ,,vaika®, taip saugant virStnes sulaukus modifikacijos uzklausos nereikia keisti esamyjy
vir§iniy, uztenka sukurti naujas vir$ines (Zr. 1.13 pav., 1.14 pav., 1.15 pav., 1.16 pav.). Virsinés
kurios néra paveiktos modifikacijos uZklausos toliau gali rodyti | senas virStnes. Taigi, jvykus
modifikacijos uzklausai bus sukurtos log,n  naujos virSiinés, bei nauja segmentinio medZio
Saknies vir§iiné, o sena segmentinio medZio versija iSliks nepakitusi. Be abejo galima kurti
kiekvienai segmentinio medZio versijai nauja segmentinj medj taciau toks sprendimas néra

optimalus, kadangi kiekvienas naujos versijos sukiirimas uzims O (log, n) laiko konstravimui, bei

O(n * log, n) papildomai atminties.

3 Paieskos algoritmas, kai elemento ieSkoma surikiuotame sgrase jj dalinant pusiau.
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CVirsune * build(int kaire, int desine)

1
if( kaire == desine) {
/f Sukuriame naujg virsune, kadangi segmentai sutampa.
return new CVirsune(a[kaire]);
¥
int vidurys = (kaire + desine) / 2; // Surandame viduri.
/S Sukuriame kairiji vaiksa.
CVirsune *pKaire = build(kaire, vidurys);
S/ Sukuriame deiiniji vaika.
CVirsune *pDesine = build(vidurys + 1, desine);
/) Sukonstruojame virZuneg i3 dviejy wvaiky.
return new CVirsune(pKaire, pDesine);
I

1.13 pav. Konstravimas segmentinio medzio naudojant rodykles

int sum{CVirsune *pVirsune, int tl, int tr, int kaire, int desine)
{
if( kaire » desine ) {
return @; // Patikriname ar wvalidus segmentas.

}

if( kaire == t1 &R desine == tr ) {
[/ Jeigu ieZkomasis segmentas sutampa su nagrinéjamu graZiname sumgz.
return pVirsune->GautiSuma();

¥

int vidurys = (t1 + tr) / 2; // Surandame viduri.

[/ Paskaiciuojame kairiojo pomediio sumg.

int suma_kaire = sum{pVirsune-»GautiKairiajaVirsune(), t1, vidurys,
kaire, std::min{desine, vidurys));

[/ Paskaiciuojame definiojo pomediio sumg.

int suma_desine = sum(pVirsune-»>GautiDesiniajaVirsune(), vidurys + 1, tr,
std: :max(kaire, vidurys + 1), desine);

return suma_kaire + suma_desine;

1.14 pav. Segmentinio medzio sumos uzklausa naudojant rodykles
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class CVirsune

{
public:
CVirsune(int sumz) : m_suma(suma), m_pKaire(nullptr), m_pDesine{nullptr) { }
CVirsune(CVirsune *pKaire, CVirsune *pDesine) : m_pKaire(pKaire), m_pDesine(pDesine), m_suma(@)
1
if( pKaire )} { // Jeigu egristuoja kairysis vaikas pridedame jo sukaupta sumg
m_suma += pKaire-»>GautiSuma();
¥
if( pDesine ) { // Jeigu egzistuoja de3inysis vaikas pridedame jo sukaupta sumg
m_suma += pDesine-»GautiSuma();
¥
b
public:
int GautiSuma() const { return m_suma; }
CVirsune *GautiKairiajaVirsune() const { return m_pKaire; }
CVirsune *GautiDesiniajaVirsune() const { return m_pDesine; }
private:
int m_suma; J// Suma esamoje vir3unéje
CVirsune *m_pKaire; // Kairysis virsunés vaikas
CVirsune *m_pDesine; // Desinysis virsunés vaikas
¥

1.15 pav. Segmentinio medzio virSinés struktiira

CVirsune *update(CVirsune *pVirsune, int tl, int tr, int pozicija, int nauja_reiksme)
1
Jf Jeigu segmental sutampa radome virilne ir ja atnaujiname sukurdami.
if( t1 == tr ) return new CVirsune(nauja_reiksme);
int vidurys = (tl1 + tr) / 2; // Surandame viduri.
CVirsune *pKaire = pVirsune-»GautiKairiajaVirsune();
CVirsune *pDesine = pVirsune-»GautiDesiniajaVirsune();
if( pozicija <= vidurys ) {
Jf Atnaujiname kairiji pomedi.
pKaire = update(pKaire, tl, vidurys, pozicija, nauja reiksme);

X
else {

// Atnaujiname deZiniji pomedj.

pDesine = update(pDesine, vidurys + 1, tr, pozicija, nauja_reiksme);
}

J/ Sukuriame naujg atnaujintg wvirsune pagal kairiji definiji pomediius.
return new CVirsune(pKaire, pDesine);

1.16 pav. Segmentinio medzio atnaujinimo uzklausa naudojant rodykles
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1.2. Dvejetainis indeksuotas medis

Dvejetainis indeksuotas medis buvo sukurtas 1994 metais norint pagerinti aritmetinio
kodavimo kompresijos algoritmus. Si duomeny struktiira literatiiroje dar Zinoma kaip ,,Fenwicko
medis®, jos paskirtis yra efektyviai atnaujinti elementus ir paskaiciuoti prefiksines sumas skaiciy
lentelése (Fenwick, 1994). Prefiksiné suma informatikoje yra ne kas daugiau kaip sumavimas i$
eilés einanCiy elementy x,, x;, X,,. kur bet kuriame indekse gali biiti pateikiama prefiksiné suma

t.y. suma visy pries tai ¢jusiy elementy (Zr. 1.1 lentelé)

1.1 lentelé. Prefiksiniy sumy pavyzdys

Ivesties 1 2 3 4 5 6 7 8 9
skaiciai

Prefiksinés | 1 3 6 10 15 21 28 36 45
SuUmos

Nors teoriskai dvejetainiai indeksuotieji medziai yra laikomi medziais, taciau praktikoje jie
yra realizuojami kaip nuspéjamos duomeny struktiiros*(angl. Implicit data structures) naudojant
masyvus. Dvejetainis indeksuotas medis yra daugiausia naudojamas intervaliniy uzklausy

problemoms spresti logaritminiu grei¢iu (Gopani, 2019).

1.2.2. Struktura

Kadangi bet kokj nattiraly skai¢iy galima issireiksti per dvejety laipsniy sumg (Nazarathy,
2017) (¢r. 1.2 lentelé). Siuo faktu galima pasinaudoti ir prefiksiniy sumy skai¢iavimui jas

suskirsCius pagal atitinkamus indeksus, kuriuos sudéjus galima gauti bet kokj skaiciy.

1.2 lentelé. Skaiciaus isreiskimas per dvejety laipsniy sumas

Suma Daugianaris
17 24+ 20
12 23 + 22
14 23 +22 421

Pries tai padarant reikia zinoti, jog bet kokj skaiCiy esanti deSimtainéje skaiciavimo
sistemoje galima konvertuoti j dvejetaing skai¢iavimo sistema. ,,Norint deSimtainj skaiciy uzrasyti
dvejetainéje skaiciavimo sistemoje reikia §j skai¢iy ir jo dalmenis dalinti i$ dviejy tol, kol dalmuo

bus mazesnis uz 2, tada gautas dalybos liekanas ir paskutin; dalmenj reikia surasyti atvirkscia

4 Duomeny struktiira, kuri saugo tik padig reikalingiausig informacija ir kurios elementai yra susieti rySiais pagal
uzimamas pozicijas
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gavimui tvarka tai yra pirma gauta liekana yra paskutinis skaitmuo, antra - prieSpaskutinis ir t.t.,

paskutinis dalmuo - pirmas skaitmuo* (Ragaisis, 2001) (Zr. 1.3 lentelé).

1.3 lentelé. Skaiciai uzrasyti desimtaing ir dvejetaing skaiciavimo sistema

Skaicius deSimtainéje skai¢iavimo sistemoje Skaicius dvejetaingje skaifiavimo sistemoje
17 10001

12 1100

14 1110

Taigi, pagal Siame skyriuje minéta teorija tegul index biina dvejetainio indeksuoto
medzio indeksas, o k biina pozicija esanti skaiCiaus index dvejetainéje formoje, kuri nurodo
paskutinj nelygu nuliui skaitmenj, t.y k nurodo paskutinj vienetuka esanti skaiCiaus
index dvejetainéje formoje. Jvedant dar kelis kintamuosius:

1) a = (a4, a; ...,a,) sveikyjy skai¢iy masyvas sudarytas i§ n elementy.
2) prefixa = (prefixa,, prefixa, ..., prefix,) masyvo a prefiksiniy sumy masyvas
sudarytas i§ n elementy.

3) medis = (medis;, medis,, ..., medis,) dvejetainis indeksuotas medis i§ n elementy.

Tuomet medis[index] parodo sumg elementy nuo indeksy [index — 2% + 1..index] (zr.
1.4 lentelé). Taip pat svarbu pazyméti, jog index yra atsakingas uz medzio indeksus esancius nuo

index — 2% + 1 iki index (¢r. 1.17 pav.).

1.4 lentelé. Dvejetainio indeksuoto medzio duomeny pavyzdys (Binary Indeded Trees, 2018)

Indeksas Masyvas a Masyvas prefixa Masyvas medis
1 1 1 1
2 0 1 1
3 2 3 2
4 1 4 4
5 1 5 1
6 3 8 4
7 0 8 0
8 4 12 12
9 2 14 2
10 5 19 7
11 2 21 2
12 2 23 11
13 3 26 3
14 1 27 4
15 0 27 0
16 2 29 29
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1.17 pav. Dvejetainis indeksuotas medis parodantis indeksy atsakingumgq ir virsuniy sumas (Binary Indexed
Trees, 2014)

Norint gauti sumg pirmy trylikos masyvo elementy reikia pirmy 13 medzio indeksy.
Dvejetainéje skai¢iavimo sistemoje skaicius 13 yra lygus 11012. IS virSuje pateikto medzio galima
nustatyti, kad norint paskaiciuoti pirmy trylikos masyvo elementy suma reikia sudéti medzio 10002,
11002, 1101, elementus, kas deSimtainéje skaiCiavimo sistemoje atitikty 8, 12, 13 medzio
elementus, kadangi kaip matyti i§ vizualizacijos astuntasis medzZio elementas apima pirmuosius 8

elementus, dvyliktasis medzio elementas apima sekanCius 4 elementus, o tryliktasis medzio
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elementas apima paskutin] vienintelj reikiamg elementg 1§ ko ir susideda suma pirmyjy trylikos

masyvo elementy.

1.2.3. Konstravimas

Dazniausiai pasitaiko keli populiariis dvejetainio indeksuoto medzio konstravimo budai.
Apzvelgus Sio medzio struktiira galima jsitikinti, jog pakankamai nesunku pasiekti medzio

elementus ir jais manipuliuoti.

Vienas i§ paprasCiausiy, bet maziausiai efektyviy budy inicializuoti dvejetainio
indeksuoto medzio duomeny struktiira yra naudojant §i0 medzio atnaujinimo operacijg, apie kurig
bus raSomas atskiras poskyris. Pirmiausia yra inicializuojamos visos medzio vir§iinés nuliui, o po to
yra einama pa zingsniui per duotg masyva ir yra iSkvie¢iama atnaujinimo operacija Kiekvienai
vir§tnei (zr. 1.18 pav.). Laiko kompleksiSkumas Siam konstravimui yra lygus O(n * log, n), kur n
yra masyvo elementy skai¢ius, laiko kompleksiskumas yra toks atitinkamai dél to, kad kaip bus
nustatyta tolimesniame poskyryje atnaujinimo uzklausa uzima O(log, n) laiko (Binary Indexed
Tree or Fenwick Tree, 2014). Be abejo atminties naudojimas yra O(n), kadangi medyje yra n

elementy, tiek pat kiek ir masyve.

void build{int n)
r

1
for (int index = 1; index <= n; index++) {
binarinis_indeksuotas medis[index] = &; // Inicializuojame visg dvejetaini indeksuotg medé nuliui
}
for (int index = 1; index <= n; index++) {
update(index, a[index]); // Atnaujiname reikiamas medZio viriines
1
1

1.18 pav. Pirmoji dvejetainio indeksuoto medzio konstravimo algoritmo realizacija c++ programavimo
kalba

Dar vienas i$§ biidy sukonstruoti dvejetainj indeksuotg medj yra pasinaudoti faktu, kad
kiekviena medzio indekse index esanti reikSmé gali bati iSsiskai¢iuojama i§ pries tai paskaic¢iuoty
prefiksiniy sumy pagal formule: medis[index] = prefalindex] — prefa[index — 2% + 1]
(Binary Indexed Trees, 2019). Realizacijos konstravimo laiko kompleksiskumg palyginus su pries
tai pateikta realizacija yra geresné, kadangi laikas yra tiesinis O(n), taip yra dél to, kad kiekvienas
medzio elementas bet kuriame indekse gali biiti paskai¢iuojamas per 0(1) laiko kompleksiskuma.

Be abejo viso medzio konstravimo laikas turi mazg konstantg lygi 2, kadangi prie§ tai reikia
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susidaryti prefiksiniy sumy masyva (Zr. 1.19 pav.). Atminties naudojimas Sios realizacijos yra toks
pat kaip ir pirmosios O (n).

void build()

I
L

prefa[@] = @; // Inicializuojame bazing reikime
for(int i = 1; i <= n; ++i) {
prefa[i] = prefal[i - 1] + a[i]; // Paskaifiucjame prefiksiniy sumy masyva.
¥
for(int index = 1; index <= n; index++)
{
int kaire = index - (index & (-index)); // Paskaiiiuojame kairés pusés indeksg
binarinis_indeksuotas_medis[index] = prefa[index] - prefa[kaire]; // Inicializuojame index medZio virgdne
¥

3

1.19 pav. Antroji dvejetainio indeksuoto medzio konstravimo algoritmo realizacija c++ programavimo kalba

Pats efektyviausias biidas inicializuoti dvejetainj indeksuotag medj yra pastebéti fakta, kad
kiekvienam indeksui index reikia pridéti a[index] reikSme pozicijose index, index + (index & —
index) ir taip toliau iteruojant per dvejetainio indeksuoto medzio struktiirg. Be to, a[index +
(index & — index] reikSmé turi bati pridéta visose Siose pozicijose iSskyrus pozicija index (Zr.
1.20 pav.). Sio algoritmo laiko kompleksiskumas yra taip pat tiesinis O(n), bet neegzistuoja jokia

papildoma konstanta. Atminties naudojimas kaip ir su ankstesniuoju yra taip pat O (n).

volid build_dveij()
1
for{int index = 1; index <= n; ++index) {
// Pridedame masyvo reikime i indeksuota medj.
binarinis_indeksuotas _medis[index] += a[index];
int naujas_index = index +(index & -index);
// Patikriname ar neuZeiname uZ riby.
if{ naujas_index <=n ) {
// Pridedame reikiama medZio reikime.
binarinis_indeksuotas_medis[naujas_index] += binarinis_indeksuotas _medis[index];

1.20 pav. Dvejetainio indeksuoto medzio konstravimo realizacija c++ programavimo kalba

1.2.4. Intervalinés uzklausos

Viena 1§ uzklausy ] kurig gali atsakyti dvejetainis indeksuotas medis yra intervaliné
uzklausa. Jis sugeba atsakyti j [0..7] tipo sumos uzklausas, o tai reiSkia, kad nurodzius kokj nors
intervalo rézj r jis turéty pasakyti kokia yra suma nuo pirmojo masyvo elemento iki r-tojo. Taciau

galima atsakinéti ir j kitokio tipo uzklausas, kurios yra tokios formos: [l..7] tai yra atliekama
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suskai¢iuojant dvi sumas [0..l — 1] ir [0..r], gaunant jy skirtuma, kur [0..7] yra turinys, o [0..1 —
1] yra atéminys. Norint paskaiciuoti sumg iki indekso index reikia atlikti keleta labai nesunkiai

suprogramuojamy veiksmy (Zr. 1.21 pav.):
1) Inicializuoti dabarting esamg suma nuliui.
2) Pridéti medis[index] reikSme prie esamos sumos.
3) ISmesti paskutinj vienetg i§ dvejetainés index skai¢iaus reikSmés.
4) Kartoti nuo 2 punkto tol, kol index yra daugiau uz nulj.

Norint atlikti tre¢iajj zingsnj reikia turéti gerg algoritmg iSmesti paskutinj vieneta, kadangi §i
operacija yra labai daznai atlickama visos uzklausos metu. Sig operacija néra sunku sugalvoti kaip
atlikti efektyviai. Zidrint j skai¢iaus dvejetaine reprezentacija ja galima uZrasyti formoje alb, kur a
reiSkia visus skai¢ius einancius prie§ paskutinj vienetuka, o b reiskia visus nuliukus einanc¢ius po
paskutinio vienetuko. Zinant, kad $io dvejetainio skaiGiaus reprezentacija galime uZradyti tokia
formg: invert(alb) + 1 = invert(a)(0)invert(b) + 1, kadangi neigiamas skaicius dvejetainéje
formoje yra konvertuojamas invertuojant® visus skaitmenis ir pridedant prie rezultato vieneta. Dél
to, kad seniau b susidéjo i$ visy vienetuky dabar invert(b) susideda vien i§ vienetuky. Galiausiai

yra gaunamas tokiy transformacijy peréjimas (Fenwick, 1993):
1) invert(alb) + 1
2) invert(a)(0)invert(b) + 1
3) invert(a)(0)(1...1) +1
4) invert(a)1(0...0)
5) invert(a)1b

Paskutinjjj vieneta galima iSmesti naudojant konjunkcijg®. PavyzdZiui galimos reik§més

sujungiant teiginius x ir y (Zr. 1.5 lentelé)

1.5 lentelé. Konjunkcijos teisingumo lentelé

X y xiry
Teisinga Teisinga Teisinga
Teisinga Klaidinga Klaidinga
Klaidinga Teisinga Klaidinga
Klaidinga Klaidinga Klaidinga

% Loginis veiksmas, kurj atlikus esama loginé reikimé pakei¢iama prieSinga.
® Loginis veiksmas, sujungiantis du ar daugiau teiginiy.
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Atlikus konjunkcijos operacijg su dabartiniais misy turimais duomenimis yra gaunama:
alb ir invert(a)1b = (0..0)1(0..0), kur &ia a reprezentacijoje yra gaunami nuliukai dél to, kad
paziiiréjus pagal konjunkcijos teisingumo lentelg visg laikg skirtingus teiginius sujungiant rezultate

yra gaunamas nulis.

int prefixsuma(int index)

I

L
int suma = @;
for(;index > @;)
1

suma += binarinis_indeksuotas medis[index]; // Didiname sumg
index -= (index & -index); // ISmetame paskutini vienetuks dvejetainéje reprezentacijoje

}

return suma;

h

int suma{int 1, int r)
return prefixsuma(r

1
~) - prefixsuma(l - 1);

¥

1.21 pav. Dvejetainio indeksuoto medzio sumos uzklausos realizacija c++ programavimo kalba

Dvejetainio  indeksuoto medzio sumos uzklausos laiko kompleksiSkumas yra

0 (log, maxindex), kur ¢ia maxindex yra maksimalus galimas indeksas.

1.2.5. Atnaujinimo uzklausa

Dar viena 1§ uzklausy kurig sugeba jvykdyti dvejetainis indeksuotas medis yra atnaujinimo
uzklausa, kuri teigia, kad atsinaujinus kokiam nors masyvo elementui su indeksu index turi
atsinaujinti ir visas medis. Norint tai atlikti reikia vadovautis tuo pacius principu kaip ir su sumos

uzklausomis. Norint padidinti indekse index esancia reik§me skaic¢iumi x, reikia:

1) Padidinti startiniame nagriné¢jamame indekse reikSme x vienetais, tai yra indeksas, kuris
pirmiausia ir pasikeite.

2) Pridéti paskutinj vienetg esantj dvejetainéje dabartinio nagrinéjamo indekso
reprezentacijoje prie saves.

3) Antrg zingsnj kartoti tol, kol indeksas nevirSija maksimalaus galimojo indekso.

IS esmés atnaujinimo uZzklausos funkcija naudoja invertuota sumos uZzklausos funkcijos

veiksmg, minusg pakeicia pliusu (Zr. 1.22 pav.).
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Sios uzklausos laiko kompleksiskumas yra logaritminis, kadangi niekados nereikia

atnaujinti daugiau negu log, maxindex vir$tniy.

void update(int index, int x)

{
for{ ;index <= n; ) [/ Tikriname ar nevirZijome maksimalaus galimo indekse
{
binarinis_indeksuotas_medis[index] += x; // Atnaujiname indekse index esani£ig reikZme.
index += (index & -index); // Pridedame paskutini vienetuks esanti dvejetainéje
J// dabartinio nagrinéjamo indekso reprezentacijoje prie saves.
¥
h

1.22 pav. Dvejetainio indeksuoto medzio atnaujinimo uzklausos realizacija c++ programavimo kalba

1.2.6. Dviejy dimensijy dvejetainis indeksuotas medis

Dvejetainis indeksuotas medis gali buiti konstruojamas bet kokiam dimensijy skai¢iui.
Norint sukonstruoti dviejy dimensijy dvejetainj indeksuota med; reikia kiekvienoje dvejetainio
indeksuoto medzio vir§iinéje saugoti kita dvejetainj indeksuota medj. Konstravimas dviejy
dimensijy dvejetainio indeksuoto medzio yra atlickamas analogiSskai kaip ir vienos dimensijos
atveju pasirinkus vieng i$ jau seniau minéty konstravimo poskyrio algoritmy, pavyzdziui pasirinkus
paskutinj, pati efektyviausia konstravimo algoritmg, medis yra sukonstruojamas einant per virsiines

viena po kitos (zr. 1.23 pav.).

void build2D()
{
for(int index x = 1; index x <= n; ++index _x) {
for{int index y = 1; index y <= m; ++index y) {
// Pridedame masyvo reikiZme i indeksuots med].
binarinis_indeksuotas_medis[index_x][index_y] += a[index_x][index_v];
// Pridedame paskutini vienetukg esanti dvejetainéje reprenzentacijoje prie saves.
int naujas_index_x = index_x + (index_x & -index_x);
J// Pridedame paskutini wvienetukg esanti dvejetainéje reprenzentacijoje prie saves.
int naujas_index vy = index_y + (index_y & -index_y);
J// Patikriname ar neuZeiname uZ riby.
if( naujas_index_x <= n && naujas_index vy <=m ) {
/{ Pridedame reikiamg medZio reikime.
binarinis_indeksuotas_medis[naujas_index_x][naujas_index_y] +=
binarinis indeksuctas_medis[index x][index_vy];

1.23 pav. Dviejy dimensijy dvejetainio indeksuoto medzio konstravimo realizacija c++ programavimo kalba
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Kaip ir su segmentiniu medziu dvejetainis indeksuotas medis sudaro galimybes atlikti sumos
uzklausas pateikiant matricy koordinates tarp kuriy norimg surasti staciakampio suma, tai yra
nurodZzius x1 su y1 bei x2 su y2. Taciau, zinant i§ senesniy skyriy jprastai dvejetainis indeksuotas
gali atsakyti tik | prefiksinés sumos uzklausas tal yra nuo pradzios iki tam tikro indekso,
standartinio medzio atvejyje buvo pasinaudota faktu, kad galima paskai¢iuoti intervalo sumg
apskai¢iuojant dvi sumas [0..1 — 1] ir [0..7], gaunant jy skirtuma, kur [0..7] yra turinys, o [0..1 —
1] yra atéminys. Dviejy dimensijy atveju taip pat galima tokj reiskinj issireiksti tac¢iau jau reikia
skai¢iuoti nebe dvi sumas, 0 keturias. Norint paskaic¢iuoti matricoje ieSkomo sta¢iakampio suma,
kuris turi keturias virS§ines ABCD zymimas i§ virSaus j apacia i§ kairés j deSing ir koordinaciy aSies
pradzios taskg Zymimg O néra sudétinga parodyti, kad miisy ieSkomg sumg galima iSsireiksti pagal

formule SUM(OB) — SUM(OD) — SUM(0A) + SUM(0C) (ér. 1.24 pav.).

Sum OB Sum OD
P B A B
D € D o
0 O
Sum OA Sum OC
A B - -
D
D c c
o 0

1.24 pav. Staciakampio sumos suradimas issireiskiant per kelias sumas (Belwariar, 2015)
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Sumos uzklausa bendrai skiriasi nuo standartinio atveju visai nedaug, tiesiog pasiekus bet

kurig vir§ting pagal vieng koordinate reikia eiti iSkarto pagal antragjg (Zr. 1.25 pav.)

int prefixsuma(int x, int y)

{
int prefikssuma = @;
for(;x > 8;)
1
for(;v » 8;)
{
prefikssuma += medis2D[x][v]; // Didiname sumg
vy -= vy & -y; // ISmetame paskutini vienetuks dvejetainéje reprezentacijoje
¥
® -=x & -x; // IZmetame paskutini vienetuks dvejetaingje reprezentacijoje
¥
return prefikssuma;
h

int suma{int x1, int y1, int %2, int v2) {
// Paskaiciuojame stadiakampio suma
return prefixsuma(x2, v2) - prefixsuma(x2, y1) - prefixsuma(xl, v2) + prefixsuma(xl, v1);

1.25 pav. Dviejy dimensijy dvejetainio indeksuoto medzio sumos uzklausos realizacija c++ programavimo
kalba

Atnaujinimo uZklausos dviejy dimensijy dvejetainiame indeksuotame medyje vykdomos
analogiSkai kaip ir standartiniu atveju, bet kaip ir sumos atveju pasiekus vieng virsiing reikia eiti
iSkart pagal antrgjg (Zr. 1.26 pav.). Pateikta funkcija atnaujing visus elementus regione nuo (x, y) iki
(n, m), kur ¢ia n,m yra atitinkamai maksimali x koordinaté visos matricos atzvilgiu ir maksimali

y koordinaté visos matricos atzvilgiu.

vold update2D(int x, int vy, int reiksme)

i
for (; x <= n; x += (x & -x))
{
for (G v <=m; v += (v & -y)) {
medis2D[x][y] += reiksme; // Atnaujiname reikime medZio x, y viridnéje
¥
¥
¥

1.26 pav. Dviejy dimensijy indeksuoto medzio atnaujinimo uzklausos realizacija c++ programavimo kalba
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2. Problemos leidZiancios jvertinti intervaliniy medZzio tipo duomeny struktiry

efektyvumg

Norint jvertinti duomeny struktiiras reikia sumodeliuoti sprendZziamg problema. Viena i§
problemy yra sumy uzklausy su reikSmiy pakeitimais problema. Tegul suma(l, r) reiSkia suma
masyvo elementy nuo [-tojo elemento iki r-tojo imtinai, ty suma lygi ali] +ali+ 1]+
ali + 2]+, ..., +a[r — 1] + a[r], kur ¢iai yra i = 1 ir i <r, 0 masyvas a yra skaitiniy duomeny
masyvas. Surasti Sios uzklausos elementy suma yra pakankamai nesunku pirminiu intuityviu
sprendimu: eiti nuo masyvo [-tojo elemento iki r-tojo taip aplankant - [ + 1 elementy. Sis
sprendimas yra pakankamai geras kai duomeny kiekis yra nedidelis arba uzklausy yra labai mazai,
taciau duomeny kiekiui arba uzklausy kiekiui iSaugus §i uzklausa bus vykdoma per ilgai ir galimai
netgi iSvis nebus jvykdyta. Norint efektyviai atsakyti j $ig uzklausa galima naudoti prefiksiniy sumy
masyva. Kiekviena reik§mé prefiksiniy sumy masyve turéty buti lygi sumai reikSmiy originalaus
masyvo iki atitinkamos pozicijos, tai yra iki pozicijos k, kuri buty lygi suma(0,k). Tuomet,
kadangi prefiksiniy sumy masyvas turi sumos reik§me¢ suma(0, k) galima nesunkiai paskai¢iuoti
suma(l, r) per konstantinj laikg O(1) naudojant formule: suma(l,r) = suma(0, r) —
suma(0,1 — 1). Sis sprendimas yra pats optimaliausias jeigu reikéty tik paskaiiuoti intervalines
uzklausas nekintan¢io masyvo arba masyvas kistu labai retai, o intervaliniy uzklausy buty labai
daug. Taip yra todél, kad kiekvieng kartg atsinaujinus masyvo elementui blogiausiu atveju reikéty
pakeisti O(n) prefiksiniy sumos masyvo elementy. Taigi, jeigu uzklausos yra dviejy tipy:
atnaujinimo ir sumos uzklausimo galima naudoti teorin¢je dalyje aprasytas intervalines medzio tipo
duomeny struktiiras Siam uzdaviniui i$spresti, kadangi jos sugeba ] kiekvieng 1§ uzklausy atsakyti

efektyviai, blogiausiu atveju per logaritminj laika O (log, n).

Intervaliniy sumos uzklausy problemg galima iSspresti ir matricose jg Siek tiek
modifikuodami, tegul suma(x1,y1,x2,y2) reiSkia sumg elementy matricoje nuo (x1,y1) kampo
iki (x2,y2) kampo elementy imtinai t.y suma lygi a[i][i1] + a[i + 1][i1]+, ..., +a[x2 — 1][i1] +
a[x2][i1] + ali][il + 1] + a[i + 1][i1 + 1]+, ..., +a[x2][i1 + 1]+, ..., +a[x2 — 1][y2] +
a[x2][y2] kur ¢ia i=x1, i<x2, il1=>yl, i1<y2, 0 a yra matrica skaitiniy duomeny.
Matricoje suma galima surasti tokiais pat budais kaip ir standartiniu atveju, sumuojant visus
elementus i$ eilés einant nuo x1-0jo iki x2-ojo tuo pacéiu nuo y1-0jo iki y2-0jo. Taip pat sumos
uzklausas galima valdyti naudojant prefiksines sumas tik jau §iuo atveju naudojant kitokig formule:
SUM(OB) —SUM(OD) — SUM(0OA) + SUM(0OC) (¢r. 1.24 pav.). Kaip ir vienos dimensijos
atveju yra susiduriama su tomis pac¢iomis problemomis, tai yra pirmu atveju efektyvumo problema
kai egzistuoja daug uzklausy arba yra didelis duomeny kiekis, o antruoju atveju kai yra didelis

atnaujinamy uzklausy kiekis, dél to ir bus naudojamos teorinéje darbo dalyje apraSytos duomeny
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struktiiros, kurios su matricose esanciais staciakampiais sugeba atlikti uzklausas per log, n * log, m
laikg, kur ¢ia n yra matricos eilu¢iy skaicius, o m stulpeliy skaiius, ta mes jau parodéme

ankstesniuose teorinés dalies skyriuose.
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3. Ivertinimas skirtingy intervaliniy medzZio tipo duomeny struktiiry

Kad jvertinti segmentinio medzio ir dvejetainio indeksuoto medzio duomeny
struktiiras reikia jvertinti kaip jie susidoroja su dideliais duomenimis palyginant jas tarpusavyje ir su
baziniais problemy sprendimo atvejais. Tam, kad tai atlikti turi biiti sugeneruoti duomenys, bei
sukurtos programos leidziancios jvertinti visy skirtingy sprendimo biidy pliusus ir minusus, bei turi
biti iStestuota, jog misy intervalinés medzio tipo duomeny struktiiros skaiCiuoja taisyklingus
rezultatus. Pagal ankstesniame skyriuje minétas problemas galima analizuoti duomeny struktiiras

pagal kelis aspektus:

1) GreiCio, nustatyti kaip greitai skirtingi sprendimo budai gali susidoroti su turimais

duomenimis esant vienai ar kitai duomeny imciai.
1.1) Palyginti konstravimo greitj skirtingy duomeny struktiiry sukiirimui.
1.2) Palyginti intervalinés uzklausos atzvilgiu, naudojant skirtingo dydzio intervalus.
1.3) Palyginti tasko atnaujinimo atzvilgiu

2) Atminties naudojimo, nustatymo kiek operatyviosios kompiuterio atminties yra

uzimama naudojant skirtingus sprendimo btidus.
3) Kodo sudétingumo atzvilgiu

Negana to, iSkeltas duomeny struktiiras galima palyginti ir universalumo atzvilgiu, tam
nereikia duomeny, uztenka apzvelgti kokias skirtingas problemas gali iSspresti viena ar kita
duomeny struktira. Taigi, pagal teorin¢je darbo dalyje atlikta intervaliniy medzio tipo duomeny
struktiry aprasg yra matoma, kad dvejetainis indeksuotas medis sugeba susidoroti su intervaliniy
uzklausy taSky radimo, paskai¢iavimo problemomis, turi galimybe¢ atnaujinti bet kokiame taske
esancig reikSme, bei turi galimybe biiti naudojamas keliose dimensijose. Tomis paciomis savybémis
pasizymi ir segmentinio medzio duomeny struktiira, taciau turi ir papildomus panaudos atvejus
tokius kaip iSsaugojimas medzio pakitimo istorijos, taip pat jeigu operacija néra galima invertuoti
tai dazniausiai galima naudoti segmentin] medj Sios operacijos atlikimui, kas néra jmanoma su
dvejetainiu indeksuotu medziu, kadangi jis naudoja kaupiamuosius duomeny kiekius i$ kuriy norint
iSsitraukti informacijg reikia turéti, kad miisy sprendZiama problema turétu invertuojamg operacija
kaip pavyzdZiui sumai yra atimtis. Viska ka galima atlikti su dvejetainiy indeksuotu medziu yra
galimybé atlikti su segmentiniu medziu dél to galima teigti, jog lyginant Sias dvi duomeny
struktiras segmentinis medis yra Zymiai universalesnis. Kadangi teorinéje dalyje buvo apraSytas

programinis kodas galima nesunkiai jvertinti kodo sudétinguma.
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Kaip matoma i§ realizuoto kodo dvejetainio indeksuoto medzio atveju jo Kiekis yra zZymiai
mazesnis, taCiau kas vyksta §j koda vykdant yra pakankamai sunku suprasti nezinant kokia
duomeny struktiira yra naudojama. Sio darbo autoriaus nuomone kodo sudétingumo atzvilgiu
lengviau yra suprasti segmentinio medzio programinj koda, kadangi jis yra labiau intuityvesnis.
Jeigu norima realizuoti koda jo nesuprantant geresnis sprendimas bty naudoti dvejetainio
indeksuoto medzio koda, kadangi jis uzima maziau vietos, taip pat jeigu yra supratimas abejais
atvejais ka programinis kodas atlicka geriau naudoti maziau uzimanti varianta, kad analizuojant

koda biity sutaupoma laiko.

Atliekant bet kokius kitus vertinimus norima pabrézti, kad visi jie buvo atlikti naudojant $ia

techning jranga:
1) Intel(R) Core(TM) i5-4200U 2.30 GHz procesorius.
2) Windows 7 Ultimate operaciné sistema.
3) Operatyvioji atmintis 4GB.
4) AMD RADEON HD 8670M vaizdo plokste.
5) Samsung 860 EVO 1TB SATA3 SSD isorinis diskas.

3.1. Duomeny generavimas

Pirmiausia, kad galétuméme iSspresti miisy problemas mums reikia susigeneruoti duomenis,
kadangi visos sumodeliuotos uzduotys tai yra intervaliniy sumy uzklausy su reik§miy pakeitimais,
intervaliniy sumy uzklausy su reik§miy pakeitimais matricose naudoja skaitinius duomenis galima
visus duomenis naudoti tuos pacius, bent jau uzpildant problemos startinj masyvg. Tam, kad
duomeny struktiiry jvertinimas vykty sklandZiai visos jos turi biiti tiriamos naudojant tuos pacius
duomenis, kuriuos néra sudétinga sugeneruoti, ko pasékoje yra susigeneruojamas didelis duomeny

kiekis, kuris yra pasiskirstes intervale [0..100000] (zr. 3.1 pav.).
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int main()
{
freopen{ “duomenys.txt",

const size t nDuomenukiekis = l@@egeee; //

std: :random_device rd;

"w", stdout); // Pasirenkame, kad duomenis iZvesime i rinkemeng
Nustatome duomenu kieki
// Sugenerucjame unikaly startini tasks.

std: :mt19937 64 eng{rd()}); // Naudojame 64-bity Mersenne Twister 19937 generatoriu.
// Nustatome pasiskirtymas, kad bOty tarp integer tipo reikimiy.

std::uniform_int_distribution<int> distr;

for{size © 1 = 8; i < nDuomenuKiekis; ++i)

"‘\n'; [/ I&vedame reikime i rinkmena

{
[/ Sugeneruojame skaitine reikime.
const int skaitmenine reiksme = distr(eng) % (108001);
std::cout << skaitmenine reiksme <<

j

return @;

3.1 pav. Startiniy duomeny generavimas j teksting rinkmeng

Generuoti pradinius duomenis skirtingus néra jokios reik§Smés, kadangi tai neturés jokios

jtakos programy veikimui. Visiskai skirtingai yra su sumos uzklausy duomenis, kur bus nurodomas

uzklausy skaiéius ir intervalo réziai (Zr. 3.1 lentelé).

3.1 lentelé. Galimy uzklausy pavyzdziai

Uzklausos pavadinimas Uzklausos Paaiskinimas
struktiira

Sumy uzklausa n Sumy uzklausoje n reiskia kiek sumy uzklausy
l,,ry bus i8 viso, o [; , r; reiSkia atitinkamai i-t0Sios
Ly, 1y sumos uzklausos kairjjj ir deSinjjj intervalus tarp
....... kuriy norima surasti sumg pradinéje duomeny
Ly, 1 aibéje.

Sumy uzklausa matricose | n Siuo atveju n reiskia kiek sumy uzklausy
x1y,y11x24,y24 matricoje 18 viso yra, o

x1;,y1; x2;, y2; atitinkamai i-tosios sumos
uzklausos kairiojo apatinio sta¢iakampio kampo

X1y, y1, %20, Y2, koordinates ir desiniojo virSutinio kampo
koordinates kurio sumg norima surasti pradinéje
duomeny aibg¢je.

Atnaujinimy uzklausa n Atnaujinimy uZklausoje n reiskia kiek

ki, vy atnaujinimo uzklausy bus i$ viso, k; reiskia i-

ks, v, tojo atnaujinimo pradinio masyvo indeksa, o v;

......... reik§mg ] kurig norima atnaujinti pradinio

k., v, masyvo k; elementq.

Atnaujinimy uzklausa n Atnaujinimy uZklausoje n reiskia kiek
matricose X1, Y1, V1 atnaujinimo uzklausy matricoje bus is viso,

X9, Y2, V2 x;, y; vadinasi i-tojo atnaujinimo pradinés

......... matricos taska, 0 v; reikSme i kurig norima

Xn, Y Un atnaujinti matricos x;, y; elementa.
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Juos galima sugeneruoti skirtingus, kadangi tai turés jtakos galutiniams rezultatams. Vienus
duomenis galima sugeneruoti kuriy atstumas tarp intervaly yra mazas, Kita dalj kuriame jis yra
vidutinis arba kintantis, bei dar sugeneruoti papildomai kelias duomeny aibes kur uzklausy skaicius
yra didelis, mazas arba vidutinis ir istirti kaip tai paveikia rezultatus sumy uzklausy atvejais.
Atnaujinimo uZzklausy atvejais galima naudoti papildomai ir kintantj duomeny kiekj, kadangi tai

paveikty kai kuriy duomeny struktiiry skai¢iavimo laikg (zr. 3.2 pav.).

void SugeneruotiSumosUzklausuDuom(int nMaksimalusAtstumasTarpIntervalu, pair<int, int> pUzklausos[])
I
!

std: :random_device rd; // Sugeneruojame unikaly startini tafka.

std::mt19937 64 eng(rd()); // Naudojame 64-bity Mersenne Twister 19937 generatoriu.

// Nustatome pasiskirtymas, kad bity tarp integer tipo reikimiy.
std::uniform_int distribution<int> distr;

freopen{ “duomenys-uzklausos.txt", "w", stdout);

cout << nMaksimalusUzklausuKiekis << "‘n';

for(int i = @; i < nMaksimalusUzklausuKiekis; ++i)

{
int desinysis_intervalas = -1;
int kairysis_interwvalas = -1;
[/ Uztikriname kad naudosime validZius intervalus.
do {
int nAtstumas = distr(eng) % (nMaksimalusAtstumasTarpIntervalu + 1);
desinysis_intervalas = distr(eng) % (nMaksimalusDuomenuKiekis);
kairysis_interwvalas = desinysis_intervalas - nAtstumas;
¥
while( kairysis_intervalas < @ );
pUzklausos[i] = std::make pair(kairysis_intervalas, desinysis interwvalas);
cout << kairysis_intervalas << " " << desinysis_interwvalas << '\n’;
¥
fclose(stdout);

3.2 pav. Sumos uzklausy duomeny generavimas

3.2. Greicio jvertinimas
3.2.1. Konstravimo greitis

Konstravimo greitis yra vertinamas laiko tarpu per kurj duomeny struktiira yra pilnai
sukonstruojama i§ pradiniy duomeny, kad galétu operuoti ir atsakinéti j uzklausas. Problemas
sprendZiant tai dazniausiai yra vienkartiné operacija, jeigu duomeny struktiira efektyviai palaiko

atnaujinimo operacijas.

Visy uzdaviniy atvejais standartinio masyvo konstravimo greitis yra tiesinis, kadangi
duomenims didéjant laikas taip pat tiesiskai didéja. Siuo atveju laiko kompleksiskumas yra tiesinis
be jokios papildomos konstantos, kuris gali buiti zymimas O(n) vienmaciu atveju, kur ¢ia n yra
lygus duomeny kiekiui (Zr. 3.3 pav.) ir O(n * m), kai yra kuriama matrica, kur ¢ia n yra eiluciy

skaicius, o m stulpeliy skai¢ius (zr. 3.4 pav.).
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[/ Nurodome maksimaly duomeny kieki.

const int nMaksimalusDuomenukKiekis = 1820a08;

[/ Pasirenkame, kad duomenis nuskaitysime if rinkemenos.

freopen(“duomenys.txt", "r", stdin);

int dabartine skaitine verte;

int *pDuomenys = new int[nMaksimalusDuomenuKiekis];

[/ Skaitome reikiZmes iki rinkmenos pabaigos

for{int i = @; cin »> dabartine skaitine verte; ++i) {
pDuomenys[i] = dabartine skaitine verte;

}

3.3 pav. Standartinio masyvo konstravimo realizacija c++ programavimo kalba

// Nurodome maksimaly duomeny kieki.

const int nMaksimalusDuomenuKiekis = 18002800,

// Pasirenkame, kad duomenis nuskaitysime i5 rinkemenos.
freopen(“duomenys.txt™, "r", stdin);

// Patogumo atvejul nusistatome, kad tarkime matricoje bus 19888 stulpeliuy
int m = 10888;

// MNusistatome, kiek bus stulpeliy matricoje pagal eilutes
int n = nMaksimalusDuomenuKiekis / m;

int **pDuomenys = new int*[m];

// Skaitome reikiZmes iki rinkmenos pabaigos

for(int 1 = 8; 4 < m; ++i)

1
pDuomenys[i] = new int[n];
for(int j = 8; j < n; ++3j) {
cin »»> pDuomenys[i][]];
¥
b

3.4 pav. Matricos konstravimo realizacija c++ programavimo kalba

Konstruojant prefiksiniy sumy masyva arba matricg konstravimo greitis vis dar isliecka
tiesinis be jokios papildomos konstantos prid¢jimo. Skirtumas realizacijos nuo paprasto masyvo
metodo yra tik tas, kad po inicializavimo vieno duomeny elemento yra papildomai inicializuojamas
ir prefiksiniy sumy elementas pagal taisykles:

1) Masyvo atveju

1.1) Jeigu tai yra pats pirmas duomeny elementas prefiksinés sumos masyvo

elementas bus lygus duomeny elementui.

1.2) Visais kitas atvejais prefiksinés sumos masyvo elementas bus lygus duomeny

elemento ir pries tai paskaicCiuoto prefiksinio sumos masyvo elemento sumai.
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2) Matricos atveju

2.1) Jeigu tai yra pirmasis duomeny elementas prefiksinés sumos matricos elementas

bus lygus duomeny elementui.

2.2) Jeigu tai yra pirmosios duomeny matricos eilutés elementas, tuomet prefiksinés
sumos masyvo elementas bus lygus duomeny elemento ir pries tai paskai¢iuoto prefiksinio sumos

matricos stulpelio elemento sumai.

2.3) Jeigu tai yra pirmosios duomeny matricos stulpelio elementas, tuomet prefiksinés
sumos masyvo elementas bus lygus duomeny elemento ir pries tai paskai¢iuoto prefiksinio sumos

matricos eilutés elemento sumai.

2.4) Visais kitais atvejais prefiksinés sumos matricos elementas yra apskai¢iuojamas
sumuojant duomeny elementg su prie§ tai paskaifiuoto prefiksinio sumos matricos stulpelio
elementu, bei pridedant pries tai paskaiciuoto prefiksinio sumos matricos eilutés elementg ir i$ viso
rezultato atimant prie§ tai ¢jusiy paskaiciuoto prefiksinés sumos matricos stulpelio ir eilutés

elementa (zr. 3.5 pav.)

pref sumos[i][j] = pref_sumos[i - 1][j] + pref sumos[i][j - 1]
- pref sumos[i - 1][j - 1] + pDuomenys[i][]i];

3.5 pav. Prefiksinés sumos konstravimo pseudo kodo formulé

Kaip jau buvo minéta teorinéje darbo dalyje segmentinis medis taip pat turi tiesinj
konstravimo laika, ta¢iau jis turi konstanta mazesng¢ negu keturis standartiniu atveju ir konstantg
mazesne negu 16 matricos atveju (zr. 1.2 pav., 1.8 pav., 1.9 pav.). Dvejetainis indeksuotas medis
kaip jau gana iSsamiai apraSytas teoriniame darbo skyriuje taip turi galimybe buti sukurtas per
tiesinj konstravimo laika be jokios papildomos konstantos tiek standartiniu, tiek matricos

atvejais(zr. 1.20 pav., 1.23 pav.).
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Kad geriau suprasti kaip skiriasi visy iSvardinty skirtingy duomeny struktiiry
konstravimo greiciai buvo sukurta programa, kuri nustato kiek laiko yra konstruojama kiekviena

struktiira esant skirtingiems duomeny kiekiams (Zr. 3.6 pav).

Duomeny struktury konstravimo greitis
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Duomeny kiekis

3.6 pav. Duomeny struktiiry konstravimo greicio diagrama

I§ diagramoje pavaizduoty rezultaty yra matoma, kad visoms duomeny struktiroms
sukonstruoti nereikia didelio laiko tarpo, ilgiausiai Kkonstravimas uzima 123 milisekundes
segmentinio medzio atveju, Kai yra turima desimt milijony duomeny, kas yra mums laiko atzvilgiu
labai nedaug ir praktiskai nepastebima. I$ $iy rezultaty yra matoma, kad visais atvejais segmentinis
medZio konstravimas uzémé daugiausiai laiko, kadangi nors ir turi tiesinj laiko kompleksiskuma,
taciau skirtingai nuo kity trijy atvejy laiko kompleksiskumas yra su nedidele konstanta, kuri yra
mazesné uz keturis. Visos kitos duomeny struktiiros konstravosi panasy laiko tarpg, konstravimosi
laikui jtaka tik teturéjo didesnio kiekio operacijy atlikimas dvejetainio indeksuoto medzio atveju ir
prefiksiniy sumy atveju lyginant su Standartiniu masyvu. Segmentinio medzio konstravimo laiko
prieaugis lyginant su paprastu masyvu iSaugo beveik 9 kartus su prefiksiniy sumy masyvu apie 3.5
karto, o su dvejetainiu indeksuotu medziu beveik 2.5 karto. Galima teigti, jog visos duomeny

struktiiros susikuria per pakankamai nedidel; laiko tarpg ir jei uzduotis biity sukonstruoti vieng ar
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kita duomeny struktiira jos pasirinkimas neturétu labai didelés jtakos, bet be abejo kaip matome i$

duomeny paprastasis masyvas Siuo atveju biity pats efektyviausias sprendimas grei¢io atzvilgiu,

kadangi susikuria greiCiausiai, bei tai pats geriausias sprendimas kodo sudétingumo atzvilgiu,

kadangi yra lengviausiai jgyvendinamas i$ visy galimy sprendimo varianty.

Panasiis duomenys yra gaunami ir dvimaciu atveju (Zr. 3.7 pav.). Matricos grafike

iSmatuoti konstravimo

iSlaikyti tokj patj.

greiciai buvo gauti bandant kvadratiniy matricy eiluciy ir stulpeliy skaiciy
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Dviejy dimensijy duomeny struktiiry konstravimogreicio diagrama

IS diagramoje pateikty duomeny matyti, kad matricos atveju duomeny struktiiros kiirési jau

siek tiek ilgesnj laika, ypatingai padidéjo segmentinio medzio kiirimo laikas, nes isaugo konstanta i§

pozicijos esancios maziau negu 4 iki maziau negu 16, ka akivaizdziai atspindi ir diagrama.

Segmentinio medzio kiirimo laikas su tuo pa¢iu duomeny kiekiu padidéjo beveik 3.5 karto lyginant

su prie§ tai analizuota problema, dvejetainio indeksuoto medzio atveju prieaugis buvo apie 0.37

karto, prefiksiniy sumy atveju prieaugio jokio nebuvo, standartinio masyvo atveju prieaugis buvo

dvigubas. IS to galima teigti, jog Siuo atveju kai yra gana didelis duomeny kiekis ir auga dimensijy

45



skai¢ius, duomeny struktiiros konstravimas uztrunka ilgiau. Nors ir konstravimo laiko tarpas iSaugo,
taCiau ilgiausiai besikonstruojanti duomeny struktiira segmentinis medis, kuri uztruko 389
milisekundes, kad sukonstruotu desimt milijony duomeny neatbaido nuo jos naudojimo, kadangi tai

vis dar yra pakankamai trumpas laiko tarpas.

3.2.2. Intervalinés uzklausos greitis

Kaip jau buvo minéta problemy modeliavimo skyriuje Sumos intervalinés uzklausos atveju
standartinis masyvas turi tiesinj laiko kompleksiskuma, kas sukelia dideliy sunkumy esant dideliam
uzklausy kiekiui arba dideliam duomeny kiekiui. | kiekvieng intervaling uzklausg, kad atsakyty $i
duomeny struktira uzima O(r — [) laiko tarpa, kur ¢ia r yra deSinysis intervalo rezis, o [ kairysis
intervalo rézis. Prefiksiniy sumy atveju kai egzistuoja vien intervalinés uzklausos jos yra atliekamos
labai greitai, per pastovy laikg (angl. Constant time). Kaip jau buvo minéta teoringje dalyje tiek
segmentinis medis, tiek dvejetainis indeksuotas medis intervalines uzklausas sugeba jvykdyti per
logaritminj laikg O(log, n), kur ¢ia nyra pradiniy duomeny kiekis, kas tikrai yra pakankamai
ispudinga.

Norint iSanalizuoti skirtingy duomeny struktiry intervaliniy uzklausy greitj buvo
naudojamas kintantis uzklausy kiekis su mazais, vidutiniais ir kintanciais nuotoliais tarp intervaly,
pradiniy duomeny kiekis nebuvo kintantis, kadangi néra jokio poreikio Keisti atstuma tarp intervaly.
Naudojamas uzklausy formatas jau buvo aptartas duomeny generavimo skyriuje(zr. 3.1 lentelé).
Standartinio masyvo ir prefiksinés sumy uzklausy realizacijos néra pateikiamos, kadangi jos jau
buvo aprasytos problemy modeliavimo skyriuje ir yra tiesiog per paprastos, kad reikéty pateikti, o
segmentinio medZio ir dvejetainio indeksuoto medzio sumy uzklausy realizacijos programinj koda
galima surasti teoringje dalyje (zr. 1.3 pav., 1.12 pav., 1.21 pav., 1.25 pav.).

Norint suprasti kaip skiriasi visy misy i$vardinty skirtingy duomeny struktiiry intervalinés
uzklausos greiciai buvo sukurta programa, kuri nustato kiek laiko uzima atsakyti j kintantj sumos
uzklausy kiekj esant:

1) Mazais nuotoliais tarp intervaly, kur ¢ia atstumas yra réziuose [0..10] (Zr. 3.8 pav.).

2) Vidutiniais nuotoliais tarp intervaly, kur Cia atstumas yra réziuose [0..1000] (Zr. 3.9 pav.).

3) Kintanciais nuotoliais tarp intervaly, kur ¢ia atstumas yra réziuose [0..10000000] (zr. 3.10
pav.).

Visais atvejais buvo naudojamas fiksuotas ir tas pats duomeny kiekis sudarytas i§ deSimt milijony

jrasy, keitési tik uzklausy skaicius.

46



300

250

200

Laikas/ms 150

Laikas/ms

100

50

Sumos uzklausos greitis esant maZiems atstumams tarp intervalo

reziy

I R R R N N R R

[=]
(=]
(=]
[=]
o~
—

160000
200000
240000
280000
320000
360000
400000
440000
480000
520000
560000
600000
640000
680000
720000
760000
200000
240000
820000
920000
960000
1000000

Uiklausy skaifius

St andartinis masyvas
w— Prefiksiniy sumy masyvas
s S pmentinis medis

e jetainis inde ksuotas medis

3.8 pav. Sumos uzklausy greicio diagrama esant maziems nuotoliams tarp intervalo réziy

Sumos uzklausos greitis esant vidutiniems atstumams tarp

intervalo réZiy

1000

700

600

500

400

s Standartinis masyvas

/ e Prefiksiniy sumuy masyvas

300

200

40000
20000
120000
160000
200000
240000

[=]
[=]
=
[=]
o

280000
320000
360000
400000
520000
560000
G00000
640000
GE0000
720000
760000
200000
240000
220000
920000
960000
1000000

4

Uiklausy kiekis

= Segmentinis medis

e Dve jetainis inde ksuotas medis

3.9 pav. Sumos uzklausy diagrama esant vidutiniems nuotoliams tarp intervalo réziy
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3.10 pav. Sumos uzklausy diagrama esant alternuojantiems/dideliems nuotoliams tarp intervalo réziy

IS diagramoje pavaizduoty rezultaty yra matoma, kad augant skirtumui tarp intervalo réziy
standartinis masyvas pradeda uzimti vis daugiau laiko. Taip yra dél to, kad jam reikia daug
skai¢iuojamosios galios norint paskaiciuoti ieSkomg suma esant dideliems nuotoliams. Paskutingje
diagramoje matome, jog standartinis masyvas iSvis néra pavaizduotas diagramoje, kadangi kai
uzklausy skaicius sieké 10000 standartinis masyvas skai¢iavo jau 52 sekundes, kas jau yra labai
didelis laiko tarpas, dél to nebuvo verta jo jtraukinéti j diagramg ir i§ to yra matoma, kad pilnai
galima atmesti §] variantg kaip tinkama sprendimg misy problemai. Kaip ir buvo tikétasi i§
rezultaty yra matoma, jog geriausiai pasirodé¢ prefiksiniy sumy masyvas, nes jis ] kiekviena
uzklausg gali atsakyti pastoviu laiku O(1). Dar vienas i§ pasteb¢jimy buvo tai, jog augant atstumui
tarp intervalo réziy segmentinio medzio algoritmo laiko kompleksiskumas taip pat iSaugo, kas
leidzia manyti, jog segmentinis medis yra priklausomas nuo nuotolio tarp intervaly Zymiai labiau
negu dvejetainis indeksuotas medis. Lyginant tarpusavyje segmentinj ir dvejetain} indeksuotg medj
matosi, jog dvejetainis indeksuotas medis veikia greiciau, kai yra naudojamos vien sumos uzklausos
dél to, kad segmentinio medzio sumos uzklausa nors ir turi logaritminj laiko kompleksiskuma,

taciau turi ir nedidele konstantg, kuri leidzia dvejetainiam indeksuotam medziui buti efektyvesniu.
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Problema su matricoje skai¢iuojamomis sumos uzklausomis taip pat buvo tiriama
pagal tuos pacius faktorius ir rezultatai praktiskai sutapo su standartiniu atveju, be abejo skirtumas
buvo toks, kad laikai proporcingai iSaugo dél konstantos padidéjimo, kaip ir konstravimo atveju.

IS viso Sio skyriaus galima padaryti iSvada, jog jeigu mums reikalingos tiktai sumos
uzklausos tai kaip efektyviausia duomeny struktiirg galima naudoti prefiksiniy sumy masyva,

kadangi jo atsakymo laikas yra pats geriausias.

3.2.3. Atnaujinimo uzklausos greitis su intervalinémis uzklausomis

Atnaujinimo uzklausos greitis yra greitis parodantis kiek uztrunka atlikti atnaujinimag
duomeny strukttiroje norint toliau atsakinéti j intervalines uzklausas, kai yra pakei¢iamas pradiniy
duomeny i-tasis elementas. Dazniausiai atnaujinimo uzklausos neatlieckamos kaip vienintelés
uzklausos problemoje, o Kkartu yra susiejamos su kitomis intervalinémis uzklausomis.
Nagrinéjamuoju atveju atnaujinimo uzklausos yra siejamos su sumos uzklausomis intervaluose, kur
Cia atnaujinimas reiSkia pakeitimg i-tojo elemento i§ reik§meés v j reikSme v '. Pirmiausia galima
apzvelgti kaip su uzduotimi yra susidorojama kai egzistuoja tiktai atnaujinimo uzklausos (zr. 3.11

pav.), kai visy atnaujinimo uzklausy vykdymo metu pradiniy duomeny kiekis islieka toks pat.
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500

450 //"
400 "rff,,r
350 ‘j‘,’,/
300 -”,,_,,
Laikas/ms 250
/ —Standartinis masyvas
200 Segmentnis medis
/ Dvejetainis indeksuotas medis
150 "/”/r
100 -,J,/”’
50 ’-/”,r
0

40000 3
80000 3
120000 7
160000 7
200000 3
240000 7
280000 3
320000 1
360000 3
400000 7
0000
480000 3
520000 3
560000 3
600000 3
640000 3
£80000 7
7200003
760000 7
200000 -
840000 3
280000 3
920000 7
960000 7
1000000 3

44

Uiklausy kiekis

3.11 pav. Duomeny struktiiry atnaujinimo uzklausy greitis
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IS diagramoje pavaizduoty rezultaty yra matoma, jog prefiksinio sumy duomeny struktiira
netgi nebuvo jtraukta j skai¢iavimus, kadangi jos atveju laikas jau esant 10000 uzklausy yra ilgesnis
uz 5000 milisekundziy. Tai pat yra matoma, jog standartinis masyvas kai egzistuoja tik atnaujinimo
uzklausos greitai veikia, taciau kaip jau aptaréme pries tai esanciame skyriuje kai reikia atsakinéti j
didelj sumos uzklausy kiekj rezultatai nebéra tokie geri. Sis atnaujinimo uZklausy palyginimas
leidzia suprasti, jog vienintelés duomeny struktiiros kurios gali efektyviai iSspresti apibréztas
problemas, atsakyti j atnaujinimo ir sumos uzklausas yra apibréztos intervalinés medzio tipo
duomeny struktiiros: segmentinis medis ir dvejetainis indeksuotas medis. Kaip yra matoma i
atnaujinimo uzklausy grafiko ¢ia veél, kaip ir sumos uzklausy atveju yra greitesnis dvejetainis
indeksuotas medis, netgi daugiau negu du kartus. Tiek atnaujinimo, tiek sumos uzklausas abidvi
intervalinés medzio tipo duomeny struktiiros atsako per logaritminj laikg, vienintelis dvejetainio
indeksuotojo medzio pranaSumas yra tas, jog jis neturi jokios konstantos, kas leidZia jam ir uzimti
geresng pozicijg efektyvumo atzvilgiu sprendziant sumodeliuota uzduotj. PanaSiis rezultatai
egzistuoja ir matricos atveju, skirtumas yra tik tas, kad segmentinio medzio konstanta dar labiau
iSauga ir atsiskyrimas nuo dvejetainio indeksuoto medzio tampa dar didesnis. Be abejo nors ir
segmentinis medis §ig problemg sprendziant néra toks efektyvus kaip dvejetainis indeksuotas medis
ji vis tiek galima naudoti, kadangi jo uzklausy atsakymo laikas vis tiek yra pakenciamas, kadangi
nevirsija dideliy riby.

3.3. Atminties naudojimo jvertinimas

Atminties naudojimas yra vertinamas pagal tai kiek kiekviena duomeny struktira naudoja
operatyvios atmintis sukonstravus. Uzklausy metu atminties tyrimo daryti nereikia, kadangi miisy
problemas sprendziant uzklausy mety papildomai atminties mums nereikia iSsiskirti. Yra Zinoma,
kad standartinis masyvas ir prefiksiniy sumy masyvas naudoja tiesinj atminties kiekj: O(n).
Segmentinis masyvas taip pat naudoja tiesinj atminties kiekj, taciau su konstanta 4 vienmaciu atveju
ir atitinkamai konstanta 16 dvimaciu atveju, jeigu biity trimatis atvejis jis turéty konstanta dar
didesne, kuri buty lygi 64. Pavyzdziui, kadangi yra dirbama su skaitiniais duomenimis C++
programavimo kalbos aplinkoje operatyvios atminties naudojimg néra sudétinga apskaiiuoti, jis
gali buti apskai¢iuojamas baitais pagal formule: n * 4, kur ¢ia n yra pradiniy duomeny kiekis, o 4
yra standartinio vieno C++ skaitinio tipo dydis baitais. IS to galima teigti, jog standartinis masyvas,
prefiksiniy sumy masyvas ir dvejetainis indeksuotas medis naudoja n * 4 baitus sprendziant
problemg standartiniu atveju, o segmentinis medis sprendZiant $ig problemg naudoja n * 4 * 4 baity,
dél papildomos konstantos. Dvejetainis indeksuotas medis kaip ir paprastosios duomeny strukttiros

naudoja tiesinj atminties kiekj, be jokios papildomos konstantos tiek dvimaciu, tiek standartiniu
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atveju. Tai leidzia mums daryti prielaida, kad ir atminties naudojimo atveju geriausia duomeny

strukttira kuria biity galima naudoti yra dvejetainis indeksuotas medis, jeigu reikia taupyti atmint;.

3.4. Testavimas

Kad uztikrinti, jog visos duomeny struktiiros buvo jvertintos teisingai, tai yra skai¢iavo
teisingus rezultatus buvo atliktas programinio kodo testavimas. Testavimo metu buvo iStestuotos
visy duomeny struktiry operacijos: konstravimas, sumos uzklausa, atnaujinimo uzklausa.

Testavimas buvo atlickamas tokiu budu:

1) Sukonstruojamos visos duomeny strukttiros i$ pradiniy duomeny

2) Vykdomos sumos uzklausos visoms duomeny struktiiroms

3) Sumos uzklausy rezultatai palyginami tarpusavyje ar visi sutampa

4) V¢l vykdomas antras punktas kol egzistuoja uzklausos
Tokiu principu yra iStestuojama ar teisingai pas mus veikia konstravimas ir sumos uzklausos,
kadangi sulyginus visus rezultatus atsakymas turétu gauti toks pat nepriklausomai nuo laiko kiek

skai¢iavo(Zr. 3.12 pav.).

void TestavimasArRezultataiSutampa(int pDuomenys[], pair<int, int> pUzklausos[])
i
std::pair<int *, long long *>»> bazines strukturos = SukonstruojameVisasDuomStrukturas(pDuomenys);
int *pMasywvoDuom = bazines_strukturos.first;
long leong *pPrefixSumMasyvas = bazines_strukturos.second;
for(int 1 = @; i < rMaksimalusUzklausuKiskis; ++i)
1
long long sumal = SumosUzklausaPaprastoMasyvo(pUzklausos[i].first, pUzklausos[i].second,
pMasywvoDuom) ;
long long suma2 = SumosUzklausaPrefSumMasyvo(plUzklausos[i].first, pUzklausos[i].second,
pPrefixSumMasyvas);
SumosUzklausaDvejIndeksuotMedzio(plzklausos[i].first + 1,
pUzklausos[i].second + 1);
long long sumad = SumosUzklausaSegmentTree(®, @, nMaksimalusDuomenuKiekis - 1,
pUzklauses[i].first,
pUzklausos[i].second);
if( sumal !'= suma2 || suma3 != sumad || sumal != suma3 )

{

long long suma3

cout << "Sumos nera vienodos kazkas blogai skaiciuojasivn”;
cout << "Paprasto masyvo suma:" << sumal << "\n';

cout << "Prefiksinic masyvo suma:” << suma2 << "\n';

cout << "Dvejetainic indeksuoto medzio suma:"™ << sumald << "\n';
cout << "Segmentinio medzio suma:"” << sumad << '\n';

3.12 pav. Duomeny struktiiry jvertinimo testavimo realizacija c++ programavimo kalba
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Atnaujinimo uZzklausa yra testuojama panaSiu principu, pirmiausia yra jvykdoma
atnaujinimo uzklausa ir iSkart po jos seka sumos uzklausa, sumos uzklausos rezultatas yra
lyginamas tarpusavyje tarp visy duomeny struktiiry. Sis atliktas testavimas mums leidzia teigti, jog

misy duomeny struktiiros buvo jvertintos korektiskai.
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ISVADOS

1) Atlikus mokslinés literatiros apzvalga pastebéta, kad dazniausiai taikomos intervalinés
duomeny struktiros darbui su dideliais duomeny kiekiais yra segmentinis medis bei dvejetainis
indeksuotas medis. Pagal §iy struktiry aprasg buvo nustatyta, kokias problemas galéty iSspresti abi
intervalinés medzio tipo duomeny struktiiros. Taip pat sumodeliuotos intervaliniy sumos uzklausy
bei intervaliniy sumos uzklausy matricose problemos, kurios leido jvertinti abiejy duomeny
struktiiry efektyvumga dirbant su dideliais duomeny kiekiais.

2) Naudojantis C++ programavimo kalbos technologijomis buvo sékmingai realizuoti
programiniai moduliai, leidziantys jvertinti aptartas duomeny struktiiras. Siy programiniy moduliy
taisyklingg veikima uZztikrino atlieckamy operacijy funkcinis testavimas. Tai leido jsitikinti, jog
moduliai veikia korektiSkai.

3)  Atlikus tyrimg iSrySkinti greiio, atminties naudojimo, universalumo ir kodo
sudétingumo pozymiai. Pagal nustatytus poZymius buvo jvertintos duomeny struktiiros. ISsiaiSkinta,
kad sumos uzklausy su reikSmiy pakeitimais atveju dvejetainis indeksuotas medis yra 2.5 karto
greitesnis ir naudoja 4 kartus maziau atminties nei segmentinis medis. Todél dvejetainis indeksuotas
medis yra tinkamesné duomeny struktiira sprendziant Siame darbe sumodeliuotas problemas. Tac¢iau
pagal atlikta tyrimg teorinéje darbo dalyje buvo nustatyta, jog segmentinis medis turi
universalesniy operacijy ir galimybiy spektrg. Tai leidZia §iai duomeny struktiirai apimti didesnj

uzdaviniy diapazona, t. y. turéti didesn; galimybiy kiekj.
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