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Santrauka. Straipsnyje analizuojamas daugkartine linijine sankirta nustatyty tasky erdviniy koordinaciy tikslumas.
Tokia linijinés sankirtos metodu nustatyty tasky sistema sudaro trilateracijos tinkla. Erdviniy koordinaciy reik§Sméms
skaiCiuoti taikoma iSmatuoty linijy ilgiy parametriniy lyg¢iy sistema, lygtys linearizuojamos pagal apytikres tasky
koordinates. Apytikriy koordinaciy reik§més gali biiti nustatomos bet kuriuo metodu. Apytikriy koordinaciy pataisos
skaic¢iuojamos maziausiyjy kvadraty metodu. Nagrinéjama iSmatuoty linijy ilgiy bei parametriniy lygciy koeficienty

klaidy itaka i$lygintujy erdviniy koordinaciy tikslumui.

ReikSminiai ZodZiai: trilateracija, erdvinés koordinatés, maziausiyjy kvadraty metodas.

1. Ivadas

Daugkartinés linijinés sankirtos metodu nustatomy
taSky erdviniy koordinaCiy reikSméms  skaiCiuoti
panaudojami liniju direkciniai kampai bei kampuy tarp
atitinkamy linijy reikSmeés. Kampy reikSméms skaiciuoti
taikomos kampy funkcinés iSraiSkos iSmatuoty linijy
ilgiais [1-4]. Taciau toks skaiiavimy metodas néra
racionalus nei taikomy algoritmy, nei skaiCiavimy
apimties prasme. Straipsnyje pateikiamas erdviniy
koordinaciy skai¢iavimo metodas taikant iSmatuoty linijy
ilgiy parametriniy lyg€iy sistema. Netiesinés para-
metrinés lygtys linearizuojamos pagal apytikres tasky
koordinates, kuriy reikSmés gali biiti nustatomos bet
kuriuvo metodu [5-7]. Apytikriy koordinaciy pataisos
apskai¢iuojamos maZiausiyju kvadraty metodu, tiesiniy
parametriniy lygciy sistema sprendZiant iteracijomis.
Iteracinis procesas baigiamas, kai nustatomy tasky
koordinaCiy tikslumas atitinka priimtaji tiksluma.
Pateikiamos formulés, pagal kurias nustatoma apytikriy
koordinaCiy bei parametriniy lygciy koeficienty klaidy
itaka iSlygintyjy koordinaciy tikslumui.

2. Linijinés sankirtos teorinis principas
Tasko erdvinéms koordinatéms nustatyti

daugkartine linijine sankirta taikysime parametriniy
lygéiy sistema (Zr. pav.):

~ - ~ ~\1/2
Sy = (Axﬁ +Ay§ +AZM)

~ - - - \1/2
S, = (sz% + AV} +Azzzi) ’ 0

§m~ = (A?cnzl +AYE +AZ2 )“2
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¢ia S,;,— iSlygintoji ni-tosios linijos ilgio reikSme;

Axni =X T Xy Ayni =Yi = Yn> Azni =374~ atitin-
kami iSlygintieji koordinaiu prieaugiai; x,,y,,Z2, —
tikslios baziniy tasky koordinatés.
i
1Cxy, y1s
(x1, y1, 21) 1y Vs Z0)
2(x2, Y2, 22)
Daugkartinés linijinés sankirtos schema
Schema of multivariant linear intersection
Tikslios baziniy tasky 1, 2, ..., n erdvinés

koordinatés gali buti nustatomos {vairiais metodais,
pavyzdziui, GPS, elektroniniais tacheometrais ir kt.

Parametriniy lyg€iy sistema linearizuojama i-tojo
tasko apytikriy koordinaiy srityje, ir raSoma pataisy
lygciy sistema:

Vi = ag W apty; +atz; +;

Vo = AT HapnTy; + AT +y,

Vi = QTG+ AT +a,372; + 1,

¢ia v, — ni-tosios iSmatuotos linijos ilgio pataisa,
anl:Axni/S anZZAyni/S

tosios pataisy lygties koeficientai; 7Tx;,Ty;,Tz;— i-tojo

ni» niv 4n3 :Azni /Sni_ ni-



nustatomo  tasko  apytikriy erdviniy  koordinaciy
(Xi0» ¥i0»2i0)  pataisos; 1, = Sio0 = Sni—

pataisy lygties laisvasis narys, §,;,— apytikris ni-tosios

ni-tosios

linijos ilgis, apskaiCiuotas pagal apytikres i-tojo taSko
koordinates; §,;— iSmatuotas ni-tosios linijos ilgis.
Apytikrés i-tojo tasko koordinatés gali buti nustatytos
labai apytiksliai, pavyzdZiui, su keleto metry klaida. Tam
gali biiti taikomas bet kuris metodas. Linijuy ilgiai
matuojami elektroniniais tolimaciais.

Parametriniy pataisy lyg€iy sistema (2) matricy
iSraiska:

V=A1t+L, 3)
¢ia V — iSmatuoty linijy ilgiy pataisy vektorius, A —
pataisy lygciy koeficienty matrica, kurios matmenys
nx3; T— i-tojo tasko apytikriu koordinaciy pataisy
vektorius, L=S,—S — laisvyju nariy vektorius, S,—
apytikriy linijy ilgiu vektorius, S — iSmatuoty linijy ilgiy
vektorius.

Taikant daugkartinés erdvinés linijinés sankirtos
metoda iSmatuoty linijy skaiCius turi tenkinti nelygybe
n = 3. Kuo didesnis iSmatuoty linijy skaicius, tuo tiksliau
galima nustatyti i-tojo taSko koordinates taikant
maziausiyjy kvadraty metoda.

Vektoriaus T reikSmé gaunama kaip normaliniy
lyg€iy sistemos sprendinys:

t=-N'o=-N"'ATPL, 4)
¢ia N = AT PA - normaliniy lygciuy koeficienty matrica,
P — iSmatuoty linijy ilgiy svoriy matrica, @ = ATPL-
normaliniy lyg¢iy laisvyju nariy vektorius.

Kadangi i-tojo taSko pradinés apytikrés koordinatés
gali bti nustatytos su didelémis klaidomis, tai normaliniy
lyg€iy sistema sprendziama iteraciniu metodu. Vektoriaus
T reikSmé tikslinama tol, kol dviejy gretimy iteraciju
rezultaty skirtumas bus maZesnis uz i§ anksto pasirinkta
teigiamaji skaiCiy €, apibudinanti skai¢iavimy tiksluma.

3. ISlygintyjy koordinaciy tikslumo jvertinimas

ISlygintyjy  i-tojo tasko koordinaciy reikSmés

skaic¢iuojamos taip:

X; Xio TX;
Vi Yio || Wi |5
Z; Zio TZ;

arba T; =T;, + 7, ¢ia T, =(§i,§i,2i .

T.

I8lygintyjy i-tojo taSko koordinaciy vektoriaus T;

kovariacijy matrica K 7 oyra lygi

K; =Ky, +K =K.,

93

nes Ky =0, kai iSlyginimo procedirose fiksuotas

nekintantis tasko apytikriy koordinaciy vektorius.
Diferencijav¢ matricas [2, 4] pagal formulg¢ (4)

gauname
T T
3] ]
oL), “\oL), \oA), 0A), (35
K1)+ K@),

¢ia dalinés iSvestinés simbolio indeksas O rodo, kad jos
reik§Smé apskaiCiuota pagal Zinomas atitinkamy dydZiy
reik§mes.

Toliau gauname formulés (5) komponentg K (L)

esant linijy ilgiy matavimo klaidoms:

Ky =(N"a"pPk (N 1aTp) =
N'ATPK PAN ' =o)N ",

(6)

Gia Kg=Kgo+Kg=Kg=03P', oy~ iSmatuoto
linjjos ilgio, kai svoris lygus vienetui, standartinis
nuokrypis.

Kovariaciju matricos K, komponent¢ K, rodo

iSmatuoty linijy ilgiy klaidy itaka vektoriaus T nustatymo
tikslumui.
Antroji kovariacijy matricos K. komponenté¢ K ()

rodo pataisy lygc¢iy koeficienty klaidy itaka vektoriaus T
nustatymo tikslumui. K ) skaiCiavimuose vektoriaus 7

skleisting panaudosime kitu pavidalu:

t=-N"'A"PL=-N"'L’ A, =

T
L A o
-N"' L, A, |,
LA,

¢ia L, =PL, A;— matricos A i-tasis stulpelis (i-tasis

vektorius), i =1,2,3.
Formuléje (7) taikomi Zyméjimai

pil
Al .l
AT =|A] |, L,=PL=|"""
T
A;
Puly
. ATpy_gT -
it A"PL=L,A,. L,, =L, L, L,), .
Kovariacijy matricos K. komponentg K (),
taikydami lygybg (7), gauname:
Koo =Nk, (VL f = )

—14T -1
N'L,K, L,N"



Pataisy lygciy koeficienty kovariacijy matricos K A,

iSraiska:
KA1A1 KAIAZ KA1A3
KAn = KAzAl KAzAz KAzAs ’ (9)
KA3A1 KA3A2 KA3A3

Cla Ky 4, - A;-tojo ir Aj-tojo matricos A stulpeliy

A
stulpelio elementams apskaiCiuoti taikomi linijy ilgiy
koordinaciy prieaugiai Ax, A, stulpelio elementams —

kovariacijy matrica, kurios matmenys (an)

Ay ir A; stulpelio elementams — Az.

Kovariaciju matricos, pavyzdZiui K, ,, Kjya,
raSomos taip:

K(ay.a) Klay,ay) K(ay.a,)

iy K(ay,ay) K(ay,ay) K(ay,a,) 0)
K(ay, ap) Klay,ay) K@y a,)
K(a;.a3) Klayy.ay) .. Klay.a,;)

Ko\ - K(aya;3) Klas,ay) - Klay,a,;) an
K(anl’aB) K(anl’a23) K(an17an3)

Analogiskai skai¢iuojamos ir kitos kovariacijy

matricos K, (9) komponentés. Kadangi liniju ilgiai
matuojami nepriklausomai vienas nuo kito, tai formulés
(9) komponentés ir kt. turés tik

diagonaliuosius narius, kurie yra atitinkamy pataisy
lyg€iy koeficienty kovariacijos. Kai kuriy kovariacijy
iSraiskos:

KAIAI’KAIAZ’.“

K(a“,a“):M[SLSAxU -SLSAx“

li 1i

(12)
%DMU’
Sii
1 1
K(all’al2)=M(_6Axli'_SAYIL'J=
Sy Sy
) (13)
_2K(Axli’Ayli)’
1i
1 1
K(a“,al3):M S_SAXU‘S_SAZU =
li 1i (14)

1
_QK(AxlivAZu )v

li

¢ia OAx;; = Ax;; — MAx;;, MAx,;— koordinaciy prieaugio
Axy;

; vidurkis,

DAx; — koordinaciy prieaugio Ax;
dispersija. Analogiskos ir dAy,;, dAz;; dydZiy iSraiSkos.
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Atitinkamy dydZziy kovariacijos néra didesnés nei
pavieniy dydziy dispersijos, t. y.:

K(Axli AVH ) < DAxy;,

K(Axu»A)’u )3 DAy,;.
ir atitinkamos kity dydZiy nelygybés.

Nustatysime pavienio tasko koordinaciy pataisy
vektoriaus T kovariacijyu matrica K t(a)> ©sant pataisy

lyg¢iy koeficienty klaidy jtakai, paprastame pavyzdyje,

kai n=4, §,=100m, )= (1,2,3,4), DAx, =
DAy,; = DAz;; =...=1m (parametriniy lyg€iy lineari-
zavimo  tikslumas), @a, =a,, =aq,, <l, P=E,

L=(1111)" m, c,=0,01m.

Taikydami formules (8—12) apskai¢iuojame viduting
reikSme:

Ky) <4107 NN =0,25-10™" Em?,

kai N™' =0,25E.

Taigi pavienio tasko koordinaciy pataisy 7Tx, Ty, 1z
bei iSlygintyjy koordinaciy standartiniy nuokrypiy
reik§més dél pataisy lygciy koeficienty klaidy jtakos yra
lygiOS G;(a) = G;(a) = GZ(a) < 0,005 m.

Koordina¢iy pataisu 1tx,Ty,7z bei iSlygintyju
koordinaciy standartiniy nuokrypiy reik§Smés dél linijy

ilgiy matavimo klaidy yra lygios:

Ox() = O5() = Oz() < Gy (N1); 0,005 m.

4. ISlygintyjy linijy ilgiy tikslumo jvertinimas

[vertinsime iSlygintyju linijy ilgiy vektoriaus S
tiksluma, atsizvelgdami { parametriniy pataisy lygciy
koeficienty a;; klaidy itaka. Galima paraSyti

S=S+v==5,+Ar, (15)
arba
Ael
~ A
S=S,+ 2
Aen
¢ia A,; — matricos A i-toji eiluté.
Lygybe (15) isreiksime kitu pavidalu —
i 0 Al
~ T T
S=S,+1TA, =S, + T 42| (1)
0 T\ Al



Turint naujy iSlygintyju liniju ilgiu vektoriaus g
pavidala (16) galima paraSyti kovariacijy matricos
iSraiska esant pataisy lygc¢iy koeficienty klaidy jtakai:

K5 =Ks, +1'K 1, (17)
ia 1, = (‘r, ‘r,...,‘r)diag, KAe — matricos A eiluCiy
tarpusavio kovariacijy matrica,

KAelAel KAelAeZ KAelAen
KAe — KAeZAel KAeZAEZ KA.e‘Z.Aen (18)
KAenAel KAenAeZ KAenAen

Kadangi linijy ilgiai matuojami nepriklausomai
vienas nuo Kkito, tai kovariaciju matricos K,
nediagonalieji nariai yra lygls nuliui. Taigi lygybé (17)
igauna §i pavidala:

K K¢ +

Sa) S
T
T KAelAel T

K0T (19)

T
T KAEIIABIIT

Ci =0, iSlygini a i

¢ia Kg =0, nes iSlyginimo procedirose S, laikomas

nekintamu fiksuotu vektoriumi.
Matricos A  n-tosios
kovariacijy matrica tokia:

eilutés nariy tarpusavio

Ky, =

en‘len

K(anl’anl) K(anl’anZ) K(anl’an3)
K(anZ’anl) K(anZ’anZ) K(anZ’an3
K(an3’anl) K(an3’an2) K(an3’an3)

]:

(20)

Kai kuriy kovariacijy iSraiskos —

ni ni

K(anl’anl):M(SLSAxni ‘LSAxni

1

DAx .
2 ni’
5ni

1 1
K(anl’an2)=M(S_8Ax S_SAym

ni ni

ni

1
2 K(Axni Ay, )’

ni

Sni ni

K(anl’anii):M(LSAxni .SLSAZMJ =

1
S_ZK(Axni’Azni)‘

ni
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Taikydami  ankstesniame  pavyzdyje
pradiniy duomeny reik§Smes gauname:

pateikty

T
Ks:(a) STeKAeTe =

111
111 0 0
111
-4 T . _
107", 0 . o |T,=
111
0 0 111
111
107*-9-E,

kai t=(1 1 1)"m.

Taigi Siuo atveju iSlygintyju liniju ilgiu S,;
trilateracijos tinkle tikslumas esant pataisy lygciy
koeficienty klaidy jtakai jvertinamas ribine standartinio

nuokrypio reikSme 6~ <0,03m.
/x[(u)

ISlygintyjy linijy ilgiy vektoriaus S tikslumas,
atsizvelgiant i linijy ilgiy matavimo klaidas, ivertinamas
kovariacijy matrica K 50y kuri lygi

K -~

2 ANIQT
s(z)_GOAN A

Panaudojg¢ ankstesnio pavyzdZio pradinius duomenis
turime

11 1)1 1
-4 _
K§<1)S10 -025E|. . |1 ... 1|=
11 1)1 1
11 .1
a1 1
0,25-107 -3 .
11 .1
ISlygintojo  linijos ilgio vidutiné standartinio

nuokrypio dél linijy ilgiy matavimo klaidy reikSmé
O; apibréZiama nelygybe o; <0,008 m.
ni(a)

ni(a) a

5. ISvados

1. Pasitlytas daugkartine linijine sankirta nustatomuy
taSky erdviniy koordinaciy skaiCiavimo, taikant
linearizuoty parametriniy lyg€iy sistema, metodas.
Parametriniy pataisy lygCiy sistema sprendZiama
maziausiyjy kvadraty metodu.

2. I8lygintyju erdviniy koordinaciy tikslumui
ivertinti iSvestos ju kovariacijy formulés (5), (6), (8).
I8lygintyjy koordinaciy kovariacijy matrica sudaro dvi



komponentés. Viena kovariaciju komponenté {jvertina
iSmatuoty linijy ilgiy klaidy itaka erdviniy koordinaciy
klaidoms, o antroji — parametriniy pataisy lygciy
koeficienty klaidy jtaka iSlygintyjy koordinaciy klaidoms.
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