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1. IVADAS
1.1.  Tyrimy sritis

Duomeny mokslas tiria metodus, procesus ir algoritmus, skirtus aptikti
zinioms ir daryti jzvalgoms i§ struktiirizuoty ir nestruktiirizuoty duomeny. Jis
apima jvairias matematikos, statistikos, kompiuteriy mokslo sritis. Duomeny
mokslas siekia surasti veiksminga, logiSkai pagrista modelj, skirta
prognozavimo, ekstrapoliavimo arba interpoliavimo tikslams. Tuo duomeny
mokslas skiriasi nuo tradicinés analitikos ir yra artimas duomeny gavybai.
Todél duomeny mokslas leidzia generuoti veiksmingus analizés metodus,
tokiose srityse, kaip medicina, socialiniai mokslai, kuriose néra specifiniy ty
sri¢iy duomeny modeliy.

Surogatinis modeliavimas yra inzinerinis metodas, skirtas nagrinéti
procesams, kurie gali biti stebimi tiesiogiai tik i§ dalies. Tad nestebima
proceso dalis yra modeliuojama surogatiniu modeliu, sukurtu pagal proceso
steb¢jimo rezultatus. Gana daznai realiy sistemy kompiuterinis imitavimas
gali ilgai uztrukti arba reikalauti naudoti brangia ir sudétingg jranga. Todél
pasikartojan¢iy uzdaviniy, kaip projekto optimizavimas, projekto erdvés
tyrimas, jautrumo analizé ir scenarijy KAS..., JEIGU, analizé gali biti
nejmanoma — jiems gali prireikti tikstan¢iy ar net milijono imitavimo cikly.
Vienas i§ §ios problemos sprendimo bidy yra aproksimuojanciy modeliy,
zinomy kaip surogatiniai modeliai, atsako pavirSiaus modeliai, metamodeliai
arba emuliatoriai, imituojantys modeliuojamg objekta supaprastintu badu,
kiirimas ir taikymas.

1.2.  Problemos aktualumas

Krigingo duomeny ekstrapoliavimo metodas buvo apraSytas Krige’o
(1951) ir Mattherono (1963). Krigingo surogatiniai modeliai daznai taikomi
ekstrapoliavimo ir optimizavimo uzdaviniams spresti (Jones (2001), Forrester
(2009), Manyu Xiao (2018) ir kt.). Krigingas yra vienas i§ zinomy duomeny
ekstrapoliavimo metody, naudojamy inzinerijos ir kitose srityse (Bhosekar
(2017), Carpio (2017)).

Surogatiniy modeliy poreikis atsiranda rekonstruojant praleistus
duomenis, duomeny ekstrapoliacijoje ar planuojant optimalius eksperimentus
su atsako funkcija, kuriai vertinti reikia jvairiy resursy, arba kai atlikty
eksperimenty ar skaiCiavimy rezultatai prieinami tik 1§ dalies, arba
prognozuojant stebéty procesy duomenis.
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Dauguma inzineriniy planavimo uzdaviniy reikalaujama atlikti
cksperimentus, kad biity sukonstruotos tikslo funkcijos, kaip kintamyjy
funkcijos. Pavyzdziui, tiriant lazerinés spinduliuotés poveikj optinéms
medziagoms yra atlickami kompiuteriniai to poveikio skai¢iavimy rezultatai.
Taip pat nuoteky valymo jrenginiy efektyvumo tyrime, priklausomai nuo filtro
uzpildy proporcijy ar kokybés, kuri analizuojamas remiantis keliais per
eksperimentus sukurtais ir realizuotais filtrais. Abiem atvejais, t. .
kompiuterinio skai¢iuojamojo eksperimento arba realaus eksperimento gauti
duomenys, gali biiti naudojami realaus objekto surogatiniam modeliui kurti.

Matavimy taSkai, priklausantys nuo daugelio parametry, gali turéti
atsitiktinj arba deterministinj pobiidj. Rezultatai priklauso nuo daugelio
parametry, taciau Siy parametry parinkimas ir poveikis daznai yra nezinomas.
Be to, surinkty duomeny apimtys biina mazos, kadangi kiekvienas papildomas
eksperimentas reikalauja laiko ir sgnaudy. Kartais eksperimentas gali biiti
pavojingas arba tinkamy salygy, reikalingy tam eksperimentui atlikti, gali
pasitaikyti labai retai. O realts uzdaviniai, susij¢ su Siomis problemomis, gali
pasitaikyti labai daznai. Pavyzdziui, branduolinio reaktoriaus kritiniy biiseny
saugumo pozidriu tyrimas esti susij¢s su saugios biisenos reaktoriaus darbo
tyrimu (Levenson (1981)).

Rakety arba kosminiy aparaty judéjimo trajektorijy tyrimai, kuriais
reikalaujama prognozuoti trajektorijas pagal stebétus duomenis, yra gana
pavojingi ir brangtis. Chemijos inzinerijos tikslas — sukurti naujas medziagas,
daznai yra susijes su eksperimenty planavimu pagal duomenis, kurie gauti
laboratorijose po daugybés bandymy ir t. t. Tokiy duomeny struktiiros tiriamos
tradiciniais deterministiniais arba statistiniais metodais. Tac¢iau deterministiné
duomeny analizé tradiciniais interpoliacijos arba ekstrapoliacijos metodais
reikalauja jvairiy papildomy prielaidy ir neatsizvelgia | neapibréztj, susijusia
su duomeny rekonstravimu (Shepard (1968), Shumaker (1976)). Todél yra
aktualu i$nagrinéti atsitiktiniy Gauso lauky (AGL) modeliy taikyma
eksperimentiniy duomeny analizei. AGL savybés priklauso nuo kovariacijy,
aprasanciy priklausomybes tarp tasky, kuriuose atlikti kompiuteriniai ar
fizikiniai eksperimentai. Statistiniai AGL modeliai, kai kovariacijos yra
aprasomos Euklido atstumy tarp objekty trupmeniniais laipsniy rodikliais, dar
nebuvo pakankamai gerai iSnagrinéti, todél jy tyrimas bei taikymas
eksperimentiniy  duomeny  analizei, sprendziant ekstrapoliavimo,
optimizavimo ar eksperimenty planavimo uzdavinius, yra aktuali problema.
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1.3.  Tyrimy objektas

Disertacijos tyrimy objektas yra duomeny mokslo modeliai ir metodai,
skirti struktiirizuoty daugiamaciy duomeny analizei. Pagrindinis démesys
skiriamas daugiamaciy duomeny surogatiniam modeliavimui pagal atstumy
tarp matavimo duomeny matricy savybes.

1.4,  Tyrimy tikslas ir uzdaviniai

Darbo tikslas — istirti Euklido atstumy su trupmeniniais laipsniy
rodikliais savybes ir remiantis jomis sukurti surogatinj krigingo modelj bei
pritaikyti jj daugiamac¢iams duomenims ekstrapoliuoti, eksperimenty serijoms
planuoti bei daugiackstremaliniams uzdaviniams spresti.

Siekiant Sio tikslo yra sprendziami tokie uzdaviniai:

1) Trupmeniniy Euklido atstumy matricy savybiy tyrimas jvedus
branduolio matricas.

2) Daugiamaciy duomeny modelio homogeniniais ir izotropiniais Gauso
laukais sudarymas.

3) Surogatinio krigingo algoritmo, paremto trupmeniniy Euklido
atstumy  matricy  savybémis, sudarymas ir  pritaikymas
ekstrapoliavimui.

4) Sudaryto daugiamacio duomeny modelio pritaikymas eksperimenty
serijoms planuoti.

5) Sudaryto daugiamacio duomeny  modelio  pritaikymas
daugiaekstremalinems funkcijoms optimizuoti.

1.5.  Tyrimy metodai

Disertacijoje suformuluoti uzdaviniai sprendziami taikant daugiamatés
statistikos ir  kompiuterinio modeliavimo  metodus. Geometrinéms
trupmeniniy Euklido atstumy matricy savybéms tirti yra pritaikyta veiksmy su
blokinémis matricomis teorija. Sudaryto daugiamacio duomeny modelio
atsitiktiniais Gauso laukais parametrams vertinti pritaikytas didZiausio
tikétinumo metodas. Skaitmeniniam sukurto eksperimenty planavimo
metodui realizuoti pritaikytas Monte Karlo metodas.
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1.6.  Mokslinis naujumas

Disertacijoje gauti Sie rezultatai:

1) Trupmeniniy Euklido atstumy matricy savybés iSnagrinétos per
branduolio matricos savybes ir parodyta, kad dazniausiai trupmeniniy
Euklido atstumy matrica yra nei$sigimusi.

2) Pasinaudojus trupmeniniy Euklido atstumy matricy savybémis
sukurtas daugiamaciy duomeny modelis atsitiktiniais Gauso laukais.

3) Sudarytas daugiamaciy duomeny krigingo algoritmas, pritaikytas
ekstrapoliavimui.

4) Sudarytas algoritmas ekstremaliniams eksperimentams planuoti,
skaitmeniskai realizuojamas Monte Karlo metodu.

5) Sudarytas daugiackstremaliniy uzdaviniy sprendimo Bajeso
algoritmas pagal trupmeniniy Euklido atstumy matricos savybes.

1.7.  Praktiné darbo reikSmé

Disertacijoje sudarytas krigingo metodas gali bati pritaikytas
iSbarstytiesiems daugiamac¢iams duomenims (angl. Scattered Data)
ekstrapoliuoti. Sukurtas eksperimenty planavimo metodas gali bati efektyviai
panaudotas ekstremaliniy eksperimenty serijoms planuoti. Disertacijoje
sudarytas Bajeso optimizavimo algoritmas gali buti pritaikytas
daugiaekstremaliniams  uzdaviniams spresti, kai  tikslo  funkcijos
apskaiciavimas reikalauja dideliy sagnaudy.

Disertacijoje gauti Sie praktiniai rezultatai:

1) Sudarytas efektyvus daugiamaciy duomeny ekstrapoliavimo
algoritmas.

2) Sukurtas efektyvus daugiaekstremaliniy uzdaviniy sprendimo
algoritmas, kai tikslo apskaiiavimas susijes su didelémis
sgnaudomis.

3) Sudarytas ekstremaliniy eksperimenty serijy planavimo algoritmas,
kuris pritaikytas nuoteky filtry optimaliam planavimui.

1.8.  Ginamieji teiginiai

1) Trupmeniniy Euklido atstumy matricy pagrindines savybes galima
iSreiksti per branduolio matricos savybes.

2) Sudarytas algoritmas leidzia efektyviai spresti iSbarstytyjy duomeny
ekstrapoliavimo ir krigingo uzdavinius.
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3) Sudarytas Bajeso optimizavimo algoritmas leidzia efektyviai spresti
daugiaekstremalinius uzdavinius, kai tikslo funkcijos apskai¢iavimas

susijes su didelémis sagnaudomis.
4) Sudaryti eksperimenty planavimo metodai leidzia efektyviai planuoti
ekstremaliniy eksperimenty serijas.

1.9.  Darbo rezultaty aprobavimas

Skaityti praneSimai respublikinése konferencijose:

1.

Krigingo taikymas optimizavimui ir eksperimenty planavimui.
Lietuvos operacijy tyrimo jaunyjy mokslininky konferencija OT-
2015, Panevezys, 2015-09-18.

Atstumy matricy su trupmeniniais laipsniy rodikliais taikymas
duomeny ekstrapoliavimui. Informaciniy technologijy issikiai
kiirybos ekonomikoje, Siauliai, 2017-03-17.

Skaityti praneSimai tarptautinése konferencijose:

1.

Application of Fractional Euclidean Distance Matrices to
Extrapolation of Scattered Data, Data Analysis Methods for
Software Systems (8th DAMSS), Druskininkai, Lietuva, 2016-12-
01-2016-12-03.

Atstumy matricy su trupmeniniais laipsniy rodikliais taikymas
duomeny ekstrapoliavimui, Kompiuterininky dienos — 2017,
XVIII  tarptautiné moksliné kompiuterininky konferencija,
Kaunas, Lietuva, 2017-09-21-2017-09-22.

Optimization of Surface Wastewater Treatment Filter Filler
Effectiveness Using Mathematical Modelling. Data Analysis
Methods for Software Systems (9th DAMSS), Druskininkai,
Lithuania, 2017-11-30-2017-12-02.

Fractional Euclidean distance matrices for Kriging surrogate
model, 29th European Conference on Operational Research
(EURO 2018), Valensija, Ispanija, 2018-07-08-2018-07-11.

The method for the optimal experiment design, Contemporary
Issues in Business, Management and Economics Engineering,
VGTU, Vilnius, Lietuva, 2019-05-09-2019-05-10.
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1.10. Darbo rezultaty publikavimas

Straipsniai recenzuojamuose Lietuvos ir uzsienio leidiniuose:

1. Pozniak N., Sakalauskas L., 2017, Fractional Euclidean Distance
Matrices Extrapolator for Scattered Data. Jaunyjy mokslininky
darbai. (Index Copernicus, CEEOL), nr. 2 (47), p. 56-61,
(ISSN 1648-8776), https://doi.org/10.21277/jmd.v47i2.156.

2. Pozniak N., Sakalauskas L., Saltyte L., 2019, Kriging Model with
Fractional Euclidean Distance Matrices, Informatica (Clarivate
Analytics, Scopus), wvol. 30, nr. 2, p. 367-390,
http://dx.doi.org/10.15388/Informatica.2019.210.

Straipsniai recenzuojamoje tarptautiniy konferenciju medziagoje:

1. Pozniak, N., Sakalauskas, L., 2019, The method for the optimal
experiment design. Proceedings of International Scientific
Conference Contemporary Issues in Business, Management and
Economics Engineering, VGTU, ISBN 978-609-476-161-4,
https://doi.org/10.3846/cibmee.2019.012.

1.11. Disertacijos struktiira

Darbg sudaro: 5 pagrindinés dalys — skyriai, rezultatai ir iSvados,
literatiiros sgrasas.

Pirmajj skyriy sudaro darbo jvadas. Pristatomas disertacijos tikslas,
uzdaviniai, metodai, darbo rezultaty aprobavimo ir publikavimo sgrasas.
Antrame skyriuje aptariamas pasirinktos temos aktualumas ir pristatomi
TEAM savybiy tyrimai. Tre¢iame skyriuje pagal jrodytas trupmeniniy
Euklido atstumy matricy savybes sudaromas daugiamaciy duomeny modelis
homogeniniais izotropiniais Gauso laukais, kuris yra pritaikytas krigingo ir
ekstrapoliavimo algoritmams sudaryti. Ketvirtame skyriuje yra apraSomas
ekstremaliniy eksperimenty serijy planavimo metodas, kuris yra istirtas
kompiuterinio modeliavimo biidu bei taikytas praktiniam nuoteky filtry
projektavimo uzdaviniui spresti. Penktame skyriuje yra sukurtas
daugiaekstremaliniy funkcijy optimizavimo Bajeso metodas, taikant
optimizuojamos funkcijos modeliavimui atsitiktinius Gauso laukus,
apraSomus trupmeniniy Euklido atstumy matricomis. Sudaryto optimizavimo
algoritmo ypatybés yra istirtos kompiuterinio modeliavimo budu.
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2. ATSTUMU MATRICUY SU TRUPMENINIAIS LAIPSNIU
RODIKLIAIS GEOMETRINIU SAVYBIU TYRIMAS

Siame skyriuje apraSomos disertacijoje nagrin¢jamos duomeny
strukttiros, jy pateikimas Euklido atstumy matricomis su trupmeniniais
laipsniy rodikliais bei daugiamatés geometrijos savybés, aprasomos tokiomis
matricomis.

2.1.  Daugiamaciai duomenys

Ivairiose mokslo srityse nuolat kaupiami ir tirlami daugiamaciai
duomenys. Pastaruoju metu daugiamacéiy duomeny analizé tapo svarbiu
taikomosios matematikos uzdaviniu, aktyviai sprendziamu beveik visose
moksliniy tyrimy srityse. Drauge atsirades duomeny mokslas nagrinéja
daugiamaciy duomeny tyrimo metodus ir jy taikyma, pavyzdziui,
ekonometrijoje, analizuojant finansinius ir ekonominius rodiklius, biologijoje
ir medicinoje, apdorojant stebimus rezultatus. Surinkti duomenys pateikiami
matricomis arba masyvais. Parametrai gali bati skirtingo pobudzio: dalis
parametry gali biti parenkami vartotojo, o kita dalis parametry gali buti
aktuali techniniu, socialiniu, ekonominiu ar kitokiais poziariais. Pastarieji
parametrai daznai vadinami charakteristikomis, efektyvumo rodikliais,
kriterijais ir pan. Taip pat parametrai gali buti stebimi arba neprieinami
steb¢jimams. Stebimi parametrai daznai vadinami poZymiais, kintamaisiais ir
pan.

2.2.  Euklido atstumy matrica

Kvadratiniy Euklido atstumy matricos nagrinétos literatiiroje
(Schoenberg (1935), Gower (1984), Weinberger (2004)), tac¢iau Euklido
atstumas, reiskiantis atstumg tarp dviejy vektoriy, yra apskai¢iuojamas
traukiant kvadrating Saknj i§ atstumy kvadraty, apskaiciuoty kaip skaliariné
vektoriy skirtumy sandauga i$ jo paties.

Tarkime, turime K d-maciy vektoriy duomeny rinkinj:

X: (xl,xz,--.,xK), (21)
giax; ERL,1<i<K.

Pazymeékime
(2.2)

a=[(x-xD7],
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Euklido atstumy su trupmeniniais laipsniy rodikliais KxK matricg. Atstumai
apskaiciuojami tarp X rinkinio vektoriy pory, ¢ia0 <6 < 1,t.y. |xi - xj| =

(xi = xj)T - (xi = x5).

Vadinkime Euklido atstumy matricas su trupmeniniais laipsniy
rodikliais, 0 < § < 1, trupmeniniy Euklido atstumy matricomis (TEAM).
Kvadratiniy Euklido atstumy matricos daugiausia nagrinéjamos literatiiroje, t.

y. kai § = 1. Taciau svarbiis yra ir jprastiniai Euklido atstumai, kai § = %

Pazymékime K X K vieneting matricg I, jy K-matj vektoriy — E =
(1,1,...,1)T. TEAM savybés tiriamos pagal branduolio matrica (zr.
(Schoenberg (1935), Gower (1984), Weinberger (2004)):

F=—(—-E-sT)-A-(I—s-ET), (2.3)

kurs € RK, sT-E = 1.
Nesunku pastebéti, kad branduolio matricos su skirtingais vektoriais
51,5, € RX, yra susijusios taip:

Fi=—(U-E-s;7)-A-(I—s,-ET) = (2.4)
=(1_E'51T)'F2'(1_51'ET)a

kUI’FZ :—(I—E'SZT)'A'(I—SZ'ET),SlT'E= 1,SZT‘E= 1.
Branduolio matricos, kai s = % ir s =(0,0,...,1) yra daugiausia istirtos.

2.3.  Blokinés matricos savybés

Siame skyriuje aprafomos blokinés matricos savybés. Disertacijoje
skai¢iavimams atlikti sudarytos blokinés matricos, taip pat skai¢iuojami jy
determinantai ir atvirkStinés matricos. Sios matricos yra naudojamos
sprendziant prognozavimo, optimizavimo uzdavinius. Blokiné matrica yra
sudaroma i§ mazesniy matricy ar vektoriy, kurie atitinka blokinés matricos
blokus. Mazesnés matricos yra vadinamos blokais.

Savybés:

Blokiniy matricy daugyba atlieckama pagal paprastyjy matricy daugybos
taisykles.

<a1 bl) . (az bz) _ <a1 * a2 + b1 ‘ Cz a1 : b2 + b1 ‘ d2> (25)
C1 d1 CZ dz - Cl'a2+d1'C2 Cl'b2+d1'd2.

Taip pat svarbu, kad blokinés matricos biity suderintos.
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Tarkime, turime neissigimusia kvadrating matrica, kuri yra padalyta i
blokus:
A B
(C D)'

Atvirkstiné matrica taip pat yra padalyta j keturis blokus, apskaic¢iuojama taip:

(21 g)‘ _ (2.6)

(A‘1+A‘1~B~(D—C~A‘1~B)‘1~C~A‘1 —A—1-3~(D—C-A—1~B)—1)
—(D=C-A1-B)t.c-A? (D-C-A1-B)t

¢ia A, B, C ir D — vienodo dydZio matricos. Matrica A ir D — C - A™1 - B turi
biiti neissigimusi. Blokinéms matricoms taikoma Woodbury tapatybé (Golub
(1996)):

(A+B-C-D)'=A1—A1.B-(C'+D-A*-B)yt.D-A,

ClaAd,nxn,B,nxXk,C, kXkirD,k xn yraatitinkamo dydzio matricos.
Matricos determinanto savybé, kai W, k X k turi atvirk§ting matricg:

|JA+B-W-DT|=|W=1+DT.-471.B|-|W|-|Al.
Determinantui skai¢iuoti taitkomos Zinomos determinanto savybés.

2.4.  Trupmeniniy Euklido atstumy matricos neneigiamas
apibréztumas

Pagrindiné trupmeniniy Euklido atstumy matricos savybé yra ta, kad
branduolio matrica yra neneigiamai apibrézta, o jos rangas K — 1, jei taskai
rinkinyje (2.1) yra skirtingi. Dazniausiai Gramo matricos, atitinkancios
kvadratiniy Euklido atstumy branduolio matricg, rangas gali biiti mazesnis
negu K — 1, kai § = 1 (zr. Schoenberg (1935), Gower (2004)). Si TEAM
savybé nagrinéjama toliau.

yra vektoriy x; € RY,

K
2.4.1 teorema. Kai A =
1

- 8
((xi =) (o - x]-))
x; #x;, i#j, 1<i,j<K, sT-E=11ir 0<§ <1 TEAM, branduolio
matrica F yra neneigiamai apibrézta, o0 jos rangas — K — 1.
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Irodymas. Jei § = 0, trupmeniniy Euklido atstumy matrica atitinka rinkinio
X, sutampancio su K — 1-macio simplekso, turin¢io vienetinio ilgio krastines,
vir§tinémis.
Teoremos teiginys $iuo atveju yra akivaizdus, nes A = E - ET — 1.
Jei 0 < § < 1, galima isreiksti:
Ly (27)
=hs [,

u2-6+1

uZ

o 1-e"

Clahﬁ_l/f uzetL du Tij = 0.
Kita formulé iSplaukia i§ Gauso integralo:

u? T w? (xi=x))" (ximx;))- (2.8)

e 2 =e 2 =

K ) v|?
=(2m) 77 [k eV iTX)) L e L gy,

Dabar po tam tikry nesudétingy pertvarkymy pagal (2.7) ir (2.8) galima
jsitikinti, kad:
(2.9)
ETF.E=L %(| —E-ST)-A-(| —S~ET)-§=

L e ale- e B o)

2. (2”) i=1 j=1 RK
h . Z(él _ (éT . E)' Si ) ei.u.v.xI _ ((éT E) (1_ (ST E)))Z Mz
- J' J' El . e 2dvdu
2_(2ﬂ)5 0| %< u

Atkreipkime démesj j tai, kad pagal teoremos salyga s” - E = 1. Kita
vertus, pointegriné funkcija integrale (2.9) yra lygi 0 tik jeigu & = s. Esant bet
kokiai kitai & # s vertei, pointegriné funkcija bus teigiama prie tam tikry v
verciy ir todél integralas (2.9) bus taip pat teigiamas. Taigi branduolio matrica
yra neneigiamai apibréztairrango K — 1. m

2.4.2 teorema. Esant teoremos 2.4.1 prielaidoms, trupmeniniy Euklido
atstumy matrica yra neiSsigimusi: |A| # 0.
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Irodymas. Nagrinéjant TEAM determinanta, galima uzrasyti blokines
matricas:
_[A a],_rp. r_ S c] (2.10)
A [aT 0]’ I=E-s g’ arl

gia A ir S yra (K—1)x (K —1) matricos, a, ¢ ir g yra K — 1-maciai
vektoriai, v ir d yra skaliarai.
Apibrézkime blokines matricas:

_[Sx O __1 Ty - [k W (2.11)
s=[gF Jre=-isasmw=[t 7]
1
kUrW:—ESK'a.
Pagal blokiniy matricy savybes nesunku jsitikinti, kad:
w (2.12)
1 . o 1
_ESK Ag SK—Ec-a Sk —=Sk-a-g _ESK a
= 1 =
—Ea S£ 0

=o~3[o) [o] ~2[o]- (3]

Reikia atkreipti démesj, kad matricy W ir Q determinantai yra susije. I$
tikryjy vektorius c susideda i§ vienody elementy, lygiy vektoriaus s K —ajali
komponentei sk. Be to, matricos W determinantas lieka toks pat, kai K —asis
stulpelis, padaugintas i§ sy, pridedamas prie visy kity matricos stulpeliy. Sis
determinantas nesikeiCia, kai K —0ji eiluté, padauginta i$ sk, pridedama prie
kity eiluciy. Taip

W= (DXl (2.13)
Pagal blokinés matricos determinanto formule (2.12) nesunku jsitikinti,
kad
(W| = |Fg|-wT - Fgl-w. (2.14)
Kita vertus,
11512
Q1= —318]"- 14l (2.15)

Kaip matyti i§ 2.4.1 teoremos, Fx > 0 ir wT - Fg1-w > 0. Kadangi
|Sk| # 0,0 |A| # 0, A matrica taip pat yra nei$sigimusi.
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2.5. Trupmeniniy Euklido atstumy matricos geometrinés savybés

2.5.1 teiginys. I 2.4.1 teoremos iSplaukia, kad egzistuoja jterptiné aibé Z =
(21, 23,...,2x)T, zx € RE"1, rango K — 1, tokia, kad

R o

Iterpting aibg¢ galima gauti taikant 2.4.1 teorema ir faktorizuojant
branduolio matrica: F = Z - ZT. Jterptiné aibé, kai 0 < § < 1, o aibés X visi
elementai yra skirtingi, visada yra rango K — 1.

I§ formulés (2.3) seka:

K
.

diag(F)=2-A-s—sT-A-s-E.

Pagal pastaraja formule ir atlikus veiksmus, galima jsitikinti, kad $is
teiginys yra teisingas, kadangi:

K
1 T K (2" - z]{=1 + [77 - Zj]-‘ - K
E'[(zi_zj) '(Zi_zj)]i,j=1= 2 = 1_[ZiT'Z]']l'J=1 =
_ diag(F) -ET + E - diag(F)T _re
2

=E-sT-A+A-s ET—sT-A-s-E-ET+(-E-sT)-A-(I—s-ET)=A.
Taigi jterptiné aibé yra nei$sigimes K — 1-matis simpleksas.

2.5.2 teiginys. Tarkime, A yra trupmeniniy Euklido atstumy matrica ir s;,s, €
RX yra atitinkamy matavimy vektoriai, ¢ias;” - E = 1, 5,7 - E = 1. Tada:

FF=—(U-E-s5;")-A-(I-s,-E") = (2.16)
=(1_E'51T)'F2'(1_51'ET):

kurFy = —( —E-s,7)-A-(I—s,-ET).

Jrodymas seka i§ lygybés (I —E -s;7)- (I —E-s,7) = (I —E - s;,7). Taigi
2.5.1ir 2.5.2 teiginiai leidzia daryti tokig iSvada.

2.5.3 isvada. Tarkime, F yra branduolio matrica, sudaryta pagal 2.5.1 teigin;.
Pazymékime s, - E = 1, s, € RX ir pazymékime koordinaciy pradzig kaip

z. =77 -s.,¢aF =7-Z". Tada

F=—(U—-E-s.1)-A-(I—-s.-E")=(U—-E-s,;T)-F-(I—s.-ET) =
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=(U-E-s,7)-2-2T-(I—s, ET) =
=(Z-E-z")-(Z"-2z,-E").m
Taigi 2.5.3 iSvada paaiskina vektoriaus s geometring prasme.

2.5.4 iSvada. Remiantis 2.5.1 teiginiu, jterptinés aibés koordinaciy pradzia
yra tasSke zq, tiksliau tariant, s = (1,0,0,...,0). Todél branduolio matricos
elementai yra:

Fi,j =Ai,i +A]'] _Ai,]" 1 < l,] < K,
Fo0o=0F;=0F,=0,1<i{j<K. m

Pavyzdziui, branduolio matrica su s = (0,0,...,1) reiskia, kad jterptinéje
erdvéje koordinaciy pradzia yra taske z.

2.5.4 teiginys. I3 2.4.1 teoremos iplaukia, kad vektorius s =  minimizuoja

branduolio matricos pédsaka.
Irodymas. Atlik¢ nesudétingus veiksmus, gauname:

tr(F)=tr(Z-E-z.")- 2" —z.-E")) = (2.17)
=tr(I-E-s")-Z2-Z"-(I1—-s-E")) =
=—tr(I-E-sT)-A-(I-s-ET)) =
=—2-sT-A-E+K-sT-A-s.

Diferencijuojant pastaraja iSraiska s atzvilgiu ir artinant iSvesting prie
nulio, galima jsitikinti, kad iSvada teisinga. m

-1

2.5.5 teiginys. 1§ 2.4.1 teoremos i$plaukia, kad vektorius s = EA jveda

T.A-1.E
koordinaciy centrg ] jterptinés aibés apibréztinés sferos centrg.

Trodymas. 15 2.4.2 teoremos i$plaukia, kad egzistuoja matricos A atvirkstiné

-1,
4 EEyra baigtinis vektorius. Atlikus

matricair E7 - A™% - E # 0. Taigi s = ————

skaiCiavimus galima gauti:

F=(Z-E-z.")-(Z" —z,-E") = (2.18)
=(U-E-s")-Z-Z"-(I-s-E") =

=_(I1-E ET-AT A1 A7 E ET )=
N ET-A-1.E ET-A-1.E B
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E-ET

=At+—--.
+ET.A—1.E

Taigi jterptinés aibés apibréztinés sferos spindulys yra m, nes F

jstrizainé susideda i§ kvadraty atstumy nuo simplekso virsiiniy iki koordinaciy
pradzios, o matricos A jstrizainé yra sudaryta i$ nuliy. m

2.6. Eksperimenty blokai su TEAM

Pazymékime tam tikrg taska x € RE. Apibrézkime Euklido kvadraty
atstumy trupmeniniy laipsniy tarp X ir x vektoriy

T
a=(lx;—xI%, |xg —x%,..., |xg — x]9)".

Iveskime papildyta branduolio matricg atitinkantj rinkinj X U x ir
vektoriy (s7, s'):

[F f] (2.19)

=[5 T L

- =T 0 -s"-ET 1-5'I

kur

S=1—-E-sT, (2.20)
F=s"-E-a"-ST+s"-S-a-ET—-S-A-5ST, (2.22)
f=S-A-s—s'"-E-a’-s—S-a-(1-5s"), (2.22)
v=2-(1-5")-sT-a—sT-A-s. (2.23)

Si teorema susieja TEAM ir jos branduolio atvirkstines matricas.

51K
2.6.1 teorema. Pazymékime A = [((xl- —x)" (i - xj)) ] :
1

6 T
a= (|x1 —x|9, |x21 —x| v Xk — xl‘s) , kur x;, xj, x € R, x; # Xj,

i#j,x#x,1<i,j<K,0<6§<1,d=1,ET-s#1.

Tada branduolio matricos (2.19) atvirkstiné matrica F~1 yra:

FleM=—a14 ATVEETATY qqT (2.24)
- ET-A—1E D’
= og-1. J1-Elala (2.25)
kurg=s+s"-4A (a+E AL E ),
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_ET.4-1.q)? )
D=s"%. (aT At q— Gy EET,A{:Ea) ) (2:20)

s'=1-ET.s. (2.27)
Irodymas. 2.4.2 teoremoje jrodyta, kad trupmeniniy Euklido atstumy matrica
yra neiSsigimusi, t. y. |A| # 0. Pagal (2.25) ir (2.27) galima iSvesti

ET.q=1. (2.28)
Pagal pastaraja formule:
ST.q=(U-5s-ET)-q=q—-s= (2.29)
A 1—ET-A1-a
=s A" -|a+E- BT A1 E

Todél pagal (2.20), (2.21), (2.24)—(2.29) po nesudétingy pertvarkymy
gaunamos tokios israiskos:

F-q-q" (2.30)
=(s’-E-aT-ST+s’-S-a-ET—S'A'ST)-q~qT_
5 =
—ET.p° 1. —ET. g 1.
_(s’z~E-aT-A‘1-(a+E-%)—s’-S-E-%)~qT_
= = =
1-ET-A'-a
—E-q"=E -sT+s' - E-aT-A1+s - E-ET-g41.——~ = %
=E-q E-s"+s'"-E-a" A" +s"-E-E"-A T A1 E
Kita vertus, i lygybés
ET. (—“_1'E'ET'*’_1 - A-l) =0
ET-A"VE (2.31)
(2.21) ir (2.29) darome isvada:
At E-ET.A? (2.32)
o 0 _ A1) = :
F < ET . A-1.F A )

AL E-ET.A7Y
=(s’-E~aT—(I—E-sT)~A)~(——A‘1>=

ET-A 1 E

, a’ -A'-E-ET-ATY o (E-ET-A7Y
=\ E T A g A ) U B gl
14 T 4—1 T.,—1
g7 _ .ty s (@A E-1)EETA
=I-E-s" + Taig

—s'" E-aT-A71.
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Todél suderinus (2.30) ir (2.31) galima uzrasyti F - M = [. Pagal (2.20),
(2.21) ir (2.27) galima parodyti, kad S™!-E = 5 Tokiu atveju taikant
Silvesterio determinanto tapatybe (Lay (2005)) galima iSvesti:
|Fl=|s'"E-al-ST+5s"-S-a-ET—-S-A-ST| =
=IS-A-ST|-|[(E-(@" - A - S+ (S a)- (ET-(ST)t-471-571)-s' 1| =

=52 |=A|-|(E- (@ -A"1-S)+(S-a)- (ET-(ST)™L-A1-571)) .5’ ]| =
al AT E-1 —al-A'-a-s
=s"2.|-A4|- ET. A 1. F

r

- al AV E-1|
=—s?.|-A]-((a"-At-a)- (ET-A1-E)—(1—aT-A71- E)?).

Taigi teorema jrodyta. m
2.6.1 i§vada. Tarkime, kad teoremos 2.4.1 salygos yra tenkinamos. Tada:

_ FLEETFT A1y A"L.E-ET-A71 (2.33)

Fl—o— =
ET.F-1.E ET-A~1.E

Taigi pagal (2.27) ir (2.31) galima pastebéti, kad:

_ q (2.34)
F1l.E=—
D
ir todél:
ET.Fp-1.p=21 (2.35)
D

Taigi iSvada seka i§ pastaryjy dviejy formuliy ir (2.24).
2.7. Skyriaus isvados

1) Nors duomeny strukttiros, aprasomos trupmeniniy Euklido atstumy
matricomis, gana daznos, kol kas daugiausia iSnagrinétos yra Euklido
atstumy kvadraty matricos.

2) Trupmeniniy Euklido atstumy matricos savybés yra apraSomos per
branduolio matricg (2.19), kurioje vektorius s zymi koordinaciy
pradzia.

3) Jeigu daugiamaciy duomeny aib¢ X sudaro skirtingi vektoriai, Sios
duomeny aibés trupmeniniy Euklido atstumy matricos branduolio
matrica yra neneigiamai apibrézta ir rango K — 1.

4) Jeigu daugiamaciy duomeny aib¢ X sudaro skirtingi vektoriai, Sios
aibés trupmeniniy Euklido atstumy matrica yra neiSsigimusi.
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3. KRIGINGO SUROGATINIS MODELIS

Siame skyriuje pristatytas ir istirtas daugiamaciy duomeny modelis
homogeniniais Gauso laukais, kuriy kovariacijy matrica apraSoma
trupmeniniy Euklido atstumy matricos branduolio matrica. Remiantis $iuo
modeliu  sukurtas krigingo algoritmas, pritaikytas iSbarstytiesiems
daugiamaciams duomenims ekstrapoliuoti. Sukurto krigingo algoritmo
savybés yra istirtos kompiuterinio modeliavimo badu, o paskui jis pritaikytas
nuoteky filtry eksperimentiniy tyrimy rezultaty analizei.

3.1. Surogatinio modeliavimo prielaidos

Dazniausiai taikomi Sie surogatinio modelio tipai: daugianario atsako
pavirsiai, krigingas, radialinés bazinés funkcijos, atraminiy vektoriy masinos
ir dirbtiniai neuroniniai tinklai. Dazniausiai nagrinéjamos sistemos prigimtis
néra zinoma, todél néra aiSku, kuris surogatinis modelis yra tinkamiausias. Be
to, néra matematiky sutarta, kaip pasirinkti duoto surogato tikslumo mata.

Pastaruoju metu atlikti surogatiniy modeliy tyrimai leidzia iskelti tokias
invariantiSkumo prielaidas:

1) invariantiSkumas tikslo funkcijos monotoniniy transformacijy

atzvilgiu,

2) invariantiSkumas tyrimy erdvés ortogonaliy transformacijy atzvilgiu.
atlikti daug matavimy, susijusiy su jvairiais duomenimis. Taciau analizés
pozitriu kontekstas, kuriame gauti duomenys, daznai néra svarbus.

Surogatiniai modeliai yra konstruojami taikant j duomenis orientuotus
metodus. Kadangi tikslus vidinis sistemos modelis néra Zinomas, remiamasi
jéjimo-iséjimo (angl. input-output) elgesio tyrimu. Modelis yra konstruojamas
remiantis imitatoriaus atsaku ribotoje specialiu biidu pasirinktoje tasky aibéje.
Sis metodas taip pat zinomas kaip juodosios dézés modeliavimas. Nors
surogatinis modeliavimas atsirado sprendziant inZzinerinius projektavimo
uzdavinius, jis gali bati taikomas ir kitose srityse, susijusiose su dideliy
sanaudy eksperimentais ar tikslo funkcijy skai¢iavimais. Surogatinio
modeliavimo tikslas — surogato, kuris yra kiek jmanoma tikslus, modeliavimas
pagal nedaugelio eksperimenty rezultatus. Sis procesas apima tris etapus,
kurie gali veikti vienas kita:

1) surogatinio modelio konstravimas ir jo parametry optimizavimas;

2) optimaliy eksperimenty planavimas;

3) surogatinio modelio tikslumo tyrimas.
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Pazymétina, kad eksperimentiniy matavimy arba kompiuteriniy
skai¢iavimy duomeny interpretavimas turi tikimybinj pobtdj, kadangi, visy
pirma, rekonstruojami duomenys yra visada daugiau ar maziau tiksli
aproksimacija ir yra iki rekonstrukcijos neapibrézti, 0 antra, tenka atsizvelgti
j matavimo ir skai¢iavimo paklaidas. Be to, deterministiniai metodai yra gana
neefektyviis sprendziant problemas su dideliu kintamyjy skai¢iumi, o Sios
realiose situacijose pasitaiko dazniausiai. Savo ruoztu statistiniai metodai,
tokie kaip regresijos ar koreliacijos analizés, daznai apraso tik lokaligsias
duomeny struktiiros savybes, pavyzdziui, tiesinius arba netiesinius trendus.

Atsizvelgiant | Siuos aspektus, sukurta krigingo koncepcija, skirta
geotechniniuose tyrimuose reikSméms interpoliuoti dar nestebétose vietose
pagal stebéjimy gretimose vietose rezultatus (Krige (1951), Mattheron
(1963)). Krigingas leidzia apskaiCiuoti geriausig nepaslinkta jvertj pagal
stebéjimy rezultaty modeliavimg homogeniniais atsitiktiniais laukais,
aprasomais tikétinumo ir kovariacijy funkcijomis (Stein (1999)). Taikomas
metodas leidzia nusakyti su tam tikra tikimybe rezultata, susijusj su
parametrais, kurie dar nebuvo aptikti arba buvo prarasti, taip pat leidzia
,»saugoti“ sukauptg informacijg ir panaudoti ja netirtose situacijose, kuriose
matavimai ar stebéjimai nebuvo atlikti. Todél pagrindinis modelio rezultatas
yra tikimybinis tankis kiekviename konfigtiracijy erdvés taske (Beauzamy
(2004)).

3.2. Gauso lauko modelis, aprasytas atstumy matricomis su
trupmeniniais laipsniy rodikliais

Tikslo arba atsako funkcijos tikimybinio modeliavimo paradigma
pristatyta ir plétota jvairiuose darbuose (Mockus (1989), Jones (2001)). Si
paradigma pasirodé gana naudinga — ja galima pritaikyti kuriant globalaus
optimizavimo Bajeso metodus keliy kintamyjy funkcijoms ekstrapoliuoti,
stochastiniams algoritmams stabdyti, optimaliems eksperimentams planuoti ir
t. t. (Mockus (1997), Zilinskas (1985), Bartkute (2009)).

Atsitiktiniai Gauso laukai placiai taikomi tikimybiniam modeliavimui.
Pavyzdziui, modeliavima homogeniniais Gauso laukais (daugiamaciais
stacionariais procesais) galima daug kur pritaikyti inzinerijoje ir fizikoje, kai
duomenys yra gaunami eksperimentu arba tam tikrais kompiuterio kodais
(Adler (1981), Bogush (1986), Goff (1994), Chamon (1996), Lopez-Caballero
(2010), Zaichik (2011)). Gauso lauky modeliy savybés labiausiai priklauso
nuo kovariacijy funkcijos, aprasancios priklausomybe tarp tasky, kuriuose
atlikti kompiuteriniai ar fizikiniai eksperimentai. Pavyzdziui, atsitiktiniy
lauky realizacijy tolydumas arba diferencijuotinumas priklauso nuo
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kovariacijy funkcijos tolydumo arba diferencijuotinumo. Kadangi kovariacijy
funkcija priklauso nuo atstumy tarp matavimy ir stebéjimy tasky, daugiamaciy
duomeny sarysiai, modeliuojami Gauso laukais, yra apraSomi atstumy tarp
tasky pory matrica. Nagrinéjami modeliai pasizymi jprasta geometrine
interpretacija.

Statistinis metodas atsako funkcijos modeliavimui atsitiktiniu lauku
aprasytas Kushnerio (1964), Zilinsko (1985), Mockaus (1989) ir Sakalausko
(2013) darbuose.

Siame skyriuje kuriamas skaliarinés funkcijos (arba atsakomojo
pavirsiaus) tikimybinis modelis, kurio jveréiai gaunami i$ fizikiniy matavimy
ar modeliuojami kompiuteriniu btidu. Nenaudojami jokie papildomi
duomenys, iSskyrus matavimo rezultatus. PavirSius, kuris atitinka atsako
funkcija, gali buti suprojektuotas kaip vientisas atsitiktinis Gauso laukas
(AGL) Z(x, w), kuriame kiekvienam kintamajam erdvéje x € R uzrasoma
atsitiktiniy jvykiy funkcija tam tikroje tikimybinéje erdvéje (Mockus (1989),
Jones (2001), Sakalauskas (2013)).

Kadangi yra nezinoma, kuris i§ visy funkcijy kintamyjy dominuoja,
eksperimenty pradzioje laikykime juos lygiaveréiais. Pirma, apskai¢iuokime
atstumg tarp matavimo tasky, kurie yra simetriski atsizvelgiant j jvairius
kintamuosius. Paprastai AGL yra apibréziamas naudojant koreliacing funkcija
pagal Bochnerio teoremg (Abrahamsen (1997)).

Sis  modelis yra atsako pavirSiaus  jveréiy Z(x,w) =
(Z(x1, ), Z (x5, w),.., Z(xg, ®)) taskuose X = (x4, %0,...,Xg)
pasiskirstymo tikimybeé.

Taciau trupmeniniy Euklido atstumy matricos geometrinés savybés,
iStirtos ankstesniame skyriuje, leidzia mums apibrézti homogeninj AGL, kurio
vidurkio vektorius lygus

EZ(x,w)=u-E, (3.2)

0 kovariacijy matrica yra tiesiogiai proporcinga atitinkamai branduolio
matricos submatricai

E(Z(x,w)—p E): Z(x,0)—p-E)' =p*F, 3.2)

Cia p ir § yra parametrai, § > 0, ir F yra teigiamai apibrézta matrica.
Tarkime, turime K d-dimensijy vektoriy duomeny rinkinj:

X= (.xl,xZ,...,xK), (33)
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x; ERY, 1<i<K.
Pazymeékime

A= (= 51)’] ¢4

Euklido atstumy kvadraty K X K matricg. Atstumai apskaiCiuoti tarp X
rinkinio vektoriy pory, kur 0 < § <1, |xl- — xj| = (xl- - xj)T . (xl- — xj).

Sakykime, atlikus matavimus arba kompiuterinj modeliavima gautos
tam tikros tikslo funkcijos reikSmés:

Y =y k)" (3.5)
Uzrasykime AGL reikSmiy tikimybinio paskirstymo tankio funkcija:

-pB)T F~L(Y-p-E) (3.6)
2.!}2

Prox(¥) =2

d 1
(2m)z-p|F|2

Tacdiau, kaip matyti, Sis tankis ankstesniais Zyméjimais gali bati
uzraSomas taip:

2
1 YT(A_1~E~ET~A_1 A_1)~Y (rT-q-k) (3.7)

e 2.52 ET.A-1.E Z-ﬁZ‘D‘

pr,X(Y) = K 1

(2m)2-BK-((-1)X*1.|A|-D-ET-A~1-E)2

Atsitiktinj laukg apraSancios daugiamatés pasiskirstymo funkcijos turi
tenkinti simetrijos ir suderinamumo salygas (Abrahamsen (1997)). Sitokios
pasiskirstymo funkcijos yra sukonstruojamos remiantis kita teorema, kai
tinkamai pasirenkamas centravimo vektorius.

3.2.1 teorema. Atsitiktinis Gauso laukas Z(x, w) egzistuoja tikimybingje
erdvéje (£2, 2, P) su pasiskirstymo funkcijomis

Prote (i) = (3.8)

2
1-Eg-Ag*-ak)_
Ef-AR Ex ) "

(=BT A )’
B A B

(Y;»A}1-<aK+EK-

- T -
1_yr( gzt Ag"Ex Ex-Ag’ ¥,
2-B2 K K T. -1, K
B EF-Ax Ex 7-
2:p%| ak-Agt-ag—
e

K
(@mz - pE - ((—D)F*+ - Akl - (af - Ag' - ax B A Ex — (1 — Ef - At - axe
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¢ia daugiamatis Yx = (¥4, ¥2,..., V)T, Vi = Z(x;, ), yra pasiskirstymo
tankis, Xx = (x1,%,...,Xg), x; € RE, yra skirtingy ir nesutampanéiy su x, €

R, 1<is<K, tasky seka, Ag = [(|lx—x[])°] ag = (Ilx, -

K
ij=1
xoll%, Ny = xol1% ..l = %011°) ", B = (1, 1...,1)7, Ex € K, K =
2,3,.., wir B yra parametrai, 8 > 0.
Irodymas. Galima pastebéti, kad tankio (3.8) apibrézimas seka i$ (3.6) ir (3.7),
atsizvelgiant j branduolio matricos (2.3) apatinés desinés pusés submatrica,
apskaiCiuotg su centriniu vektoriumi §= (1, 0, 0, ...,0). Kaip minéta
anksciau, tankio funkcijos (3.6), (3.7) ir (3.8) yra tinkamai apibréztos pagal
teorema 2.4.1. I§ tikryjy, nesunku matyti, kad erERK Pxox(Y)dY = 1.
Paskirstymo (3.6), taigi ir (3.7) ir (3.8) pasiskirstymy Simetrija, yra
jrodoma standartiniu baidu, kuris taikomas daugiamac¢iams pasiskirstymams,
— pagal branduolio matricos simetrija (zr. 2.4.1 skyriy, Abrahamsen (1997)).
Jrodant  suderinamumg, apibrézkime kovariacijos  matricas
atsizvelgdami | Xy ir Xg,., kovariacijos matricas Fy ir Fg,q, Kurios yra
apatinés desiniosios submatricos atitinkamose branduolio matricose. Dabar
galima lengvai pastebéti, kad dél 2.5.4, Fy yra dekompozicijos Fg,q =
(FK fx
fl? Vk

operacijas, galima jsitikinti, kad:

) apatiné kairioji submatrica. Taigi naudojant blokinés matricos

(3.9
PxoXis1 (Yk41) =

2
_(YK+1_Ex0, XK(Z(xK'Fl'w)'YK))
2:D%. xgZCr41.0)|YK)

= pxo,XK(YK) = \/

2mDZ |y (Z(xp41,0)IYK)

Gia Ey, x (Z(xg1, @) Ye) =+ (Vg — - E)" - Fe' - fi

ir Df x,(Z(xes1, 0)|Y) =B (v — f¢ - Fg' - fx) yra atitinkamai
salyginiai AGL vidurkis ir dispersija taske xj .4, kai zZinomas Yy (zr. Casella
(2002)). Tuomet suderinamumas seka is: Do xx Y) =
f_t:o Pxo xx., Yk, ¥)dy. Taciau pagal Kolmogorovo suderinamumo teoremg

egzistuoja AGL, kurio daugiamacio pasiskirstymo tankio funkcijos yra (3.8)
(Khoshnevisan (2002)). m
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Pavyzdys. Tarkime, kad stebéjimo duomeny aibé vaizduojama tiese: xj, =
a+ty-(b—a), a beR, < t;<.., <ty Jeigu §== AGL yra
pasiskirstes ant tiesiy kaip Vynerio procesas.

I tikryjy aibés, esanios ant tiesés, TEAM yra: A= |b—al-
[|ti — tj”fj:l. Remiantis 2.5.4, apatiné deSinéje puséje esanti branduolio
matricos submatrica yra minétos aibés kovariacijy matrica ir atitinka gerai
zinoma Vynerio proceso kovariacijy matrica:

(3.10)
K
F=pB%-lb—al- [t;+tj— 2ty — |t; — tjl]i’j=1 =

K

=2B%-|b—al| - [min(t; —to, t; - tO)]i,j=1'

3.3. Tikétinumo funkcijos taikymas

DidZiausio tikétinumo metodas (DTM) (angl. Maximum Likelihood
Method — MLM), skirtas statistinio modelio parametrams jvertinti. Didziausio
tikétinumo metodas leidzia apskaiciuoti modelio parametry rinkiniy reikSmes,
maksimizuojancias tikétinumo funkcijg. Taikant §j metodg randamos tokios
parametry reik§més, su kuriomis gaunami rezultatai yra labiausiai tikétini
duotajam modeliui (Li (2003)).

Uzrasykime logaritming tikétinumo funkcijg (LTF):

-wE) T Fh-pwE)  (3.11)

1
L(Y, u,d?, 8) =2 In(|FI2) +d - In(B) + e

Akivaizdu, kad gautos israiSkos priklauso nuo vidurkio u ir dispersijos
B? reikdmiy, kurios apskai¢iuojamos taikant didZiausio tikétinumo metoda.
Uzrasykime teorema.

3.3.1 teorema. Didziausio tikétinumo metodo parametrai p ir 2
apskaiciuojami taip:

A_YT'F‘l-E_ (3.12)
HEET F1 B
yT.a™LE ~1 (E(ET-AYacT+1-5") ,
T ETaAlE +yT <S —ATh ( ET-A-1.E —ars ))’
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T -1 2
BZ=1. yT.F—l.y_u = (3.13)
K ET.F—l.E
1 ((YT-A71.E)?
=_. g_yT.A—l.yl
K ET.A 1.E

Jrodymas. Si iSraiska gaunama diferencijuojant logaritmine tikétinumo
funkcija pagal p ir artinant rezultatg prie nulio. Tada (3.12) formulé gaunama
i§ (2.28), (2.37) ir (2.38) israisky.
Panasiai, diferencijuodami LTF ir artindami gauta rezultata iki nulio,
gauname DTM:
. YT.Fp1lg
A= g
Panasiai diferencijuodami logaritmine tikétinumo funkcija pagal B2 ir
artindami gauta rezultatg iki nulio, gauname DTM:

BZ_(Y—Q-E)T-F‘l-(Y—ﬁ-E)_ (3.14)
= = =

_ 1 (yr. 1, _u)

= (Y F7hoy — ). m

3.3.2 pastaba. Pagal Sakalauskas (2013) gautas AGL modelis, jskaitant
homogeninio izotropinio Gauso lauko pavirSiaus a - B2 - (1 — g r% +
o(r‘s)) kovariacijy funkcijg ir parametrg «, artéjantj prie nulio. DTM

parametras 2, apskaidiuotas pateiktame modelyje, yra toks pats, kaip ir
yT-A~1E
ET-A~1.E

(Sakalauskas (2013)). Taigi DTM iSraiska (3.12) sutampa su $iuo jverciu, kai:

(3.13), taciau vidurkio didziausio tikétinumo jvertis yra [ =

A LE(1-s"-(1-ET-4a1.a
s= ( r(-1 ))—A‘l-a.
ET-A-1.E

3.3.3 pastaba. Atkreipkime démesj, kad laipsnis yra taip pat AGL parametras,
kuris gali buti jvertintas pagal stebéjimo duomenis. Maziausiy kvadraty (Zr.
(3.13)) jvertis & yra apskaitiuojamas sprendziant vieno kintamojo
minimizavimo uzdavinj:

S — o1 (WTATVE?  or (3.15)
6—argor;161211( (ET-A—l-E Y'-A Y).
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Iver¢iy savybés yra tiriamos atlikus kompiuterines simuliacijas 3.7
skyrelyje.

3.4. Salyginis vidurkis ir saglyginé dispersija

Geriausiam AGL jverdiui tam tikruose tasky poaibiuose X gauti
pritaikykime salyginj AGL vidurkj su salyga, kad buvo stebétos reik§més Y =
V1, V2, -.-,yy)T, kadangi toks modelis uztikrina maziausiy kvadraty jvercius.

3.4.1 teorema. Tegul X = (xq,x;,...,xx) Yyra skirtingy tasky poaibis,
X, Xj € R, x; # xj, 1 # j, 1 < i,j < K, kuriame iSmatuotos tikslo funkcijos
reiksmeés Y = (yy,y,,...,yx)"T yra atsitiktinio Gauso lauko realizacija,
tiksliau tariant, y; = Z(y;, o).

6 K
Pazymékime A = [((xi - xj)T . (xl- - xj)) ] atstumy vektoriy x; €
1

X matrica su trupmeniniais laipsniy rodikliais, kur 0 < § < 1, ir F branduolio
matrica (2.1), kur ET -s # 1. Tada AGL salyginio vidurkio ir salyginés
dispersijos reiksmes, kai x € R¢, apskai¢iuojamos taip:

~ (1-ET-F71.f) (3.16)
y(x>=YT-F1-(f+E- TR )T
—yT.pq1.  a-ETANa)
=Y -4 (a+E ET-A-1.E )’

) (1—ET-F1.f)? (3.17)
,Bz(x)=.32'(v—fT'F1'f+ ET .F-1.F >=
, _ (1-ET-A7"-a)?
=ﬁ2-<aT-A1-a— ET.A-1.F )’

&ia f, a ir, yra TEAM ir branduolio matricos blokai (2.22), 32 yra didZiausio
tikétinumo jvertis (3.9).
Irodymas. Gauta salyginio tikétinumo israiska (3.12), apibrézta per
kovariacijy matricg (3.7), remiantis Jones (2001).

Perrasykime (3.12) iSraiska taip:

_yT. 1 _ FUEET-FYY FLE (3.18)
y(x) - Y <(F ET,F—l.E ) f + ET,[:—I.E)'

Pagal (2.25) ir (2.25) israiskas ir atlike veiksmus, gauname lygybe:
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f=As—a-(1-s)+E-((1-2-s)-a"-s—s"-A-s). (319)

Taip pat pagal (2.28), (2.34), (2.36), (2.37) ir (3.19) israiskas, nesunkiai galime
jrodyti, kad:

F_l_F‘1~E~ET-F‘1 e ET.F1 _ (3.20)
ET-F1.E ET - F1.E

A1 E-ET.A71 1 ,
= W—A c(A-s—a-(1-s5")|+q=
(A E-a-s) g ATUEET AT e ~
S\ )t ey ) s s

A‘1~E~ET-A‘1)
ET.A1.E

Taigi matome, kad (3.20) iSraiskoje gautas rezultatas yra lygus (3.16)
formulés desinei pusei.

Salyginés dispersijos israiska (3.17), apibrézta per kovariacijy matrica
(3.10), taip pat taikyta pagal Jones (2001).

Perrasykime (3.13) tokiu budu:

B2 = 7 (v—f7- (F' - F‘IE—ETF*) F4 1-25T'F‘1~f)_ (3.21)

ET.F-1.E ET.F-1.E

Taigi pagal (3.16) gauname:

-F71.E.ET.F71 ET.-F1.f
fT. Fl_ . +—=
ET-F~1.E ET-F~1.E

T, 2-1 -1.p.gT. 41
:<EA +ar,(A-1_u)>.f=31_32,

ET.A—1.E ET.-A—1.E

A LEET.A71

ET-A~1.f B2 =47 - (W —A_l) f.

kur B1 = Taig

Toliau pagal (2.25) ir (2.30) iSraiskas uzraSome:

ET-A‘1-(A-s—a-(1—5’)+E~((1—2-5’)-aT'5—ST-A-s))
B1= ET-A1-E -

)+(1—2-s’)-aT-s—sT-A.

_ (-s")(1-ET-A"ta
- ET-A-1-E

Pagal pastarajg ir (2.26) formules uzraSome:

_ (1=s)(1-ET-a71a) (3.22)

T
v—Bl=s"-a
ET-A"1.E
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Tada pagal (2.25), (2.28), (2.30) ir (2.34) uzrasome:

B2 = (3.23)

A E —A’1>~(A-s—a~(1—s’)—E-(sT-A~s+s’-aT-s))=

ATE-ET-ATT
=aT~<W—A 1)'(14'5—(1'(1—5)):

L (AT E-(—s) AT ECET AT )
- ET-A1-E ET A1 -E a@=s59)=

_ (aT~A_1-E—(aT~A_1-E)2

, <A-1-E-ET-A-1
—gr. (B R A

ET-A-1.E +aT'A_1'a)'(1—S’)—aT~S.
Pagal (2.25), (2.28), (2.31) ir (2.32) gauname:

q" - f=q"-(S-A-s—s""E-a"-s—S-a-(1-5s") = (3.24)
=((q=-s5)"-A-s—s"a" s—(q=s5)"-a-(1-5"))=

1-ET-A1-a
=((aT+ET-—>'s-s’—s’-aT-s—

ET-A1-E
1-ET-A1-a
‘(“”ET'W)'“'“'S"“_S')>:
_£T.4-1.4)?
=(1—s’)-s’-<%—aTA‘l'a).

Taigi pagal (2.29), (3.22), (3.23) ir (3.24) gauname lygybe:

-F71.E.ET.F71 1-2ET . F1.f
v—fT [F'— . =
ET-F~1.E ET-F~1.E
_ _ _ T, _ T . g1, _ (1—ET'A_1'Cl)2
=v—-Bl1+B2+D—-q -f=a ‘A" -a———F—=5—"

kuri ir turéjo biti jrodyta.m
3.5. Kirigingo metodas

Sakykime, kad reikia prognozuoti atsako pavirsiaus y reik§me taske x €
RE, jeigu aibe X = (x1,%,,...,xg) stebéjimy, tarpusavyje nesikertanéiy
vektoriy x; ER?, 1<i<K, K>1, d>1, yra uzfiksuota ir atsako
pavir$iaus matavimo duomenys Y = (y;,¥,,...,vx)" taskuose X yra zinomi.
Tarkime, kad duomenys modeliuojami AGL su salyginiu vidurkiu (3.12) ir
kovariacijy matrica (3.10). Taigi, uzrasykime vektoriy Y kovariacijy matrica
B? - F vektoriy ¥ = (Y,y) kovariacijy matricoje §2 - F, &ia kovariacijy tarp
Y ir y vektorius yra B2 - f, o y dispersija yra v:
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B2-F=p2. (]P; 1;> (3.25)

Pagal bendraji krigingo modelj (zr. Jones (2001)) krigingo
ekstrapoliatorius yra apibréziamas tokiu biidu:

ya) =Y"-F1(f+E w) (3.26)

ET-F~1.E
0 jo salyginé dispersija yra:

IBZ(x) = BZ . (V —fT LF1 - f _|_(1_EE:‘F—F__11;C)Z) (3.27)

Cia dispersijos parametro didziausio tikétinumo jvertis yra:

(YT-F—l-E)Z) (3.28)

ET-F~L.E

p2 =1 (yT.p-1.y—
g = - (Y F~*-Y
Nagrinékime krigingo metoda, pagrijsta tikimybiniu duomeny modeliu,
gautu ankstesniame skyriuje.

3.5.1 teorema. Tarkime, duota aibé X = (xq,x5,...,Xg) skirtingy tasky
Xi, Xj € iRd, X * Xj, i :Fj, 1< l,] < K. AGL relkémlq tuose taskuose yVi =
Z(x;, w) vektoriy pazymékime Y = (y1, V2, ..., V).

s K
Tarkime, A= [((Xi — Xj)T . (Xi — Xj)) ] yra taékq X; € X, 0561
1

TEAM. Tada krigingo ekstrapoliatorius d¢l x € R¢ yra

_ (1-ET-a1.q) 3.29
y =y" a7 (et B EEE) (329
dispersija
5 - 1-£7-47"a)® 3.30
Bz(x)=[?2-(aT-A 1.a_ﬁ), ( )
¢ia dispersijos parametras
p2 _ (YTATVE o1 41 (3.31)
pP=f o Y AT Y,
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Krigingo ekstrapoliatorius (3.16) atitinka tiesinio ekstrapoliatoriaus
savybes ir gali biiti uzraSomas kaip y(x) = Y7 - u(x), ¢ia ekstrapoliatoriaus
svoriy funkcija yra tokia:

ux) = At ( +E- OET—)) (3.32)

ET-A~1.E

Pagal salyginés dispersijos (3.13) formulg galime apskai¢iuoti
ekstrapoliacijos tiksluma.
Kitas ekstrapoliatoriaus savybés nesunku isvesti i$ (3.32).

3.5.1 isvada. Svoriy funkcija (3.32) tenkina saglyga:
T u(x) =1.

Pavyzdys. Tegul aibé (2.1) yra simpleksas su K vir§tiniy, kuriy briauny ilgiai
lygtis r, o atsako funkcijos reikSmés simplekso virstinése yra y;, Vo, Vk-
Tarkime, § = 1. Tada atstumy matrica jgauna pavidalag: A =r-H, H =
[Hyll Hy=1i%j Hy=0,1<ij<K.

Nesunku pastebéti, kad atvirkstiné atstumy matrica yra:

1
T or(K-1)

Al—[AUl] i#j, A7 = —~1<ij <K

r(K 1y
Pagal (3.26) ir (3.27) gauname didziausio tikétinumo metodo
parametry jvercius:
= Z’ile f? = 2{21(?-—;7)2_
Taigi krigingo ekstrapoliatoriaus iSraiska galime uzrasyti:

f) - 4o

y) =a-Z50i— )

o dispersijos (3.27) israiska:

K K

B oK, 7). 23K Do) | k-1r?
:Bz(x)zﬁz'( {<=1Ti2(x)—( lK ) 27 EimT L2 r ,

gia T(x) = (14, T, 7)T, ;= |x; — x|, 1 <i <K, yra atstumai tarp
tasky x € RX ir simplekso virsaniy.
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3.6. ISsibarsciusiyjy daugiamaciy duomeny ekstrapoliavimas

Tarkime, duota aibé X = (x;,x,,...,xx) skirtingy tasky x;, x; € RY,
x; # xj, L # J, 1 <1i,j < K. Pazymékime Zinomy atsako funkcijos reikSmiy
tuose taskuose vektoriy Y = (¥1,Vs,...,Vx)T. Apibrézkime tiesinj
ekstrapoliatoriy y: R — R taip:

y(x) = YT - u(x), (3.33)
kur svorio funkcijos u: R4 — RK atitinka Sias savybes:
ET -u(x)=1,u;(x) =1,jeigux =x;,, 1 <i <K.

Sukurto  krigingo  ekstrapoliatoriaus  tikslumui  jvertinti  bei
ekstrapoliacijos efektyvumui pagrjsti pasirinktas Separdo ekstrapoliatorius.
Siy ekstrapoliatoriy skai¢iavimy rezultatai lyginti tarpusavyje (3.1 lentelé).

Gerai zinomas Separdo metodas apradytas (Shepard (1968)).
Ekstrapoliatoriaus iSraiska uzrasyta taip:

YT.w(x) . o , (3.34)
2(x) = Twin)’ if |xij—x|+0 Vi ,
Yi lf |xi_x|:01
kur svoriai pasirinkti taip:
— 1 1 1 3.35
w(x) = (IX1—x|5' |x2—XI5""'|xK—xI5)' (3.35)

Nesunku pastebéti, kad Separdo ekstrapoliatorius atitinka tiesinio
ekstrapoliatoriaus apibrézima.

3.7. Kompiuterinio modeliavimo rezultatai

Eksperimento pradzioje tikslo funkcijos elgesys ir rezultatai yra
nezinomi. Todél ekstrapoliatoriy skai¢iavimo tikslumui lyginti pasirinkome
literatliroje gerai zinomg testiniy funkcijy rinkinj. IS viso naudojome 6
skirtingy tipy funkcijas (Kwon (2015)). Pirmoji, vadinamoji Branino funkcija
(ketvirtos eilés daugianaris), parodo vyraujantj antros eilés trenda. Si funkcija
pasizymi ypa¢ sudétingu ir netiesiniu pavidalu. Antroji testiné funkcija
vadinama Kwono (Kwon (2015)), savo sudétyje turinti daugianares ir
trigonometrines funkcijas, parodanti pirmos eilés trenda. Rozenbroko funkcija
parodo tiek pirmos, tiek antros eilés trendus. Netiesiné Haupto funkcija yra
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sudaryta i$ trigonometriniy funkcijy. Visy funkcijy matematinés israiskos ir
apibrézimo sritys yra pateikiamos 1 lenteléje.

Lentelé 1. Testinés funkcijos ir jy apibrézimo sritys.

Testiné funkcija / Matematiné iSraiSka

Branino (3.36)
zrp(X,y) = (y —i—f;+5;x— 6)2 + 10(1 —é) cosx + 10,

x €[-5;10],y € [0;15].

Rozenbroko (3.37)

zpp(x,y) = 100(y — x3)? + (1 = x)?,
x € [-5;5],y € [-5;5].

Rastrigino (3.38)
zrr(x,¥) = 20 + x2 + y? — 10(cos( 2mx) + cos(2my)),
x € [-5.12;5.12], y € [-5.12;5.12].

Haupto (3.39)
zrr(x,y) = x sin(4x) + 1.1y sin(2y),
x €[0;4],y €[0;4].

Himmelblau (3.40)
zrr(0,y) = (2 +y — 1D + (x + 2 = 7)? + 0.1((x — 3)* + (y — 2)?),
x €[-5;10],y € [-5;10].

Kwono (3.41)
zrr(x,y) = x% 4+ x?cos(x) + y cos(y),
x €[1;2], y€e[15;3].

Visos funkcijos yra pavaizduotos 1 pav.

Rastrigino funkcija Haupto funkcija
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Himmelblau funkcija Kwono funkcija

1 pav. Testinés funkcijos.

Modelio parametrai $2 ir § yra jvertinti taikant didziausio tikétinumo
metodg (3.13) ir (3.15). Kompiuteriniu budu atlikti bandymai ir kiekvienai
testinei funkcijai savo apibrézimo srityje sugeneruota N=200 rinkiniy po
K=20 atsitiktinai gauty tasky.

Histogramos, vaizduojancios dispersijos vidurkj, pateiktos 2 pav.

Prognozavimo problema — parinkti tokj laipsnj &, kad gautume
tiksliausiag modelio reikSme. Todél apskaiCiuota optimali & reikSmé,
atsizvelgiant j (3.15).

Histogramos, vaizduojancios parametro & vidurkj, pateiktos 2 pav.
(K=20, N=200).

Dispersijos parametro 82 ir laipsnio parametro & skai¢iavimo rezultatai.

Lentelé 2. Dispersijos parametro B2 ir laipsnio parametro & skai¢iavimo rezultatai.

Testiné Parametro f? Parametro §? Parametro = Parametro §
funkcija vidurkis standartinis 6 vidurkis | standartinis
nuokrypis nuokrypis

Branino 518,398 165,63 0,800 0,012
Kwono 0,406 0,049 0,769 0,025
Rozenbroko 5,249 - 107 1,859 - 107 0,697 0,026
Haupto 4,254 1,113 0,24 0,074
Rastrigino 87,856 26,691 0,427 0,098
Himmelblau 4,003 - 10° 1,357 - 10° 0,785 0,015
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Himmelblau
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2 pav. Dispersijos ir optimalaus laipsnio parametro skai¢iavimo rezultatg
atspindin¢ios histogramos (Frequency — daznis, Interval values — intervaly
reik§més).

Ekstrapoliacijos tikslumui lyginti buvo naudojamas paklaidos kriterijus
(Kwon (2015)), apibréztas taip:

(3.42)

— Zrgst Funcrion (6, Y))%,

TE(z(x,y)) = L2 (2(x,y)

2
TE (ZShepard (x, y)) = Z Z J(Zshepard (%, ¥) = zrest runcrion (%, J’)) .

Skai¢iavimo rezultatai pateikti 3 lenteléje, kai K=20, N=200.

Lentelé 3. Skai¢iavimo paklaidy rezultatai.

(3.43)

Testiné funkcija TE(z(x,y)) TE (Zshepard )
Branino 21,919 59,479
Kwono 0,123 0,877
Rozenbroko 8850 13310
Haupto 2,026 2,47
Rastrigino 12,432 13,425
Himmelblau 1061 2149

Gauso atsitiktiniy lauky sglyginis vidurkis naudojamas kaip efektyvus
o salyginé dispersija tinka iSmatuoti ekstrapoliacijos

ekstrapoliatorius,
paklaida.
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3.8. Pavirsiniy nuoteky filtry surogatinis modeliavimas

Pavirsiniy nuoteky filtrai yra viena i§ priemoniy sumazinti iSmetamy |
aplinka terSaly kiekj. Disertacijoje nagrin¢jamas filtravimo efektyvumas.
Taikant krigingo metoda su atstumy matricomis su trupmeniniais laipsniy
rodikliais, sukurtas metodas leidzia modeliuoti filtry uzpildy charakteristikas,
kai parenkami skirtingi filtro uzpildai per bandymus laboratorijoje.

Tarkime, x = (xq, X5, x3,x,)7 yra filtry uzpildy vektorius, kur x; —
kvarcinis smélis (QS), x, — akytasis betonas (SHAAC), x; — akmens vata
(SW), x,—bioanglis (BC). Pradinius filtro charakteristiky matavimo rezultatus
Zymésime: Yl.j, 1<i<m, 1<j<K,kurK =4-bandymy skaicius, m
— filtry charakteristiky skaicius.

Tarkime, kad Sios filtro charakteristikos apibiidina medziagy iSvalymo
efektyvuma. PavirSiniy nuoteky pagrindiniams ter§alams — suspenduotosioms
medziagoms (angl. Suspended Solids — SS), sunkiesiems metalams (cinkui
(Zn), kadmiui (Cd), variui (Cu), Svinui (Pb), biocheminio deguonies
suvartojimui — BDS5 (angl. Biochemical Oxygen Demand — BOD5), bendrajai
angliai (TC) ir azotui (TN) valyti suprojektuoti skirtingy uzpildy filtrai.

Filtry uzpildai:

1 — Kvarcinis smélis (100 %);

2 — Akytasis betonas (66,7 %) ir akmens vata (33,3 %);

3 — Akytasis betonas (33,3 %) ir bioanglis (66,7 %);

4 — Akytasis betonas (33,3 %), bioanglis (33,3 %) ir akmens vata (33,3
%).

Sudaryta bandymy matrica, kur filtry uzpildy proporcijos (%) yra:

1 0 0 0
0 0667 0 0333

0 0 0333 0667
0 0,333 0,333 0,333

Filtravimo charakteristiky matavimo matrica, kur Y = (Yt y2y3 yHr.

Lentelé 4. Medziagy iSvalymo efektyvumas, naudojant filtrus su skirtingais
uzpildais.

ISvalymo efektyvumas, %

Filtras | PB CD ZN CU TC TN SS BOD5
Yt Y? Y3 Y4 Y® Y® Y’ Y8
1 78,0 |551 |[94,7 |585 |273 411 |97,2 |421
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2 73,7 | 222 |572 |152 |383 |156 |941 |434
750 439 |771 | 205 |50,7 |173 |941 |58)9
4 773 | 473 |811 |288 432 |[199 |934 |604

w

Taikome krigingo metodg, kur atstumy matrica tarp matavimo tasky
uzraSoma:

A= [\/(xl,l - xj’1)2 + (xi‘z - x]“z)z + (xi’3 - x]"3)2 + (x,:'4 - xj’4)2
i,j=1

Taip pat pasirinkto ekstrapoliavimo tagko vektorius x = (xq, X, X3, X4)
iki bandymo tasky uzraSomas taip:

K

Ti(x) = \[(Xm - x1)2 + (Xi,z - xz)z + (Xi,s - x3)2 + (Xi,4 - x4)2.

Pagal nagrinéjamg modelj (Pozniak (2017)) ekstrapoliuojama verté
paskirstoma paprastai su vidurkiu, apskaic¢iuojamu pagal formule (3.26) ir
dispersija (3.27) ir (3.28).

I$valymo efektyvumo vizualizavimas (%), naudojant pasitlyta krigingo
metoda, pateiktas skaiciais 3 pav. Buvo tiriami du atvejai: kai filtras iki pusés
uzpildytas kvarciniu sméliu (@S = 0,5) ir be kvarcinio smélio uzpildo (QS =
0).

Q5=0 S =0,5

Varis (Cu)

SHAAC
SHAAC

0.5
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QS=0 QS =0,5

Cinkas (Zn)

&) @)
< <
5 5
Kadmis (Cd)
:
8}
3 5
Svinas (Pb)
Q
< 3
T
2 5
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QS =05

QS =0

BODs

JOVVHS

OVVHS

OVVHS

IOVVHS
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QS =0 QS =05

SHAAC
SHAAC

02

0.6 LIE:] 1 . 02 . . 0.5

SW SW

3 pav. Cu, Pb, Zn, Cd, TN, TC, SS, BODS5 isvalymo efektyvumas (%), kai duotos
tokios uzpildy proporcijos (BC=1-QS-SHAAC-SW).

Sukurtas ekstrapoliatorius pritaikytas maksimizuoti charakteristikas,
taikant Monte Karlo metoda (1000 bandymy).

Lentelé 5. Maksimizavimo rezultatai.

Filtry uZpildai Krit. | CU ZN CD PB TC TN SS
Yt Y? Y3 & ys ye Y7
Kvarcinis smélis X1 0 0,03 006 :003 045 :003 0
Akytasis Xy 0 0,02 009 004 05 0,02 0,03
betonas
Akmens vata X3 0,05 :003 {003 002 :004 @ 002 0,03
Bioanglis Xy 09 :092 :08 091 :001 093 094
Ekstrapoliavimo | % 55,95 : 92,48 | 51,88 @ 77,73 : 48,01 | 39,18 @ 96,93
rezultatas

3.9. Skyriaus isvados

1) Sukurtas ir iStirtas daugiamaciy duomeny modelis atsitiktiniais
Gauso laukais, kuriy kovariacijy matrica apraSoma TEAM branduolio
matrica.

2) Remiantis Siuo modeliu, sukurtas krigingo algoritmas, pritaikytas
iSsibarsCiusiesiems daugiamaciams duomenims ekstrapoliuoti.

3) Sukurtas modelis priklauso nuo keliy parametry, kuriy jverciai
paprastai nustatomi didziausio tikétinumo metodu.

4) Kompiuterinio modeliavimo rezultatai parodé, kad sukurtas
ekstrapoliavimo metodas yra pranasesnis uz Separdo ekstrapoliatoriy.
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4.  DAUGIAEKSTREMALINIU UZDAVINIU SPRENDIMAS

Siame skyriuje nagrinéjamas daugiackstremaliniy funkcijy Bajeso
optimizavimo metodas, kuriame kaip optimizuojamos funkcijos modelis yra
pasirinktas atsitiktinis Gauso laukas su kovariacijy matrica, iSreiSkiama per
TEAM branduolio matrica.

4.1. Optimizavimo uzdavinio formuluoté

Bajeso optimizavimo metodas realizuoja globalaus optimizavimo
,juodosios dézés™ strategija, nereikalaujancig skai¢iuoti i$vestiniy (Mockus
(1989)). Kadangi tikslo funkcijos reik§més optimizavimo taSkuose i§ anksto
yra nezinomos, Bajeso strategija modeliuoja ty reikSmiy seka kaip Gauso
lauko realizacijg ir planuoja paieska pagal salyging informacija apie funkcijos
reikSmes ankstesniuose zZingsniuose. Apskai¢iavus naujas funkcijos reikSmes,
si informacija yra naudojama kito zingsnio taskui apskaiCiuoti. Procesas
stabdomas, jeigu iSpildoma i§ anksto nustatyta stabdymo salyga.
Paprasc¢iausiu atveju optimizavimo Zzingsniy skaiius yra parenkamas i$
anksto. Optimizavimo zingsnio efektyvumui vertinti naudojami jvairts
kriterijai. Realizuojant Bajeso metoda reikia atsizvelgti j kompiuterio laiko ir
atminties sgnaudas. Bajeso metodg tikslinga taikyti, jeigu tikslo funkcijos
apskaiciavimas susijes su didelémis sanaudomis.

Tegul optimizuojama funkcija f(x), ¢ia x € D c R¢. Daroma
prielaida, kad f(x) yra tolydi, 0 D — kompaktas. Konstruojant Bajeso
optimizavimo metodg daroma prielaida, kad optimizuojama funkcija yra
atsitiktinio lauko realizacija. Taigi sakykime, kad tikslo funkcija f(x) =
f(x, w) priklauso nuo atsitiktinio scenarijaus i§ tam tikros tikimybinés erdvés:
w € (n,X,P).

Tegul sprendziamas minimizavimo uzdavinys:

X, w) = min
f(x, @) - min,

¢ia D € RN yra leistinoji aibé.

Nagrinékime iteracinj optimizavimo metoda, kur kiekvienoje iteracijoje
yra parenkamas optimizavimo taskas ir apskaiciuojama jo tikslo funkcijos
reik§mé. Tegul po k iteracijy yra zinoma optimizavimo tasky seka

Xk = (xtx2,x3,..,x%), (4.1)
kuriuose yra apskaiciuotos funkcijos reikSmés
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Yk = (y1'y2'y3'”'yk), (4.2)

gia yk =f(x*) = f(x*,w), x¥ €D, yra atsitiktinio lauko
realizacija tagke x*.
Pazymékime:
Xk = (xk1,xK), (4.3)
Yk = (Y1, o). (4.4)

Taigi kiekvienas optimizavimo taskas yra jau atlikty zingsniy rezultaty
funkcija:

xk+1 = bk+1(Xk, Yk), (45)
o optimizuojamos funkcijos reikSmé yra atsitiktinio lauko realizacija:
yk+1 = f(xk+1, a)). (4.6)

Tegul atsitiktinio lauko realizacijy seka, kai zinomi k tasky, yra
aprasoma tankio funkcija

Py (Y5). (4.7)

Kartais tai gali buiti daugiamatis Gauso tankis su parametrais (3.1) ir
(3.2).

Tegul reikia atlikti K optimizavimo zingsniy. Funkcijy seka b =
(b1, by (X, YY), .., b (X%71,YK1)),  nustatanti  kiekvieno  zingsnio
priklausomybe (4.3) nuo jau atlikty zingsniy rezultaty, yra vadinama
optimizavimo metodu.

Optimizavimo proceso kokybei vertinti reikia pasirinkti naudingumo
funkcija W (f,b). Dazniausiai §i funkcija priklauso nuo optimizavimo
zingsniy rezultaty:

Y(f,b) = P(YK X)) =w(yk-1,yk; Xkt xk), (4.8)

Tegul naudingumo funkcija tenkina Sias salygas:
A. Egzistuoja tikétina reik§mé: |[E¥ (f, b)| < oo.
B. Funkcija ¥ (Y*~1,y*; x*=1, x*) pagal kintamuosius y* yra iskila:
YKLyl a+yk-1-a); XL x> a-
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YRyl XL xk) + (1 —a) - w(YHt, yg s X1, x),
Va, 0<a < 1.
C. Funkcija ¥ (f, b) tenkina Lipsico salyga:
|P(YELyl s Xt xk) —w (YRt yk s X k)| < L ||y — ok |-
D. Funkcija ¥ (f, b) yra monotoniskai didéjanti:
YK=Ly Xk1 xk) < w(YK-1,yk  xko1 xk), yk < yk.
Minétas salygas tenkina minimizavimo proceso naudingumo funkcijos,
daznai taikomos optimizavimo teorijoje:

Y(f,b) = min(y',y%,..,y%), (4.9)
Y(f,b) = min(0,min(yt,y?, ..,y 1) — y¥), (4.10)
¥(f,b) =
= —(—=min(0,min(y%, 2.,y —y¥)?, p > 0. (4.11)

Bajeso optimizavimo metodas turi biiti sudarytas taip, kad bity
minimizuojama tikétina naudingumo funkcijos reik§Smé paskutiniosios
iteracijos taske xX, priklausomai nuo ankstesniy zingsniy rezultaty:

E¥(f,b) - mX}{n (4.12)

4.2. Rekursyviné lygéiy sistema

Irodysime, kad Bajeso metodas tenkina rekursyviniy lygéiy sistema.
Pazymékime salyginio tikimybinio tankio funkcijas:

klvk-1y _ _ Pxk(YS) (Y (4.13)
P (VYY) = s = S Sk = 230K
Pazymékime
U (YK XK) = w(vK-1, K, xK-1 5K, (4.14)
Uk(Yk;Xk,Xk+1) — E(Uk+1(yk,yk+1 ;Xk,xk+1)|Yk) — (415)

— fyk+1 Uk+1(Yk,yk+1 ;Xk,xk+1) . pXk_lrxk(yk+1|Yk)dyk+1’

gia Up(Y®; X% x**1) yra tikétina funkcijos U, (Y, y*+1; X% xk+1
k y ] k

k+1

reikSmé taske x su salyga, kad ankstesniy k Zingsniy rezultatai buvo Y*,

k=12,..,K-1.

4.2.1 teorema. Tegul naudingumo funkcija tenkina sglygas A-D. Bajeso
optimizavimo metodas tenkina rekursyviniy lygciy sistema:

50



U (Y51 = min B, (W (Y51, y )|y ED), (4.16)
xhe
Up(Y¥) = mngExkﬂ(Uk+1(yk,y’<+1)|yk),k =12,.,K—1. (417
X

Irodymas. Pagal kartotiniy salyginiy skirstiniy savybés galima gauti, kad

E¥(f,b) = E¥(YX) = (4.18)
=f P(YE)  py(YK)dYX =
YKeRK

- f ( f WrK-1, kY. pXK<yK|YK-1>dyK)
yk-1emk-1 \JyKeg

Pk (Y1) dy K1 =

B fx B POy - paea (VDAY =
YR-1eRR-

= Exl(Exz(...ExK(W(YK:l,yK)|YK-1)|... [Y2)[y1).

Gauname, kad optimalus metodas paskutiniame zingsnyje turi
minimizuoti Sitokj integrala:

(4.19)
xkeD

Xaoe = arg min f PR YR - pyk XY KD dy K,
yKeR

Panasiai gauname, kad k + 1-0j0 Zingsnio taSkas turi tenkinti sglyga:

. 4.20
x§p+tl =arg xmigu f o Uk+1(Yk,yk+1) (4.20)
y

Dk gl (y*+1|yk)dyk+1,
ciak =0,1,..,K — 2. Teoremos teiginys seka pagal indukcijg. m

4.2.1 i§vada. Funkcijos Uk(Yk), k =1,..,K tenkina sglygas A ir D.

Funkecijy Uk(Yk) apréztumas seka i$ salygos A dél funkcijos ¥ ir
iSraisky (4.18). Funkcijy monotoninis maz¢jimas ir iskilumas seka i$ funkcijos
¥ monotoniskumo ir iskilumo.

DaZniausiai Sios lyg€iy sistemos sprendimas yra labai sudétingas
uzdavinys, todél panagrinésime supaprastintg apytikrj S$ios sistemos
sprendima. Tegul nagrinéjama naudingumo funkcija (4.9).

Todél pritaikysime aproksimacija:
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U (X%, Y*) = min(y*, ;). (4.21)

Reikia atkreipti démesj, kad $i aproksimacija tenkina salygas A-D.
Tokiu atveju Bajeso metodo sudarymas atskiriamas j K nepriklausomy
optimizavimo uzdaviniy:

(4.22)

X = arges | min(rh,yE o) pORTIYE XY,
yk+1em

4.3. Vienazingsniai Bajeso optimizavimo metodai

Panagrinésime du vienazingsnio Bajeso optimizavimo metodo
variantus. Sio metodo pirmo varianto kiekviename Zingsnyje optimizavimo
taskas yra parenkamas, sprendziant uzdavinj:

x¥*1 = arg min E kei(min(y*** —min(Y*),0)|v¥), (4.23)

xk+leD

k=12,..,K-1.

Pritaikykime optimizuojamos funkcijos reik§méms modeliuoti
atsitiktinj Gauso laukg, kurio parametrai apraSomi TEAM. Gauso lauko
salyginio tikimybinio tankio taske x***, funkcija yra:

(YEH 1oy ekt D))’ (4.24)
Z'Bi'ﬁi(xk-'-i)

Pxk+1 (yk+1|Y") = e\/z_ﬂ'[?k'ﬁk(xkﬂ) )

Cia sglyginis vidurkis ir saglyginé dispersija apskai¢iuojami su sglyga, kad
taSkuose (4.1) yra apskaiciuotas funkcijos reikSmiy vektorius (4.2):

T, g=1. k+1
Ve Kty = vT - Axt (ak+1 +E,- (1—E," - Agt-akt )) (4.25)

Eg - Ag' - Ey
(1 —EL - ARt - akth)? (4.26)
Ei - Agt - E

2 _xk+1|5

BRGE) = afyy - At - ak

. 5
dia ak*tl = (|x1 — xk+1

vektoriy X* TEAM.
Pazymékime

Y T
x""—x"+1|) , A, yra

;|
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2
1 x -z (4.27)
d(x) = = J e zdz.
Po tam tikry pertvarkymy galima jsitikinti, kad
E ks (min(y*** — min(Y*),0) |Y*) = (4.28)
_(z—y(x"“))z
1) e z.BZ.BZ(xk+1)
:f min(z—Yf‘,O)- - dz =
o min V2m- - ﬁ(xk+1)
_(Z_y(xk+1))2
_ Yk k e 2~E2»B2(xk+1) _ Kl
_ffén(z—gin)'WdZ—R(x )
Pastargjq iSraiSka galima pertvarkyti j §j pavidala:
P (row) (429
Rx = X—YK fBB(x)e_d — . X)) ——— =
@ = -y) | P e =B p)
2
(xE-y)
(- ) o B D) g gy £ IO
P i)\ B BGO Vir
YK —y(x) 22 YK —y(x)
an t e—T min
=— [ prw [ =dzdt=— [ FF0 ®(2)dt.

4-6 pav. yra pavaizduoti: sglyginio vidurkio, salyginés dispersijos ir tikétinos
naudingumo funkcijos pavir$iai, kai K = 5, testiné funkcija

Gx,y)=/(x—6)2+(y—6)2,0<xy < 10. (4.30)
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a 2 4 G ] 10

4 pav. Salyginis vidurkis (ekstrapoliatorius).

2 4 [
5 pav. Dispersija.

1] 2 4 [ g 10

6 pav. Tikétinos naudingumo funkcijos reik§meés.
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Pagal lygciy (4.18) aproksimacija (4.21) galima sukonstruoti dar vieng
vienazingsnj Bajeso optimizavimo metodg.

Teiginys. Konstantos c;, aproksimacijoje (4.21) tenkina salygas (Mockus
(1989)):
%k (4.31)
1= 0,cper = - (1= @(cp)) — % k=01,..

Pastebésime, kad limc, = —oo, limcyy4q — ¢, = 0.
k—co k—oco
Tad galima sukonstruoti tokj vienazingsnj Bajeso optimizavimo metoda:

Xt = arg xmyelD E k1 (min(y**t —min(Y*), ¢ ) [Y¥),  (4.32)

k=12,..,,K-1.

Atitinkamai gausime:

K 2
/ (YK -y 2 _(rﬁin_y (X))
3 @) ~Yaiin mm( B-6C) 'C") z 2Bz
R(X) = —B . ﬁ(x) + | max (}/;W,—Ck) . f—oo 'eﬁdZ +ET . (433)

4.4. Bajeso optimizavimo algoritmas

Taikant Bajeso optimizavimo algoritmg daugiausia skai¢iavimo laiko
yra sueikvojama TEAM atvirkstinei matricai rasti. Dazniausiai Sios matricos
apskaiciavimas reikalauja kubinés eilés operacijy skaiCiaus priklausomai nuo
matricos dydzio.

Apskaiciuojant atsitiktinio lauko sglyginius vidurkj ir dispersija galima
pritaikyti rekurentines TEAM apvertimo formules:

L 41 A~ taal A7t A™la
A a aT-A1.a al-A1.a
T = . . (4.34)
a 0 al-A~1 1
aT-A—1.q aT-A—1.q

Sio algoritmo sudétingumas yra kvadratinis ir todél jo taikymas leidzia
efektyviau realizuoti Bajeso algoritma. Nuostoliy funkcijoms (4.29) ir (4.33)
optimizuoti galima pritaikyti gradientinius daugkartinio nusileidimo metodus
(Pardalos (1987)) pagal pateikiamas zemiau Siy funkcijy diferencijavimo
iSraiSkas. Pertvarke gauname, kad:
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(3K -ye)

A0 = 6R(x) ay(x)_aﬁz(x)_i_e 22 R @) (4.35)
- ox B(x) X !
¢ia aﬁ (x) % k+1 +FE (1- Ek Ak L k+1)
k' TET ALY E, )
+1
9a 25("5 53,13 <k l<s<d
6xis |x‘ xk+1|

Taigi galima sudaryti tokj Bajeso optimizavimo algoritma:

1)
2)
3)
4)
5)

6)
7)

Pradiniy tasky parinkimas.

Pradiniy tasky atvirkstinés TEAM apskaiciavimas.

AGL dispersijos apskai¢iavimas.

Tikétino naudingumo funkcijos artinio radimas Monte Karlo metodu.
Tikétino naudingumo funkcijos optimizavimas lokalaus nusileidimo
metodu pagal 4 Zingsnyje rastg artinj.

TEAM atvirkstinis perskai¢iavimas taikant formules (2.7).

Jei tenkinama stabdymo sglyga, optimizavimas Bajeso metodu yra
stabdomas, priesingu atveju kartojami zingsniai 4—7.
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4.5. Kompiuterinio modeliavimo rezultatai

Sukurty Bajeso algoritmy efektyvumas buvo tiriamas kompiuterinio
modeliavimo btidu Monte Karlo metodu. Buvo istirtos testiné funkcija (4.30),
Branino ir Rastrigino funkcijos. 7-9 pav. pateiktos testiniy funkcijy
optimizavimo Bajeso metodu (BM) suvidurkintos konvergavimo kreivés.
Palyginti pateiktos konvergavimo kreivés, gautos paprastuoju Monte Karlo
metodu (MKM) ir Modeliuojamo atkaitinimo (angl. Simulated Annealing)
metodu (MAM). Buvo atlikti kompiuteriniai eksperimentai, taikant sudaryta
Bajeso optimizavimo metoda kelioms testinéms funkcijoms. Paveiksluose
pateikti sukurto metodo efektyvumo lyginimai su paprasta Monte Karlo
paieskos ir Modeliuojamojo atkaitinimo metodo efektyvumu.

10

1 \0
0 0

0.1

[ERN

0.01

0.001

s BIV] s VKM MAM

7 pav. Testinés funkcijos (4.30) optimizavimo BM, MK ir MAM suvidurkintos
konvergavimo kreivés.
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100

10

1 10 100

BM MKM MAM

8 pav. Rastrigino testinés funkcijos (3.38) optimizavimo BM, MK ir MAM
suvidurkintos konvergavimo kreivés.

100

10

0.1

BM MAM McC

9 pav. Branino testinés funkcijos (3.36) optimizavimo BM, MK ir MAM
suvidurkintos konvergavimo kreivés.

Kompiuterinio modeliavimo rezultatai rodo, kad Bajeso metodas yra
efektyvesnis uz zinomus daugiaekstremaliniy uzdaviniy sprendimo metodus.
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1)

2)
3)

4)
5)

4.6. Skyriaus iSvados

Siame skyriuje sudarytas Bajeso daugiackstremaliniy uzdaviniy
sprendimo metodas, taikantis AGL modelj.

Parodyta, kad Sis metodas tenkina rekursyviniy lygciy sistema.
Pasiiilytas supaprastintas rekursyviniy lygciy sprendimo metodas,
pritaikytas Bajeso optimizavimo metodui sudaryti.

Sudarytas vienazingsnis Bajeso optimizavimo metodas.

Sukurti metodai palyginti su kitais zinomais globalaus
optimizavimo metodais kompiuterinio modeliavimo btdu.
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5. EKSTREMALINIYU EKSPERIMENTU SERIJU
PLANAVIMO METODAS

Daugelis inZineriniy planavimo uzdaviniy yra susij¢ su eksperimentais,
kuriuose konstruojamos tikslo funkcijos, priklausanc¢ios nuo jvairiy
kintamyjy. Panagrinésime Bajeso eksperimenty planavimo metoda, kurio
teorinj tikimybinj pagrinda galima pritaikyti eksperimenty planavimo
strategijoms sudaryti. Metodas pagristas eksperimento metu gauty steb&jimy /
duomeny naudojimu. Tai leidZzia jtraukti { modelj i§ anksto zinoma informacija
apie parametrus, kuriuos reikia nustatyti ir jvertinti steb&jimy neapibréztumus.

Bajeso eksperimenty planavimo metodas leidzia optimaliai priimti
sprendimus, esant neapibréztumui. Eksperimenty planavimo tikslo funkcija
yra tikétinas eksperimento naudingumas, kurj siekiama padidinti kiek
jmanoma (Forrester (2009), Kwon (2015)). Naudingumas daZniausiai
apibréziamas per eksperimento naudingumo funkcijg (zr. 5.3 skyrelj),
analogiska taikomai daugiaekstremaliniy uzdaviniy sprendimo Bajeso
metoduose (4 skyrius). Si funkcija taip pat gali biiti parenkama, atsizvelgiant
ir | eksperimento vykdymo finansines islaidas.

Bajeso eksperimenty planavimo metodai gali biiti interpretuojami
surogatinio modeliavimo, leidzianc¢io nagrinéti procesus, kurie gali biti
stebimi tik i dalies, pozitriu. Tad nestebima proceso dalis yra modeliuojama
surogatiniu modeliu, sukurtu pagal proceso stebéjimo rezultatus. Surogatiniu
modeliavimu paremtu optimizavimu pradinis surogatas yra sukonstruotas
naudojant tam tikrg turimg fizikiniy arba kompiuteriniy eksperimenty kiekj.
Paskesni eksperimentai atliekami pritaikant surogatinius modelius jiems
prognozuoti. Krigingas yra daznai taikomas surogatinio modeliavimo
metodas.

Paprastai eksperimento planavimo procesas vyksta taip:

1) atrenkami pradiniai duomenys (atliekant eksperimentus ir / ar

simuliacijas);

2) sukuriamas surogatinis modelis;

3) parengiamas eksperimento planas, taikant surogatinj modelj

tikétinai eksperimento naudingumo funkcijai optimizuoti;

4) atliekama suplanuota serija ir pradiniai duomenys papildomi

atliktos serijos rezultatais;

5) kartojami 24  zingsniai, kol baigiasi iStekliai,  skirti

eksperimentams, arba pasiekiami rezultatai, kuriuos galima laikyti
optimaliais.
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Atsizvelgiant | naudojamo surogato tipg ir problemos sudétinguma,
procesas gali apimti ir lokalyjj arba globalyjj optimizavima arba galbut apsieiti
visai be jo.

5.1. Atsitiktiniy Gauso lauky taikymas eksperimentams planuoti

Atsitiktiniai Gauso laukai placiai pritaikomi eksperimenty duomeny
tikimybiniam modeliavimui. Daroma prielaida, kad eksperimento, aprasomo
parametry rinkiniu x, rezultatas yra lygus f(x, w), ¢ia f(x,w) yra AGL
realizacija, apraSyta antrame skyriuje.

Sakykime, duota atsitiktin¢ imtis X = (X X ), kurios poaibj X sudaro N
vektoriy, kuriuose yra atlikti fizikiniai eksperimentai, kompiuterinis
modeliavimas ir pan. bei gautos atsako pavirsiaus reik§meés, o poaibj X =
(XN+1)XN42,+++»Xg) sudaro vektoriai, kuriuose turi biti prognozuojamos
atsako, modeliuojamo atsitiktiniu lauku, reikimés, ¢ia x; € R, 1 <i <K,
d > 1. Pazymékime atsako funkcijos reik§miy aibe Y = (y1, v, ..., y)7,
0 < N < K, apskaiCiuota aibés X taskams. Pazymékime Euklido atstumy
laipsniy & tarp aibés X vektoriy K x K matrica A = [(|xi - xj|)6]f,
Ga0<8<1,|x—x|=(x —xj)T - (x; — xj).

Kadangi veiksmai su TEAM daugiamaciu ir vienamaciu atveju turi tam
tikry skirtumy, toliau pateikiamos israiSkos veiksmams su TEAM atlikti, kai
AGL prognozuojamas keliuose taSkuose, taip pat israiskoms, gautoms
antrame skyriuje ir skirtoms prognozuoti AGL reik§mes tik viename taske.

Suskaidykime vektorius §7 = (sT, oT), ET = (ET, &€T), uzrasykime
atinkamy matmeny blokines matricas:

el el el

Pazymékime I ir [ kaip N X N ir K x K matmeny vienetines matricas. Tada
galima iSreiksti:

S=I-E-sT,d=I-¢-0",c=-E-o", g=—s-¢'. (5.2)
Tegul vektorius § tenkina salyga:

ET -s+el-0=1. (5.3)
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Pritaikius blokiniy matricy (5.1) daugybos taisykles galima gauti iSraiskas,
analogiskas:

F=E-oc"-a"-ST+S-a-0-ET-S-A-ST—E-6"-n-0-E", (5.4)
f=E-0-a"-g+S-A-g—S-a-d"—E-o-n-d", (5.5)
v=e-sT-a-d"+d-a"-s-e"—d-n-d" —e-sT-A-s-¢". (5.6)

Pazymékime b = a - . Atkreipkime démesj, kad kai kurios matricos
operacijos su TEAM priklauso nuo vektoriaus s pasirinkimo. Kita teorema yra
skirta atvirkstinei (5.4) matricai rasti, analogiska teoremai (3.2.3)

5.1.1 teorema. Tegul A =

s1K
((xi — xj)T . (Xi — xj)) ] yra vektoriy x; € RE
1

TEAM, x; #x;,i #j,1<i,j<K,0<8<1,d>1,¢aET - §=1iro #
0. Tada branduolio matricos pagrindinio minoro blokingje dekompozijoje
(5.1) atvirkstiné matrica yra:

1= g1 AVEETAT  qq” (5.7)
F'=M=-A4"+ T aig o
éia:
— -1, ole—ET-A1D (5.8)
q=s+A (b +E Taig )

(5.9)

_ (GT~£—ET-A‘1-b)2
- ET-A-1.E

D —bT-At-b+0T-n-0.
Jrodymas. 13 teoremos 2.4.1 iSplaukia, kad vektoriy rinkinio X TEAM yra
neissigimusi, t. V. |A| # 0. Vadinasi, jos pagrindinio minoro atvirkstiné
matrica taip pat neissigimusi.

Pagal (5.3) galima uzrasyti:

ET.q=1. (5.10)
Remiantis pastaraja formule:

ET-A1-E -

JT~£—ET~A_1~b)
ET-A~1.E

ST'q=(I_S'ET)'<S+A‘1.<b+E_O-T'£_ET'A_1'b>> (5.11)

=4 (b+E-

Taigi pagal (5.7), (5.10) ir (5.11) bei atlikus veiksmus galima gauti:
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Fqq" (5.12)

(E-o"-a" S"+S a0 E"-S-AS"-E- 0" n-0-E)-q-q" _

ET A 1.E ET. A 1T.E

D
Y _FT . p-1. T.o_ T .p-1.
(“T.Aq.(bw.w)_5.(5.w)_5.ar.n.a).qr
. _

pT-a~1.E(cT e-ET-a"1.p T.e_gT.o-1.
(E'<bT~A_1~bi ( ) —E-oT.eZ5 E_ A" b E-a'T-n-a' -qT

_ ET.A—1.E ET.A—1.E _
= . _
=E-q"=E-sT+E-bT-A'+E-ET e R
ET.A-1E
Kita vertus,
g A E-ET AT 1) = (5.13)
ET-A1-E
ir todél pagal (5.2) galima parodyti, kad
A1 . E-ET. A1 (5.14)
Y e o B .
F ( ET .A—l -E A )
A"1-E-ET.ATY
= (E'UT'aT_(I—E’ST)’A)‘<W—A 1) =
bT-A"1.E.ET. A1
=<E’< ET-A1.E _bT‘A_1>—(1—E'ST)

E-ET.A1
\grarg 1))~

bT-A"vE—oTe)E-ET-A71 _
( ) —E- bT . A 1.

7 _f.cT
=I—-E-s" + AR

Tad sujungus (5.12) ir (5.14) galima jsitikinti, kad:

F-M=1.
Taigi teorema yra jrodyta. m

5.1.1 iSvada. Tarkime, kad A yra TEAM, F yra jos branduolio matrica,
apibrézta pagal (2.3). Tada yra tenkinama tokia lygybé blokinéms iSraiSkoms
(5.1):

F~LgET.F1 A~L.E-ET.471
e _A—l I

F~1— =
ET.-F-1.E ET-A—1.E

Remiantis (5.10) galima pastebéti, kad

63



g d (5.15)

ir todél:
ET.Fp1.p=21 (5.16)
D

Taigi 5.1.1 i8vada i$plaukia i§ dviejy pastaryjy israisky.
5.2. Atsako pavirSiaus prognozavimas

AGL prognoze tam tikro poaibio X tagkuose galima gauti pritaikius
AGL salyginius skirstinius, gautus su sglyga, kad yra zinomas reik§miy, gauty
i$ eksperimenty poaibyje X, vektorius Y = (y4, y2,...,ya)T.

5.2.1 teorema. Tegul poaibj X = (x4, X3,..., Xy ) sudaro N vektoriy, kuriuose
zinomos AGL realizacijos reikimés Y = (y1,¥,,...,¥y)T, 0 poaibj X =
(XN+1)XN42,+++»Xg) sudaro vektoriai, kuriuose turi bliti prognozuojamos
AGL reik$més, ¢iax; ERYE, N<K,1<i<K,d>1.

5
Pazymékime A = [((xl- - xj)T (= xj)>

RE x;#x,i#j,1<i,j<K,0<6<1,¢aET-§=1iro#0. Tada
salyginio vidurkio vektorius ir saglyginé AGL reik§miy poaibyje X kovariacijy

TEAM vektoriy x; €

matrica yra uzrasomi taip:

¢ (e"—E"-F'-f) (5.17)
—vyvT . -1, . _
yX)=Y"-F <f+E T
_ (eT—ET- 471 q)
=ra 1.(Q+E' ET-A"1.E ’
?) = (e—fT-F'E)-("—E"-F'-f)\ _ (5.18)
'B(X)_ﬁz'<v_fT.F1.f+ ET.F1.E )_
. —al A 1. E)- (T —ET.A1.
=ﬂ2.<aT.A_1'a_77_(£ . ET.)AEi.E a)>.

¢ia g, f, a, v ir n yra atitinkami TEAM ir branduolio matricos suskaidymo
(5.1) blokai, 0 82 yra didziausio tikétinumo metodo jvertis.
Irodymas. Perrasykime (5.17) pagal 5.1.1 i§vadg ir (5.8), (5.12), (5.13) bei

(5.14):
o ((, FE-ET-F F1.E ¢l
Y\ e ) e g T

A E-ET.A?
:YT~<<7—A4>~(S-A-g—E-s-aT-g—S-a-dT+E~s~n~dT)+q~£T>=

ET-A1-E
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ET A1 E

A E-(1-0T ¢ AL E-ET A7
=YT.<(<W_S>IET+<A1_W>'(a—a-a~§)>+q'€r>=

=y 4t (a4 B AT

AT1-E-ET-A7?
=YT~((——A‘1)~(A~g—a-dT)+q-£T>=

ET.A-1.F
¢ia
T T -1
_ = L0 e-E A ~b)
gq=s+A (b +E g )
g=-—s-¢’.

Dabar perrasykime (5.18) taip:

. FTl.E.ET.F71 el — e fT F L E—fT . F1.E.¢"
gy =p2-(v—fr-(F - - e e E-S ‘
ET.F l.E ETF 1‘E

=32.(n_fT.(%_A—l).}q_%_g.fr.q_qT.f.gT),
Clav=—-Wd-n-d'—e-sT-a-d"—d-a"-s-e"+e-sT-A-s5s-€")).m
5.3. Ekstremaliniy eksperimenty planavimo algoritmas

Pritaikysime skyreliy 5.1-5.2 eksperimenty serijoms planuoti. Tegul
yra atlikta N eksperimenty X, kuriuose yra Zinomos atsako funkcijos reik§més
Y. Eksperimenty serijos efektyvumas jvertinamas, kai jvedama naudingumo
funkcija. Tegul eksperimentais yra siekiama maksimizuoti rodiklj, kurio
matavimo pradinéje serijoje X rezultatai yra Y. Laikysime, kad atlikty
eksperimenty naudingumas yra proporcingas didZiausiai pasiektai reikSmei, t.
Y. Ymax = max(Y) (Mockus (1989), Carpio (2017)). Atliktos suplanuotos
eksperimenty serijos naudingumas bus max(Ymax Yn+1--» Vi), Cla
Yn+1,--» Yk Yra suplanuotos serijos realizavimo rezultatai, kurie planuojant
eksperimentg dar néra Zinomi ir modeliuojami AGL.

Tegul X = (Xy41,XN+2,---,Xg) yra suplanuota eksperimenty serija.
Pagal salyginio vidurkio vektoriaus ir salyginés kovariacijos matricos
iSraiskas galima gauti:

N — vT. 4-1. ET-ET A a) (5.19)
y(®) =vT-47 (a+ E-E52),
N p2. (T . pa-1. . _ (=al-a" E)("-ETA" ) (5.20)
B =p?-(a™ 47 a— e ).
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wiop2 _ 1 (rT.A~1.F)?
Gia T K ( ET-A"1-E
yra atstumy su trupmeniniais laipsniy rodikliais tarp X ir X matrica.

Pagal Sias iSraiSkas galime uzrasyti tikétino naudingumo funkcijos

reikSme:

—yT.A1. Y), A yra atliktos serijos X TEAM, 0 a

U(XA) = L{Lmax(ymaxvj)N+1v--:yK)p (?, }’(X),ﬁ()?)) dy = (521)

= Ymax + fm (max(j)NnLl" -;5/\1() - ymax) 14 (}7»}’()?),,3()?)) d?

ax(IN+1--YK)ZVmax

Kita teorema nustato btdg eksperimenty serijai  planuoti
maksimizuojantj tikéting serijos naudinguma.

5.3.1 teorema. Eksperimenty planavimo metodas, maksimizuojantis tikéting
eksperimento naudinguma, tenkina salyga:

=0.

ain(p(r.y(X).B(X))
E <max(max(yN+1,--,yK) — Ymax 0) - ( 9% ))

Irodymas. Pagal (5.21) galima gauti:

XAopt =arg m)?x fm (max(Pn41,-+» Ix) = Yimax) (522)

ax(IN+1-YK)ZYmax

In <p (17, y(X), ﬁ(X))) P (17, y()?), ,8()?)) dy.

Pastarojo uzdavinio optimalumo salyga galima perrasyti tokiu budu:

u(X) _
a8
ain(p(¥.(X),B(X) S
= f max(Yn+1,-+,Yk) = Ymax) * ( ( % )>P (Y' y(X)'ﬁ(X)) ndy =
max(YN+1,-YK)ZYmax
=F (max(max(}’zvﬂ, 0 YK) = Ymax 0) - M)'

Galima jsitikinti, kad teorema teisinga, prilyginus pastaraja israiska
nuliui.m

Panagrinékime atsitiktinj Gauso lauka, kurio salyginio tankio funkcija:

T

(700, 6(0) = @t I8 D] exp (~3- (7 =5(D) 57 (0)- (7-5(1) )
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Po tam tikry pertvarkymy galima uzraSyti tikétino naudingumo
funkcijos iSraiska:

F(£) =3 (ln(lﬁ(X)I) E(H(Y, Ynar)) + tr (EHY, Y)Y ¥ -7 (8)) + (5:23)

+y(R)" - () - ¥(R)- E(H(Yrymux))> —EHY, Ynar) - VT B7HX) - ¥(X),

Cia H(Yr ymax) = max(max(yN+1' . '!yK) — Ymax» 0)

Eksperimenty serijos planavimui realizuoti skaitmeniSkai galima
pritaikyti Monte Karlo metoda ir Imties Vidurkio Aproksimacijos (angl.
Sampling Average Approximation, Shapir (2013)) metoda.

Panagrinésime eksperimenty serijos planavimo algoritmg remiantis
formule (5.22). Tegul sugeneruota M dydzio daugiamacio Gauso skirstinio
N(y(X,),B(Xy)) imtis (Y1,Ys,..,Yy) . Tada galima uzrasyti Monte Karlo

jvercius:

S

Z (Y, Ymax)>

J

E(H(Y Ymax)) -

S |

(5.24)

E(H(Y ymax) Y) - ( ymax) ’ YJ

S |

M: IIME

( }’max) Y]T-

i

E(H(Y, ymax) Y- YT) =

[
Il
-

Gautos Monte Karlo aproksimacijos (5.24) jstatomos j i$raiSka (5.23),
kuri yra minimizuojama pagal X uzfiksavus imtj (¥;,Ys,..,Y). Gautas
minimizavimo rezultatas pazymimas X, ir perskai¢iuojami Monte Karlo
jverciai vél minimizuojant tikéting naudingumo funkcijos reikSme. Procesas
stabdomas, kai dviejy i§ eilés einaniy zingsniy minimizavimo rezultatai
skiriasi pakankamai mazai.
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5.4. Kompiuterinio modeliavimo rezultatai

Sukurtas eksperimenty planavimo metodas buvo tiriamas statistinio
modeliavimo btidu, sprendZziant testinius uzdavinius. Pasirinktos dvi testinés
funkcijos.

Pirmoji pasirinkta testiné funkcija:

Gx,y)=/(x—52%+(y—5)2,0<xy< 10. (5.25)

Stebéjimy skaicius buvo lygus N=10. Skai¢iavimy tikslumas buvo 107,

Sugeneruoty pradiniy tasky ir funkcijos reikSmiy matrica:

0,0126842 9,8850847
1,9332302 1,1907973
5,850061 0,0892266
3,503081 5,3166416
¥ = 8,2283773 6,0176413
1,74129  1,6624948
7,1049541 4,5078589
3,0398605 0,570559
09141127 7,8331917
1,4731341 5,1987616
1,545929 3,6984743
6,0756318 7,616284
Taip pat sugeneruota pradiné serija: X = | 0,6163341 7,7764243
1,3140974 4,8630338
4,8852246 7,4508873
Po atlikty 80 iteracijy gauti rezultatai, kurie pavaizduoti 10-12
paveiksléliuose.
0.02
0
-0.02
-0.04
-0.06
-0.08
-0.1
-0.12

10 pav. Tikétinumo funkcijos (5.21) reik§miy skirtumas iki ir po vieno
optimizavimo zingsnio
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0.3
095 m
0.2
0.15

o1 b

0.05

11 pav. Tikétinas naudingumo funkcijos (5.21) prieaugis po Kiekvieno
optimizavimo Zingsnio.

0.75
0.73 r S an0000p000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
0.71

0.69
0.67
0.65
0.63
0.61
0.59 l
0.57

0.55

12 pav. Naudingumo funkcijos (5.21) poky¢io tikimybe.

Atliekant tam tikrg zingsniy skaiciy, stebima, kaip kei¢iasi serijos X
reik§mé. Skaiciavimy rezultatai pateikti lenteléje 6.
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Lentelé 6. Tikslo funkcijos reik§Smés po tam tikro skaiCiaus Zingsniy.

pradinis taskas — po 9 zingsniy — po 19 zingsniy —
1,545929 3,6984743 1,024535 5,0835968 | 1,2273195 5,2137898
6,0756318 7,616284 | 49273927 5,5816735  4,9260508 5,5196514
0,6163341 7,7764243 | 0,7499555 7,5559737 | 1,1617642 7,533961
1,3140974 4,8630338 = 1,3816706 5,1894181 | 1,4514296  5,20356
4,8852246 7,4508873 : 4,3901086 5,0740604 @ 4,3950533 5,0994622
po 29 zingsniy — po 49 zingsniy — po 79 zingsniy —
1,3383761 5,1965779 @ 1,4374187 5,1898026 | 1,4384344 5,1922934
49136612 5,5255159 | 49101319 5,5414241 4,9101341 5,5414433
1,4747722 7,4630175 @ 1,7202134 6,7837714 | 1,7203127 6,782948
1,4687669 5,2007388 @ 1,4733495 5,1987896 : 1,4731365 5,1987613
4,4020133 5,0997947 | 4,4044542 5,1045358 @ 4,4044531 5,1045456

Tikslo funkcija apskai¢iuota atlikus 49 Zingsnius, gautus rezultatus
lyginame su pradinémis tikslo funkcijos reikSmémis:

Lentelé 7. Testinés funkcijos reik§més palyginimas su pradine reik§me su atlikus
suplanuotg eksperimenty serija

G(x),x€X G(x),x€X
3,565067 6,986573
0,547449 4,892954
3,731863 4,991803
3,535661 1,533754
0,608276 3,387226

4,667248
2,156409
4,844223
4,97363

3,535661

Matome, kad testinés funkcijos reik§mé lygi 0,547449 atlikus
suplanuotg serijg ir yra mazesné uz prading reikSme, lygia 1,533754.

Antroji pasirinkta Branino testiné funkcija (3.26). Stebéjimy skaicius
buvo lygus N=10. Skai¢iavimy tikslumas lygus 10,
Sugeneruoty pradiniy tasky ir funkcijos reikSmiy matrica:
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—4,9809737 14,8276271
—2,1001547 1,786196

3,7750915 0,13384

0,2546216  7,9749624
7,3425659 9,026462

—2,3880651 2,4937422
56574311  6,7617884
—0,4402092 0,8558385
—3,628831 11,7497876
—2,7902988 7,7981424

Taip pat sugeneruota pradiné serija:

—2,3928801 2,3030544
8,9313768 8,8327373
—4,7168674 9,0996378
—2,9724591 4,243987
59553589 8,5570762

)
Il

Atlikus 20 iteracijy gautas tikétino naudingumo funkcijos reikSmiy
skirtumas iki ir po optimizavimo (13 pav.). Taip pat gautas tikétinas
naudingumo funkcijos pokytis (15 pav.).

13 pav. Tikétinumo funkcijos (5.21) reik§miy skirtumas iki ir po optimizavimo.
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0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

14 pav. Naudingumo funkcijos pokycio tikimybé.

Pastebimas apskai¢iuotos naudingumo funkcijos pokyc¢io tikimybés
geréjimas (iki 90 proc.) (14 pav.).

14

12

10

15 pav. Tikétinas naudingumo funkcijos pokytis.
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Lentelé 8. Tikslo funkcijos reik§Smés po tam tikro skaiCiaus Zingsniy.

pradinis taSkas — po 20 zingsniy — po 50 zingsniy —
—2,3928801 2,3030544 : —2,3706771 2,3898698 : —2,3852208 2,4740399
8,9313768 8,8327373 10 0 10 0

—4,7168674 9,0996378 @ —6,628831 10,8819722 @ —6,628831 11,036896
—2,9724591 4,243987 : —4,0958158 11,7121699 : —3,6250789 11,7696718
59553589 8,5570762 i —2,5200974 11,0966479 : —3,9538942 10,535246

Testiné atsako funkcija (3.36) apskaiCiuota atlikus 50 (5.21)
optimizavimo zingsniy, gauti rezultatai lyginami su pradinémis tikslo
funkcijos reikSmémis:

Lentelé 9. Testinés funkcijos reik§més palyginimas su pradine reik§me su atlikus
suplanuotg eksperimenty serija.

Gx),xeX Gx),xeX
67,903937 17,542897
9,5037358 70,937274
141,77862 5,0565953
4,3301948 24,873072
17,226785 76,950058
67,582047
50,410535
53,083424
4,3976428
14,135277

Matome, kad testinés funkcijos reik§mé lygi 4,3301948 atlikus
suplanuotg serijg ir yra mazesné uz prading reikSme, lygia 4,3976428.

5.5. Nuoteky valymo filtry eksperimenty planavimas

Sukurtas algoritmas pritaikytas nuoteky valymo filtry eksperimentams
planuoti. Nuoteky valymo filtry eksperimentams planuoti remtasi pradiniy
tyrimy rezultatais. Antrame skyriuje apraSyta bandymy matrica, kur filtry
uzpildy proporcijos:

1 0 0 0
0 0,667 0 0,333
0 0 0,333 0,667

0 0,333 0,333 0,333
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Bandymas buvo atliekamas su bendrosios anglies (TC) isvalymo
duomenimis:

27.26
. 38.33
™ 150.67

43.18

Po skai¢iavimy gautas naujas eksperimenty serijos planas bendrosios
anglies tarSalui valyti:

Kvarcinis smélis | Akytasis Bioanglis Akmens vata
betonas

0 1 0 0

0 0 0 1

0,334 0 0 0,666

0 0 0,16 0,84

1)
2)

3)

4)

5.6. Skyriaus iSvados

Siame skyriuje sudarytas vienaZingsnis ekstremaliniy eksperimenty
serijy planavimo metodas, taikant surogatini AGL modelj.
Ekstremaliniy eksperimenty serijai planuoti pritaikyti Monte Karlo
ir Imties Vidurkiy Aproksimacijos metodai.

Sudaryto  ekstremaliniy  eksperimenty  metodo  tyrimas
kompiuterinio modeliavimo buidu sprendziant testinius pavyzdZzius
patvirtino jo efektyvuma.

Sukurtas metodas pritaikytas nuoteky valymo filtro eksperimenty
serijoms planuoti.
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REZULTATAI IR ISVADOS

Duomeny struktiiros, apraSomos trupmeniniy Euklido atstumy

matricomis (TEAM), taikymuose pasitaiko gana daznai. Statistiniai AGL
modeliai, kai kovariacijos yra aprasomos Euklido atstumy tarp objekty
trupmeniniais laipsniy rodikliais, dar nebuvo pakankamai gerai iSnagrinéti,
todel jy tyrimas bei taikymas eksperimentiniy duomeny analizei, sprendziant
ekstrapoliavimo, optimizavimo ar eksperimenty planavimo uzdavinius, yra
aktuali problema.

Disertacijoje gauti tokie rezultatai:

1)

2)
3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

jrodyta, kad jeigu daugiamaciy duomeny aibg sudaro skirtingi vektoriai,
Sios duomeny aibés TEAM branduolio matrica yra neneigiamai apibrézta,
0 jos rangas Vvienetu mazesnis uz TEAM eilg;

sudarytos iSraiSkos TEAM atvirkstinei matricai bei determinantui iSreiksti
per branduolio matrica;

sukurtas ir iStirtas daugiamaciy duomeny modelis atsitiktiniais Gauso
laukais, kuriy kovariacijy matrica apraSoma TEAM branduolio matrica,
remiantis Siuo modeliu, sukurtas krigingo algoritmas, pritaikytas
iSbarstytiesiems daugiamaciams duomenims ekstrapoliuoti, priklausantis
nuo keliy parametry, kuriy jveréiai gaunami didziausio tikétinumo
metodu;

kompiuterinio  modeliavimo  rezultatai  parodé, kad sukurtas
ekstrapoliavimo metodas yra pranasesnis uz Separdo ekstrapoliatoriy;
sudarytas Bajeso daugiaekstremaliniy uzdaviniy sprendimo metodas,
taikant atsako funkcijai modeliuoti sukurta AGL modelj, parodant, kad $is
metodas tenkina rekursyviniy lyg¢iy sistema;

pasiiilytas supaprastintas §iy rekursyviniy lyg¢iy sprendimo metodas ir
sudarytas jj realizuojantis algoritmas;

pritaikius sukurta AGL modelj, sudarytas ekstremaliniy eksperimenty
serijy planavimo metodas, pritaikant ekstremaliniy eksperimenty serijai
planuoti Monte Karlo imties vidurkio aproksimacijos metoda;

sukurtas ekstremaliniy eksperimenty metodas iStirtas kompiuterinio
modeliavimo budu ir pritaikytas nuoteky valymo filtro eksperimenty
serijoms planuoti.

Gauti teoriniai ir kompiuterinio modeliavimo rezultatai leidzia daryti

sekangias i§vadas.
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Sukurtas krigingo metodas priklauso tik nuo TEAM, ir nepriklauso
nuo centravimo vektoriaus s ir koordinaciy pradzios.

TEAM laipsnio rodiklis § yra metodo parametras, kuriam jvertinti
galima taikyti maziausiy kvadraty metoda.

Kompiuterinio modeliavimo rezultatai parodé, kad sukurtas krigingo
ekstrapoliatorius yra efektyvesnis pagal vidutinés standartinés
paklaidos kriteriy uz Separdo ekstrapoliatoriy, danai taikoma
iSbarstyty duomeny analizei.

Kompiuterinio modeliavimo rezultatai parodé, kad sukurtas
daugiaekstremalinio optimizavimo metodas yra efektyvesnis uz kitus
zinomus globalaus optimizavimo metodus (Simulated Annealing).

76



LITERATURA

[1] Abrahamsen P., 1997, A Review of Gaussian random fields and
correlation functions, Norsk Regnesentral/Norwegian Computing
Center, p. 64.

[2] Adler R.J., 1981, The Geometry of Random Fields, John-Wiley & Sons,
Chichester.

[3] Alfakih A.Y., Anjos M. F., Piccialli V., Wolkowicz H., 2011, Euclidean
Distance Matrices, Semidefinite Programming, and Sensor Network
Localization (a survey), Portugaliae Mathematica, vol. 68, p. 53-102.

[4] Balaji R., Bapat R. B., 2006, On Euclidean distance matrices, Linear
Algebra and its Applications, vol. 424, p.. 108-117.

[5] Bartkute V., Sakalauskas L., 2009, Statistical inferences for termination
of Markov type random search algorithms. Journal of Optimization
Theory and Applications, vol. 141, no. 3, p. 475-493.

[6] Beauzamy B., 2004, Methodes probabilistes pour [’etude des
phenomenes  reels, Ouvrage edite par la Societe de Calcul
Mathematique, http://www.scmsa.eu/RMM/HS _e.pdf

[7] Ben-lsrael A., Greville T.N.E, 2003, Generalized Inverses: Theory and
Applications (2nd edition), Springer-Verlag, New York.

[8] Bhosekar A., lerapetritou M., 2018, Advances in surrogate based
modeling, feasibility analysis, and optimization: A review, Computers &
Chemical Engineering, vol. 108, p. 250-267.

[9] Biehl M., Ghio A., Schleif F. M., 2015, Developments in computational
intelligence and machine learning, Neurocomputing, vol. 169, p. 185-
186.

[10] Bisgaard M. E., Sasvari Z., 2000, Characteristic functions and moment
sequences: Positive definiteness in probability. Nova Science Publishers.

[11] Blum A., 2005, Random Projection, Margins, Kernels, and Feature-
Selection, Subspace, Latent Structure and Feature Selection, p. 52—68.

[12] Bogomolny E., Bohigas O., Schmit C., 2008, Distance matrices and
isometric embeddings, eprint arXiv:0710.2063.

[13] Bogush, A.J., Elkins, R.E., 1986, Gaussian field expansions for large
aperture antennas, IEEE Transactions on Antennas and Propagation,
AP-34(2).

[14] Bomba A., Safonyk A., 2013, Mathematical modeling of aerobic
wastewater treatment in porous medium, Zeszyty Naukowe Wyzszej
Szkoly Informatyki, vol. 12, nr. 1, p. 21-29.

[15] Carpio R., Giordano R. C., Secchi A., 2017, Enhanced Surrogate
Assisted Global Optimization Algorithm Based on Maximizing

77



Probability of Improvement, Computer Aided Chemical Engineering,
vol. 40, p. 2065-2070.

[16] Cavoretto R., De Rossi A., 2010, Fast and accurate interpolation of large
scattered data sets on the sphere, Journal of Computational and Applied
Mathematics,vol. 234, p. 1505-1521.

[17] Casella, G., Berger, R., 2002, Statistical Inferences. Wadsworth.

[18] Chamon C. C., Mudry C., Wen X. G., 1996, Localization in Two
Dimensions, Gaussian field theories, and multifractality. Phys. Rev. Lett.,
vol. 77, p. 4194-4197.

[19] Forrester A. 1. J., Keane A. J., 2009, Recent advances in surrogate-based
optimization, Progress in Aerospace Sciences, vol. 45, Issues 1-3, p. 50—
79.

[20] Franke R., 2015, Scattered Data Interpolation: Tests of Some Methods,
Mathematics of computation, vol. 38, nr. 157, p. 181-200.

[21] Genton M. G., 2000, The Correlation Structure of Matheron’s Classical
Variogram Estimator Under Elliptically Contoured Distributions,
Mathematical Geology, vol. 32, p. 127-137.

[22] Gillespie D. T.,1996, Exact numerical simulation of the Ornstein—
Uhlenbeck process and its integral, Physical Revue E, vol. 54, p. 2084—
2091.

[23] Gneiting T., 2002, Compactly Supported Correlation Functions, Journal
of Multivariate Analysis, No.83, p. 493-508.

[24] Goff, J. A., Holliger, K., Levander, A., 1994, Model fields: A new
method for characterization of random seismic velocity heterogeneity.
Geophys. Res. Letters, vol. 21, p. 493-496.

[25] Goff, J. A., Jordan, T. H., 1988, Stochastic modeling of seafloor
morphology: Inversion of sea beam data for second-order statistics, J.
Geophys. Res., vol. 93, p. 13589-13608.

[26] Golub G. H., Van Loan C. F., 1996, Matrix Computations, 3rd. ed.,
Baltimore, MD: Johns Hopkins, p. 51.

[27] Gower J. C., 1982, Euclidean distance geometry, Math. Scientist., 7, |-
14,

[28] Gower J. C., 1984, Multivariate analysis: Ordination, multidimensional
scaling and allied topics, Handbook of Applicable Mathematics: Vol. 6.
Statistics (E. H. Lloyd, Ed.), p. 727-781, Wiley, Chichester.

[29] Gower J. C., 1983, Euclidean matrices and their Euclidean
approximation, in Third International Conference on Data Analysis and
Infmatics (E. Diday, Ed.), INRIA, Versailles, p. 1-19.

78



[30] Hartle J. B., Hawking S.W., Hertog T., 2013, Vector Fields in
Holographic Cosmology, p. 17, arXiv:1305.7190v1 [hep-th], DOI:
10.1007/JHEP11(2013)201.

[31] Hinrichs A., Vybiral J., 2011, On positive positive-definite functions and
Bochner’s Theorem, Journal of Complexity, Vol. 27, P. 264-272.

[32] Jones D. R., 2001, A Taxonomy of Global Optimization Methods Based
on Response Surfaces, Journal of Global Optimization, Kluwer
Academic Publishers, Netherlands, vol. 21., p. 345-383.

[33] Hawking S., 2014, Singularities and the geometry of spacetime, The
European Physical Journal H, vol. 39, p. 413-503.

[34] Horn R. A., Johnson C. R., 2013, Matrix Analysis 2nd ed., ISBN 978-0-
521-54823-6, Cambridge University Press.

[35] Khoshnevisan D., 2002, Multiparameter Processes An Introduction to
Random Fields, Springer-Verlag New York.

[36] Krige, D. G., 1951, A statistical approach to some mine valuations and
allied problems at the Witwatersrand, Master's thesis of the University of
Witwatersrand, Australia.

[37] Krislock N., Wolkowicz H., 2012, Euclidean Distance Matrices and
Applications, in: Anjos, M. F., Lasserre, J. B., Handbook on
Semidefinite, Conic and Polynomial Optimization, Vol. 166 of
International Series in Operations Research & Management Science, p.
879-914.

[38] Kushner H., 1964, A new method of locating the maximum point of an
arbitrary multipeak curve in the presence of noise, Journal of Basic
Engineering, vol. 86, p. 97-106.

[39] Kwon H., Choi S., 2015, A trended Kriging model with R2 indicator and
application to design optimization, Aerospace Science and Technology,
vol. 43, p. 111-125.

[40] Lay D. C., 2005, Linear Algebra and Its Applications, Addison Wesley.

[41] Levenson M., Rahn F., 1981, Realistic estimates of the consequences of
nuclear accidents, Nuclear Technology, vol. 53, p. 99-110.

[42] Li J., Lu B. L., 2009, Anadaptive image Euclidean distance, Pattern
Recognition, vol. 42, p. 349-357.

[43] Menafoglio A., Petris G., 2015, Kriging for Hilbert-space valued random
fields: The operatorial point of view, Journal of Multivariate Analysis,
vol. 146, p. 84-94.

[44] Micchelli C. A., 1986, Interpolation of Scattered Data: Distance Matrices
and Conditionally Positive Definite Functions, Constructive
Approximation, vol. 2, p. 11-22.

[45] Mockus J., 1989, Bayesian approach to global optimization, Kluwer.

79



[46] Mockus J., Eddy W., Reklaitis G., 1997, Bayesian Heuristic Approach to
Discrete and Global Optimization, Nonconvex Optimization and Its
Applications.

[47] Morgenroth E., Arvin E., Vanrolleghem P., 2002, The use of
mathematical models in teaching wastewater treatment engineering,
Water Science & Technology, p. 229-233.

[48] Murphy R. F., 2015, Building cell models and simulations from
microscope images, Methods, vol. 96, p. 33-39.

[49] North G. R., Wang J., Genton M. G, 2011, Correlation Models for
Temperature Fields, Journal of Climate, vol. 24, p. 5850-5862.

[50] Novak M., Horvat P., 2012, Mathematical modelling and optimisation of
a waste water treatment plant by combined oxygen electrode and
biological waste water treatment model, Applied Mathematical
Modelling, vol. 36, p. 3813-3825.

[51] Niec J., Spychala M., Zawadzki P., 2016, New approach to modelling of
sand filter clogging by septic tank effluent, Journal of Ecological
Engineering, vol. 17 (2), p. 97-107.

[52] Pardalos P. M., Rosen J. B., 1987, Constrained Global Optimization:
Algorithms and Applications, Springer-Verlag Berlin, Heidelberg,
ISBN: 0-387-18095-8.

[53] Pozniak N., Sakalauskas L., Saltyte L., 2019, Kriging Model with
Fractional Euclidean Distance Matrices, Informatica, vol. 30, nr. 2, p.
367-390.

[54] Pozniak, N., Sakalauskas, L., 2017, Fractional Euclidean distance
matrices extrapolator for scattered data. Journal of Young Scientists.
47(2), 56-61.

[55] Schoenberg 1. J., 1935, Remarks to Maurice Frechet’s article: Sur la
definition axiomatique d’une classe d’espaces vectoriels distancies
applicables vectoriellement sur I’espace de Hilbert, Ann. Math., vol. 36,
p. 724-732.

[56] Sakalauskas L., 2013, Locally Homogeneous and Isotropic Gaussian
Fields in Kriging, Informatica, vol. 24, No. 2, p. 253-274.

[57] Saric M., Ek C. H., Kragic D., 2011, Dimensionality Reduction via
Euclidean Distance Embeddings, School of Computer Science and
Communication , TRITA-CSC-CV 2011:2 CVAP320.

[58] Secchi A. R., Cardozo N. S. M., Neto E. A., Finkler T. F., 2006, An
Algorithm for Automatic Selection and Estimation of Model Parametres,
International Symposium on Advanced Control of Chemical Processes
Gramado, Brazil, IFAC Proceedings, vol. 2 (2), p. 789-794.

80



[59] Shapiro A., 2013, Sample Average Approximation, p. 1350-1355.
10.1007/978-1-4419-1153-7_1154.

[60] Shepard D., 1968, A Two Dimensional Interpolation Function for
Irregularly Spaced Data, Proc. ACM 23rd Nat’l Conf., p. 517-524.

[61] Sherman J., Morrison W. J., 1949, Adjustment of an Inverse Matrix
Corresponding to Changes in the Elements of a Given Column or a Given
Row of the Original Matrix (abstract), Annals of Mathematical Statistics,
20: 621. doi:10.1214/aoms/1177729959.

[62] Schoenberg 1. J., 1935, Remarks to Maurice Frechet’s article: Sur la
definition axiomatique d’une classe d’espaces vectoriels distancies
applicables vectoriellement sur 1’espace de Hilbert,” Ann. Math., vol. 36,
p. 724-732.

[63] Weinberger K. Q, Sha F., Saul L. K., 2004, Learning a Kernel Matrix for
Nonlinear Dimensionality Reduction, Proceedings of the Twenty-first
International Conference on Machine Learning ICML, 04), p. 106-113.

[64] Xia Q., Shi T., 2018, A cascadic multilevel optimization algorithm for
the design of composite structures with curvilinear fiber based on
Shepard interpolation, Composite Structures, vol. 188, p. 209-219.

[65] Xiao M., Zhang G., Breitkopf P., Villon P., Zhang W., 2018, Extended
Co-Kriging interpolation method based on multi-fidelity data, Applied
Mathematics and Computation, col. 323, p. 120-131.

[66] Zaichik L., Alipchenkov V., Avetissian A., 2011, A Statistical Model for
Predicting the Heat Transfer of Solid Particles in Turbulent Flows, Flow
Turbulence Combust, vol.86, p.497-518.

[67] Zilinskas A., 1985, Axiomatic characterization of a global optimization
algorithm and investigation of its search strategy, Operations Research
Letters, vol. 4, Issue 1, p. 35-39.

81



AUTORES PUBLIKACIJU SARASAS DISERTACIJOS TEMA

1. Pozniak, N., Sakalauskas, L. (). New Bayesian method for
multiextremal optimization, Computational Methods and Techniques,
KU, (under review).

2. Pozniak N., Sakalauskas L., Saltyte L. (2019). Kriging Model with
Fractional Euclidean Distance Matrices. Informatica (Clarivate
Analytics, Scopus), vol. 30, nr. 2, p. 367-390,
http://dx.doi.org/10.15388/Informatica.2019.210.

3. Pozniak, N., Sakalauskas, L. (2019). The method for the optimal
experiment design. Proceedings of International Scientific
Conference Contemporary Issues in Business, Management and
Economics Engineering, VGTU, ISBN 978-609-476-161-4
https://doi.org/10.3846/cibmee.2019.012.

4. Pozniak N., Sakalauskas L., (2017). Fractional Euclidean Distance
Matrices Extrapolator for Scattered Data. Jaunyjy mokslininky
darbai. (Index Copernicus, CEEOL), nr. 2 (47), p. 5661, (ISSN 1648-
8776), https://doi.org/10.21277/jmd.v47i2.156.

82


http://dx.doi.org/10.15388/Informatica.2019.210
https://doi.org/10.3846/cibmee.2019.012
https://doi.org/10.21277/jmd.v47i2.156

UZRASAMS



Kalbos redaktoré - Joriiné Rimeisyté — Nekrasiené

Vilniaus universiteto leidykla
Universiteto g. 1, LT-01513 Vilnius
El. p. info@Ieidykla.vu.lt,
www.leidykla.vu.lt
Tirazas 20 egz.



