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Ivadas

Viena pagrindiniy tikimybiy teorijos tyrimu krypciy yra ribinés teoremos. Garsioje B. V.
Gnedenko ir A. N. Kolmogorovo [1] monografijoje yra rasoma: ,, Tikimybiy teorijos pazintine
verteé atsiskleidziama tik ribinémis teoremomis. Be to, be ribiniy teoremy negalima suprasti
tikrojo turinio pacios pagrindinés tikimybiy teorijos savokos — tikimybes savokos. IS tikryjy,
visa tikimybiy teorijos pazintiné verté salygota tuo, kad masiniai atsitiktiniai reiskiniai savo
visuminiame veikime sudaro kitus, ne atsitiktinius désningumus.”

Klasikinéje tikimybiy teorijoje svarbig dalj uzima sumy S, = >_;_; &, n € N ir jy pasi-
skirstymo funkciju Fs, () nagrinéjimas, kai & yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai jgyjan-
tys realiasias reikSmes. Sumuy S, pasiskirstymo funkcijy F),(z) sekos riba F(x), kai n — oo,
yra vadinama sumos S, ribine pasiskirstymo funkcija. Bedru atveju ribine teorema galime
uzrasyti tokiu budu

sup|Fy,(x) — F(x)| — 0, kai n — oc.

Labai svarbus uzdavinys yra jvertinti aproksimacijos paklaidg. Bendru atveju paklaida
galime uzrasyti taip
sup|Fy,(z) — F(x)| < 0p, kain > 1,

¢ia 6, yra konvergavimo paklaida, i$ kurios galima spresti koks yra sumy S,, pasiskirstymo
funkcijos F),(z) konvergavimo greitis prie ribinés pasiskirstymo funkcijos F'(x). Todél bendru

atveju galime uzrasyti, kad
F.(z) ~ F(x) £ 0,, n > 1.

Pirmosios ribinés teoremos buvo rastos nagrinéjant Bernulio eksperimentus. Tarkime, tu-
rime nepriklausomy vienody eksperimenty seka. Atlikus kiekvieng eksperimenta, gali jvykti
kuris nors jvykis su tikimybe p arba nejvykti su tikimybe ¢ = 1 — p. Pazymékime S,, ivy-
kio jvykimy skaiciy, atlikus n eksperimenty. Trivialumui iSvengti tarkime, jog 0 < p < 1.

Nagrinékime nepriklausomus atsitiktinius dydzius &, nusakytus taip:

¢ 1, su tikimybe p,
k pr—

0, su tikimybe q.
Tada

Sp=> &, n=123,....
k=1

Kadangi E¢;, = p, E&; = p, tai D&, = p — p? = pq tai

ES, =) E& =np, DS, =) D& =npq.
k=1 k=1

B. V. Gnedenko ir A. N. Kolmogorovas [1] raso, kad nuo pirmosios ribinés teoremos jro-

dymo prasidejo tikroji tikimybiy teorijos istorija. Pirmaja tikimybiy teorijos ribine teorema



1713 metais paskelbé J. Bernulis (Jacob Bernoulli, 1654-1705), tirdamas tikimybes
P(S, = k) = C*p*q" ", k=0,1,2,...,n.

Ji teigia, jog S, /n konverguoja pagal tikimybe i p, t.y. kiekvienam € > 0

d

kai n — oco. Véliau, A. de Muavras (Abraham de Moivre, 1667-1754) atveju p = %, oP.S.
Laplasas (Pierre Simon Laplace, 1749-1827) bendru atveju gavo, kad

Sn
— P
n

25)—>0,

Sp —np 1z .2
Pl——<=z ﬁ—/ e 2 du, = €R,
(‘/npq ) V21 J—oc0
1

da ®(z) = == [*, ¢=% du — standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funk-
cija.

S. D. Puasonas (Simeone Denis Poisson, 1781-1840) pastebéjo, kad pastarojoje formuléje
konvergavimo greitis, kai tikimybé p maza, yra létas. Jis modifikavo Bernulio schema, leis-
damas tikimybei p = p,, priklausyti nuo bandymy skaiciaus n, taciau taip, kad np, — A > 0,
kai n — oo. Pazyméje &, ir Sy, vietoje & ir S, matome, kad Puasono atvejis atitinka seka

sumy

Snn = anka n= 172737"'
k=1

Cia kiekvienam n démenys &, yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste,

1—P(§nk:O):P(§nk:1):)\+o<1>.

n n

Nagrinédamas Sias binomines tikimybes, S. D. Puasonas jrodé, kad

k

A
P (Spn = k) — Ee—A, kain — 0o, k=0,1,23,...

Taip buvo rastas Puasono désnis P()\), kurio pasiskirstymo funkcija yra

Y (2] )\k
F(l’) =€ IQE?

¢ia [z] reiskia skaiCiaus z sveikaja dalj, t.y. didziausia sveika skaiCiy, nevirsijantj x.

Daznai yra nagrinéjama nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sumuy S,, pasiskirstymo funk-
cijy konvergavimas prie normaliosios pasiskirstymo funkcijos, nes daugeliu atvejy atsitiktiniy
dydziy pasiskirstymai daznai buna normalieji arba mazai nuo jy skiriasi. Todél statistikoje,
viena svarbiausiy teoremy yra centriné ribiné teorema (CRT). I8 tikruju tai ne viena teorema,

grei¢iau — tai visa tyrimy kryptis.



Apibrézimas. Sakome, kad atsitiktiniy dydziy sekai galioja centriné ribiné teorema, jei cen-

truoty ir normuoty sumy S, = Sj/]’)iss’l pasiskirstymo funkcijy seka, kai n — oo, konverguoja

prie standartinio normaliojo atsitiktinio dydZio pasiskirstymo funkcijos

S - ES 1 €T u2
Pl —"<ux :>(I>x:—/ e 2 du.
( kY4 DSn > ( ) vV 21 J—0
Aproksimacijai ribiniu désniu daznai taikomi pasiskirstymo funkciju sasuky (kompozici-
ju), charakteristiniy funkcijy ir Steino metodai. Siame darbe taikysime kumulianty metoda,

kuris yra placiai aprasytas L. Sauliaus ir V. Statulevi¢iaus monografijoje [13]. Parasysime

vieng svarby aproksimacijos normaliuoju désniu rezultata gauta kumulianty metodu:

Teorema (Rudzkis, Saulis, Statulevic¢ius (1978)). Jeigu atsitiktinio dydzio & su vidurkiu
E¢ = 0 ir dispersija DE = 1, kumuliantai Uy, tenkina Statuleviciaus sqlygaq:

(k!)1+'y
|FI€|< Ak—27 A>07 7207 k:3747"'7 (SW)
tai 18
sup| F(x) = ®(x)| <
z€R 0%
kai

_1
1 (V2™
A, = chﬁ, Cy = — (\/_) .

Sioje teoremoje atsitiktiniu dydziu &, gali biiti, pavyzdziui, nepriklausomy ar priklauso-
my atsitiktiniy dydziy suma, atsitiktiniy dydziy su svoriais suma, arba atsitiktiniy dydziy
sandauga ir t.t. Taciau praktikoje susiduriame, kad ne visy atsitiktiniy dydziy & pasiskirs-
tymo funkcijy ribiné yra normaliojo désnio pasiskirstymo funkcija. Todél yra nagrinéjama
atsitiktiniy dydziy & pasiskirstymo désniy konvergavimas ir j kitus ribinius tikimybinius
désnius, pavyzdziui, Puasono, y2, Stjudento ir t.t. Siame darbe nagrinéjama atsitiktinio
dydzio £ pasiskirstymo funkcijos aproksimacija neapréztai dalia Skellamo tikimybinio désnio
pasiskirstymo funkcija.

Sio darbo pagrindinis tikslas yra rasti aproksimacijos Skellamo désniu liekamojo nario
jvercius.

Magistro darbo pagrindiniai uzdaviniai:

1. ISnagrinéti Skellamo tikimybinj désnj, isaiskinti jo svarbg statistikoje, aprasSyti jo sa-

vybes;

2. Apibreézti specialius kumuliantus, naudojamus aproksimacijoje Skellamo désniu, rasti

ju rysi su kumuliantais, apibréztais klasikiniu budu;

3. Rasti tolygy ir netolygy liekamojo nario jvercius aproksimuojant Skellamo désniu.



1 Neapreéztai dalus atsitiktiniai dydziai

1.1 Apibrézimas. Sakome, kad atsitiktinis dydis & yra neapréztai dalus, jeigu bet kokiam
n € N jis gali buti isreikstas n tarpusavyje nepriklausomy, vienodai pasiskirsciusiy atsitikti-

niy dydzZiy &1, En2y - - - Enn SUMQ

Neapréztai dalaus atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija vadiname neapréztai dalia.

1.2 Apibrézimas. Pasiskirstymo funkcijo F(z), vadiname neapréztai dalia, jeigu kiekvie-

nam n € N ji yra vienody pasiskirstymo funkcijy F,(x), sqsuka
F(x) = Fy(x) x F(x) % -+ x F,(z) = (F,(2))™, n=12,... (1.2)

Aisku, kad pasiskirstymo funkcija F'(x) yra neapréztai dali tada ir tik tada, kai neapréztai

dali yra ir charakteristiné funkcija.

1.3 Apibrézimas. Sakome, kad charakteristiné funkcija f(t), kai t € R, neapréztai dali,
jeigu kiekvienam n € N ji yra kurios nors charakteristinés funkcijos fn(t), kai t € R, n-asis
laipsnis

f(@t) = (fu(®)", n=12,... (1.3)

Tokj tikimybinj désnj, kurio charakteristiné funkcija ir pasiskirstymo funkcijos yra neap-
réztai dalios, vadiname neapréztai daliu désniu.
Pasinaudoje 1.3 apibrézimu, pateikiame keletg neapréztai daliy tikimybiniy désniy pa-

vyzdziy.

1. Atsitiktinio dydzio ¢ pasiskirsc¢iusio pagal normalyjj désnj su vidurkiu E{ = p ir dis-

persija D¢ = o2 charakteristiné funkcija yra

t2 ,U 2t2 n
f(t) = exp {iut—g22} = (exp {it— }) , teR, pekR, o>0.
n
Kadangi bet kokiam n € N,

2 42
v o°t }

(1) = AT

fult) = exp{ it - 20

yra normaliojo désnio charakteristiné funkcija, todél seka, kad normalusis tikimybinis

skirstinys yra neapreéztai dalus.

2. Atsitiktinio dydzio £ pasiskirsciusio pagal Puasono désnj su parametru A > 0 charak-

teristine funkcija yra

f(t) =exp {/\(eit - 1)} = (exp{A(eit - 1)}>n, teR, A>0.

n

5



Kadangi bet kokiam n € N,
A
fn(t) = exp {n(ellt — 1)}

yra Puasono désnio charakteristiné funkcija su parametru %, todél seka, kad Puasono
tikimybinis skirstinys yra neapréztai dalus. Todél atsitiktinj dydj, pasiskirsciusj pagal
Puasono désnj su parametru A > 0, galima uzrasyti nepriklausomy, vienodai pasiskirs-
¢iusiy atsitiktiniy dydziy, turin¢iy Puasono skirstinj su parametru % >0,n=12,...,

suma.

1.1 Neapréztai daliy charakteristiniy funkcijy savybés

Neapréztai daliy tikimybiniy skirstiniy charakteristinés funkcijos turi svarbias savybes,

jas suformuluojame kaip teoremas.

1.1 Teorema. Neapréztai dali charakteristiné funkcija neturi realiyjy sakny arba

f(t) #£0, teR

IS 1.1 teoremos seka, kad neapréztai dalios charakteristinés funkcijos f(t) logaritmas
In(f(t)), kai t € R, egzistuoja ir yra baigtinis. Todél i teorema svarbi uzrasant neapréztai

daliy charakteristiniy funkcijy kanonines israiskas.

1.2 Teorema. Jeigu f(t) neapréztai dali charakteristiné funkcija, tai bet kokiai konstantai

¢ > 0 funkcija (f(t))¢ yra charakteristiné funkcija.

1.3 Teorema. Baigtinio skaiciaus neapréztai daliy charakteristiniy funkcijy sandauga taip

pat yra neapréztai dali charakteristiné funkcija.

Paskutinioji 1.3 teorema, padeda sudaryti naujus neapréztai dalius désnius, kurie yra
apibrézti kaip sandauga neapréztai daliy désniy. Pasinaudojus Sia teorema, pavyzdziui,
galima jrodyti, kad Laplaso tikimybinis skirstinys, kuris yra dviejy atsitiktiniy dydziy pasi-
skirsciusiy pagal gama skirstinj su parametrais a = 1, § = +1 suma, yra neapréztai dalus

désnis.
1.4 Teorema. Jei charakteristiné funkcija yra neapréztai daliy charakteristiniy funkcijy

sekos riba, tav ji pati yra neapréztai dali.

Is 1.3 ir 1.4 teoremy seka, kad neapréztai daliy charakteristiniy funkcijy klasé yra uzdara

daugybos ir peréjimo prie ribos atzvilgiu. Sios teoremos vadinamos uzdarumo teoremomis.

1.5 Teorema. Jei g(t), kai t € R, yra charakteristiné funkcija, tai kiekvienam neneigiamam

c 20, funkcija
f(t) =exp{c(g(t) = 1)}, teR,

yra neapréztai dali charakteristiné funkcija.



1.6 Teorema. Charakteristiné funkcija yra neapréztai dali tada ir tik tada, kai ji yra Pu-

asono tipo charakteristiniy funkcijy sekos riba.

1.7 Teorema. Charakteristiné funkcija f(t) yra neapréztai dali tada ir tik tada, kai ji yra

pavidalo
f(t) = nh_{{.lo exp{an(gn(t) - 1)}’

kai o, yra teigiami skaiciai, o g,(t) — charakteristinés funkcijos.

1.2 Neapreéztai daliy charakteristiniy funkcijy kanoninés israiskos

1.8 Teorema. Tam, kad funkcija f(t) buty kaZkurio neapréztai dalaus désnio charakteristine
funkcija, butina ir pakankama, kad funkcijos logaritmg galima buty isreiksti tokiu pavidalu

‘ itu 1+ u?
In f(t) = ivt / e _ 1 —
Ilf() lfy_’_ (e 1+U2>

AT (u), (1.4)

u2
kait € R, v € R, U(u) — nemazéjanti funkcija su baigtine variacija, o pointegraliné funkcija

taske uw = 0 apibréZiama

, it itu 1+ u? t2
lime™ —1— = ——.
u—0 1 -+ U2 U2 2

ISreiskimas In f(¢) formuléje (1.4) yra vienintelis ir i formulé yra vadinama Levi-Chinc¢ino
formule, o funkcija W(¢) yra vadinama Levi-Chinc¢ino spektrine funkcija.
1.9 Teorema. Funkcija f(t), kait € R, yra neapréztai dali charakteristiné funkcija tada ir
tik tada, kai jg galima parasyti pavidalu
itu

12 .
In £(£) = int — o2 / i M ) ar 1.5
nf() lfy g 2 + (—O0,00)\{O} <e 1+U2> (U/), ( )

kai t € R, v € R, 0 — neneigiama konstanta, L(u) — nemaZéjanti funkcija intervaluose

(—00,0), (0,00), tolydi is kairés, L(—o0) = L(co) = 0 ir bet kuriems baigtiniams § > 0

/ u* dL(u) < oo.
(—6,0)\{0}

Israiska (1.5) yra vienareiksmé.

Neapréztai dalios charakteristinés funkcijos pavidalas (1.5) vadinamas Levi formule, o
funkcija L(u) — Levi spektrine funkcija.
Levi ir Levi-Chinc¢ino formulés yra apibendrinimas Kolmogorovo formulés, kuri buvo rasta

1932 metais atsitiktiniams dydziams, turintiems baigtine dispersija.

1.10 Teorema. Funkcija f(t), kai t € R, yra neapréztai dali charakteristiné funkcija tada

ir tik tada, kat jo galima parasyti pavidalu

In f(t) = iyt + / (e — 1 — itu) JQdK(u), (1.6)

kait € R, vy € R, K(u) (K(—00) =0) - nemazéjanti funkcija su baigtiniu pokyciu. Israiska

(1.6) yra vienareiksmeé.



Neapréztai dalios charakteristinés funkcijos pavidalas (1.6) vadinamas Kolmogorovo for-
mule, o funkcija K (u) — Kolmogorovo spektrine funkcija.

Nesunku suskaiciuoti, kad Kolmogorovo formuléje

S fo) =i =i,
& lnf(t)‘tzo — _D¢=— /dK(u).
Todél
v = E¢, K(+00) = DE. (1.7)

Kolmogorovo ir Levi-Chinc¢ino spektriniy funkciju sarysis yra

K(u) = / (14 02) d¥(v).

—00

Pateikiame keletg spektriniy funkcijy pavyzdziy.

1. Normaliajam pasiskirstymui Levi-Chin¢ino formuléje (1.4) ir Kolmogorovo formuléje
(1.6), kaiy = u

0, kaiwu <0,

o, kai u > 0,

o Levi formuléje (1.5), kai v = pir o = o, L(U) = 0.

2. Puasono pasiskirstymui Levi-Chiné¢ino formuléje, kai v = %

0, kaiu <1,

A .
5, kaiu>1,

[>

Levi formuléje, kai v = 5 ir 0 =0

0, kaiu<0, u>1
-\ kai0<u<,

Kolmogorovo formuléje, kai v = A

K () 0, kaiu <1,
u) =
A, kaiu > 1.

1.3 Bendros ribinés teoremos

Patj bendriausia uzdavinj kaip tarpusavyje nepriklausomy nykstamy atsitiktiniy dydziy
sumy pasiskirstymo funkcijy sekoms rasti ribine pasiskirstymo funkcijg galime suformuluoti
taip. Tarkime duota nepriklausomuy nykstamy atsitiktiniy dydziu seka &,1,&n2, .-, Enk,,s
n=12....



1.4 Apibrézimas. DydzZiai &, yra tolygiai nykstami, jei kievienam fiksuotam € > 0

sup P{&u| =<} — 0, (1.8)

1<k<kn

kai n — o0.

Sudarome sumas

¢ia A, tam tikra konstanty seka. Tada galima suformuluoti du uzdavinius:
a) rasti visy galimy sumy S,, ribiniy désniy klase;

b) rasti salygas, kad sumy S,, pasiskirstymo désniy seka konverguoty i kurj nors konkrety

tos klasés désnj.

Toliau nagrinésime, kokias savybes turi nykstamieji dydziai ir kokie yra jy sumy ribiniai
désniai. Kiekvienai pasiskirstymo funkcijai F'(z) priskiriame skaiciuy:
a= rdF(x),
lz|<T
kai 7 fiksuotas teigiamas skaiCius. Pazymime & = & — a ir Sio dydzio pasiskirstymo bei

charakteristine funkcijas
F'a)=Fla+a),  f(O)= [ d=dF().

Analogiskai funkcijai F},; priskiriame skai¢iy a,x, pazymékime £, = & — ani bei jo pasi-

skirstymo ir charakteristine funkcijas £, fr..
1.1 Lema. Jei atsitiktiniai dydziai &, yra nykstami, tai tokie yra dydziai &),.
1.2 Lema. Jei

HMWI%V)I

ir f yra charakteristiné funkcija, tai egzzstuoya teigiama konstanta ¢ su sqglyga

Z/ool—l—xQdF*( QANE

pakankamar dideliems n.

Sekanciai lemai reikalingi nauji pazyméjimai, todél toliau vartosime tokius zymenis:

= — < itu itu \ 14 u?
P(t) = Y(t,a,V) = 1&t+[m (e _1_ 1+u2>

Z/;1+y Fiuly),

@m+/w1 M”(O,

Un(t) = Uy (t,00,9,) .

d(u),

u2

tada
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1.3 Lema. Jei nepriklausomy nykstamy atsitiktiniy dydziy sumy S, pasiskirstymo funkcijos

konverguoja j ribing désng su charakteristine funkcija f, tai f yra neapréztai dali, be to,
et =5 £t

i

> (I fi0) = (Fa®) = 0 } = 0 TT Funlt) = u(0).

Taigi i$ 1.3 lemos seka, kad jeigy nykstamy dydziy sumos konverguoja j tam tikra tiki-

mybinj désnj, tai tas désnis bus neapréztai dalus.

1.11 Teorema. Nepriklausomy kiekvienoje serijoje ir nykstamy atsitiktiniy dydZiy sumuy,

ribiniy skirstiniy klasé sutampa su neapréztai dalivy désniy klase.

Gali buti taip, kad atsitiktiniy dydziy sumy S,, = Zﬁ’;l &k pasiskirstymai neturi ribinio

désnio, tadiau egzistuoja konstantu b, (n = 1,2, ... ) seka, kad S,,—b,, turi ribinj pasiskirstyma.

1.12 Teorema. Tarkime, kad &, yra nykstami, kiekvienoje serijoje nepriklausomi atsitik-
tiniai dydziai. Sumy S, — b, su konstantomis b, ribiniy désniy klasé sutampa su neapréztai

daliy désniy klase.
Toliau pateikiame konvergavimo kriterijy i konkrety désnj.

1.13 Teorema. Sumy S, pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja 3 neapréztai dalig pa-

siskirstymo funkcijg su charakteristine funkcija

F(t) = exp {iat + /O:o <eifu B ) ks d\IJ(U)} (1.9)

12 u?

tada ir tik tada, kat W, — ¥, o o, — «, kai n — oo.

2 Skellamo skirstinys

J. O. Irwinas [3] 1937 metais nagrinéjo atsitiktini dydj & = 1o — my, kai 9 ~ P(A) ir
ne ~ P(A) yra nepriklausomi. Véliau 1946 metais J. O. Skellamas [14], 1952 metais A. de
Castro ir A. Prekopa [11] apibendrino §j atsitiktinj dydj, kai n; ~ P(A;) ir 7y ~ P(Ag) yra
nepriklausomi, todél skirstinys tokio atsitiktinio dydzio buvo pavadintas Skellamo. Ir tik
2006 metais D. Karlis ir I. Ntzoufras [5], pradéjo nagrinéti atsitiktini dydj &, kai n; ~ P(\;)
ir g ~ P(Ag) yra priklausomi. Jau 1956 metais J. Romani [12] jrodé, kad visi Skellamo
skirstinio nelyginiai kumuliantai lygus Ao — Ay, o visi lyginiai kumuliantai lygus A; + As.
Véliau J. Strackee ir J. J. D. van der Gon [15] 1962 metais sudaré Sio atsitiktinio dydzio £
skirtingiems A; ir Ap reiksméms tikimybiy lenteles. Ir tik 2000 metais D. Karlis ir I. Ntzoufras

[4] iSnagrinéjo Skellamo skirstinio savybes, o taip pat didziausio tikétinumo metodu vertino
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skirstinio parametrus. Siek tiek véliau 2006 metais D. Karlis ir I. Ntzoufras [5] pritaike
Bajeso teorija skaiciuojant Skellamo skirstinio parametrus.

Skellamo skirstinys yra placiai taikomas skirtingose srityse. Zinome, kad jau nuo seny
laiky lazyby kontoros futbolo varzybose jmusty jvarciy koeficientams sudaryti taiko Puasono
skirstinj, todél D. Karlis ir I. Ntzoufras [6] Skellamo skirstinj pritaiké modeliuojant jmusty
ivarciy skirtumui futbolo rungtynése. Taip pat jie [5] straipsnyje modeliavo pazeisty, plom-
buoty ir israuty danty indekso skirtuma pries pataisant dantis ir po ji taisymo. Sis indeksas
vienas labiausiai taikomy odontologijos srityje. Y. Hwang, J. Kim ir I. Kweon [2] Skellamo
skirstinj naudojo tam, kad nustatyty pikseliy intensyvumo skirtuma foto kamerose. Kadan-
gi fotonai yra pasiskirste pagal Puasono skirstinj, todél Skellamo skirstinio parametrai yra
tiesiskai susieti su pikseliy intensyvumu. Skirstinys taikomas ir ekonomikoje, ir finansuose,

pavyzdziui prognozuojant kaina. [§]

2.1 Apibrézimas. Jeigu atsitiktiniai dydzZiai m, ~ Poisson(\y) ir ng ~ Poisson(Xs), tai
dydis & = ny — m1 yra pasikirstes pagal Skellamo désng su tikimybémis:

P{¢ =k} = i+ i AN ke
s=max{0,—k} (8 + k?)‘S', .

Patikrinsime, kad tikimybé P{¢ = k}, k € Z tenkina tikimybinio skirstinio apibrézima.

Pazymeéje m = s +|k| gauname, kad

00 Ot e) 00 00 )\ngk . )\5 (/\ A) 00 00 )\S‘HH /\s
P{nz_?h:k}:e* 1+A2 A —(A1+A2)

k:z_:oo k:z_:oo s:maxz{:o,k} (s + k)!s! k_z_:m;) (s +|k|)!s!
e*()\1+)\2 io: )\m io: )\S )\1+>\2)e(>\1+)‘2) — 1’

Parasome Skellamo désnio charakteristing funkcija:

. 0 ) /\S-Hf Y
t) = Bel®® = P =k —(A1t2) Z Z itk 2 A1
9(t) ¢ Z {e=h= (s + k)!s!

k=—00 k=—00 s=max{0,—k}

)

—(A1+A2) Z Z it(m—s) )\m )\S — e/\Q(eit—l)-l—)q(e*it—l)

m=0 s=0 m‘s'
tai yra
g(t) = exp {)\2 (eilt — 1) + A\ (e_it — 1)} .
Rasime Skellamo désnio momentus. Gautg charakteristine funkcija parasome:

oo [Ag (et —1)+ A (e —1 !
g(t) = exp{ha (e = 1) + Xy (e = 1)} = z_:o ( ( )+ x )>

n!

(Mmg)ig;; ij T )

m=1

3‘,_.

3 7‘

(A1 + o) 2ot Tt . (N, — A ) 2imr Litgean—1y

2 L ’
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¢ia 2N = {2,4,6,...} ir 2N — 1 = {1,3,5,...}. Vadinasi Skellamo désnio momentai, kai
r € N, yra

T

(A1 + )\Q)Z:Zzlﬂ{zkezm ()\2 = Ap) ket By

7!
E¢C =) — > (2.1)
m=1 m! i+ Hlm=r l l !
Parasysime pirmuosius Skellamo désnio momentus
Efl = )\2 - )\17
EC? =\ + X+ (A — \0)?,
B = (A = M) (14302 + M) + (e = M)?), (2.2)
B¢t = (A +X2) +3 (A + 22)* + (o = M) (446 (A + X)) + (A2 — M)°)
Rasime Skellamo désnio kumuliantus, apibréztus klasikiniu budu. Musy atveju
oy (it i e ) o (=1)"(it)"
lnglt) = X (e = 1)+ hs (e 1) =% 32 S 0 3
o t T
Z )\2 + )\1) ( l)
= 7!
Vadinasi Skellamo désnio kumuliantai yra
=X+ (—=1)"\, meN. (2.3)

Skellamo désnis yra neapréztai dalus, nes atsitiktinio dydzio £ pasiskirsc¢iusio pagal Skel-

lamo désnj su parametrais A\i, Ao > 0 charakteristiné funkcija yra

710 =ex P (¢ = 1) eas (= 1) = (o {2 (- 1) + 2 (e =) }) = 0,

kai t € R, A\ > 0, Ay > 0. Kadangi bet kokiam n € N,

fn(t) = exp {i\j (eit — 1) + M (e’it - 1) }

n

yra Skellamo désnio charakteristiné funkcija su parametrais %, %, todél Skellamo tikimybinis
skirstinys yra neapréztai dalus. Jeigu A\; = Ay = A turime Irwino désnj. Aisku, kad jis
taip pat yra neapréztai dalus, nes atsitiktinio dydzio & pasiskirsc¢iusio pagal Irwino désnj su
parametru A > 0 charakteristiné funkcija yra

n

. . A/ .
t) = A it 71t_2 — { it 71t_2 } — nt n
F(t) = exp (A (e + e~ 2) ) (exp Ao o) }) = ()
kai t € R, A > 0. Kadangi bet kokiam n € N,
fi (t):exp{)\ (eit+e_it—2)}
" n
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yra Irwino désnio charakteristiné funkcija su parametru %, todél Irwino tikimybinis skirstinys
yra neapreztai dalus.
Nesunku parasyti Skellamo tikimybinio désnio Levi-Chincino, Levi ir Kolmogorovo spekt-

22-M T evi-Chinéino spektriné funkcija yra

rines funkcijas. Kai v = 2%

0, kai u < —1,
U(u)=4q & kai — 1 <wu <1,

27
2dxe kai u > 1.

Kai v = )‘1 ir 0 = 0, Levi spektriné funkcija

0, kaiu<-1, u>1,
Lu)=4¢ A, kai —1<u<0,
—)\2, ka10<u< 1.

Kai v = Ay — Ay, Kolmogorovo spektriné funkcija yra

0, kai u < —1,
K(u) =<3 A, kai —1<u<1,
AL+ )\2, kai v > 1.

3 Kumuliantai, naudojami aproksimacijoje Skellam dés-

niu

Aproksimuojant diskretaus atsitiktinio dydzio &, jgyjancio sveikgsias reikSmes, pasiskirs-
tymo funkcija F'(z) Skellamo pasiskirstymo funkcija G(x), reikalingi ,specialus” kumulian-
tai. Tam tikslui apibrééiame kumuliantus tasko w = w(t) = py (eit — 1) — Py (e_“ — 1),

_ A
b1 = )\1_;'_1)\27292 PYESY +)\ 3 apllnkOJe

r, dwT —In fe(t)| r=1,2,... (3.1)
t=0
¢ia fe(t) yra atsitiktinio dydzio £ charakteristiné funkcija. Rasime rysj tarp kumulianty

T ir T'. Tam tikslui taikysime Biurmano-Lagranzo teorema:

3.1 Teorema. Jei vienareiksmé funkcija y = f(2) yra analiziné srityje |z — zo| < €, € > 0,
kurioje f'(z) # 0, f(z0) = yo, tai tasko yo aplinkoje egzistuoja jos vienareiksmé atvirkstiné

funkcija z = h(y), h(yo) = zo ir

c=hly) =0+ Y a0
n=1

o=l (7522

13
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Musy atveju f(z) = ps (e — 1) — py (e’z — 1), 20 =0, yo = 0. Tada

z z z

k

F()  pa(e —1) —pi(e®—1) S (pot (—1)h1py)2

k=0
Toliau pasinaudosime Faa Di Bruno formule:

dn n

= o+ (<)) (2 s+ (=)
:<Zp ka)k!) :(g}ow)k!) . Cy=" ka.

@) =2 g () Bus(F'(2).f"(2), - fTHD(),

Formuléje (3.2), Bi(f'(2),f"(2),...,.f® (%)) Zymi Belo polinomus:

Jilgel e Jnka

¢ia sumuojame pagal visus sveikuosius neneigiamus 71,72, - - . ,Jn—k+1, tokius, kad

Jitget ot =kir i +2+ -+ =k +1)ju g =0

Kadangi NG N o
@w)zﬂzga“wdﬂﬂzcw

tai pasinaudoje (3.2) gauname

a =1, %=§vnwﬁf;?mﬁmmmmwnﬁmw»

Musy atveju pirmosios a,, konstantos yra

a; = 1,
e
az = =355, '
_ q9(2=X\1)
as = 3()\?+/\;)27
Qe (Aa=A1)?
da = 140?%3) - 15(/\?“;)3’

I$ (3.4) ir Biurmano-Lagranzo teoremos isplaukia, kad
e} wn
z=1it = Ap—.
nz::l n!

Is formalios lygybés In fe(t) = In fe(t) arba

oo wk 00 (lt)k
Z Fki = Z Fk )
e k!

14

(3.2)

jn—k+1
)

n! 21\ (1972 Ln—k+1
Btovsi i) = 3 () G (s

(3.3)

. (3.4)

(3.6)



pasinaudoje (3.6), gauname
o) k 00 T 00 k
~ W L w"
S = S, )
= Kkl R (nl n!)

Nesunku pastebéti, kad

k
- T,
I,=kS - T 38
! I'---1

A

=1 T =k

Pirmyjy kumulianty sarysis yra

f‘1 == Flv
fz =I'y + aoI'y,
Ty = I3 + 3a0s 4 asly, (3.9)

Ty =Ty + 6050 + (4as + 3a3) Ty + aul'y,

Skellamo skirstiniui sie kumuliantai lygus:

f‘1 = )\2 - )\17

T _ 4\

1:2 = Ate

T, = e, @10
~ _ 2 _ 4

Ty = =3(A1 + Ap) + 17822300 — 1552,

Taip apibrézty kumulianty nepakanka, norint gauti iSsamius aproksimacijoje Skella-
mo désniu rezultatus (fr # 0, kai v > rg). Tada apibréziame kumuliantus tasko w =
Do (eit - 1) - (e‘it - 1) aplinkoje tokiu budu

U= (nfx(®)yl »  r=1,2... (3.11)

t=0

I formalios lygybés (In fe(t)) = (In fe(t))',

! Y

!
00~ wk o] it k 0o i
k=0 : k=1 . k=0

rasime sary§j tarp I'y ir [y kumulianty. Taigi, pasinaudoje (3.6) ir (3.12)

k
Xz 2F 2T (& w
> Tppi—=> dan—| .
= kU= kD \im !
Is ¢ia gauname
~ ~ k Fr+1 al o .. al
Dy=T1, Dp=kY ‘ > '7 k=23 ... (3.13)
B Ay AR R
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Pirmyjy kumulianty sarysis yra

f\1 = Fl;
f‘Q - F27
1?3 =I'3 + aql’y, (3.14)
Ty =Ty + 3asTs + asTs,
fg, = F5 —+ 6CLQF4 + (4@3 + 3&%) Fg + CL4F2,
Nesunku jsitikinti, kad Skellamo skirstiniui
_ )\Q—Al,kaikzl,
Tp =< Ap+ Ao, kai b =2, (3.15)

0, kai k > 3.

4 Tolygieji jverciai aproksimuojant Skellamo désniu

Siame skyriuje rasime aproksimacijos Skellamo désniu tolygy lieckamojo nario jvertj. Tam

naudosime Caregradskio teorema;:

4.1 Teorema. [16] Jeigu f(t) ir g(t) — sveikaskaiciy atsitiktiniy dydZiy charakteristinés

1:/7r

1
sup|F'(z) = G(2)| < -1,

funkcijos ir

£(2) = gt

dt

egzistuoja, tas

kur F ir G — atitinkamos pasiskirstymo funkcijos.

Tarkime, kad atsitiktinis dydis £, kurio pasiskirstymo funkcija F'(x), turi visus momentus
E¢*, o jo charakteristinés funkcijos logaritmo isvestine tagko w = ps (eit — 1) — (e_it - 1)

aplinkoje galime parasyti taip
00~ k
= w
(Inf(t) =3 Fk:+lﬁ'
k=0
Skellamo skirstinio pasiskirstymo funkcija pazymime G(z) ir jo charakteristine funkcija
g(t) = exp {)\2 (eit — 1) + M (e_it — 1)}
4.2 Teorema. Jeigu atsitiktinio dydzio & su vidurkiv EE = Ao — Ay, jgyjancio sveikgsias

reiksmes, kumuliantas Ty tenkina Statuleviciaus tipo sqlygq:

(k —2)!
Ak72

k| <

()\1+)\2), A>O, k:3,4,..., (S)

f‘z— ()\1—1-)\2) < W,
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tai
16 min{1,(A; + A2)}

Irodymas. [vertinsime skirtuma |f(t) — g(t)| pasinaudoje nelygybe |e® — 1| < |s|el!,
s € C, gauname

Inf(t) _ glng(t ’ =|g(t) oln f(1)—Ing(t) _ 1‘

|f(t) —g(t) =le
<|g(t)|[In £(£) — n g(t)] el 7 O-tma®], (4.3)

Tada

< [ r)y — gty ar (a4

[In f(£) — Ing(¢)| =| [ (g = (mg(0)) ae| <

Isskleide eilute atsitiktinio dydzio £ charakteristinés funkcijos f(t) logaritmo isvestine

tasko w(t) = py (eit — 1) —m (e_it — 1) aplinkoje, gauname
(In f(2) Z sz—i—l o
< L2 iy g ()], = A=A+ (A+Hg)w

Pastebésime, kad f‘l = Ag— A\ Ir f‘g (M + X)) <

todeél pasinaudoje (S)

w* M+ D) | Xz ()
’(ln f(t)) (hlg Z Fk:-i—l — )\2 + )\1 ()\1 -+ )\g)w < —_— Z Fk+1 p—
k! A = k!
(A1 + o) |w] = (k — 1)!w|*
< T”Al“ﬁgw
< ()\1 + )\2)|w] ()\1 + /\2 k-2
h A
Kadangi
_ it —it .ot Lot ot
lw(t)] =|p2 (e —1) — (e —1)‘ < 2pylsin 5 + 2p; |sin 5 = 2|sin 5 <2,
todel, kai A > %, 0<9d<1, tai ‘%‘ < 40, gauname
()\1 + )\2)|w| ()\1 + )\2)‘11}‘ 4()\1 + )\2) . 92 t
< —. .
NGy AT—0) S A=y Wy @I

17



Istatome (4.5) i (4.4)

41+ X)) [ ot A0+ Xo) 2t
In f(t) — In g(t <7/ ,dtgi/ g
|nf() ng( )’ A(l—é) 0 Sin 5 A(l_é) A 1n2
8(A1 + A2) 16(A +X2) . ot
= =LY (1 — cos|t]) = 2 sin® -
A —g) LTeoslt) =R a5 sy
todél gauname, kad
16(A\1 + A t
IIn f(t) — Ing(t)| < Msirﬁ v (4.6)

A(1—9) 2
Taip pat jvertiname |g(¢)],
e>\2 (eit—l)-i-)\l (efit—1>

’g(t)| = < e—2(>\1+)\2)sin2 % (47)

I (4.3) nelygybe istate (4.6) ir (4.7) gauname

16(\ +Xo) ot (16()\1 + o)

ot ot
lf(t) —g(t)] < msm 5 €XP msm 5—2()\14-/\2)3111 2). (4.8)

Pastebésime, kad

oo 10 oy
A(l—0) = 7
kai
1 8

Todél gauname, kad
16(A1 +A2) . 5t .ot 16
— < - - “7 — — — e —
1f(t) —g(t)| < = sin” 7 exp (A1 + A2) sin 5 2 =0

]_6()\1 + )\2) .92 t 7()\14»)\2) in2 t
< A sin® 3 4.
Al—g) MM o° ’ (4.9)

Pasinaudoje Caregradskio teorema, i$ (4.9) gauname (4.1) nelygybe:

f(t) —g() 4(A1 +Ag) (7
sin £ df < TA(1 —0) /—ﬂ'

t

. _ in2 t
sin — | e~ (AitA2)sin® 5 gy

1
sup|F(z) — G(z)| < E/

zeR -7

8()\1 + )\2) /“ ot —(A1+A2)sin? & 16(/\1 + )\2) r A\ 2
_ o\ T A2 LemOuro)sin? £ gy / (Ar+Az)(1-u?)
A1 —0) Jo TM2° ’ A1 —0) Jo © "

_ 16 ) (1 . ef()\lJr/\Q)) _ 16 min{l,()\l + )\2)}
TA(l —0) TA(l —0)

4.2 Teorema jrodyta.

Is sSios teoremos seka aproksimacijos Irwino, Puasono, neigiamos asimetrijos Puasono
désniais paklaidy jverciai.

Parasome aproksimacijos Irwino désniu (Skellamo désnio atvejis kai A\; = Ay = ) pa-

klaidos jvertj. Pazymékime Irwino tikimybinio désnio pasiskirstymo funkcija I(x).
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4.3 Teorema. Jeigu atsitiktinio dydzio & su vidurkiu EE = 0, jgyjancio sveikgsias reiksmes,

kumuliantai T'), tenkina Statuleviciaus tipo sqlygaq:

= kE—2)! —
k<<Ak22x A>0, k=34,..., (S)
’ 2\
[, — 2\ <=2
2 ‘ A?
o 16 min{1,2\}
min
— < 1 .
iggLFYaﬁ I(z)| < A8 (4.10)
kai
A>=2 1.8 0<d<l (4.11)
Z «Inax 571_5 ) . :

Puasono désnio (Skellamo désnio atvejis kai Ay = 0, Ao = \) atveju nesunku pastebéti,

kad w = e'* — 1. PaZymékime Puasono pasiskirstymo funkcija IT(z).

4.4 Teorema. Jeigu atsitiktinio dydzZio & su vidurkiu EE = X\, jgyjancio neneigiamas svei-

kgsias reiksmes, kumuliantai T, tenkina Statuleviciaus tipo sqlygq:

= (k—2) _
Fk <WA, A>O, k:3,4,7 (S)
0 A
[L—\<Z
2 )\‘ A?
far 16 min{1,\}
min
— g 1 7 .
supl F(z) ~ ()] < X5 (4.12)
kai
A>2 L 0<d<1 (4.13)
= max 67 1 _5 Y : .

4.1 Isvada. Tegul nepriklausomi atsitiktiniai dydziai &, k= 1,2,....n, n=1,2,... tokie,
kad \ \

ir sumy Spn = Yp_q &k pasiskirstymo funkcijos Fs, (x), tai

n

32 A min{1,A}

up|Fs (z) — (z)| < =221 4.14
kai
= 4\ LA 0<o<1 (4.15)
n = max 5135 . .

Irodymas. Sumy S,,,, = &1 + - - - + &, charakteristinés funkcijos yra
A . n
ty={(1+=(e"=1)]| .
folt) = (142 (¢ -1))
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Kadangi

<1 + A (eit — 1)) — eA(eiLl), kai n — oo,
n

tai P{S,, < 2} = II(z) kai n — oco. Kai w = e* — 1, gauname

(0 fs.0 (1)) = (i (_713“2) -y (<_Qk_§_ e

k=1 k=2

Tada T'; = X ir kumuliantai I atsitiktiniy dydziy S, yra

)w—n!

fk::@p—1)!((_1ﬁAk1+-(_1y:1Ak), k=23, ...

nk—2 nk-1

todél

Rl (k-2

S Ak—2
n

cia A, = 55, k=34.... Nelygybéje (4.12) paéme A = A, =

A,

= A
Th— A <=,
=N <5

n
27

gauname (4.14).

Neigiamos asimetrijos Puasono skirstinys su parametru A > 0 (Skellamo désnio atvejis

kai Ay = A, Ay = 0) skirstinys yra

AE
P{¢=—k} = k=012,

Pasiskirstymo funkcija pazymékime ﬁ(:c) Siuo atveju nesunku pastebéti, kad w =1 — e~ .

it

4.5 Teorema. Jeigu atsitiktinio dydzio & su vidurkiv EE = —\, jgyjancio neteigiamas svei-

kgsias reiksmes, kumuliantai Ty tenkina Statulevidiaus tipo sqlygq:

= (k—2)
Fk <W>\, A>O, k:3,4,...,
0 A
[— A <2
2 ‘ A?
o 16 min{1,\}
~ min
F —T1I g—’7
sup| (@) — Il)| < S35
kai
A > 2ma L8 0<d<l1
= S O e ) .
60'1—-946

4.2 Isvada. Tegul nepriklausomi atsitiktiniai dydziai &, k= 1,2, .

kad \ \
Pleyp——1 =2,  Plep=0t=1-2
{gnk } n7 {gnk O} na

ir sumy Spn = Yp_1 &nk pasiskirstymo funkcijos Fs, (x), tai

~ 32 A min{1,A}
_ Pt S il |
sup| i (2) M| < 2

kai
8

15

| =

n>4)\max{ }, 0<d<1.

20

oon,n=12,...

(3)

(4.16)

(4.17)

tokie,

(4.18)

(4.19)



Irodymas. Sumy S,,,, = &1 + - - - + &, charakteristinés funkcijos yra

A . "
fs,. (1) = (1 + (e_lt — 1)) :
Kadangi .
(1 - 2 (e’it — 1)) — e’\(efit_l), kai n — oo,
tai P{S,, < 2} = II(z) kai n — co. Kai w = 1 — e, gauname
% k+1yk, k\ oo [ k-1 k k—1
(In fs,, (1) = (kZl %@2) > (;_2 - n2_1> (k= 1! =gy~

Tada f‘l = — )\ ir kumuliantai fk atsitiktiniy dydziy S, yra

~ /\k—l )\k

todél

k

(k —2)!
< =N
k=34.... Nelygybéje (4.16) paéme A = A,

A,

1:“2—>\’<

cia A, = 55, = 5%, gauname (4.18).

5 Netolygieji jverciai aproksimuojant Skellam désniu

Siame skyriuje rasime netolygius liekamojo nario jver¢ius, aproksimuojant Skellamo skirs-

tiniu. Tam tikslui taikysime lema:

5.1 Lema. [9] Jei atsitiktiniy dydZiy & ir n, igyjanciy sveikgsias reiksmes, pasiskirstymo
funkcijos F(x) ir G(x), charakteristinés funkcijos f(t) ir g(t) atitinkamai, tai

(1 )| F(2) — G| < o (4 [0,
dt+2/ Sl;i;(t))’ dt) (5.1)
(14l P|F(2) — Gl)] < o= (8 [ 04
Sll’l* )/ dt
o () =g dt). (5.2)
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5.1 Teorema. Jeigu atsitiktinio dydZio & su vidurkiu EE = Ao — Ay, jgyjancio sveikgsias

reiksmes, kumuliantai T tenkina Statuleviciaus tipo sqlygq:

(k —2)!
Ak—Z

k

<

~ A+ A
Ty — (A1 + \o) i+ A)

< ( ;
A

tal

85(A1 + A2)

(1 +[z))|F(z) — G(z)] < BN
kai

1 8
A>2 PR 1.
max{(S 1_5} 0<d<

Irodymas. Ivertinsime (f(t) — g(¢))’. Turime

(J(t) = g(®)) = g'(t) - (OO _ 1) 4 g(t) - (In f(£) — In g(t))’ - & O

_ ()\1 + /\2) . (pgeit _ple—it) -g(t) (elnf(t)—lng(t) _ 1)

+g(t) - (I £(2) — Ing(t))' - Onat0
= (o 2) - (= pre™) - (1) — 9(1)
+g(t) - (I £(1) — g 1)) - e 1O~

tada

(F() = g®)| < Ou + M) [F() — g(O)] +1g(®)] | (In () — I g (1))

Kai
8

=2 T
A max{ 5

}, 0<d<1,

Sh | =

gauname, kad

16(AM +X2)* 5t T "))
_ I < A 1+A2) sin
(1) - 90y < x5t 5 e A e
< 20(A + Ag) max{L (A + Ao} o _(aag) sin?
A(1—-9) 2
IS gauty jveréiy (4.9) ir (5.6) gauname, kad
L0500 300040 7] ]
s 7 0 L7 < R _ 1 2)s1n dt
/77r snt | USTAQ g LMyl ’

32()\1 + )\2) /7T . t _()\1+>\2) sin2 b
— o\ A = sin® 3 dt
A(l — 5) 0 S111 —€

()\1+)\2), A>O, k:3,4,...,

. 2E —(A1+)2) sin?

t
2 .

— 64()\1 + )\2) /l e_(>\1+)\2)(1—u2) du < 64 min{la()‘l + >‘2)}
0 = A(1—9)

A(1—0)
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()

(5.3)

(5.4)

el f(t)*lﬂg(t)‘ . (5.5)

t
2 .

(5.6)

(5.7)



f(t) —g()

dt < 16(A1 + AQ) /ﬂ— e ()‘1+A2 Sll’l dt M/ e ()‘1+)\2 Sln 2 dt
_7r 0

I

sin2% A(1 =) A(1 =)
32(/\1 + )\2) . 3271'()\1 + )\2)
S OA(1-9) A OA(L=6) (58)
/Tr (f(t) .— f](t))/ dat < 0()\1 + )\2) rnax{l )\1 + )\2 —(A1+A2)sin? dt
—x sin 5 A(l —
_ ()\1 +)\2) max{l )\1 +)\2 }/ sin e —(A1+)2) sin? fdt
Al —
_ ~ 80(A1 4 Ag) max{l (A1 +A2)} / ~(uH2)(1-02) g,
Al —
<:80rnax{1(A14—A2)}nnn{1(A1+—Aﬁ} _ 80(\1 + A9) (5.9)

= A1 —9) RN
Tada gautus integraly jvercius jstate i (5.1), gauname

85(A1 + A2)

(1 +lal)|F(x) = Gla)| < 5

1 8
> -2 ,
A/Zmax{(s,l_é}, 0<o<1

5.1 Teorema jrodyta.
Analogiskai galime gauti ir aproksimacijos ribiniy Irwino, Puasono, neigiamos asimetrijos

Puasono désniy netolygiuosius paklaidy jvercius.

5.2 Teorema. Jeigu atsitiktinio dydzio & su vidurkiv B = 0, jgyjancio sveikgsias reiksmes,

kumuliantai T, tenkina Statuleviciaus tipo salygq:

= k—2 _
kg(Akng A>0, k=34, )
’ 2\
= o2
T 2w\zy
. 170X
(1 +|z))|F(z) — I(z)| < A —0) (5.10)
kat
A>2 L8 0<d<1 (5.11)
Z omaxy i : :

5.3 Teorema. Jeigu atsitiktinio dydzZio & su vidurkiu E{ = X, jgyjancio neneigiamas svei-

kagsias retksmes, kumuliantai T tenkina Statuleviciaus tipo sqlygq:

(k—2)!

Dol Sy A A>0, k=34, (S)
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= A
Iy — A\ < —,
’ ‘ A
tas \
85
1 F(x)—11 <——, 12
1+ [F(e) = )| < —5 5 (512)
kai
A>2 L8 0<d<1 (5.13)
>2m - — 7, . .
e 1—6
5.1 Isvada. Tegul nepriklausomi atsitiktiniai dydziai &, k= 1,2,....n, n=1,2,... tokie,
kad \ \
P{& =1} = —, P{{r=0}=1——,
{6 =1} - {&ur =0} -
ir sumy Spn = Y op_q &k pasiskirstymo funkcijos Fs,, (x), tai
1702
1 F —1I < —, 5.14
(1-+1e [P, (@) = 10| <€ 2 (5.14)
kaz
> Dmaxd b0 gcse (5.15)
>4 dmaxq —; —— ¢, : )
" o1-56
5.4 Teorema. Jeigu atsitiktinio dydzio & su vidurkiuv EE = —)\, jgyjancio neteigiamas svei-
kgsias reiksmes, kumuliantai T tenkina Statuleviciaus tipo sqlygq:
= (k—2)! =
Pk gW)\, A>O, k:3,4,..., (S)
’ A
-\ <2
2 ‘ A?
tas -
~ 5
1 F(x)—-11 <——F—, 5.16
(1 +1a])|F () —1@)| < —x5 = (5.16)
kat
A>2 L8 0<d<1 (5.17)
> ax —; —— ¢, . .
B
5.2 Isvada. Tegul nepriklausomi atsitiktiniai dydziai &, k= 1,2,...,n, n=12,... tokie,
kad \ \
P{&n = -1} = —, P{{r=0}=1— —,
{&nk } - {&nr = 0} -
ir sumy Spn = Yp_1 Enk pasiskirstymo funkcijos Fs, (x), tai
~ 1702
1 F —1I < —, 5.18
1+l Fs., (@) ~ @) € 7 (5.18)
kai
> 4\ 1.8 0<d<1 (5.19)
>4 m -, ) .
n X\ 5T
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5.5 Teorema. Jeigu atsitiktinio dydzio & su vidurkiu EE = Ao— A1 ir dispersija DE = A1+ Ao,

igyjancio sveikgsias reiksmes, kumuliantai T, tenkina Statuleviciaus tipo sqlygq:

= k
Iyl < (Ak 2) (>\1+)\2) A>O, k':3,4,..., (S)
far 1370\ + o) max{1,(\t + Ao)}
9 B < 1+ Ag)maxyl,(A1 + A .
(1 + |2l PP () - G(a)] < i) , (5.20)
kai
A>2 L4 0<do<1 (5.21)
max 6 T 5( . )

Irodymas. Pastebésime, kad I:H = Ng— )\ ir Fg M+, (Ing (1), = Aa— A+ (M +A2)w,
todeél pasinaudoje (S)
k

o0

w w
(0 £(£)" = (In g (1)) o A2t A= O d)w| < 3k |k|'
k=2
< (k—Dw® (M + )\2 -2
)‘1+)‘2 Z Ak—1k! S
k=2
Kadangi
lw(t)] =|p (eit - 1) —p (e_it - 1)‘ <2p sin2£ +2p 51112E =2 sir12f <2
2 1 < 2p2 5 1 2 5| S %
todel, kai A > %, 0<d<1, tai ‘%‘ < 60, gauname
/ (>\1 + )\2 k=2 2()\1 + )\2) .4 t
—_— < ——F5= —. 22
(I f(1)) — (ng(1)'] < N R (5.22)
Istatome (5.22) i (4.4)
20 4+ Ag) fitl 4t 20+ Ao) At
1 —1 < 7/ —dt < 7/ —dt
I f8) =gl < a5 J, 5™ 3 Al—d) Jo "2
4(M + A2) 8(A+AX2) . ot
= LT coslt]) = 2L T2 z
A=) 1Tl = xg 5 g
todel gauname, kad
8A1+A) . ot
1 —1 < —F—— —. 2
Kai A
1
A > 2max{6 1_(5}, 0<o<1,
i (4.3) istate (5.23) gauname
) — gt)] < SN G b —oueanst (5.24)

Al—0) " 2
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ir i (5.5) istate (5.22), (5.23), (5.24) gauname

8()‘1 + )‘2)2 22 t e—()\1+)\2)sin2% + 2(>\1 + )‘2) -4 t —()\1+)\2)sin2%'

/
— < —— =7 —. - - 7 —
‘(f(t) g9@))’] < NEDR 15 S ge
10()\1 -+ )\2) max{l,()\l + )\2)} . 9 t —(A1+A2) si 2t
< . 1 2) sin 2. 2
(1= 0) sin 2e (5.25)

Pasinaudoje (5.23), rasime dar viena|In f(t) — In g(¢)| iverti:

2(M + X2) ftl gt (A1 + A2) /M
— g 2oL Sdt =220 (1 — cost) dt
In f(t) — Ing(t)| AT=0) Jo sin 2dt AT =) o (1 —cost)d
. (A1 + A2) .
= AT —0) (t| — sinlt]) .
Zinome, kad visiems ¢t € R yra teisinga nelygybe
sint — ] < 1
sint —t| < —,
6
todél O M)
+
In £(6) ~Ing(®)] < X751 (5.26)
Kai

1 4
1
A> Qmax{(s 1_5}, 0<o<1,

gauname, kad

[F(t) = g(t)] < m!t\ e~ (urtra)sin® 3 (5.27)

Ivertinsime (f(t) — g(t))”. Turime
(f() = g(®)" = (M + Xa) - (p2e” + pre™™) - (f(t) — g(t))
(f(t) —g(t))

+ (A + A2) - (pae” = pre™) -
+( (t) - (In f(t) — Ing(t) ’), In f(t)—Ing(t)

() - ((n £(t) =g ()Y e/ @noto)

— (A da) - (pac® + pre ™) - (F(2) — g(0)

(A Ag) - (o — pre ) - (£(2) — g(t))

(O Aa) - (o — pre ™ )g(t) - (In f (1) — Ing(1))' - IO
T g() - (n f(t) — Ing())" - IO

+9(t) - (I f(t) — lng(p)y)” I O-mo®,
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tada

< O+ 2| F(8) = g(O)] + a4+ 2)|(F() = g(0))

(F(t) = g(t))"

In £(£)~In g(t) ’

+ (4 Ao)[g(®)] -| (I f(2) = g(t))'] -Je

eln (- Inott)

+Hg(®)]-|(n £(t) — Ing(t))"|

2

+lg(®)] - (i f(t) ~mg(®))) e

1nf(t)—1ng(t)’ .

Primename, kad I:H =Xy — M\ Ir Fg = A+ Ay, (Ing(t )) = X — A+ (A1 + A2)w, todeél

pasinaudoje (S)

>z yk |z w|®
0 £10) = g0 = 3= nar = wiha-+ ) < 32 P
k=0 : pt !
< klw|® (A + AQ k-1
< ()\14-)\2)’; ARl <

2, 0<d<1, tai‘%‘ < 4, gauname

Kadangi |w(t)| < Q‘Sln L

" A )\ k=1 2(\ A .
(i 7(0) ~ m gy < Q2] < L(ﬁ_ ;)) a’l (5.28)
Vadinasi,
SO 4+ A)? . ot 1000 + A)2max{l, (A + \o)} . ¢
’(f(t) _ g(t))” < (<A(11+_52)) SiH2 5 + ( 1+ Q)A?lla_{(s) ( 1+ 2)} sz 5

2
M sin2 t M sin2 E e~ (MiHAe)sin®
A(1 =) 2 A(l-9) 2

26( A1 + Ao) max{1,(A\; + \o)?} . 5t —(M+A2)sin? £
< v X 1 2 ) sin . 2
< ( (1 — 5) sin 5 e 2 (5 9)

Pasinaudoje jverdiais (5.24), (5.25), (5.27), (5.29) gauname, kad

/“ f(t).—tg(t)

—(A1+A2)sin? £ dt

Sin —| e

dt <
2

8()\14‘)\2) Tt
S OA(L-0) /4

16()\1 + )\2) /7r . t _()\ +>\ X
— - 1+A2) sin? dt
A1 —35) Jo *M2°

32()\1 + )\2) 1 —(A1FA2)(1—u?) 32 min{l,()\l + )\2)}
— 1+A2 U < .
A(1—9) /0 ¢ dt < Ad—o 630
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J(t) —g(t) dt < 8(A1 + Ag) /\2)/ o~ atre)sin® & gy 16(>‘1+)‘2)/” o (rth)sin? £ gy
— 0

L.

sin? £ S OA(1-9) A(1 —9)
16()\1 + )\2) 1677'()\1 + /\2>
NS —_— = — 5 . 1
A(1—0) I A(1—9) (5:31)
T f{t) —g(t) A+ A) [T niaesin?t (A +A2) [T ag)sin? £
< 1 2) s~ 5 _ _ - 4 1 2 sin?
/. st | S TGAn ) /e =371 =7) fe bt

>\1 + )\2 )\1 + )\2)
S SA 1—-46 / di = 3A1—6) (5.32)
/ﬂ' (f(t) ‘— g(t))/ q < 10()\1 + )\2) max{l )\1 + )\2 —(A1+Xg)sin? L Lt
— sin 5 Al —
_ 0()\1 + )\2) max{l )\1 + >\2 }/ sin e —(A1+A2) blIl 7dt
Al —
40(A1 + A2) max{1,(A1 + A2)} /1 o~ iAe)(1-0%) g,
A(L—9)
A(1=6) A(l-9)
[|u g, 100l a0 g
92t ~
—r S1n 9 A(l - 5)
_ 20(A\1 + o) max{1,(A; + A2)} / ~A)sin? £ g
A(l—9)
()\1 + )\2) max{l )\1 + )\2 }
<
h A1 — / dt
_ 207T()\1 + )\2) rnax{l,()\l + )\2)}’ (534)

A(1—9)

(f(t) = 9(1)"

in ¢
SN 5

6()\1 + )\2) max{l )\1 + )\2
Al —

dt < e~ iA)sin® 5 gy

L.

52(A1 + Ao) max{1,(A; + A2)?
= A(1—9)

} ‘/7T Sj_n ;e_(A1+>\2)Sin2; dt
0

_ 104max{1,(\ + Ag)?} min{1,(A\s + Ao)}
S A(1—0)

. 104(A; + A2) max{1,(A; + \o)}
= A(1 —9) '

(5.35)
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Tada integraly jvercius (5.30), (5.31), (5.32), (5.33), (5.34), (5.35) istate i (5.2), gauname

137(A + Ao) max{1,(A; + o)}
TA(l —0) 7

(L +|z)?|F(z) - G(x)] <

¢ia A
1
A>2max{5;1}, 0<o<1.

5.5 Teorema jrodyta.
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ISvados ir rezultatai

1. Parodyta, kad sis skirstinys yra neapréztai dalus.

2. Aproksimacijos Skellamo désniu konvergavimo greitis yra toks pat kaip ir aproksima-

cijos Puasono désniu.

3. Siame darbe apibrézti kumuliantai, kurie leidzia vertinti lickamajj narj aproksimuojant

Skellam skirstiniu. Rasti rysiai su klasikiniu budu apibréztais kumuliantais.

4. Gautas, atsitiktinio dydzio, jgyjancio sveikasias reikSmes, kai jo kumuliantai T tenkina
Statuleviciaus tipo salyga, skirstinio aproksimacijos Skellam skirstiniu liekamojo nario

tolygusis jvertis.

5. Gauti, atsitiktinio dydzio, jgyjancio sveikasias reiksmes, kai jo kumuliantai T, tenkina
Statuleviciaus tipo salyga, skirstinio aproksimacijos Skellam skirstiniu liekamojo nario

netolygus jverciai.
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