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Anotacija

Darbas yra apie trupmeninio Brauno proceso generavimo algoritmus. Tai
yra vienas populiariausiy Gauso procesy. Tikslas yra palyginti kelety daz-
niausiai naudojamy generavimo algoritmy ir iSrinkti geriausia. Algoritmai
lyginami spartos, gausiskumo bei tikslumo aspektais. Didelé dalis skiriama
Hursto parametro jvertinimo metodams, iSrenkamas algoritmas, kuris tai
atlieka tiksliausiai. Véliau geriausias metodas naudojamas generavimo algo-
ritmy tikslumui nustatyti. Skaiciavimai ir generavimas atliktas naudojant
R paketa, priede pateikiami generavimo ir vertinimo algoritmy programiniai
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This paper is about simulation methods of the fractional Brownian motion,
which is one of the most popular Gaussian process. The main idea was to
compare simulation methods and to find the best one. Criteria were speed,
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1. Ivadas

Tiriant jvairius reiskinius, neapsieinama be atsitiktininiy procesy. Vienas
zinomiausiy yra Gauso procesas. Jis yra jdomus tiek savo teorine prasme,
tiek praktiniu pritaikymu. Gauso procesas svarbus matematinei statistikai,
ekonometriniam modeliavimui, biologijai, inzinerijai. Kad buty galima ge-
riau pazinti procesa, istirti jo savybes, elgseng, reikéty mokéti jj modeliuo-
ti. Tam yra sukurta labai daug algorimty ir tikriausiai visi jie modeliuoja
teisingai, taciau priklausomai nuo algoritmo vieni reikalauja daugiau skai-
ciavimy, kiti maziau. Dauguma algoritmy remiasi matricy skaic¢iavimais,
kurios kartais buna milziniskos, dirbti su tokiomis matricomis yra sudétinga,
reikia daug laiko ir resursy. Deél Siy priezas¢iy yra svarbu rasti geriausius
algoritmus, kurie optimaliausiai generuoty reikalingy parametry atsitiktiniy
procesy realizacijas. Kadangi Gauso procesas yra labai platus, Siame darbe
apsiribosime atskiru Gauso proceso atveju — trupmeniniu Brauno judesiu.
Kita vertus, mokant generuoti trupmeninj Brauno judesj, algoritmg nesun-
kiai galima pritaikyti ir generuojant paprasta Gauso procesa.

Sio darbo tikslas — palyginti trupmeninio Brauno judesio modeliavimo
algoritmus ir rasti geriausia. Darbo uzdaviniai yra:

o modeliuoti trupmeninj Brauno judesj naudojant jvairius algoritmus;
o remiantis kriterijais palyginti algoritmus ir isrinkti geriausia.

Pirmiausia apzvelgsime literatura, kas jau yra padaryta pasaulyje ir Lie-
tuvoje kalbant apie trupmeninj Brauno judesj. Prisiminsime Gauso proceso,
trupmeninio Brauno judesio apibrézimus, savybes. Toliau pereisime prie al-
goritmy aprasymo, modeliavimo. Atrinksime vertinimo metodus, kurie leisty
palyginti algoritmus tarpusavyje. Modeliavimg ir generavimg atliksime nau-
dodami R paketa.



2. Literaturos apzvalga

Yra sukurta daug algoritmy, skirty trupmeniniam Brauno judesiui ge-
neruoti. Vieni algoritmai ji generuoja tiesiogiai, kiti skirti generuoti Gauso
procesui, o tada naudojantis tuo, kad Brauno judesys yra kumuliacinis Gauso
procesas, perskaiciuojant gaunamas Brauno judesys. Norint generuoti Brau-
no judesj iS esmeés pakanka rasti proceso kovariacinés matricos isskaidyma
i kity matricy sandauga. Dauguma sukurty algoritmy ir yra sukurti ban-
dant kuo efektyviau tai padaryti. Pats tiksliausias algoritmas, bet kartu ir
neefektyviausias yra Cholesky dekompozicija. Kadangi naudojant Cholesky
algoritma tenka skaiciuoti atvirkstines matricas, metodas yra létas, ypac ge-
neruojant daug atsitiktiniy dydziy. Kita grupé algoritmy yra asimptotiniai.
Jie yra zymiai greitesni, bet néra tokie tikslus. Daug vil¢iy dedama j vadi-
namus spektrinius algoritmus [4]. Tiriant juos, iSsiaiskinta, kad jie yra gana
tikslus, taciau zymiai greitesni nei kiti algoritmai. Greiciausiu ir tiksliausiu
metodu laikomas ciklinés matricos metodas, dar vadinamas Wood—Chanol[6].

Trupmeninio Brauno judesio populiarumo pradzia laikoma 1968 m., kai
ji savo darbe aprasé Mandelbrotas ir Van Nessas [9]. Savo darbe remsimés
keliais straipsniais, kuriuose nagrinéjami trupmeninio Brauno judesio gene-
ravimo algoritmai. Vienas jy yra ,Simulation and indentification of the frac-
tional Brownian motion: a bibliographical and comparative study*parasytas
Jean—Francois Coeurjolly 2000 m., kuriame nagrinéjami kai kurie generavimo
metodai, pateikiami keli lyginimo testai, bei realizuoti algoritmai naudojant
S—plus programa. Kitas straipsnis, kuriuo remsimés, yra ,,On spectral simu-
lation of fractional Brownian motion“, parasytas 2003 m. autoriy Antonius
B. Dieker ir Michel Mandjes. Siame darbe démesys teikiamas asimptotiniams
ir spektriniams metodams, juos laikant potencialiai efektyviausiais algorit-
mais, kurie leidzia generuoti trupmeninj Brauno judesj. 2004 m. tas pats
Antonius B. Dieker papildé §j straipsnj ir parasé nauja darbg ,Simulation of
fractional Brownian motion*, kuriame galima rasti dar daugiau algoritmy ir
testy.

Didelis démesys skiriamas ir Hursto parametro jvertinimui. Kuriami vis
tobulesni metodai kaip tai atlikti tiksliau ir grei¢iau. Savo darbe pamégin-
sime realizuoti metodus aprasytus Bretono ir Coeurjolly 2011 m. darbe [2].
Autoriai pateikia i$ pirmo zvilgsnio patraukly metoda H parametrui vertin-
ti, pasikliovimo intervalams sudaryti, gaunami nejtikétini rezultatai, kuriuos
meéginsime patikrinti. Kitas naujas darbas, kuriuo remsimeés yra Salomono ir
Forto (2013 m.), ¢ia aprasomas tiek trupmeninio Brauno judesio generavimo,
tiek H vertinimo metodas [11]. Norédami palyginti, kuris algoritmas veikia
geriau, pasirinkome kelis Coeurjolly [6] bei keleta D.Melichovo [10] nagrinéty
ir realizuoty vertinimo metoduy.



3. Apibrézimai

Gauso procesui apibrézti yra svarbi Gauso atsitiktinio dydzio savoka. Tai
toks atsitiktinis dydis, kuris turi normalyjj skirstinj.

1 apibrézimas. Sakome, kad atsitiktinis dydis X turi normalyji (Gauso) skirs-
tinj su vidurkiu p ir dispersija o2, jei tas atsitiktinis dydis jgyja reik§mes is
intervalo (—oo;00), 0 jo tankio funkcija turi pavidala:

1 _(@—-w?

falpo) = —=—¢€ <, (1)
2mo

Gia o > 0,0 —00 <y < oo. Zymima X ~ N(u,0?). X vadinamas standar-
tiniu normaliuoju, kai X ~ N(0,1)

2 apibréZimas. n-matis atsitiktinis vektorius X = (X1, X...X,,)T yra norma-
lusis tada ir tik tada, kai kiekvienam n-maciui vektoriui a = (ay, ag, ...a,)",
vienmatis atsitiktinis dydis a’ X yra normalusis.

3 apibrézimas. Atsitiktinis procesas yra atsitiktiniy dydziy rinkinys {X;,t €
T}, ¢ia T C R yra indeksy aibé.

Gauso procesg galima apibrézti, kaip atsitiktinj procesa, sudaryta is Gauso
atsitiktiniy dydziy.

4 apibrézimas. Procesas {X;,t € T} yra vadinamas Gauso, jei jo baigti-
niamaciai skirstiniai yra normalieji (Gauso). Skirstinio savybés nusakomos
vidurkio funkcija pu(t) = EX, ir kovariacine funkcija T'(t, s) = EX, X.

5 apibréZimas. Tolydus centruotas Gauso procesas {Bfl;t € T}, Bff = 0,
kurio kovariaciné funkcija turi pavidalg:

1
I'(t,s) :]E(Bfo) = §<t2H + 8 — |t — s|2H>,‘v’t,s >0 (2)

yra vadinamas trupmeniniu Brauno judesiu (zym. tBj). H € (0;1) vadina-
mas Hursto parametru.

Kai Hursto parametras lygus %, procesas yra standartinis Brauno judesys.

Trupmeninio Brauno judesio skirtumai yra vadinami trupmeniniu Gauso pro-
cesu (zym. tGp).



6 apibrézimas. Trupmeniniu Brauno judesiu vadinamas atsitiktinis procesas
{BF,t € T}, Bff =0, turintis tokia stochastin¢ israiska:

B = ﬁ( / io[<t—s>H-%—<—s>H-%]st+ / t(t—s>H-%st), 3)

dia I'(«a) = f r*Vexp(—x)dr, H € (0;1) yra Hursto parametras, o B
yra standarmms Brauno judesys (su H =1/2).

Trupmeninis Brauno judesys ir trupmeninis Gauso procesas yra tarpusavyje
susije.

7 apibrézimas. Trupmeninis Gauso judesio procesas { Xy, k € NU{0}} yra
apibréziamas kaip tBj proceso skirtumas

X = Biyy — B, (4)

turintis autokovariacine funkcija:
1
(k) = EX, i X, = §<|k‘—1|2H—2|k|2H+ |k+1|2H). (5)

8 apibrézimas. p eilés filtras a yra apibréziamas [ + 1 ilgio vektoriumi, kurio
komponentés a; yra realios, 0 < ¢ < [, ir kuris tenkina:

! l
quaq:(), j=0,...,p—1 ir quaq%(). (6)
q=0 q=0

4. Modeliavimo algoritmai

Toliau apzvelgsime algoritmus, skirtus trupmeniniam Brauno judesiui
modeliuoti. Algoritmai gali buti skirstomi j tiesioginius ir netiesioginius.
Tiesioginiais algoritmais vadintume tokius metodus, kurie remiasi stochasti-
nio integralo aproksimavimu, kovariacinés matricos iSdéstymu. Netiesioginiai
metodai pagristi trupmeninio Gauso proceso kovariacinés matricos savybé-
mis, kai generuojamas tGp, o iS jo gaunamas tBj. IS tiesy, jei sugebame
generuoti tBj realizacija, apskaiciave skirtumus, gauname trupmeninj Gau-
so procesy. Atvirksciai, jei sugebame generuoti trupmeninj Gauso procesg,
sumuodami galime gauti trupmeninj Brauno judes;.



4.1. Stochastinio integralo aproksimavimas

Sis algoritmas remiasi trupmeninio Brauno judesio stochastineés israiskos
aproksimavimu. IS apibrézimo, tBj galima iSreiksti per stochastiniy integraly
suma;:

B = ﬁ( / l{<t—s>H-%—<—s>H—5]st+ / t(t—s>H—%dBS). (7)

Aproksimuojant Sie integralai iSreiSkiami per sumas:

BY ;:CH(ZO:[(n—mH-%—( Blk+Zn— —%BM), (8)

k=—b

¢ia B; yra nepriklausomy vienodai pasiskirsc¢iusiy standartiniy normaliyjy
atsitiktiniy dydziy b + 1 ilgio vektorius, o B, yra nepriklausomy vienodai
pasiskirs¢iusiy standartiniy normaliyjy atsitiktiniy dydziy N + 1 ilgio vek-
torius. Sugenerave tokig sumg naudodami B ir By, gauname trupmeninj
Brauno judesj. Literaturoje [6] raSoma, kad Sis algoritmas vertingesnis savo
istorine prasme nei praktine ir kad tai néra geras budas generuoti tBj.

4.2. Tikriniy reikSmiy metodas

Sis metodas paremtas kovariacinés matricos T
1
[(t,s) = E(BﬁBf) =3 <t2H N 5|2H) Vit s >0 (9)

isdéstymu, naudojant tikrines reikSmes. Kadangi [' yra simetriné, teigiamai
apibrézta matrica, tai jos tikrinés reiksmes A; > 0 (i = 1,...,N). Tegul
A;j = X\id; j yra diagonalioji tlkrlmu6 relksmluc matrica, ¢ia d; ; yra Kroneke-

rio simbolis. Pazymime matrica AZ = )\2 0; j. Tegul v; yra tikrinis vektorius,
susietas su tikrine reiksme \;. Aplbrez1ame matrica P, kaip matrica, ku-
rios i-tasis stulpelis yra tikrinis vektorius v;. Kadangi tikriniai vektoriai yra
tiesiskai nepriklausomi, egzistuoja atvirkstiné matrica P~!. Tada egzistuoja
tokia matrica ¥ = PA%P”, kad X2 = I'. Padaugine ¥ i§ nepriklausomy
standartiniy normaliyjy atsitiktiniy dydziy vektoriaus gauname trupmeninj
Brauno judes;.
Sio algoritmo realizavima R paketu galima rasti priede.



4.3. Cholesky metodas

Sis algoritmas remiasi trupmeninio Brauno judesio kovariacijy matricos
Cholesky dekomporzicija. Tarkime I" = (ﬁ, %), cia i,j € {0,...., N — 1} yra
tBj kovariacijy matrica. IS kovariacijy matricos pasaling pirmg stulpelj ir
pirma eilute sudarome naujg matrica, kurig pazymime I = (%, %), tik ¢ia
i,j € {1,..,N —1}. Kadangi I yra teigiamai apibrézta simetriné matrica,
tai ji turi vadinamaja Cholesky dekompozicija I=LL, ¢alL yra trikampés
matricos. Tokig trikampe matrica L padauging iS nepriklausomy standarti-
niy normaliyjy atsitiktiniy dydziy vektoriaus gauname trupmeninj Brauno
judes;.

Nors algoritmas yra laikomas tiksliu, bet jis pagrjstas matricy daugyba, o
tokie skaic¢iavimai reikalauja daug resursy. Vis délto rasant §j darba, pavyko
patobulinti algoritmg pasalinus buvusius ciklus ir taip pagreitinus ji apie 10
karty. Priede pateikiame Sio algoritmo, realizuoto R paketu, programinj

koda.

4.4. Karhunen — Loeve generavimo metodas

Sio algoritmo idéja yra Gauso proceso isreiskimas per Karhunen — Loeve
(toliau — K-L) isdéstyma. Pirmiausia naudojant parametra H generuojama
kovariacijy matrica, turinti pavidala:

1
I'(t,s) = E(BtHBSH> =3 (t2H + 85 — |t — s|2H), Vt,s > 0. (10)

Baigtiniam n KL isdéstymas atrodo taip:

BtI;I ~ Z \/ Xk&k@k,ti? Vi = 07 17 ey 1, (11)

k>1

Ga Ny yra kovariacijy matricos tikrinés reikSmes, ¢y tikriniai vektoriai, o
&, yra nepriklausomy vienodai pasiskirsc¢iusiy normaliyjy atsitiktiniy dydziy
seka. Kadangi sekos generavimui siuo algoritmu reikia kovariaciniy matricy
aprasymo bei tikriniy reiksmiy radimo, algoritmas néra labai greitas. Sa-
vo struktura algoritmas panasus j anksciau aprasytus Cholesky bei tikriniy
reikSmiy metodus. Daugiau informacijos apie §j algoritma galima rasti Luis
A. Salomon straipsnyje [11], o prieduose R paketu realizuoto algoritmo prog-
raminj koda.



4.5. Levinsono algoritmas

Norint generuoti trupmeninj Brauno judesj galima tai atlikti netiesiogiai.
Levinsono algoritmu pirmiausia generuojamas trupmeninis Gauso procesas,
0 ji sumuojant gaunamas trupmeninis Brauno judesys.

Tam, kad buty isvengta Cholesky dekompozicijos ir daug resursy reiklau-
janc¢iy veiksmy su matricomis, pasinaudojama trupmeninio Brauno judesio
autokovariacijy matricos G-

G(i,j) =7 — 1), i,j=0,...,N -1 (12)

savybémis. Si matrica priklauso Toeplitzo matricy grupei, todél G(i,5) =
G(i+ 1,7+ 1). Tai reiskia, kad i$ matricos pirmos eilutés galima rekursiskai
isskaiciuoti visa matrica. Levinsono algoritmas skaic¢iuoja matricg L, kuri
tenkina LL' = G. Pirmame sio algoritmo zingsnyje pazymeékime:

b = —v@), 71 = VA0, (13)
2= (1) (05Y) ”
L' = (0%%)%%)) . (15)

Apibréziami N ilgio vektoriai:
L =o; (O,...,O,l,l;,...,lf\,ﬁl) : (16)

t
E‘j :U] (O,,O,l,i%,,l/\g\fj+1> . (17)

Algoritmo zingsnyje j + 1:

o~
=t

gjr1 =01 —ki,), (18)
LN In kiaZ L (19)
) T\ kI Z L)

10

ki1 =



00 ... 00
1 0 0 0

z=1| 01 0 0 (20)
00 ... 120

Baigus vykdyti algoritma, gaunama matrica L = (L!,--- | LN)D™1, ¢ia

01 0 e 0
0 oy ... 0

D= . . . ) (21)
0 0 ... ON

L padauginus i§ N ilgio nepriklausomy Gauso atsitiktiniy dydziy vek-
toriaus, gaunamas trupmeninis Gauso procesas, kurj sumuojant gaunamas
trupmeninis Brauno judesys.

Priede pateikiamas Coeurjolly [6] programinis kodas, perrasytas R paketo
sintakse, kuris generuoja trupmeninj Brauno judesj Levinsono metodu.

4.6. Bangeliy metodas

1995m. F. Sellanas ir Y. Meyeris pasiulé nauja algoritma, kurj po mety
igyvendino ir aprasé P. Abry kartu su pac¢iu F. Sellanu [1]. Autoriai §j algo-
ritma vadina bangy sinteze (angl. the wavelet—based synthesis). Pagrindiné
idéja yra trupmeninj Brauno judesj isreiksti per sumas:

=Y MED TGt — k) + Y (k) (D) (1), (22)

7<0,k

¢ia D) autoriai Zymi s eilés trupmeninj diferenciala. Autoriai pasitilé kitokia
israiska

— by = th W)+ Y ka2l (1), (23)

J<Ok

c¢ia s = H + %, by konstanta, 7; nepriklausomi vienodai pasiskirste Gauso
atsitiktiniai dydZiai, by(k) yra trupmeninis ARIM A(0,s,0) procesas, ¢
tai mastelio (angl. scale) funkcija, o 1)(®) bangos (angl. wavelet). Daugiau
informacijos apie 8] metoda galima rasti [1] ir [6] Saltiniuose. Naudojamas R
kodas yra is Coeurjolly darbo [6], jis Siek tiek pakeistas pateikiamas priede.
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4.7. Wood — Chano algoritmas

Wood — Chano algoritmas dar yra vadinamas ciklinés matricos meto-
du. Jis laikomas vienu greiciausiu metodu, skirtu generuoti Gauso procesus.
Algoritmas susideda is keliy etapy. Norint iSvengti tiesioginio kovariacijy
matricos Saknies skai¢iavimo, pirmiausia generuojama cikliné matrica C"

Co CiT ... Cp—1
o Cm—1 C0 --- Cm—2 . V(&) kai0<j< B
= ) o . , Cla ¢; = - .
V(7)) kai 5 <j<m—1
C1 Cy ... Co

(24)
m > 2(N — 1), m € N. C yra iSreiskiama per C' = QAQ*, ¢ia matrica A
yra, sudaryta is C' tikriniy vektoriy, o () yra unitariné matrica:

'k
Q]-,k:ml/Qexp(—m]—), 4. k=0,...,m—1. (25)
m
Kadangi @ yra unitariné, tai Y = QAY2Q*Z su Z ~ N(0,1,,), tada Y ~
N(0,C). Toliau isskiriami trys etapai:

« Naudojant greitaja Furje transformacija skaic¢iuojamos C' tikrinés reiks-
mes:

m—1 . m—1 .
.k gk
)\k:ZCjeXp(_QWTE):chexp(2277-%)71{;:07"'7”1_1;
J=0 =0
(26)
e Generuojama Q*Z:

— generuojami nepriklausomi standartiniai normalieji atsitiktiniai

dydziai Uir V, Wo =U, o Wn =V

— kiekvienam j, 1 < j < 7, generuojama Uj, V; ir skaiciuojama:
L, ivy), W, =

= — . 1V , i = ——

v J 1= /2

o Naudojant greitaja Furje transformacijg suskaiciuojama trupmeninio
Gauso proceso seka X:

k 1 &= gk
X(N):TZOVA]-V[GeXp(—%WE), k=0,...,m—1.

m
J

W; (U; —iVj). (27)

(28)
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Galiausiai sumuojant X gaunamas trupmeninis Brauno judesys By. Daugiau
apie 8] metoda galima paskaityti [6] ir [4]. Priede pateikiamas realizavimo
kodas, paraSytas remiantis Coeurjolly [6].

5. Hursto parametro vertinimo testai

Norint nustatyti, kuris generavimo metodas yra geriausias, reikia pasi-
rinkti kriterijy sarasa, kuriais metodus galima lyginti tarpusavyje. Naturalus
reikalavimai metodams yra sparta ir tikslumas. Sparta matuosime stebédami
kaip keiciasi skaic¢iavimy trukme, keic¢iant generuojamo proceso ilgj. Panasiy
eksperimenty rezultatai rodo, kad léciausi metodai yra stochastinio integralo
aproksimavimas ir kovariacinés matricos iSdéstymas. Tuo tarpu greic¢iausiais
laikomi metodai, pagristi cirkuliacinémis matricomis. Algoritmy tikslas yra
generuoti trupmeninj Brauno judesj su iS anksto parinktu Hursto parametru.
Todél algoritmy tikslumag matuosime vertindami Hursto parametra tam tik-
rais metodais ir palygindami jj su parinkta reiksme. Tai reikes atlikti keic¢iant
H ir aibés dydj. Toliau apzvelgsime testus, kurie yra skirti jvertinti Hursto
parametrg.

5.1. Hursto parametro pasikliautinieji intervalai

Breton ir Coeurjolly darbe [2] aprasyti trupmeninio Brauno judesio Hur-
sto parametro pasikliautinieji intervalai. Sie pasikliovimo intervalai atrodo
taip:

ﬁ;nf(a) ‘= max <O, gt ( log (:c}fnfl(oz/Z)) — log (SZ))) , (29)
I:IZUP(Oz) ‘= min <1, g;l(log (xff’nfl(oz/2)) — log (SZ))), (30)
Cia
qlan—l<04) qgn—l Oé)

o a)i=1— 2l g (@) =1 e 31
:El,n l(a) \/m x, l(a> n—1 ( )
G ni(@) = (rn) s %), @ (@) = (@rn) T g 57). (32)

Cia funkcijos ¢, (a; £) it @, (a; k) apibréziamos taip:
Ornl(o; KY) == eaf (1 - %) " W (), (33)
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Ornla; KY) i=e" e (1 + &> " (34)
Taip pat, kai n — +o0:
@) ~ g, (@) ~ q*(a) == /26 log(1/a). (35)

k® zymi konstantas prie atitinkamy filtry, jy yra keletas, platesne informacija
apie konstantas ir filtrus galima rasti Breton — Coeurjolly straipsnyje [2].
Siame darbe skai¢iavimuose naudojami antros eilés filtrai, todéel k* = 2.667.
Antros eilés filtras yra a = {1, —2,1},1 = 2, p = 2, pagal 8 apibrézima.

1 n—1 i 2
svm (1), (36)

n

¢ia

Liko apibrézti funkcija g,,:

gn(x) = 22 log(n) — log(m(0)), (38)

X3 a l i
cla Tr:):(O) = _% q,r=0 anLT’q—TP
eilés filtras, todél m2(0) = 4 — 4°.

Trupmeninio Brauno judesio H parametro jvertinys apibréziamas taip:

. Kadangi skai¢iuojant naudojamas antros

H(a) = g, (— log(S2)). (39)

Priede pateikiame R paketo koda, kurj naudojant galima apskaic¢iuoti Siuos
pasikliautinius intervalus ir H jvert;j.

5.2. Karhunen — Loeve Hursto parametro jvertinimo meto-
das

Karhunen — Loeve metodas aprasytas Salomono ir Forto darbe [11].
Anot autoriy, Sis metodas savo tikslumu beveik prilygsta didziausio tike-
tinumo metodui, taciau yra lengviau apskaiciuojamas. Algoritmas paremtas
proceso K-L dekompozicija. Tegul X% (¢) yra generuotas trupmeninis Brau-
no judesys, ¢ia t = (t1,ts,...,t,), 0 Oy yra Hursto parametras. 6, jvertinimo
algoritmas atrodo taip:

o Kiekvienam 6 € {0.05,0.06, ...,0.95} yra suskai¢iuojamas Y% (t) =
(7)1 X% (1),

14



_ Ey®fo@)|?.

n Y

 Kiekvienu atveju suskai¢iuojama h,,(6;6p)

« Skaitiuojamas Hursto parametro jvertis 6y = argming |hy (6, 6o) — 1].

Cia %¢ zZymi trupmeninio Brauno judesio su parametru 6 kovariacijy matri-
ca, kuri suskai¢iuojama naudojant I' (i 10 formulés) tikrines reiksmes Ay ir
tikrinius vektorius ¢y:

2 = Z Mook (ti)er(ty), 1<i,j<n. (40)

k>1

Nors ir teigiama, kad $is algoritmas tikslus, prilygstantis didziausio tike-
tinumo metodui, visgi jis yra pernelyg létas. Iverciui suskaiciuoti reikia 94
kartus generuoti I' matrica, skaiciuoti jos tikrines reiksSmes ir tikrinius vek-
torius, tiek pat karty skaic¢iuoti matricg Y’ kuria dar reikia pakelti —1/2
laipsniu. Visi Sie veiksmai atima daug skaiciavimo laiko, algoritmas veikia
letai vos padidinus proceso realizacijos ilgj. Sio algoritmo realizavimas R
paketu pateikiamas priede.

5.3. Logaritminés periodogramos metodas
Tegul 1 < m; < my < N* = [N — 1/2]. Logaritminiy periodogramuy
(toliau log — periodogramuy) metodu gaunamas H jvertis yra lygus:
. 1 )
HN(ml,mg) = 5(1—&]\[), (41)

Cia diy yra regresijos tarp { log(IN(Ak))}m1<k<m2 ir { 10g(Ak) by <k<ms ivertis.

N-1
Z X(t)e_it)‘
t=0

Regresija jvertinama Maziausiy kvadraty metodu, o naudojant gauta jvertj
a, suskaiCuojamas H jvertis. Daugiau apie ] metoda galima rasti [6], priede
pateikiamas Coeurjolly paremtas R paketo programos kodas, kuris skaic¢iuoja
anksciau aprasyta jvertj.

2 21k

1
[N()\) - 2rN

5.4. Lobato ir Robinsono metodas

Tegul F(\) = fOA f(0)do, tada nulio aplinkoje egzistuoja log — tiesinis

rySys tarp dvieju F()\) reiksmiy [6]. Tegul ¢ € (0;1), tada % — ¥
|A| = 0. H jvertis randamas taip:

Hy(g,mqy,my) =1 — lo - 2, 43

g, 1) 2log(q) ( F(Amy) (43)
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¢ia

R o [NXk, N /27]
F(\) =5 oIy, k=my,.ms (44)
j=1

Sis ir log — periodogramy metodas yra priskiriami prie spektriniy vertinimo
algoritmy. Kaip parodys tolimesni skaic¢iavimai, Siais metodais gauti rezul-
tatai labai panasus. Priede pateikiamas R paketo programos kodas.

5.5. Diskrecios variacijos metodas

Hursto parametro jvertinimui pasirinkome pirmos ir antros eilés diskrecios
variacijos metodus. Sie algortimai nagrinéti D. Melichovo darbe [10], laikomi
gana tiksliais ir greitais H parametro vertinimo algoritmais. Tegul X =
{X};t € [0;1]}. Pirmu atveju jvertis apskai¢iuojamas taip:

- 11 w2
H == — In 2 (X, >. (45)
2 2In2 Vn(l)(X, 2)
Antru atveju:
. 11 V(X2
Hpy == — nYon (X2) (46)
2 22 y@(x, 2
n(l)(X ,2) zymi pirmos eilés kvadratines variacijas, o v (X,2) — antros
eilés kvadratines variacijas. Jos apibréziamos taip:
n n—1
v(x,2) =>(Alx)? vP(x2) =) (AP X)2 (47)

k=1

B
Il

1

~

Cia
APX = X(1) = X(), APX = X (1) = 2X (1) + X (). (48)
Vi)(X,2) zymi kvadratine variacija ne pilnai sekai, o poaibiui {X; : k =

27,0 < j < [n/2]}. Siy algoritmy realizavimas R paketu yra pagal D. Meli-
chova [10], kodas pateikiamas priede.

5.6. Diskrecios variacijos metodas (MKM)

Kaip ir anks¢iau aprasyti metodai tai yra diskrecios variacijos metodas,
kuris veikia panaudojant maziausiy kvadraty metoda (MKM). Sio algoritmo
realizavimo kodas parasytas pagal Coeurjolly [6]. Kadangi sis algoritmas
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laikomas vienu geriausiu [6], ji véliau palyginsime su kitais metodais.
Apibréziama filtry seka o, 1 < m < M:

i
m {a” ar=Jm i=0,....ml+1. (49)

0, kitu atveju

Tada E(Sy(k,a™)) = m*E(Sy(k,a)). Cia:

: k>0, (50)

V(%) _ zl;anHp(i ]_Vq) Vi={l,...,N—1}.  (51)

Toliau galima pazyméti, kad Sy(k,a™) yra E(Sy(k,a™)) ivertinys, o
tokiu atveju H galima jvertinti naudojant regresija tarp log Sy(k,a™) ir
klog(m), 1 < m < M. Regresijos jvertinimas leidzia gauti H ivertj. Siuo
atveju algoritmas realizuotas naudojant maziausiy kvadraty metoda.

6. Modeliavimas ir testavimas

Generuojant procesa labai svarbu gauti norimy parametry realizacijas.
Be to norima tai alikti greitai ir kokybigkai. Sioje dalyje lyginsime algorit-
mus tarpusavyje ir pameéginsime isrinkti geriausia. Uzduociai atlikti reikés
palyginti ir Hursto parametro vertinimo metodus, geriausias is jy bus nau-
dojamas generavimo algoritmy tikslumui nustatyti.

6.1. Generavimo algoritmy sparta

Greic¢io palyginimg atliekame keliais etapais. Kadangi atlikdami eksper-
imentus pastebime, kad kai kurie algoritmai skaic¢iuoja labai greitai, o kiti
yra zymiai létesni, pirmame etape lyginsime generavimo greitj, kai elementy
kiekis NV auga nuo 100 iki 1000. Generavimo trukmé neturéty priklausyti
nuo H parametro, todél lygindami algoritmy spartg visais atvejais fiksuo-
jame H = 0.5. Kadangi daug laiko atima matricy skaiciavimai, jvairus
ciklai, bendra algoritmy realizavimo logika, o nuo visy siy veiksniy labai
priklauso skai¢iavimy efektyvumas, tai tarsime, kad suprogramuoti algorit-
mai yra pakankamai optimalus. Pasinaudojame R pakete esama funkcija
system.time, kuri leidzia iSmatuoti trukme, kurig kompiuteris uztrun-
ka atlikdamas skaic¢iavimus. Kiekvienu atveju skaiciavimai atliekami po 20
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karty ir iSvedamas sugaisto laiko vidurkis kiekvienam N. Remdamiesi Sia
analize, galime daryti preliminarias isvadas, kad greic¢iausi algoritmai yra
Levinsono, Wood — Chano ir bangeliy — visi, kuriems nereikia tiesiogiai ge-
neruoti kovariacijy matricy. IS létesniy algoritmy greiciausias siuo atveju yra
Cholesky, jei reikia generuoti 1000 ilgio seka, naudojant §j algoritma laukti
reikés dalj sekundés. Gana jdomus rezultatai gauti generavimui taikant ban-
geliy metoda. Jei praktiskai visy algoritmuy generavimo sparta augo didinant
N, tai bangeliy metodo atveju skaic¢iavimy trukmeé svyravo. Pirmo etapo
rezultatus pateikiame 1 paveiksle.

Skaiciavimy trukmeé

™7 Generavimo metodai:
e Stochastinio int. aproks.
© A Tikriniy reikdmiy
—_— Cholesky
0 - — KL metodas
Levinson
a4 — Bangeliy
9 e Wood-Chan
X
T
- o
~ 4
- 4
o 4
T T T T T I
0 200 400 600 800 1000

Sekos ilgis N
1 pav. Generavimo trukmé sekundémis, didéjant N

Antrame etape palyginsime tris greiciausius algoritmus: Wood — Chano,
bangeliy ir Levinsono. Kaip ir pirmame etape fiksuojame H = 0.5, viska
kartojame po 20 karty ir vedame laiko vidurkius, taciau dabar N kei¢iame
nuo 2000 iki 20000. Is gauty rezultaty matyti, kad greiciausias generavimo
algoritmas yra Wood — Chano. Tuo tarpu bangeliy metodas néra stabilus
laiko prasme — didinant NV, skaic¢iavimy trukme kinta jvairiai. Levinsono al-
goritmas, esant dideliems N, skaic¢iuoja ilgiausiai is Siy trijy metody. Gautus
eksperimento rezultatus pateikiame 2 paveiksle.
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Tam, kad galutinai jsitikintume, kuris algoritmas yra greiciausias, karto-
jame eksperimenta su bangeliy ir Wood — Chano algoritmais. Fiksuojame
H = 0.5, darome analogiska procedura, tik /N didiname nuo 3000 iki 30000.
Po sio eksperimento tapo akivaizdu, kad Wood — Chano yra geriausias algo-
ritmas skaic¢iavimo laiko prasme. Visais atvejais, naudojant Wood — Chano
metoda, skaiciavimams pakako maziau nei 1 sekundeés. Bangeliy algoritmo
skaic¢iavimy trukme svyruoja, kartais virsija ir 6 sekundes. Rezultatus patei-
kiame 3 paveiksle.

Skaiciavimy trukme

Generavimo metodai:
_— Levinson
D — Bangeliy
 — Wood-Chan

Laikas (s)

e N

T T T T
5000 10000 15000 20000
Sekos ilgis N

2 pav. Generavimo trukmé sekundémis, didéjant N nuo 2000

6.2. Gausiskumo savybé

Trupmeninis Brauno judesys priklauso Gauso procesy seimai. Dél Sios
priezasties procesas kiekvienu laiko momentu turi turéti Gauso skirstinj.
Gausiskuma patikrinsime naudodami Kolmogorovo — Smirnovo testa (toliau
— K-S testas). Keisdami seky ilgi N (30, 100 ir 500) atliksime tokj eksperi-
mentg;:

e 100 karty generuojame N ilgio trupmeninj Brauno judesj (B;);

» Kiekvienam ¢ € [1 : N| taikome K-S testa, norédami patikrinti, ar tai
yra normalusis skirstinys. Tikrinama pirma hipotezeé:

{Ho . By ~ N(u, 0?),

Hy : By ot N(u,0?). (52)
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Skaiciavimy trukme

Generavimo metodai:
B Bangeliy

_— Wood—-Chan

Laikas (s)

T T T T T T
5000 10000 15000 20000 25000 30000
Sekos ilgis N

3 pav. Generavimo trukmé sekundémis, didéjant N nuo 3000

I[$saugome testo p—reikSmes p;, ¢ia t € [1: NJ.

o Naudodami K-S testg patikriname, ar p—reikSmés p, turi tolyguyjj skirs-
tinj. Tikrinama hipotezé:

Hy:p, ~U0;1),

0: Pt ( ) ) ( 53)

Hy :pe A U0;1).

[ssaugome testo p—reiksmes.

Sia procediirg kartojame visiems generavimo algoritmams, keisdami H
parametro reiksmes (0.1,0.2,...,0.9). Remiameés faktu, kad nuliné hipotezée
yra teisinga tada ir tik tada, kai p-reiksmeés p,; turi tolygy skirstinj. Vadinasi,
jei K-S testo p-reikSmés (53) yra didesnés uz 0.05, tai su reikSmingumo
lygmeniu o = 0.05 priimame Hy (52), o i to isplaukia, kad generuotos sekos
turi Gauso skirstinj. Atlike aprasyta procedura, gavome, kad gausiskumo
savybe geriausiai tenkina sekos, kurios buvo generuotos naudojant tikriniy
reiksmiy, Cholesky, Karhunen — Loeve ir Wood — Chano algoritmus. Tiesa,
kai N = 500 gauti rezultatai buvo prastesni, Siuo atveju beveik visos p—
reikSmés buvo mazesnés uz reikSmingumo lygmenj a = 0.05. Rezultatai
pateikiami lentelése: 1, 2, 3.
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1 lentelé. GausiSkumo tenkinimas (N = 30). Hipotezés (53) p-—reikSmeés.

H ‘St.int. Tikr.r. Chol KL Levin. Bangel. Wood-Chan

0.1 0.00 044 020 045 0.08 0.00 0.07
0.2 | 0.00 0.01 0.19 0.59 0.00 0.00 0.12
0.3 | 0.00 0.97 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.4 | 0.00 0.05 0.06 0.41 0.00 0.00 0.13
0.5 | 0.00 0.10 0.14 0.03 0.00 0.00 0.05
0.6 | 0.00 0.09 069 0.59 0.00 0.00 0.62
0.7 | 0.00 0.06 086 0.72 0.00 0.00 0.01
0.8 | 0.00 0.01 0.53 0.00 0.00 0.00 0.07
0.9 | 0.00 0.01 085 0.14 0.00 0.00 0.30
Viso | 0.00 019 039 0.33 0.01 0.00 0.15

2 lentelé. GausiSkumo tenkinimas (N = 100). Hipotezés (53) p-reikSmés.

H ‘St.int. Tikr.r. Chol KL Levin. Bangel. Wood-Chan

0.1 0.00 0.01 038 0.24 0.00 0.00 0.00
0.2 | 0.00 0.88  0.00 0.00 0.00 0.00 0.01
0.3 | 0.00 0.63 0.11 0.00 0.00 0.00 0.18
0.4 | 0.00 0.00 0.29 0.00 0.00 0.00 0.00
0.5 | 0.00 0.08 0.13 0.00 0.00 0.00 0.84
0.6 | 0.00 0.76  0.65 0.00 0.00 0.00 0.00
0.7 | 0.00 0.55 0.09 0.26 0.00 0.00 0.39
0.8 | 0.00 0.00 092 0.00 0.00 0.00 0.00
0.9 | 0.00 0.00 0.79 0.00 0.00 0.00 0.00
Viso | 0.00 032 037 0.06 0.00 0.00 0.16
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3 lentelé. GausiSkumo tenkinimas (N = 500). Hipotezés (53) p-reikSmés.

H ‘St.int. Tikr.r. Chol KL Levin. Bangel. Wood-Chan

0.1 0.00 0.00  0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.2 | 0.00 0.06 0.64 0.00 0.00 0.00 0.04
0.3 | 0.00 0.00  0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.4 | 0.00 0.00  0.00 0.00 0.00 0.00 0.05
0.5 | 0.00 0.00  0.00 0.01 0.00 0.00 0.06
0.6 | 0.00 0.00 0.11 0.00 0.00 0.00 0.00
0.7 | 0.00 0.01 0.27 0.00 0.00 0.00 0.00
0.8 | 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.79
0.9 | 0.00 0.10  0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Viso | 0.00 0.02 011 0.00 0.00 0.00 0.11

6.3. H parametro vertinimo testy sparta

Yra sukurta nemazai algoritmy, procesy generavimui, taciau ne kg maziau
yra ir testy, skirty Hursto parametrui H jvertinti. Empiriskai panagrinésime,
ar testai pakankamai tiksliai vertina H parametra, isrinksime, kuris testas
yra geriausias, ir ji véliau pritaikysime generavimo algoritmy palyginime.
Visgi nepaisant tikslumo, labai svarbu ir skaic¢iavimy atlikimo greitis, todél
pirmiausia palyginsime Siy vertinimo algoritmy sparta.

Testavimui naudojame Wood — Chano generavimo algoritma, kadangi
anksciau gavome, kad jis yra greic¢iausias. Po 20 karty generuojame 30, 20,...,
100 ilgio trajektorijas ir vertiname H parametra. Rezultatus pateikiame 4
lenteléje. Matome, kad vertinant Karhunen — Loeve (K-L) algoritmu skai-
¢iavimai uztrunka ilgiausiai, netgi santykinai nedidelei N = 100 skaic¢iavimai
uztruko vidutiniskai 14 sekundziy. Tuo tarpu kiti algoritmai veiké grei¢iau
— laukti nereikéjo né sekundes.

Pameéginkime palyginti alogritmus dar karta, kai /N kinta nuo 1000 iki
10000. Sj karta K-L metodo nejtraukiame, nes kaip matéme jis yra itin
letas. Gavome, kad Bretono testu skaiciavimai uztruko ilgiausiai lyginant su
kitais testais (4 grafikas). Kai N = 10000, skaic¢iavimai §iuo testu uztruko
vidutiniskai 0.32(s), tuo tarpu kitais mazdaug 0.05(s). Vis délto tai néra ilgas
laiko tarpas, todél laiko trukmé nebus pagrindinis gerumo kriterijus. Toliau
tikrinsime, kuris metodas tiksliau vertina H parametra.
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4 lentelé. H vertinimo sparta, kei¢iant N. Wood — Chano generavimo metodas
H=0.5,k=20

N | Breton K-L  Log-period. L-R MKM Diskr.var.l1 Diskr.var.2
30 | 0.016  1.092 0.010 0.009 0.014 0.009 0.010
40 | 0.006  1.954 0.009 0.009 0.012 0.010 0.013
50 | 0.007  3.078 0.008 0.011 0.010 0.007 0.008
60 | 0.012  4.523 0.011 0.011 0.013 0.012 0.008
70 | 0.006  6.260 0.008 0.008 0.011 0.011 0.010
80 | 0.009  8.431 0.009 0.011  0.010 0.011 0.012
90 | 0.016 11.012 0.009 0.011 0.010 0.009 0.011
100 | 0.008  14.024 0.012 0.012  0.010 0.005 0.011

Skaiciavimy trukmé

o
™
o H vertinimo metodai:
0 e — Bretono
('\! -
© —_— Log-period.
_ Lobato
o
(\! -
© _ Diskr.varl
@ _ Diskr.var2
n
c < -4
X
< o MKM
-
o
-
o
[Te}
o
o
o
O_ -
e T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000
Sekos ilgis N

4 pav. H vertinimo trukmé sekundémis, didéjant N
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6.4. H parametro vertinimo testy tikslumas

Skaiciavimus atliksime keliais budais, keisdami H ir keisdami seky ilgj
N. Naudosime du generavimo algoritmus, kurie buvo geriausi gausiskumo
testavime: Cholesky ir Wood — Chano. Pirmiausia fiksuojame H = 0.5 ir
atliekame tokia procedura:

o Generuojame 500 ilgio seka;
« Traukiame tolygiai pasiskirsciusias 250, 166, 125, 100 ir 83 ilgio imtis;
» Kiekvienai sekai visais testais vertiname H parametra.

Procedura kartojame 50 karty naudodami Cholseky ir Wood — Chano
algoritmus. Gautiems H jverc¢iams suskaiCiuojame vidurkius H ir standar-
tinius nuokrypius & (5 ir 8 lentelés). Visais atvejais gavome nepaslinktus
jverc¢ius lygius H = 0.5, tafiau maZiausi standartiniai nuokrypiai gauti ver-
tinant Bretono testu. Procedura kartojame, §j karta fiksave H = 0.1. Dabar
jau log—periodogramy ir Lobato — Robinsono testais gauti jverciai buvo pas-
linkti, neigiami (6 ir 9 lentelés). Maziausi standartiniai nuokrypiai vél gauti
vertinant Bretono metodu.

Dabar fiksuojame seky ilgi N = 500 ir keiciame H = 0.1,0.2,...,0.9.
Atliekame procedura:

« Kiekvienam H generuojame 500 ilgio seka;
« Kiekvienai sekai visais testais vertiname H parametra.

Skaic¢iavimus atliekame Cholesky ir Wood — Chano generavimo metodais,
kartojame 50 karty, skaiciuojame vidurkius H ir standartinius nuokrypius
. Prasciausi rezultatai (7 ir 10 lentelés) gauti logaritminiy periodogramy ir
Lobato — Robinsono testais. Pakankamai geri rezultatai gauti tiek maziausiy
kvadraty, tiek diskreciy variacijy metodais. Visgi maziausi nuokrypiai ir vel
gauti vertinant Breton testu. Sj testa laikysime geriausiu i§ pasirinktyjy ir
naudosime tolimesnéje analizéje vertindami generavimo algoritmus.
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5 lentelé. H vertinimas, kei¢iant N. Wood — Chano metodas H = 0.5, k = 50

Breton  Log-period. L-R MKM  Diskr.var.1 Diskr.var.2
N | H o H o H o H o H o H o
83 | 0.5 0.02 05 0.16 05 0.10 05 012 05 0.11 05 0.19
100 1 0.5 002 05 0.12 0.5 009 05 0.10 0.5 0.10 0.5 0.17
125105 001 05 0.12 05 009 05 0.09 05 0.11 04 0.18
166 | 0.5 0.01 0.5 0.10 0.5 0.07 05 0.06 0.5 0.08 0.5 0.12
2501 0.5 0.01 05 0.07 05 006 0.5 0.05 05 0.07 05 0.10
500 1 0.5 0.01 0.5 005 05 0.04 05 004 05 005 0.5 0.08
6 lentelé. H vertinimas, kei¢iant V. Wood — Chano metodas H = 0.1, k = 50

Breton  Log-period. L-R MKM Diskr.var.1 Diskr.var.2
N | H o H o H o H o H o H o
83 (0.1 002 -01 014 -01 0.16 0.1 0.08 0.1 0.17 0.1 0.26
100 1 0.1 0.02 -0.1 0.12 -0.2 0.15 0.1 006 0.1 0.15 0.1 0.19
12570.1 0.02 -0.1 0.13 -0.1 0.12 0.1 0.06 0.1 0.15 0.1 0.22
166 | 0.1 0.02 -0.1 0.10 -0.1 0.12 0.1 0.06 0.1 0.10 0.1 0.15
25001 0.01 -0.1 008 -0.1 0.10 0.1 0.04 0.1 0.10 0.1 0.14
500 0.1 0.01 -0.1 0.05 -0.1 0.06 0.1 003 0.1 0.08 0.1 0.11

7 lentelé. H vertinimas. Wood — Chano metodas N = 500, k = 50

Breton Log-period. L-R MKM Diskr.var.1 Diskr.var.2
H H o H o H o H H o H o
0.1 10.10 0.01 -0.06 0.05 -0.08 0.05 0.10 0.03 0.10 0.07 0.10 0.10
0.2 1020 0.01 0.11 0.05 0.09 0.05 020 0.03 019 0.07 0.19 0.09
031030 0.01 0.24 0.05 022 0.04 0.29 0.04 0.28 0.06 0.27 0.10
041040 0.01 0.38 0.04 038 0.05 041 0.05 0.41 0.05 0.41 0.08
0.510.50 0.01 049 0.04 050 0.04 0.50 0.04 0.51 0.04 0.51 0.08
0.6 | 0.60 0.00 0.60 0.04 0.60 0.05 0.59 0.05 0.59 0.04 0.58 0.07
0.710.70 0.00 0.72 0.04 0.72 0.03 070 0.04 0.69 0.03 0.70 0.06
0.810.80 0.01 084 0.05 081 0.03 079 0.04 078 0.03 0.79 0.06
091090 0.00 096 0.05 090 0.04 0.90 0.05 0.87 0.03 0.90 0.07
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6.5. H parametro vertinimas

Sioje dalyje panagrinésime, kurie algoritmai tiksliai generuoja trupmeninj
Brauno judesj priklausomai nuo parinkto Hursto parametro H. Parinksime
skirtingus H ir sugenerave tBj skirtingais algoritmais Bretono testu ban-
dysime gauti H jverc¢ius. Kadangi anksé¢iau nustatéme, jog Bretono testas
yra labai tikslus, todél gave nuokrypius, laikysime, kad prastas generavimo
algoritmas. Fiksuojame H ir 100 karty atliekame tokia procedura:

« Kiekvienu algoritmu generuojame 1000 ilgio seka;

e Bretono testu vertiname H jvertj.

Prie H = 0.1 prasciausias buvo stochastinio integralo aproksimavimo al-
goritmas (5 paveikslas). Geriausiais laikytume Cholesky, Wood — Chano,
Karhunen — Loeve ir tikriniy reiksmiy algoritmus. Levinson ir bangeliy me-
todais brezty seky H jverciai buvo siek tiek paslinkti.

Ta pacia procedurg kartojame kai H = 0.5, gauname, kad visi generavi-
mo algoritmai Siuo atveju veikia pakankamai gerai (6 paveikslas). Dar kartg
atlike procedura su H = 0.9, matome (7 paveikslas), kad nepaslinktus jver-
¢ius gavome tik tikriniy reiksmiy, Cholesky, Karhunen — Loeve ir Wood —
Chano algoritmais generuotoms sekoms. Bangeliy, Levinsono ir stochastinio
integralo algoritmai generavo ne tai ko reikéjo, ju H parametry jverciai buvo
paslinkti.

Breton testas H parametrui vertinti

0.25
I

0.20
I

0.15
I

0.10

T T T T T T T
Stoch. Tikriniy r. Cholesky KL Levinson Bangeliy Wood-Chan

Generavimo metodai

5 pav. H vertinimas Breton testu. H = 0.1, N = 1000, £ = 100
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0.510

0.495 0.500 0.505

0.490

0.86 0.87 0.88 0.89 0.90

0.85

Breton testas H parametrui vertinti

T T

T T T T T
Stoch. Tikriniy r. Cholesky KL Levinson Bangeliy Wood-Chan

Generavimo metodai

6 pav. H vertinimas Breton testu. H = 0.5, N = 1000, k£ = 100

Breton testas H parametrui vertinti

—

T T T T T T T
Stoch. Tikriniy r. Cholesky KL Levinson Bangeliy Wood-Chan

Generavimo metodai

7 pav. H vertinimas Breton testu. H = 0.9, N = 1000, k = 100
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7. ISvados

Kai N — oo, greiciausias generavimo metodas yra Wood — Chano algo-
ritmas. Nuo jo nedaug, bet atsilieka bangeliy algoritmas. Léciausiai veikia
algoritmai, kurie grindziami sudétingais matricy skaic¢iavimais, veiksmais su
jomis. Vis délto rengiant sj darba pavyko patobulinti Zinomg Cholesky algo-
ritmg pasalinus vieng cikla, taip pagreitinant jo veikima apie 10 karty. Taip
pat reikety pazymeéti, kad dirbant su sekomis iki 500 ilgio (N = 500), visi
metodai uztrunka panasiai - iki 1(s).

Gausiskumo savybe labiausiai tenkina Cholesky, Wood — Chano metodais
generuojamos proceso realizacijos. Keiciant tiek H parametra, tiek sekos ilgj
N ir generuojant sekas Siais metodais: stochastinio integralo aproksimavimo,
Levinsono ir bangeliy, né karto nepriimta hipotezé Hy, kad generuota seka
yra Gauso. Naudotas reikSimingumo lygmuo a = 0.05.

Lyginant H vertinimo testus nustatyta, kad visais metodais skaiciavimai
uztrunka panasiai, iSskyrus Karhunen — Loeve, kuris yra labai létas. Kiti
metodai net ir esant pakankamai dideliam N = 10000 uztrunka iki 1 (s).
Pakankamai greitas ir labai tikslus metodas yra Breton — Coeurjolly. Kiti
neblogi metodai tikslumo prasme yra diskreciy variacijy metodai. Pastebéta,
kad daugelis vertinimo ir generavimo metody geriau veikia, kai H arti 0.05,
o rezultatai suprastéja, kai H artéja prie 0 ar 1.

Generuojant ir vertinant H parametro reikSme, maziausi nuokrypiai gauti
naudojant tikriniy reikSmiy, Cholesky, Karhunen — Loeve ir Wood — Chano
algoritmus. Didziausi nuokrypiai buvo generuojant stochastinio integralo ap-
roksimavimo, Levinsono ir bangeliy metodais. H vertinimas buvo vykdomas
naudojant Breton — Coeurjolly metoda.

Apibendrinus rezultatus daroma isvada, kad visgi geriausias generavimo
metodas yra Wood — Chano. Dirbant su neilgomis sekomis galima naudoti
ir Cholesky metoda, kuris yra pakankamai tikslus, tik létesnis.

28



Priedai

Lentelés

8 lentelé. H vertinimas, keic¢iant N. Cholesky metodas H = 0.5, k = 50

Breton  Log-period. L-R MKM Diskr.var.1 Diskr.var.2

NI'H ¢ H o H ¢ H ¢ H o H o

83 105 002 05 016 0.5 010 05 0.10 05 0.09 05 0.14
100 | 0.5 0.02 0.5 0.15 05 0.10 05 0.09 05 010 05 0.15
125105 001 05 013 05 0.09 05 0.07 05 009 05 0.15
166 [ 0.5 0.01 05 011 05 0.07r 05 0.07 05 0.09 05 0.15
250 {05 0.01 05 0.08 05 005 05 006 05 007 05 0.11
500 { 0.5 0.00 05 0.05 05 004 05 004 05 004 05 0.08

9 lentelé. H vertinimas, keiciant V. Cholesky metodas H = 0.1, k£ = 50

Breton  Log-period. L-R MKM Diskr.var.1  Diskr.var.2

N | H o H o H c H ¢ H o H o

83 | 0.1 0.02 -0.1 o017 -01 0.17 0.1 0.08 0.1 0.17 0.1 0.22
100 | 0.1 0.02 -0.2 0.15 -0.2 013 0.1 0.05 0.1 0.13 0.1 0.18
12501 0.02 -01 o011 -01 0.12 0.1 0.06 0.1 0.14 0.1 0.18
166 | 0.1 ©0.01 -0.1 o0.11 -0.1 0.10 0.1 0.04 01 0.11 0.1 0.14
250 1 0.1 0.01 -0.1 0.07r -0.1 0.08 01 004 0.1 009 01 0.12
500 0.1 0.01 -0.1 0.05 -0.1 0.06 01 0.03 0.1 0.08 0.1 0.10
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10 lentelé. H vertinimas. Cholesky generavimo metodas N = 500, k = 50

Breton Log-period. L-R MKM Diskr.var.1 Diskr.var.2

H| H o H o H o H o H o H o

0.1(0.10 0.01 -0.07 0.03 -0.09 0.06 0.10 0.03 0.11 0.08 0.11 0.10
0.210.20 0.01 0.09 0.05 008 0.06 020 004 020 0.06 0.20 0.08
031030 0.01 025 0.05 023 0.05 030 0.03 030 0.06 030 0.09
041040 0.01 037 0.04 037 004 040 0.04 039 0.05 0.39 0.07
051050 0.01 050 0.05 050 0.04 050 0.04 051 0.05 0.52 0.08
0.6 0.60 0.01 061 0.05 061 0.04 0.60 0.04 0.60 0.04 0.62 0.08
0.710.70 0.00 0.73 0.04 072 0.03 0.70 0.04 0.69 0.04 0.68 0.08
081080 0.00 0.84 0.04 082 0.04 0.79 0.04 079 0.04 0.80 0.06
091090 0.00 097 0.05 091 0.04 0.89 0.05 088 0.03 0.89 0.06

R programinis kodas

Generavimo algoritmai.

o Stochastinio integralo aproksimavimo metodas. Remiantis Coeurjolly [6].

fBmMvn=function (H, n) {
if (missing(n)) n=500
if(missing(H)) H=0.6

dbl=rnorm(n)

borne=trunc (n”1.5)

db2=rnorm (borne)

fBm=rep (0, n)

CH=sqgrt (gamma (2*H+1) *sin (pi*H) ) /gamma (H+1/2)

indl=(l:n)"(H-1/2)

ind2=(1: (borne+n)) " (H-1/2)

for(i in (2:n)) {
Il=dbl1[(i-1):1]1*ind1[1:(i-1)]
I2=(ind2[ (i+1l) : (i+borne) ]-ind2[1l:borne]) *db2
fBm[i]=sum(Il)+sum(I2)

}

fBm=fBm*n" (-H) *CH

fBm[1]=0

time=(0: (n-1))/n
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param=paste (c ("H=", H), collapse=" ")
paraml=paste(c("N=", n, ","), collapse=" ")
paramz2=paste (c("Metodas: Stochastinio integralo

aproksimavimas, ", paraml, param),
collapse=" ")
plot (time, fBm,type='1l’, main="Trupmeninis Brauno judesys",
sub=param2,
xlab="", ylab="")
drop (£Bm)

o Tikriniy reiksmiy metodas

fBmEigen=function (H, n) {

}

imatrix=matrix ((l:n)/n, nrow=n, ncol=n)
jmatrix=matrix((l:n)/n,nrow=n, ncol=n, byrow=TRUE)

h=H*2

gamma=0.5* (imatrix*h+jmatrix”*h- (abs (imatrix—-jmatrix) *h))

v=rnorm (n)

gamma .eig=eigen (gamma)

fbm=gamma.eig$vectors %$*%$ diag(sqgrt (gamma.eigSvalues)) %*%
solve (gamma.eig$vectors) $*%v

param=paste (c("H=", H), collapse=" ")

paraml=paste(c("N=", n, ","), collapse=" ")

time <-— (0:(n - 1)) /n

param2=paste (c("Metodas: Tikriniy reiksmiy, ", paraml, param),
collapse=" ")

plot (time, fbm, type='1l’, main="Trupmeninis Brauno judesys",
sub=param?2,

xlab="", ylab="")
drop (fbm)

e Cholesky metodas

fBmCholesky=function (H, n) {

if (missing (H)) H=0.5

if (missing(n)) n=200
imatrix=matrix((l:n)/n, nrow=n, ncol=n)
jmatrix=matrix ((l:n)/n,nrow=n, ncol=n, byrow=TRUE)
h=H*2
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gamma=0.5* (imatrix”h+jmatrix"h- (abs (imatrix-jmatrix) *h))

v=rnorm(n)
L=t (chol (gamma) )
fbm=as.vector (L%*%Vv)

param=paste (c ("H=", H), collapse=" ")
paraml=paste(c("N=", n, ","), collapse=" ")

time <- (0:(n - 1))/n

param2=paste (c ("Metodas: Cholesky, ", paraml, param),
collapse=" ")

plot (time, fbm ,type='1’, main="Trupmeninis Brauno judesys",
sub=param?2,
xlab="", ylab="")
drop (fbm)
}

o Karhunen — Loeve generavimo metodas

fBmKL=function (H, n) {
ksi=rnorm(n)

h=H*2
gamma=0.5* (matrix ((1l:n)/n, nrow=n, ncol=n) “h+matrix ((1l:n)/n,
nrow=n, ncol=n, byrow=TRUE) " h- (abs(matrix((l:n)/n, nrow=n,

ncol=n)-matrix((l:n)/n, nrow=n, ncol=n, byrow=TRUE)) "h))

gamma .eig=eigen (gamma)
fi=gamma.eig$vectors
lambda=gamma.eigS$values

fbom=0
x=matrix (0, n, n)

for (1 in 1:n){

x[,i]=sqgrt (lambda) *ksi*fi[i, ]
}
fom=apply (x, 2, sum)

param=paste (c ("H=", H), collapse=" ")

paraml=paste(c("N=", n, ","), collapse=" ")

param2=paste (c("Metodas: KL metodas",paraml, param),
collapse=" ")

time <- (0:(n - 1))/n

plot (time, fbm, type='1l’, main="Trupmeninis Brauno judesys',
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sub=param?2,
xlab="",
drop (fbm)
}

ylab:n "

o Levinsono algoritmas. Remiantis Coeurjolly [6]

fBmLevinson=function (H, n) {

if (missing(n)) n = 500
if (missing(H)) H = 0.7
k =0:(n - 1)
H2 = 2 * H
r = (abs((k - 1)/n)”H2 - 2 * (k/n)"H2 + ((k + 1)/n)"H2)/2
y = rnorm(n)
fGn = rep (0, n)
vl =1
v2 = c(0, r[c(2:n)], 0)
k = - v2[2]
aa = sqrt(r[l])
for(j in (2:n)) {
aa = aa * sgrt(l - k * k)
v =k * v2[c(j:n)] + vli[c((]J — 1):(n - 1))]
vZ2[c(j:n)] = v2[c(j:n)] + k * vlifc((J - 1):(n = 1))]
1lc(Jin)] = v
bb = y[jl/aa
fGnlc(j:n)] = fGnlc(j:n)] + bb * vl[c(Jj:n)]
k = - v2[7 + 1]/ (aa * aa)
}
fBm = cumsum (£Gn)
fBm[1l] = 0
param=paste (c ("H=", H), collapse=" ")
paraml=paste(c("N=", n, ","), collapse=" ")
param2=paste (c ("Metodas: Levinson metodas", paraml, param),

collapse="
time (O:(n - 1)) /n
plot (time, £Bm, type="1",
sub=param?2,
xlab="",
drop (£Bm)

ylabz nn )

II)

main="Trupmeninis Brauno judesys",
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o Bangeliy metodas. Remiantis Coeurjolly [6]

fBmWave = function(H,n, J)
{
if (missing(n)) n = 500
if(missing(H)) H = 0.6
J

if (missing (J)) =7

Db20 = c(0.026670057901, 0.188176800078)

Db20 = c(Db20, 0.52720118932, 0.688459039454)
Db20 = c(Db20, 0.281172343661, -0.249846424327)
Db20 = c(Db20, -0.195946274377, 0.127369340336)
Db20 = c(Db20, 0.093057364604, -0.071394147166)
Db20 = c(Db20, -0.029457536822, 0.033212674059)
Db20 = c(Db20, 0.003606553567, —-0.010733175483)
Db20 = c(Db20, 0.001395351747, 0.001992405295)
Db20 = c(Db20, -0.000685856695, -0.000116466855)
Db20 = c(Db20, 9.358867e-05, -1.3264203e-05)

secu <— 2 * length (Db20)

Db20gmf = (-1)"(0:19) * Db20
Db20gmf = Db20gmf[20:1]
ngmf = -18

prec = 0.006
hmoy = c(1, 1)
s =H+ 1/2
d=H-1/2
if(H == 1/2
ckbeta =
ckalpha
}
else {
ckalpha
ckbeta =1
ka = 2
kb = 2
while (abs (ckalphalka - 1]) > prec) {
g = gamma (1 + d) /gamma (ka)/gamma(d + 2 - ka)
if(is.na(g)) g =0
ckalpha = c(ckalpha, qg)
ka = ka + 1

I
o0 —
Q —~

Il
=
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while (abs (ckbetalkb - 1]) > prec) {
g = gamma (kb - 1 + d)/gamma (kb) /gamma (d)
if(is.na(g)) g =0
ckbeta = c(ckbeta, qg)
kb = kb + 1

}
nbmax = max (length (ckbeta), length (ckalpha))

nb0 n/ (2~ (J)) + 2 * secu

fsl = convol (ckalpha, Db20)
fsl convol (fsl1, hmoy)

fsl 27 ( - s) * fsl

fsl = fs1 * sqrt(2)

gsl2 = convol (ckbeta, Db20gmf)
gsl = cumsum(gsl2)

gsl = 27 (s) * gsl

gsl = gsl * sqgrt(2)

bh=0
nbl = nb0 + nbmax
bb = rnorm(nbl)

bl = convol (bb, ckbeta)
bh = cumsum(bl)
bh = bh[c (nbmax: (nb0 + nbmax - 1)) ]

appro = bh
tappro = length (appro)

dilatation = function (vect)
{
1dil = 2 * length(vect) - 1
dil = rep (0, 1dil)
dil[seqg(l, 1dil, by = 2)] = vect
drop (dil)

for(j in 0:(J - 1)) {
appro = dilatation (appro)
appro = convol (appro, fsl)
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appro = approl[l: (2 * tappro)]
detail = rnorm(tappro) * 2°(3/2) * 4°( — s) * 2°( - J *
detail = dilatation(detail)
detail = convol (detail, gsl)
detail detail[( — ngmf + 1):( — ngmf + 2 * tappro)]
appro = appro + detail
tappro = length (appro)
}
debut = (tappro - n)/2
fBm = approlc((debut + 1):(debut + n))]
fBm = fBm - fBm[1l]
fGn = c(fBm[1], diff (fBm))

fGn = fGn * 2°(J * H) * n~( - H)

fBm = cumsum (£Gn)

fBm[1l] = 0

param=paste (c ("H=", H), collapse=" ")

paraml=paste(c("N=", n, ","), collapse=" ")

param2=paste (c ("Metodas: Bangeliy metodas", paraml, param),
collapse=" ")

time = (0:(n - 1)) /n

plot (time, £fBm, type='1l’, main="Trupmeninis Brauno judesys",
sub=param?2,

xlab="", ylab="")
drop (£Bm)
}
convol = function (x, V)
{
if (missing(x) | missing(y)) break
else {
a = c(x, rep(0, (length(y) - 1)))
b = c(y, rep(0, (length(x) - 1)))
a = fft(a, inverse = F)
b = fft (b, inverse = F)
conv = a * b
conv = Re(fft(conv, inverse = T))
conv = conv/length (conv)

drop (conv)

o Wood — Chano algoritmas. Remiantis Coeurjolly [6]
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fBmCirc = function(H, n) {

if (missing(n)) n = 100
if(missing(H)) H = 0.5

lineC = function(H, n, m){
k = 0: (m-1)
H2 = 2*H
v = (abs((k-1)/n)"H2-2* (k/n) "H2+ ( (k+1) /n) ~H2) /2
ind = ¢(0: (m/2-1), m/2, (m/2-1):1)
v = v[ind+1]
drop (v)
}
m = 2
repeat {
m = 2*m
if(m >= (n-1))
break

}

stockm = m

repeat {
m = 2*m
eigenvalC = lineC(H, n, m)
eigenvalC = fft (c(eigenvalC), inverse = F)
if((all(Re(eigenvalC) > 0)) | (m > 2717))
break
}
ar = rnorm(m/2 + 1)
ai = rnorm(m/2 + 1)
ar[l] = sqgrt(2) * ar[1l]
ar[(m/2 + 1)] = sqgrt(2) * ar[(m/2 + 1)]
ai[l] =0
ai[(m/2 + 1)] =0
ar = c(ar[c(l:(m/2 + 1))], ar[c((m/2):2)])
aic = - ai
ai = c(ailc(l: (m/2 + 1))], aiclc((m/2):2)1)
W = complex(real = ar, imaginary = ai)
W = (sgrt(eigenvalC)) * W

fGn = fft (W, inverse = F)
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fGn = (1/(sqrt(2 * m))) * fGn

fGn = Re(fGnlc(l:n)])

fBm = cumsum (£Gn)

fBm[1l] = 0

param=paste (c ("H=", H), collapse=" ")

paraml=paste(c("N=", n, ","), collapse=" ")

param2=paste (c ("Metodas: Wood-Chan metodas", paraml, param),
collapse=" ")

time = (0:(n - 1)) /n

plot (time, £Bm, type='1l’, main="Trupmeninis Brauno judesys'",
sub=param?2,

xlab="", ylab="")
drop (£Bm)

H vertinimo algoritmai

e Breton — Coeurjolly metodas

est_Breton=function (fBm, conf, alpha) {
n=length (£Bm)

1=2

if (missing(alpha)) alpha = 0.05

if (missing(conf)) conf =1 #Jei 0, tai intervalai neskaiciuojami
ka=2.667

Sn=0

for (i in 1:(n-2)) {
Snl[il=(fBm[i+2]-2*fBm[i+1]+fBm[i]) "2
}

Sna=sum(Sn)/ (n-1)

#Atvirkdtiné funkcija#
inverse = function (f, lower = -1000, upper = 1000) {
function (y) uniroot ((function (x) f(x) - y), lower = lower,
upper = upper) [1]
}
g_inverse = inverse (function (x) 2*x*log(n)-log(4-4"x),
-100000000, 0.999999999)

x1lnl=1-sqgrt (2*ka*log(1l/ (alpha/2))) /sqrt (n-1)
xrnl=1+sqgrt (2*ka*log(1l/ (alpha/2))) /sqgrt (n-1)

38



Hinf=max (0, as.numeric(g_inverse(log(xlnl)-log(Sna))))
Hsup=min (1, as.numeric(g_inverse (log(xrnl)-log(Sna))))
Hest=as.numeric (g_inverse(—log(Sna)))
if (conf == 1)

(return(c (Hinf, Hsup)))
else (return(c (Hest)))

}

o Salomono (Karhunen — Loeve) vertinimo algoritmas

est_salomon=function (£Bm, q) {
if(missing(qg)) g =1
#g nurodo, kas kelintg elementg reikia naudoti renkant imti
N=length (£Bm)
Yt=matrix (0,N/qg, 94)
tetal=0.05
for (1 in 1:94) {
teta=1*0.01+tetal

imatrix=matrix ((1:N) /N, nrow=N, ncol=N)
Jmatrix=matrix ((1:N) /N, nrow=N, ncol=N, byrow=TRUE)
gamma=0.5* (imatrix” (2*teta)+jmatrix” (2*teta) -

(abs (imatrix—jmatrix) ~ (2*teta)))

drop (imatrix)

drop (jmatrix)

gamma.eig=eigen (gamma)
fi=gamma.eig$vectors
lambda=gamma.eig$values

sigma=matrix (0,N/q, N/q)
for (j in 1:N/q) {
for (i in 1:N/q){
sigmal[i, jl=sum(lambda*fi[i*qg, ]*fil[j*qg, 1)

Xt=fBm[which ((1:N)%$%g==0, arr.ind=TRUE) ]

sig.eig=eigen (sigma)
Yt[,l]=solve(sig.eigSvectors %*% diag(sqgrt(sig.eig$values))
$*% solve(sig.eig$Svectors)) $*%$Xt
}
z=abs (apply ((Yt"2), 2, sum)/ (N/qg)-1)
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min(z)
teta_est=match(min(z), z)*0.01l+tetal
return (teta_est)

o Logaritminés periodogramos metodas. Remiantis Coeurjolly [6]

est_LogPer = function (£Bm)
{
ml =1
m2 = trunc((length(fBm) - 1)/2)

fGn = c(fBm[1l], diff (fBm))
n = length (£Gn)

I.lambda (Mod (fft (fGn, inverse = F)))"2/(2*pi*n)
I.lambda = I.lambda[ml:m2]
lambda = (2 * pi * (ml:m2))/n

Reg = lsfit (log(lambda), log(I.lambda), intercept = T)
Hest = 0.5 * (1 - RegScoef[2])
drop (Hest)

}

o Lobato metodas. Remiantis Coeurjolly [6]

est_Lobato <- function (fBm)

{

g = 0.27
ml =1
m2 = trunc((length(fBm) - 1)/2)

fGn = c(fBm[1l], diff (fBm))
n = length (£Gn)

I.lambda = (Mod(fft (fGn, inverse = F)))"2/(2*pi*n)
Igm = I.lambda[ml: (trunc(g * m2))]
Im = I.lambda[ml:m2]
Hest = 1 - log(sum(Igm)/sum(Im))/ (2 * log(qg))
drop (Hest)
}

o Diskrecios variacijos metodas (1). Remiantis D.Melichovu [10]

est_fH1 = function (X) {
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X2n = X

dX2n = X2n[-1] - X2n[-length (X2n) ]
Xn = X2n[-c(seqg (2, length(X2n),2))1]
dXn = Xn[-1] - Xn[-length (Xn)]

V2n = sum(dX2n"2)

Vn = sum(dXn”2)
H=1/2 - 1/(2*1log(2)) * log(V2n/Vn)
return (H)

}
o Diskrecios variacijos metodas (2). Remiantis D.Melichovu [10]

est_fH2 = function (X) {

X2n = X

dX2n = X2n[-1] - X2n[-length (X2n) ]
d2X2n = dX2n[-1] - dX2n[-length (dX2n) ]
Xn = X2n[-c(seq(2, length(X2n),2))]

dXn = Xn[-1] - Xn[-length (Xn)]

d2Xn = dXn[-1] - dXn[-length (dXn) ]

V2n = sum(d2X2n"2)

Vn = sum(d2Xn”2)

H=1/2 - 1/(2*1log(2)) * log(V2n/Vn)
return (H)

o Maziausiy kvadratuy metodas. Remiantis Coeurjolly [6]

VaPkolST = function(fBm, k, a, M)

{

missing (fBm)) fBm = circFBM(n = 500, H = 0.6)
missing(k)) k = 2

missing(a))

if(
if(
if(
a = c(0.4829629, -0.8365163, 0.22414386, 0.12940952)
(

if(missing(M)) M = 5
N length (£Bm)
dilatation = function(a, m)
{
la = length (a)
am = rep(0, m * la - 1)
am[seg(l, m * la — 1, by =m)] = a
drop (am)
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la = length(a)
Vam = rep (0, M)
SNkam = rep (0, M)

Vam = filter (fBm, a, sides = 1)
Vam = Vam|[ - (1l:(la - 1))]
SNkam[1l] = mean (abs (Vam) “k)
for(m in (2:M)) {
am = dilatation(a, m)
Vam = filter (fBm, am, sides = 1)
lam = m * la - 1
Vam = Vam[ - (1:(lam - 1))]
SNkam[m] = mean (abs (Vam) "k)

LN = log (SNkam)

m= 1:M

Reg = lsfit(log(m), LN, intercept = T)
Hols = RegS$coef[2]/k

drop (Hols)
}
piaH = function(a, H, 1)
{
if(missing(a)) a c(l, -1)
if(missing(H)) H = 0.6
if(missing(i)) 1 0
1 = length(a) - 1
d=1+1
mat = matrix(rep(0, d * d), ncol = d)
for(g in (0:1)) {
for(r in (0:1)) {
z = alg + 1] * a[r + 1] * abs(g — r + 1) (2 * H)
mat[g + 1, r + 1] = -0.5 * z
}
}
piaH.i = sum(apply(mat, 1, sum))

drop (piaH.1i)
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