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Santrauka

Disertacijoje nagrinéjami kai kurie kategoriniy poZymiy statistinés anali-
z¢s uzdaviniai — rySiy struktiiros bei modelio parinkimo ir jo parametry iver-
tinimo uZdaviniai. Disertacijos tikslas — pasitlyti ry$iy struktiiros tarp kate-
goriniy poZymiy jvertinimo metoda tuo atveju, kai turime didelés dimensijos
duomeny rinkinius ir iSsklaidytas dazniy lenteles, t. y. kai daugumoje daZniy
lentelés lasteliy yra maZas stebiniy skaidius arba jos yra tus¢ios. Si situacija
iliustruojama DNR genetiniy seky statistine analize.

Disertacija sudaro jvadas, trys pagrindiniai skyriai, iSvados, naudotos lite-
ratiros ir autoriaus publikacijy saraSai.

Ivadiniame skyriuje pristatoma tiriamoji problema ir jos aktualumas, apra-
Somas tyrimy objektas, formuluojamas darbo tikslas ir uzdaviniai, aptariamas
darbo mokslinis naujumas bei ginamieji teiginiai. [vado pabaigoje pateikiami
autoriaus praneSimai konferencijose disertacijos tema.

Pirmame skyriuje pateikta kategoriniy poZymiy statistinéje analizéje tai-
komy matematiniy modeliy apZvalga, Siy modeliy rySys su Markovo lauky
teorija ir Gibso skirstiniu.

Antrame skyriuje atlikta statistiné analizeé kai kurioms realioms DNR se-
koms Markovo eilés jose ivertinimui bei pirminiy ir antriniy DNR grandiniy
vijy palyginimui: pasitlyta kategoriniy duomeny statistinés analizés metodi-
ka, pagrista specialia stebimy duomeny forma, apibendrintu logit modeliu bei
savirankos testais.

Tre¢iame skyriuje i$sklaidyty daZniy lentelés problemai spresti pasidly-
tas semiparametrinis duomeny glodinimo metodas, kuriuo remiantis sukon-
struotas semiparametrinis (suglodintas) savirankos kriterijus hipotezéms apie
iSsklaidyty kategoriniy poZymiy tikimybinj skirstinj tikrinti. Modeliavimo bii-
du istirtos pasitilyto metodo galimybés DNR genetiniy seky statistinéje anali-
zgje.

Disertacijos tema paskelbti 6 straipsniai. Du iS ju yra referuojami IST Web
of Science duomeny bazéje. Disertacijos tema perskaityti 6 praneSimai tarp-
tautinése ir 5 respublikinése konferencijose.
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Abstract

The dissertation considers some problems in the statistical analysis of cat-
egorical variables — the dependence structure between categorical variables
and the problems of selecting and assessing the models for this structure. The
aim of this dissertation is to propose the method to estimate dependence struc-
ture between multivariate categorical variables in case of sparse frequency ta-
bles and to apply the proposed method in the statistical analysis of genetic
sequences.

The thesis layout consists of introduction chapter, three main chapters,
conclusions, list of authors’s publications and bibliography chapter.

The introduction reveals the investigated problem, importance of the thesis
and the object of research and describes the purpose and tasks of the disser-
tation, research methodology, scientific novelty, the practical significance and
defended statements. The introduction end in presenting the author’s publica-
tions on the subject of the defended dissertation.

In the first chapter of the dissertation various models available for describ-
ing the nature of the association between categorical variables are introduced
and their link with Markov field theory and Gibbs distribution.

In the second chapter the basic notions of DNA sequences and a special
structure of genetic data is introduced. The logit models and Markov field the-
ory are applied to assess the dependence structure (interactions) between DNA
nucleotides and to test hypothesis about Markov order of these dependencies
and hypothesis about reverse-complement symmetry between the leading and
the lagging strand of DNA.

In the third chapter of dissertation a simple resampling technique based on
semi-parametric smoothing (semi-parametric or smoothed bootstrap) is intro-
duced and its application for hypothesis testing in sparse contingency tables is
discussed.

The main results of the thesis are published in six scientific papers. Two
of them are published in Thomson ISI Web of Science data base. The results
were presented at five national and five international conferences.
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lvadas

Bet kurij realiai egzistuojanti reiskini apibiidinantys poZymiai gali biti su-
sieti tarpusavyje tam tikrais rySiais, lemianciais vienokias ar kitokias to reiski-
nio biisenas. Statistiné analizé, kurios metu pagal stebétus duomenis jvertina-
mi minéti ryS$iai, daznai vadinama terminu Struktiiry analizé (angl. Structure
learning). Priklausomai nuo to, tarp kokiy poZymiy siekiama ivertinti prik-
lausomybe, atitinkamai pasirenkami ir matematiniai modeliai bei metodai ju
parametrams ivertinti.

Pastaruoju metu sparti kompiuteriniy technologijuy pazanga bei vis didé-
jantys kaupiamy duomeny kiekiai ir galimybés juos apdoroti padidino moks-
lininky susidoméjima diskreciais modeliais. Tokio tipo duomenys aptinkami
praktiSkai visose srityse: medicinoje, genetikoje ir kt.

Disertacijoje sprendZiamas poZymiy priklausomybés struktiiry jvertinimo
uzdavinys naudojant kai kuriy realiy DNR seky duomenis. DNR seky duomeny
bazése (GenBank) informacijos kiekiai dél vis tobuléjancios genomy nuskaity-
mo ir deSifravimo technikos auga dideliu tempu, todél juos apdorojant atsiran-
da vis didesnis poreikis ne tik intensyvaus kompiuteriniy resursy panaudojimo,
bet ir naujy algoritmuy, o tuo paciu ir naujy matematiniy metody bei modeliy
iSvystymo.



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 2 — #12

2 [VADAS

Problemos formulavimas ir darbo aktualumas

Statistikos taikymo metodologijoje gerai Zinomi ir praktikoje gana daz-
nai pasitaiko atvejai, kai papildomo kintamojo itraukimas i statisting analizg i$
esmés pakeicia ankstesnio tyrimo rezultatus ir jy interpretacija, o kartais net
gaunamos priesingos iSvados. Kategoriniams duomenims toks atvejis vadina-
mas Simpsono paradoksu. Vadinasi, atliekant statisting analiz¢ i tyrima reikia
itraukti visus kintamuosius, kurie tik prieinami tyréjui. O Siuo metu tyréjui
prieinami informacijos kiekiai yra pakankamai dideli, ir dél to vis daZniau
statistikoje susiduriama su didelio matavimo arba iSsklaidyty duomeny ana-
lizés problemomis.

Kategoriniams duomenims didelés duomeny dimensijos problema — ypac
aktuali. Kiekybiniy duomeny modeliai paprastai apraSo vidurkiy priklausomy-
bés struktiira, ir todél Siuo atveju neZinomy parametry skaicius nuo duomeny
dimensijos n priklauso tiesiSkai. Jei modeliuojama ir sudétinga kovariaciné
struktlira, neZinomy parametry skaicius auga kaip O(n?). Tuo tarpu bendro
modelio kategoriniams duomenims neZinomy parametry skaicius dimensijos
n atzvilgiu auga eksponentiskai. Todél, netgi santykinai nedidelio skaiCiaus
kategoriniy kintamujy duomenys gali buti issklaidyti, iSretinti, (angl. sparse) —
ju stebéty dazniy lenteléje atsiranda daug tusciy lasteliy arba Iasteliy su mazu
stebiniy skai¢iumi jose, o neZinomy parametry skai¢ius net didesnis uz imties
dydi.

Gerai Zinoma, kad jprastiniai statistiniai metodai i§sklaidytoms daZniy len-
telems néra adekvatiis, nes taikomy kriterijy (statistiky) skirstiniams x? aprok-
simacija néra pakankamai tiksli. Be to, pacios kriterijy statistikos tampa maZzai
informatyvios, todél sunku tikétis parinkti adekvaty modelj. Si problema for-
muluojama kaip i8sklaidyty daZniy lenteliy modelio parinkimo problema. Kita
kategoriniy duomeny analizés problema yra stebiniy priklausomumas, kuris
bidingas genetiniy seku, teksty ar vaizdy analizéje. Siuo atveju standartiniai
statistiniai metodai taip pat néra tinkami.

I$sklaidyty dazniy lenteliy problema yra seniai Zinoma. Yra didelis kiekis
straipsniy, kuriuose nagrinéjami su Sia problema susij¢ klausimai, taciau pasiii-
lyti metodai turi tam tikry trikumy, tiriant i§sklaidytas daZniy lenteles ir pri-
klausomus kategorinius stebinius. Genetiniai duomenys yra tipinis tokio atve-
jo pavyzdys. Dél to disertacijoje yra sprendZiami du genetikos taikomieji uz-
daviniai. Vienas i§ jy — tinkamas Markovo grandinés eilés parinkimas. Jis
svarbus dél to, kad Markovo eilé yra susijusi su kaimyniniy nukleotidy, itako-
janciy evoliucija konteksiniuose evoliucijos modeliuose, skaiCiumi. Yra paro-
dyta (Jensen 2002), kad jeigu DNR seky atsitiktinés mutacijos priklauso tik
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nuo m artimiausiyjy kaimyniniy nukleotidy, tai stacionarusis nukleotidy evo-
liucijos skirstinys sudaro m-os eilés Markovo granding. Taigi, Markovo eilés
ivertinimas yra taip pat Markovo eilés jvertinimas DNR seky evoliucijos kon-
tekstiniuose modeliuose.

Kitas DNR seky analizés uzdavinys, sprendziamas tiek genetiky, tieck ma-
tematiky — DNR grandinés vijy simetriSkumo savybé. Bendru atveju §i savy-
bé palygina, ar nukleotidy sekos generavimo taisyklé, kuri galioja skaitant
pirming vija i§ kairés i deSing sutampa su antrinés vijos atitinkama genera-
vimo taisykle, kai pastaroji skaitoma i§ deSinés i kairg. Taciau kol kas néra
pripazinto formalaus vijy simetriSkumo savybés apibréZzimo, o juo labiau — jos
matematinio/tikimybinio formulavimo (Baisnée et al 2002; Zhang ir Huang
2008).

Tyrimy objektas

Pagrindinis disertacijos objektas yra iSsklaidytos daZniy lentelés, gautos
stebint priklausomus kategorinius kintamuosius. RySiy struktiirai tarp kate-
goriniy poZymiy ivertinti naudojamas apibendrintas logit modelis. Taikymuo-
se yra naudojami kai kuriy bakterijy genomy nekoduojantys fragmentai, gauti
1§ Genbank duomeny bazés. Yra laikoma, kad nekoduojantys genomy frag-
mentai yra biologiSkai maziau svarbis, dél to juos galima laikyti genetiniu
triukSmu.

Darbo tikslas ir uzdaviniai

Disertacijos tikslas — pasiiilyti ryS$iy strukttros tarp kategoriniy kintamuyjy
ivertinimo metoda tuo atveju, kai turime iSsklaidytas dazniy lenteles, t. y. kai
daugumoje lentelés Iasteliy yra maZas stebiniy skaicius arba jos yra tuscios.
Pasiiilyta metoda pritaikyti DNR genetiniy seky analizéje.

Siekiant numatyto tikslo buvo sprendZiami §ie uZdaviniai:

1. Sukonstruoti adaptyvia i§sklaidyty kategoriniy duomeny glodinimo pro-
cediirg bei pritaikyti ja hipoteziy tikrinime.

2. Istirti sitilomos glodinimo procediiros ir testy konstravimo metodo sa-
vybes (privalumus ir trukumus), ju pritaikymo genetiniy seky analizéje
galimybes.

3. Pasialyti DNR seky statistinés analizés modeli, suderinta su jy evoliu-
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cijos modeliu.

4. Naudojant realiy bakterijy DNR duomenis, patikrinti hipotez¢ apie
ju nekoduojancios dalies homogenisky fragmenty markoviskuma bei
hipoteze apie pirminés ir antrinés grandinés simetriSkumo savybg.

Tyrimy metodai

Tyrime naudojami logtiesiniai kokybiniy poZymiy modeliai, ju savybés,
diskre¢iy Markovo grandiniy ir lauky teorija, pakartotiny im¢iy metodai. Siiilo-
my metody savybés tiriamos kompiuteriu atliekant imitacinius eksperimentus.

Darbo mokslinis naujumas

Disertacijoje pasitlyta duomeny statistinés analizés metodika priklausomy
kategoriniy kintamujy ir iSsklaidyty daZniy lenteliy statistinei analizei. Meto-
das remiasi apibendrintu logit modeliu, specialia duomeny struktiira, semipa-
rametriniu glodinimu ir perrinkimo algoritmu. Sis glodinimo metodas ypa¢ tin-
kamas kategoriniams duomenims glodinti, nes glodinimo procediros, parem-
tos stebiniy artumu, turi ribotas galimybes, yra nenatiralios ir sunkiai interpre-
tuojamos.

Pasiiilytas semiparametrinis savirankos metodas, skirtingai negu nepara-
metrinis, pritaikomas ir labai i§sklaidytoms stebéty dazniy lenteléms bei skirtin-
gai negu parametrinis, jis yra maZiau jautrus neteisingai parametrinio modelio
specifikacijai. Darbe pasiiilyto metodo galimybés tiriamos modeliavimo biidu.

Kaip jau buvo minéta anksciau, disertacijoje DNR seky Markovo savy-
bés ivertinimui pristatyta speciali stebéty duomeny struktiira, kuri uztikrina
pagrindiniy logit modelio prielaidy galiojima ir dél to statistinei analizei at-
likti gali buti panaudota standartiné programiné jranga. Disertacijoje Markovo
eilés nustatymo problema susiejama su seky homogeniSkumu. Atlikus specialy
homogeniskumo testa buvo parodyta, kad bakterijy genomo nekoduojanciuo-
se fragmentuose (aukStesnés eilés) Markovo priklausomybé tarp nukleotidy
gali buti identifikuota net ir nepriklausomose sekose, jeigu jose pazeista ho-
mogeniSkumo prielaida. IS kitos pusés, nustatyta, kad statistiSkai reikSmingo-
je ty fragmenty, kurivos galima laikyti homogeniskais (jiems neatmestas ho-
mogeniskumo testas), dalyje nukleotidai néra tarpusavyje nepriklausomi.

Daugelis darby, susijusiy su DNR seky simetriSkumo tematika, yra pub-
likuoti biologuy, genetiky ir informatiky. ISimtis yra Simons ir bendraautoriy
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(Simons et al. 2005) darbas, kuriame jie pasitlé globaly komplementariy viju
simetriSkumo tikimybini modeli. Vis dél to ju pasiiilytas modelis yra labai ben-
dras ir negali bati jvertintas atskiram genomui. Disertacijoje pateiktas tikimy-
binis DNR pirminés ir antrinés vijy lokalaus simetriSkumo apibréZimas ir jo
formulavimas naudojant apibendrinta logit modelj. Lokalus simetriSkumas yra
susijes su kontekstiniais evoliucijos modeliais ir gali biiti interpretuojamas kaip
evoliucijos salygy tapatumas abiejose DNR komplementariose grandinése. Pre-
liminari bakterijy statitiné analizé¢ parodé, kad DNR seky vijos néra lokaliai
simetriSkos, taciau ta asimetrija jvairiuose sekos fragmentuose pasireiskia skir-
tingai ir globaliai neturi jokios bendros tendencijos. Tai leidZia daryti prielaida,
kad seky vijos gali turéti skirtinga biologing prasme.

Darbo rezultaty praktiné reikSmé

Pasitilytas semiparametrinio glodinimo metodas gali biti taikomas atlie-
kant statisting analizg bet kokioje srityje, kurioje reikia jvertinti rySiy tarp kate-
goriniy poZymiy struktiira tuo atveju, kai duomenys yra iSsklaidyti. Taikomujy
uzdaviniy rezultatai yra naudingi genetikoje, tiriant DNR seky evoliucijos mo-
delius.

Ginamieji disertacijos teiginiai

1. Pasitlytas adaptyvus semiparametrinis glodinimo metodas yra univer-
salus ir atitinkamai parenkant optimalaus glodinimo kriterijy gali biiti
taikomas reguliarizacijos uZdaviniams spresti. Nors §i metoda galima
taikyti tolydiems dydZiams, taciau jis ypatingai naudingas iSsklaidy-
tiems kategoriniams duomenims.

2. Pasiiilyta glodinimo procedira leidZia pritaikyti neparametrinj (semi-
parametrini) metoda ivairioms hipotezéms tikrinti ir tuo atveju kai daz-
niy lentelés yra i$sklaidytos.

3. Apibendrintas logit modelis bei jvesta speciali duomeny struktiira lei-
dZia atlikti DNR seky statisting analize, panaudojant standarting prog-
raming jranga, o taip pat tiesiogiai pritaikyti semiparametrini glodini-
ma.

4. Dalis nekoduojanciy DNR fragmenty yra nehomogeniski ir tai gali sa-
lygoti ju ne-MarkoviSkuma.
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. ReikSminga dalis homogeniniy fragmenty néra pirmos eilés Marko-

vo. Vadinasi, iprasti DNR seky tikimybiniai modeliai, tiek paslépto-
sios Markovo grandings, tiek ir k-tosios eilés homogeninés Markovo
grandinés, néra tinkami modeliai visos DNR sekos analizei.

. Disertacijoje tirty bakteriju DNR seky vijos lokaliai néra simetriskos,

taCiau ta asimetrija jvairiose sekos fragmentuose pasireiSkia skirtin-
gai. PraktiSkai tai reiskia, kad seky vijos gali turéti skirtinga biologing
prasme.

Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos tema paskelbti 6 straipsniai. Du i$ jy yra referuojami ISI Web
of Science duomeny bazéje. Disertacijos tema perskaityti 6 pranesimai tarp-
tautinése ir 5 respublikinése konferencijose:

L.

Radavi¢ius M., Zidanavi¢iiite J. Local reverse-complement symmetry
of DNA sequences // 2nd Nordic-Baltic Biometric Conference, NBBC09,
10-12 June 2009, Tartu, Estonia.

. Zidanaviciate J., Radavi¢ius M. DNR komplementariy grandiniy pa-

lyginimas // Lietuvos matematiky draugijos L konferencija. Vilnius,
BirZelio 18-19 d., 2009.

. Radavi¢ius M., Zidanavi¢iiite J. Hypothesis testing for sparse categor-

ical data // 22nd Nordic Conference on Mathematical Statistics, 16-19
June 2008, Vilnius, Lithuania.

Zidanaviciate J., Rekasius T. Apibendrinto logit modelio taikymas,
tiriant DNR seky savybes // Lietuvos matematiky draugijos XLIX kon-

ferencija. Kaunas, Birzelio 25-26 d., 2008.
. Zidanaviciate J., Rekasius T. Logit Analysis of Genetic Data. // 12th In-

ternational Conference Mathematical Modelling and Analysis, Trakai,
May 30-June 2, 2007.

. Radavi¢ius M., Zidanavi¢iate J. Analysis of Sparse Contingency Ta-

bles with Applications. // The 8th Tartu Conference on Multivariate
Statistics, 2629 June 2007, Tartu, Estonia.

Radavicius R., Zidanaviiate J. Model Testing for High-Dimensional
Contingency Tables with Application in Genetics. // The 8th Interna-
tional conference Computer Data Analysis and Modeling: Complex
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Stochastic Data and Systems, Minsk, Belarus, September 11-15, 2007.

8. Rekasius T., Zidanavi&itite J. Dependence structure of noncoding DNA
regions // The 9th international Vilnius conference on probability the-
ory and mathematical statistics, June 25-30, 2006, Vilnius.

9. Rekagius T., Zidanavi¢iiite J. Genetiniy seky markovi§kumo ir apver-
¢iamumo tyrimas // Lietuvos matematiky draugijos XLVII konferencija.
Kaunas, BirZelio 20-21 d., 2006.

10. Radavitius M., Zidanavi¢iate J. Statistiné struktiiry analizé; kai kurios
jos taikymo problemos // Lietuvos matematiky draugijos XLVI konfe-
rencija. Vilnius, BirZelio 15-16 d., 2005.

11. Zidanaviciiite J. Kokybiniy rodikliy tarpusavio rysiy struktiiriné anali-
z¢& ir jos taikymai // Lietuvos matematiky draugijos XLV konferencija.
Kaunas, Birzelio 17-18 d., 2004.

Disertacijos struktura

Disertacija sudaro ivadas, trys pagrindiniai skyriai, iSvados, naudotos lite-
ratliros sarasas ir autoriaus publikacijy disertacijos tema sarasas. Darbo apimtis
yra 80 puslapiy, tekste panaudotos 139 formulés, 1 paveikslas, 8 lentelés. Ra-
Sant disertacija buvo remtasi 70 literatliros Saltiniais.

Pirmame skyriuje pateikta kategoriniy poZymiy statistinéje analizéje tai-
komy matematiniy modeliy apZvalga, Siy modeliy rySys su Markovo lauky
teorija ir Gibso skirstiniu. Antrame skyriuje atlikta statistiné analizé kai ku-
rioms realioms DNR sekoms Markovo eilés jose jvertinimui bei pirminiy ir
antriniy DNR grandiniy vijy palyginimui: pasiiilyta kategoriniy duomeny sta-
tistinés analizés metodika, pagrista specialia stebimy duomeny forma, apiben-
drintu logit modeliu bei savirankos testais. Trec¢iame skyriuje iSsklaidyty daz-
niy lentelés problemai spresti pasitlytas semiparametrinis duomeny glodinimo
metodas.
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Padéka

Labai dZiaugiuosi, kad, rasant s darbq, teko galimybé paZinti daug idomiy,
puikiy, geranorisky mokslo aplinkos Zmoniy. Labai dékoju darbo vadovui doc.
dr. Marijui Radaviciui uz galimybe mokytis is jo, uZ skirtq laikq, idomias ide-
Jjas, nuoSirdy bendravimq ir buvimq pataréju bet kokiu klausimu. Taip pat
dékoju Vilniaus Gedimino technikos universiteto Matematinés statistikos ka-
tedros darbuotojams bei Matematikos ir informatikos instituto kolektyvui uZ
pagalbq, moralinj palaikymaq bei konsultacijas. Lietuvos banko Statistikos de-
partamento kolegoms dékoju uZ supratimaq ir geranoriskumaq. ACii artimiesiems
ir visiems draugams uz visakeriopq pagalbq, paramq ir laukimaq.
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Kategoriniy pozymiy statistinéje
analizéje naudojami matematiniai
modeliai

Priklausomai nuo keliamy tiksly, struktiry analizéje naudojami jvairiis
modeliai: logtiesiniai (Avery, Henderson 1999; Avery 2002), pasléptojo kin-
tamojo (Loehlin 1997) ir pasléptieji Markovo modeliai (Murphy 2001), grafi-
niai modeliai (Murphy 2001; Koehly et al 2003) ir kt. Pasléptojo kintamojo
modelio idéja — pagal stebimo dydZio Y, kuris priklauso ir nuo X, reikSmes
atstatyti nestebimas X reikSmes ir jvertinti jy tikimybines charakteristikas.
Analogiskas uzdavinys yra ir pasléptuose Markovo modeliuose, tik ¢ia Y yra
atsitiktinis procesas, o X yra nestebima Markovo grandiné. Sio tipo modeliams
priskiriami klastering, faktoring, logistiné analizés (Stokes et al 2001; Agresti
1990; Santer, Duffy 1989), modeliai su cenziiruotais duomenimis. Sis modeliy
skirstymas yra gana salyginis, nes i§vardintos modeliy klasés yra persipynusios
tarpusavyje.

Toliau Siame skyriuje aptariama kategorinio kintamojo ir nekorektisky uz-
daviniy sgvokos, pristatyta dazniy lentelé, kaip vienintelé prasminga statistika
kokybiniams poZymiams, apraSoma apibendrinta tiesiniy modeliy klasé, kuriai
priklauso ir disertacijoje naudojami logtiesiniai modeliai bei logtiesiniy mode-
liy rySys su Markovo atsitiktiniy lauky teorija.
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1.1. Bendrosios sgvokos

Kintamieji ir ju matavimo skalés. Atliekant statisting analize, papras-
tai naudojami duomenys, gauti matuojant populiacijos elementy tam tikrus
poZzymius (rodiklius). Sie poZymiai yra vadinami kintamaisiais. Jie skirstomi
kokybinius (kategorinius) ir kiekybinius. Kokybiniams kintamiesiems matuoti
naudojama pavadinimy arba rangy skalé, kiekybiniams kintamiesiems — inter-
valy arba santykiy skalé. Sias 4-iy tipy matavimo skales, pavadinimy (vardy,
nominalioji), rangy, intervaly ir santykiy, po ilgy mokslininky debaty jvedé
Stevens (1946).

Matavimo skalg charakterizuoja prasmingos (leistinos) duotoje skaléje ope-
racijos ir operacijos, kurios nekeicia turimos informacijos, t. y. transformaci-
jos, kuriy atZvilgiu matavimy duomenyse esanti informacija yra invariantiska.
Taip pat matavimo skalés apsprendZia statistiniy metody pasirinkima, atliekant
tolimesni gauty duomeny apdorojima.

Naudojant vardy skale, objektus pagal iSmatuotas kintamuyjy reikSmes gali-
ma priskirti tik vienai ar kitai grupei (klasei), t. y. matuojami poZymiai apraSo-
mi tik lygybés ar nelygybés savybe. Kintamieji matuojami vardy skaléje vadi-
nami nominaliaisiais.

Rangy skalé naudojama tada, kai galima nustatyti objekty tiriamo poZymio
skirtumus ir pagal tai objektus iSrikiuoti i eilg. Vadinasi, prasmingas tik objekty
palyginimas pagal duoto poZymio iSreikStuma: daugiau, lygu ar maZiau.

Intervalinéje skaléje matuojamy pavyzdZziy yra nedaug: temperatiira, laikas.
Sioje skaléje objektus galima ne tik klasifikuoti, tvarkyti, bet ir kiekybiskai
jvertinti skirtumus. Sioje skaléje nenusakyta koordina¢iy pradZia, ja galima
pasirinkti laisvai ir tai neijtakoja gauty rezultaty interpretacijos ir iSvady.

Santykiné skalé — tai pati turtingiausia skalé. Joje prasmingos visos arit-
metinés operacijos ir palyginimai. Nuo intervalinés skalés ji skiriasi tuo, kad
nusakyta reali prasminga (interpretuojama) koordinaciy pradZia.

Parametriniai ir neparametriniai statistiniai modeliai. Atsitiktinio n-
macio vektoriaus Y skirstiniy Seima P = {Fy,f € ©} vadinama parametriniu
modeliu jei parametras 0 = (61, ... ,Gm)/ € © C R™ yra baigtiniamatis.
Statistinis modelis P = {P,0 € ©} vadinamas neparametriniu, jei para-
metras 6 yra begalinio matavimo ir neturi baigtinio matavimo komponenciy
(Bagdonavicius, Kruopis 2007).

Jeigu diskretiis kintamieji gali igyti tik baigtinj skaiciy skirtingy reikSmiuy,
tai ju (bendras) tikimybinis skirstinys pilnai nusakomas baigtiniu skai¢iumi
skaliariniy parametry. Taigi, tokiu atveju visi tikimybiniai modeliai forma-
liai yra parametriniai. Taciau tradiciSkai visy galimy skirstiniy aibé laikoma
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neparametrine, o tuo paciu ir visi metodai, kurie nesiremia jokia papildoma
specialia parametrine struktira ir taikomi visy tikimybiniy skirstiniy klaséje,
yra taip pat neparametriniai.

Atrodyty, kad diskreciy kintamuju, igijanciy baigtini kategorijy skaiciy,
atveju pavyksta iSvengti vienos i§ opiausiy neparametrinio vertinimo prob-
lemy — nekorektiskojo (statistinio) uZdavinio (angl. ill-posed problem). Su $ia
problema neretai susiduriama taikant neparametrinius metodus tolydiesiems
kintamiesiems. Tipinis uzdavinys: turint baigtini skaiciy stebiniy, ivertinti be-
galini skaiCiy regresijos (pasiskirstymo tankio ir pan.) funkcijos Furje koe-
ficienty Furje skleidinyje. AiSku, kad be papildomy prielaidy Sis uZdavinys
(vienareikSmiSkai) neiSsprendZiamas. Tokie uZdaviniai ir vadinami nekorektis-
kaisiais. Tuo tarpu diskreciy kintamuyjy su baigtiniu buseny (kategoriju) skai-
¢iumi atveju vertinamy (skaliariniy) parametry skaicius visada yra tik baigti-
nis, ir atrodyty turint pakankama imties dydi juos biity galima ivertinti. Deja,
praktikoje daznai pasitaiko atvejis, kai dazniy lentelés lastelése pasitaiko labai
mazai stebiniy arba ju i viso néra. Kaip tada ivertinti tikimybe, kad atsitiktinis
stebinys pateks i tokia lastele? Taigi, ir Siuo (teoriskai parametriniu, o prak-
tiSkai neparametriniu) atveju susiduriama su nekorektiskiesiems statistiniams
uzdaviniams biidingais keblumais. TeoriSkai parametrinis uzdavinys praktiskai
virsta neparametriniu.

Kokybiniu kintamuju dazniy lentelés. IS nominaliosios (vardy) skalés
apibréZimo iSplaukia, kad vienintelis prasmingas statistikos pavidalas koky-
biniams poZymiams yra jy jvairiy reik§miy kombinacijy pasitaikymo duome-
nyse stebéjimo dazZniai, kurie paprastai pateikiami kryZminiy dazniy lenteliy
pavidalu.

Tarkime, yra stebimi 2 poZymiai — X ir Xs. PoZymio X; igyjamas reiks-
mes pazymékime ¢ = 1,...,I. AnalogiSkai poZymis X9 gali igyti reikSmes
Jj = 1,...,J. Tada minéty poZymiy stebimus daznius Y;; galima pavaizduoti
dvimatéje dazniy lenteléje (1.1).

Dazniy lentelé gali biiti laikoma pirmaja statistine priemone apdoroti koky-
binio tipo duomenims ir ivertinti jy rysiy struktiira. Dazniy lenteliy analizés
pradininku laikomas Pearson (1900), kuris pirmasis pasiiilé klasikinj x? testa.
Pearson teigé, kad visy tipy duomenys, tame tarpe ir kiekybiniai, gali buti
diskretizuojami ir jiems taikoma kokybiniy duomeny analizé. PanaSiu metu
Yule (1900) pasialé nauja poZitiri daZniy lenteliy analizéje. Jis tvirtino, kad
kokybiniai duomenys yra fiksuoti ir néra diskretizuoto proceso rezultatas. Taip
pat jis apibréZé Sansy santyki, tiesiogiai naudodamas lasteliy daZnius be kinta-
mojo tolydumo prielaidy — jis teigé, kad dauguma kintamuyjy yra i$ prigimties
diskrettis. Tai buvo prieSingas poZilris Pearsonui. Ilga laika vyko debatai Sia
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tema, ir iki tol buvo nagrinéjamos tik 2x2 lentelés. Tuo metu Fisher (1934) pris-
taté tikslyji testa 2x2 lenteléms. Barlett (1935) apibréZé trimatg 2x2x2 daZniy
lentele, o Lancaster (1951) i§vysté metoda x? statistikai, pritaikyta r x s x t
lenteléms. Barlett darbus apibendrino Roy ir Kastenbaum (1956).

Turint dideli poZymiy skaiciu, atlikti gilesng statisting analiz¢ Siais meto-
dais yra sudétinga, o kartais i§ vis neimanoma. Bet visi Sie metodai buvo
pagrindu, i§ kuriy 1960 m. atsirado ir $ivo metu placiai naudojami logtiesi-
niai modeliai (placiau apzZvalga galima rasti Fienberg (2000) straipsnyje). Ir
nors daugelis tyrinétojy idéjo tam tikra reikSminga indélj i logtiesiniy modeliy
kirima (Agresti 1990), bet labiausiai iSpopuliarinusiu $iuos modelius sociali-
niuose moksluose buvo laikomas Leo Goodman (1968, 1970).

Logtiesiniy modeliy klasei (Stokes ef al 2001; Agresti 1990; Christensen
1990; Santer, Duffy 1989) priklauso ne vien tik kokybiniy kintamyjy modeliai,
o tam tikra prasme ir multiplikatyviis ekonometriniai modeliai yra atskiri jos
atvejai.

1.1 lentelé. Dviejy poZymiy X ir X» kryZminé dazniy Y;; lentelé
Table 1.1. Two-Way contingency table

Xo
Y, 1 2 [.0
1 Y11 Y12 Yl.] Y1+
2 ||Yay |Yoo |...|Yay || Yoqr

Xql-
I ||[Yr (Yo |- | Y7 || Y
Yiu|Yia|. o |Yiu ||Vt

1.2. Apibendrintas tiesinis modelis

Paprasciausiu atveju jvertinti tiesini rysj tarp priklausomo (atsako) kinta-
mojo Y ir nepriklausomy kintamyjy (aiSkinanciyjy kintamyjuy, dar vadinamy
kovariantémis) X1, Xo,....,X,, gali biiti naudojamas tiesinis regresijos mode-
lis (éekanaviéius, Murauskas 2001; Sengupta, Jammalamadaka 2003; Agresti
2007), kuriame laikoma, kad Y turi normaluyji skirstinj su vidurkiu g ir disper-
sijao?: Y ~ N(u,0?).

Taciau yra rySiy, kuriy negalima adekvaciai jvertinti, naudojant paprasta
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tiesini modelj dél dviejuy pagrindiniy priezasCiy: kai priklausomo kintamo-
jo Y skirstinys néra Normalusis ar priklausomybé tarp Y ir X7, Xo,..... X\
néra tiesiné. Abi Sios savybés biidingos kokybinio tipo duomenimis. Dél Siy
priezas¢iy Nelder ir Wedderburn (1972) praplété ir apibendrino tiesiniy mode-
liy klase bei pavadino ja apibendrintais tiesiniais modeliais (angl. generalized
linear model) (Sengupta, Jammalamadaka 2003; Agresti 2007). Siuose mode-
livose, priklausomai nuo esanciy prielaidy priklausomam kintamajam Y, jo
vidurkis gali priklausyti nuo tiesiniy prediktoriy per atitinkama sarysio funkci-
ja f (angl. link function), kuri gali bti log, logit ir kt., o Y skirstinys priklauso
(apibendrintai) eksponentinei skirstiniy Seimai.

1.2.1. Eksponentiné skirstiniy Seima

1 apibrézimas. Sakoma, kad n-matis atsitiktinis vektorius Y arba jo skirs-
tinys priklauso (apibendrintai) eksponentinei skirstiniy Seimai su parametru
6 € © c RY, jeigu jo pasiskirstymo tankis o-baigtinio mato v atzvilgiu turi
toki pavidala:

p(y | 0) = h(y)exp{n(0)T(y) —bB)}, yeR", (L1)

gGian: RY — R™, h:R"™ — [0,00), T:R"™ — R™ yra zinomos funkcijos,
o b: R — R yra normuojantis narys. Funkcijos 7, h ir T' kartu su matu v
yra tarsi eksponentinés Seimos hiperparametrai. Jie nusako konkrecios ekspo-
nentinés Seimos pavidala, jos skirstiniy forma.

Funkcija h galima eliminuoti pakeitus pradini mata v matu v (dy) =
h(y)v(dy). Taigi, funkcija h eksponentinés Seimos apibrézime yra pertekline,
taciau ji leidZia eksponentinés Seimos apibréZime kaip bazini mata v naudoti
standartinius matus. Paprastai tai biina Lebego arba skaiciuojantysis matas.

Matas v vadinamas skaic¢iuojanciuoju suskaiciuojamoje aibéje .S, jeigu bet
kurio aibés S elemento matas (svoris) yra lygus vienetui. Kitais ZodZiais ta-
riant, mato v atrama (angl. support) yra aibé S, ir v(A) = |A| visiems poai-
biams A C S.

Funkcija 1" yra eksponentinés Seimos (minimali) pakankama statistika.
Funkcija b(#) nusako normavimo daugiklj ir yra vadinama kumuliantine (angl.
cumulant) arba logaritmine dalinimo (angl. logpartition) funkcija:

exp (0)} = [ b e (@' Tw)} vidy).

Kai n(f) = 6, parametras 6 vadinamas nattraliuoju (kanoniniu). Kai 6
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yra nattiralusis parametras ir 7'(y) = y, eksponentiné skirstiniy $eima vadina-
ma natiiraligja. Nattraliosios eksponentinés skirstiniy Seimos tankis turi toki
pavidala:

p(y| 0) = h(y)exp {0y —b(0)}, yeR", (12)
kuris vadinamas kanoniniu.

Pasiskirstymo tankis (1.1) suvedamas i §i pavidala (Zinoma, jau su kitais
hiperparametrais h ir v ir, gal bit, kita y reikSmiy sritimi) atlikus atitinkamus
kintamuyjy pakeitimus.

Diskreciy (kategoriniy) duomeny atveju galima laikyti, kad Y € Z’} (Cia
Z_. zymi sveikujy neneigiamy skaiciy aibe, Z := {0,1,...}). Todel papras-
Ciausia skaityti, kad matas v yra skaiCiuojantysis matas, apibréztas aibeje 7} .
Siuo atveju lygybe (1.1) tiesiog reiSkia, kad

P(Y =y) =p(y | 0) = h(y)exp {n(0)T(y) —b(0)}, y € S (S =2Z1).
1.3)
Paminésime kai kurias pagrindines nattraliosios eksponentinés Seimos
savybes:

1. Tarp 6 ir Y vidurkio bei kovariacijy matricos yra paprastas rysys:

0b(0)
EgY := u(0) = —= 1.4
826(9)
Var(Y) := EgYY' — u(0)u(0) = . 1.5
ar(Y') 0 wOWO) = Sp50 (1.5)
2. Tegu turime N nepriklausomy ir vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy
vektoriy Y7, . .., Y su bendru skirstiniu i§ nattraliosios eksponentinés §eimos.

Tada kanoninio parametro 6 minimali, pakankama statistika yra aritmetinis
vidurkis Y := & 3°V | V;.

IS pirmo Zvilgsnio eksponentiné skirstiniy Seima neatrodo labai ,,turtinga®,
taciau jai priklauso dauguma gerai Zinomy ir placiai taikomy skirstiniy. Be to,
eksponentinei skirstiniy Seimai priklauso visi diskretieji skirstiniai su ta pacia
baigtine galimy reik§miy aibe, t. y. su ta pacia skirstinio atrama. Toliau mums
svarbiis bus tik diskretieji skirstiniai: binominis, Puasono ir polinominis.

Polinominis skirstinys. Atsitiktinis dydis X su reikSmémis aibéje I,, :=
{0,1,...,n} turi polinominj skirstinj su parametrais N € N ir p € P, jeigu:

N!

n n
p(fv)ZP{X:x}:Wprj, vely, Y zj=N, (16)
J= §=0 =0
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n
Poi=4p=(pop1,--pn) €R™ipi>0,i=0,...n, ) pi=1
§=0

Trumai tai Zymésime X ~ Multinomial, (N, p).
Polinominiai skirstiniai sudaro tokig eksponentinés Seimos skirstiniy klase:

ply) =pn(y|0) = hn(y)exp{(0,0)y — Nb(0)},y € Sy, 0 € R™,
hv (4) N
Y = T
N Hj:O yj!
b(#) = log |1+ Zexp{ﬁj} , (1.7)
j=1
Sy = x:(xo,xl,...,xn)’elﬁ,ﬂ :ij:N ,
§=0

0 mato v atrama yra Sy.

Kai NV = 1, polinominés eksponentinés Seimos skirstinio pavidalas zZenk-
liai supaprastéja:

p(y) =p(y [ 0)) =exp Y 0;0;(y) —b(0) p, y=0,....n, (18
j=1

¢ia 0;(-) yra Dirako matas, sukoncentruotas taske j, o b(¢) jau apibrezéme
anksciau (Zr. 1.7).

Fiksuokime baigting aib¢ S,, = {s¢,s1, . . . ,Sp }. Tada atvaizdavimas T': S,
— I, suT(sj) = j, 7 =0,1,...,n, apibréZia abipus vienareik§me atitinkamy-
be tarp skirstiniy su atrama S ir eksponentinés polinominiy skirstiniy $eimos.
Taigi, eksponentinei skirstiniy Seimai priklauso visi diskretieji skirstiniai su ta
pacia baigtine galimy reikSmiy aibe .S,,.

Skirstinys (1.8) faktiskai yra Gibso skirstinys (Zr. Zemiau) su potencialy
funkcijomis

ANj(x) == —0;05(x), ©=0,...,n (1.9)

ir padalijimo (angl. partition) funkcija Z = exp{b(6)}.

Siuo atveju potencialy struktiira labai paprasta, o tokiu biidu apibrézti

kanoniniai parametrai néra labai informatyvis. Informatyvesng struktiira turi
toliau pateiktas seky su baigtiniu biiseny skai¢iumi Gibso skirstinys.
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Sekuy su baigtiniu buseny skai¢iumi Gibso skirstinys. Tegu A yra baig-
tiné biiseny aibé (alfabetas), o X = X, yra aibé visy n ilgio seky z su reiks-
memis i§ A.

2 apibrézimas. Gibso skirstiniu (matu) aibéje X vadinamas tikimybinis
skirstinys p,, nusakomas potencialy funkcijy rinkiniu £ := {A\;: X - R, s €
S} ir lygybémis:

pe(a) = exp{ PR NE: },Z:Zexp{—ZAS(a:)}. (1.10)

seS TEX ses
Normuojantis daugiklis Z vadinamas padalijimo (angl. partition) funkcija.

Trumpai aptarsime potencialy rinkinio F parinkimo uzdavini, pasinaudo-
dami Mobiuso formule.

Mobiuso formulé. Duotai aibei J C I, := {1,...,n} apibréZkime at-
vaizdavima y = H;(z), Hy: X — X, tokiu badu: y; = z;, Vj € Jir
yj = b, Vj € I, \ J, ¢iab € A — pasirinkta baziné arba atskaitos (angl.
reference) biisena (baziné alfabeto A raideé).

Tegu: X — X yra bet kokia funkcija. Tada Mobiuso formulé (tapatybé)
jai uZrasoma taip:

) = D D> (- D)ISEly (Hg(x CY As(as),

S:SCl, J: JCS S:ScCi,
(1.11)
As(zs) = Y (=)EVly (Hg(x)), 2y = (25,5 € J),x € X,
J: JCS
(1.12)

Cia |J| zymi aibés J elementy skaiciy (galia). Formulé atrodo gana jmantri, bet
i$ tikryjy ji yra tik Zemiau pateikty paprasty tapatybiy (1.13) — (1.14) apiben-
drinimas:

Y(x1) = (b)) + (P(z1) —¥(b) = A\g + A1 (z1);
Y(z1,m2) = P(bd) + (Y(z1,0) — ¥(bd)) + (¥(byx2) — ¥(b,D))
(Y (21,22) — (z1,0) — P (b,x2) + ¥ (b))
Ap + A1(w1) + A2(22) + Ai2(21, 72); (1.13)

_l’_
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Y(z1,xe,3) = Y(bb,b) + (Y(x1,b,0) — ¥ (b,b,b))

(¥(b,w2,b) — 1b(b,b,b))

(¥ (b,b,x3) —(b,b,b)) + (Y(z1,22,b)

Y(21,b,b) — ¥(b,x2,b) + 1b(b,b,b))

(¥(z1,b,23) — P(21,b,0) — P (b,b,x3) + 1(b,b,D))
(¥(b,x2,23) — P (b,x2,b) — P (b,b,x3) + 1 (b,b,b))

(Y (21,22,23) — P(21,22,0) — P(21,b,23) — P(b,w2,23)
Y(21,0,0) + 1 (b,x2,b) + (b,b,x3) — 9 (b,b,b))

= g+ Ar(z1) + A2(z2) + As(z3) + A2(z1,72)

+  A3(z1,23) + Aoz(22,23) + A123(71,22,23), (1.14)

+ o+

+ 4+ + +

¢ia trumpumo délei vietoje A; ; 3 raoma A;j. .

Funkcijos A; naudingos tuo, kad jos virsta 0, jeigu kuriam nors j € J
funkcija 1) nepriklauso nuo x;.

1.2.2. Apibendrinto tiesinio modelio apibrézimas

Turime stebinius (Y (¢),X(¢)),t = 1,...,N), ¢ia Y(t) € R" yra pa-
grindinis tyrimo kintamasis, o X (t) € R* yra papildoma informacija (t =
1,...,N). Pazymékime X = (X (1),...,.X(N)), Y = (Y(1),...,Y()).

3 apibrézimas. Sakoma, kad stebiniai Y su papildomais duomenimis X
tenkina apibendrintaji tiesini modeli (ATm), jeigu:

1) (Y(t),t=1,...,N) yra salyginai nepriklausomi, kai Zinomos atitin-
kamos ai$kinanciyjy kintamujy (X (¢),t = 1,...,N) reikSmés, ir Y (¢) salygi-
nis skirstinys priklauso eksponentinei skirstiniy Seimai su kanoniniu parametru
0t)=6(t| X(t) e @®t=1,...,N).

2) Apibréztas tiesinis prediktorius 7(t) := BX(t), ¢ia B yran X k nezi-
nomy ATm parametry matrica.

3) Nusakytos sarySio funkcijos (angl. link function) g,: R™ — R", susie-
jancios salygini Y (¢) vidurki (kai Zinomas X (t)) u(t) = u(t | 0(t)) = p(t |
X(t)) :=E[Y(t) | X(t)] su tiesiniu prediktoriumi 7)(t) lygybe:

g(u(t)) =n(t), t=1,...,N. (1.15)
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1.2.3. Binariné logistiné regresija

Tegu Y Zymi atsitiktini dydi, igyjanti dvi reikSmes: O ir 1, t. y. laikoma,
kad ATm klaséje priklausomo kintamojo Y skirstinys yra Binominis:

Y(t) X ~ Binomial(lvpt)a bt = p(X(t))v l= 17 s 7Na

Li(p) ==In(f(Y |p)=YInp+(1-Y)n(l-p).

Tada vienintelé tikimybiné charakteristika, nusakanti ivyki, yra jo tikimybé
p=P(Y =1),nes EY = p.

Tegu X € R™ yra prediktoriy vektorius. Natiiralu laikyti, kad prediktoriai
itakoja jvykio tikimybe, t. y. p = p(X) = P(Y = 1|X). Logistinés regresi-
jos modelyje $i priklausomybé apraSoma logistine funkcija, priklausancia nuo

nezinomo parametro 3 € R™:
e X
p(X) =p(X[B) = ——~.
(X) =p(X18) = -

Atvirkstiné logistinei funkcijai yra vadinama logit funkcija, kuri susieja
tikimybeg p(X ) su prediktoriais tokiu badu:

logit(p(X)) = In (%) - A'X. (1.16)

Santykis po logaritmo Zenklu (1.16) vadinamas sansu, galimybe arba Sansais.
Si savoka yra svarbi, interpretuojant logistinés regresijos rezultatus. Ji parodo,
kiek karty jvykio Y = 1 tikimybé yra didesné (mazesné¢) uz ivykio Y = 0
tikimybe prie salygy X:

_ ApX)
T+ Ap(X)

p = 8 x
A X - = =

Taip pat svarbi savoka rezultaty interpretavime yra Sansy santykis (angl.
odds ratio). Tarkime, kad aiSkinamasis kintamasis x igyja tik dvi reikSmes
x = 1ir x = 0. Tada Sansy santykis apibréZiamas kaip ivykio Y = 1 dviejy
Sansy Ajjo(1) ir Aq)o(0) santykis, kai Ayjo(1) skai¢iuojamas prie salygy, kad
egzistuoja pozymio x jtaka, 0 A1|o(0) —kai poZymio = poveikis nejtraukiamas
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1 modelj:
op = M) P(Y=1lz=1) P(Y =1]z=0)
" Ap(0)  P(Y=0z=1) P(Y =0lz=0)
_ PY=1lz=1) P =0z=0) 01
 PY=0z=1) PY =1jz=0) '

Jeigu ivykio tikimybé maza, tai Sansy santykis apytiksliai lygus atitinkamy
ivykiy tikimybiy santykiui. Sansy santykio jvertis gaunamas tiesiogiai i§ pa-
rametro § didZiausio tikétinumo jverc¢io B Siuo atveju, kai turime tik viena
aiSkinamaji kintamaji z, igyjantj tik dvi reikSmes x = 1 ir z = 0, logit jvertinti
modeliai Sansui f\1|0(1) ir Al‘O(O) bus atitinkami:

Logtikétinumo funkcija:

N
Ip) = lp|YNX)= Z[YZ Inp; — (1 —Y:) In(1 — py)]

t=1
N D N
JR— t —
= ;Ytln - + ;ln(l Dt)
N N ,
= Y BXMY() - In(l+e X0y,
t=1 t=1

1.2.4. Puasono regresija

Puasono regresija ATm klaséje turime tada, kai atsako kintamojo Y skirs-
tinys yra Puasono, t. y:

. AV
Y ~ Poisson(\) = f(y|A)=—5e",
y!

Inf(y|A)=ylmA—A—Iny! y=0,1,....
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Vadinasi, kanoninis parametras yra § = In(\), o logtikétinumo funkcija:

N
1) =1 YN X) = SV () B X () — e X0,
t=1

1.2.5. Logtiesiniai modeliai

Logtiesiniai modeliai, priklausantys ATm klasei, apraso sudétingus ka-
tegoriniy poZymiy tarpusavio saryS$ius ir skirti daZniy lenteliy daugiamatei
statistinei analizei (Bergsma 1997). Siuose modeliuose néra kintamuyjy klasi-
fikavimo 1 aiSkinamuosius ir aiSkinanciuosius. Juose visi kintamieji traktuo-
jami kaip aiSkinantieji, o aiSkinamuoju kintamuoju laikomas konkrecios ka-
tegoriniy kintamyjy reik§Smiy (buseny) kombinacijos stebétas daznis. Ir nors
logtiesiniy modeliy analizés rezultatai primena standartines dispersinés ir re-
gresinés analizés lenteles, taciau bendru atveju jie Zymiai sudétingesni, nes
didesnio nei 3 matavimo duomenims pilnai nusakyti neuZtenka apibrézti visy
kintamuyjy pory tarpusavio priklausomybiy, o reikia aprasyti ir (visas) aukstes-
nés negu antrosios eilés kintamuyjy tarpusavio saveikas (angl. interactions).

Logtiesiniu modeliu vadinamas toks stebiniy modelis, kai ty stebiniy vi-
durkio logaritmas yra tiesiné funkcija nuo nezinomy modelio parametry. Pateik-
sime formaly apibréZima:

Tegu {Y}, j € J} yra stebiniai su reik§memis erdveje R. Cia J yra baigti-
né indeksy aibé, turinti N elementy, N := |J|. Indeksy aib¢je J jveskime ko-
kia nors numeravimo tvarka, kurig Zymésime simboliu 7, 7: {1,... . N} — J,
ir ja fiksuokime. Tada Y := (Y},j € J) Zymés N-matj atsitiktinj vektoriy,
kurio komponentes yra 7 tvarka iSdeéstyti pradiniai stebiniai {Y;, j € J}. Tiks-
liauY := (Y,(;),i=1,...,N).

Pazymékime p; := EYj, j € J ir analogiSkai kaip ir vektoriy Y api-
brézkime N-matj vektoriy j, t. y. u = EY € RY. Tare, kad p > 0, galime
apibréZti ir vektoriy log () € R (&ia laikoma, kad visos operacijos, tiek paly-
ginimo, tiek ir logaritmavimo, atlieckamos pakomponenciui). Kai Y yra stebéti
dazniai, prielaida p > 0 yra nattirali, bet nevisada biina iSpildyta.

4 apibrézimas. Sakoma, kad stebiniai {Y}, j € J} tenkina logtiesinj mo-
deli, jeigu egzistuoja tiesinis poerdvis M C R”, kurio matavimas
k := dim(M) < N toks, kad log(u) € M.

1 pavyzdys. Tegu tiriami pozymiai A ir B, A € {1,2}, B € {1,2,3}.
Laikysime, kad numeravimo tvarka 7 pozymiy A ir B daZniy lenteléje £ =
L(A,B) yra numeracija i§ kairés i desing ir i§ virSaus i apacia, o Y; yra stebetas
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daznis lastel¢je j € J, indeksy aibé J := {1,2} x {1,2,3} su N = 6:

AB| 1 2 3
1 Y1 Y2 Yz
2 Yo1r Yoo Yoz

Trumpumo délei pazymesime Y(;) := Y ;) (i = 1,...,6), Y(;) yra stebéta
reikSmeé i-ojoje pagal tvarka 7 lentelés £ lasteléje. Tada gauname, kad:

Yoy Yo Y Yy Yi) Yo
P11 1 1 1 1

Yii Yipg Yi3 Yo1 Yoo Yo3

)

ir

Y Yi1
Y2 Yio
Y, Y;

Y = (3) _ 1,3
Y4 Y2
Yis) Yo
Ye) Y23

1 pastaba. Nagrin¢jant logtiesinius modelius kartais patogu logtiesiniy
modeliy Seima praplésti, papildant ja fiktyviu (neparametriniu) modeliu, ku-
riam M = RN, Tokie modeliai vadinami pilnaisiais, prisotintais (angl. satu-
rated) logtiesiniais modeliais.

2 pastaba. Palyginimui paimkime daugialypés tiesinés regresijos modeli
su N X k plano matrica X:

Y =X0 +¢, ﬂeRk,YGRN,M;:EY:E[Y|X]:X6’

Taigi, M = {Xﬂ , 3 € RF} yra tiesinis poerdvis, generuotas plano matricos

X. Vadinasi, 1 € M C RY ir dim(M) = k.

Logtiesinés modelio specifikacijos privalumas lyginant ja su jprasta dau-
gialypés tiesinés regresijos modelio specifikacija yra tas, kad pirmuoju atveju
aiSkinanciyjy kintamyjy vektoriai néra tiksliai nusakyti, juos galima pasirink-
ti laisvai: jais gali baiti bet kurie tiesiSkai nepriklausomi vektoriai 21, ... ,2,
priklausantys poerdviui M. Tai ypac patogu, kai reikia jvesti fiktyvius kinta-
muosius.

3 pastaba. Logtiesinio modelio apibréZime stebiniy vektoriaus Y skirs-
tinys néra nusakytas, tam tikri apribojimai jvedami tik jo vidurkiui. Koky-
biniy poZymiy statistinéje analizéje Y skirstinys paprastai bina (nepriklau-
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somy) Puasono skirstiniy sandauga (trumpai ji vadinsime Puasono ir Zymésime
Y ~ Poisson), polinominis skirstinys (Zymésime Y ~ Multinomial) ar-
ba polinominiy skirstiniy sandauga (Zymésime Y ~ Multi Product). Visi 3
atvejai priklauso ATm klasei. Jeigu galioja Puasono logtiesinis modelis, tai
logtikétinumo funkcija yra:

() =1 | Y) =" (YVilogu; — pj) + C(Y), (1.18)
jedJ
¢ia C(Y') zymi statistika, nesusijusia su modelio parametrais.

Rasime logtikétinumo funkcijg polinominiame logtiesiniame modelyje. Te-
gul Y ~ Multinomialy (n,p),

pePy:=SpeRN:p;>0vje ) p=1
JjeJ
Tada tikétinumo funkcija atzvilgiu parametro p € Py uZraSoma taip:
N! Y;

117

Lip)=L(p|Y):= o,y AL

Kadangi $ivo atveju p1; = n - pj, Cian = Y4 := ) Y}, tai pakeite¢ modelio

jeJ
parametrizacija su p i parametrizacija su y, gauname:
(p) =1 |Y) = log(n!) —nlog(n) + > I(Y;!)+ > Yjlnp, =
jed jed
= > Yy +C(Y). (1.19)

jeJ

Tokiu biidu, Puasono ir polinominio skirstinio atveju logtikétinumo funkcija
turi tg patj pavidala I(p) = Y YjIn pu; — py + C(Y'), kuriame nuo skirstinio
=Y
priklauso tik funkcija C(Y") ir polinominio skirstinio atveju galioja papildomas
apribojimas:
py =Yy, pyi= (1.20)
=Y

Kadangi funkcija log(-) yra igaubta, tai logtikétinumo funkcija [(1) taip
pat yra jgaubta atZvilgiu u. Todél didZiausio tikétinumo jvertiniy aibé yra iskila
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ir susideda i§ vienintelio tasko prie gana bendry salygy. Kai M = {Z =
X, 3 € R}, tai tiketinumo lygtis parametrui /(1) atrodo taip:

XY =X fipr.

Padauging abi Sios lygties puses i$ matricos X(X’X)*1 (laikoma, kad X'X
yra neissigimusi, t. y. rankX = k), gauname [IxY = IIx ipr, ir, vadinasi,

OmY =Umppr, (1.21)

Ga Iy := x = X(X'X) !X’ yra projektorius i tiesinj poerdvi M.

I8 (1.21) matosi, kad salyga (1.20) su ;1 = ipr yra iSpildyta automatiskai,
jeigu tik vienety vektorius (1,1,...,1)’ priklauso tiesiniam poerdviui M. Va-
dinasi, tokiu atveju Puasono ir polinominis logtiesiniai modeliai yra ekviva-
lentiis, juy pagrindu gauti didZiausio tikétinumo ivertiniai sutaps.

Tokiu budu, kai iSpildyta salyga

1y = (1,1,...,1) € M, (1.22)

— min

Yj
l — m — G =2 log - .
() ax () E y; log 1 oin,

log peM iy
Matome, kad didZiausio tikétinumo jvertinys ji pr minimizuoja logtikétinumo
santykio statistikos G = G(u) reik$me. Kadangi funkcija log(1/z) = —log =
yra iskila, tai ir statistika G () yra iskila atzvilgiu p.

Logtiesiniy modeliy interpretacija. Nagrinékime 3-jy kategoriniy poZy-
miy A,B ir C daZniy lentele £ = £(A,B,C). Siuo atveju pilnasis (prisotintas)
logtiesinis modelis M = M(A,B,C') bus:

log pti5s = up + uf‘ + ujB +ul + uf}B + ufgc + uﬁc + uf}fc.
1.2 lenteléje pateikti visi galimi logtiesiniy modeliy atvejai trims kokybiniams
pozymiams A,B ir C. Pateiksime jy interpretacija:

0 modelis. A,B ir C yra tarpusavyje (statistiS$kai) nepriklausomi.

1 modelis. pozymis A nepriklauso nuo poros B ir C, bet B ir C yra tar-
pusavyje priklausomi.

2 ir 3 modeliai turi analogiska interpretacija kaip ir 1 modelis.

4 modelis. Siuo atveju A ir B yra sqlyginai nepriklausomi, kai Zinomas
C'. Kitaip tariant, A ir B tarpusvio priklausomumas pasireiskia tik per C'.

5 ir 6 modeliai turi analogiska interpretacija kaip ir 4 modelis.

7 modelis neturi paprastos interpretacijos: Sansy (galimybiy) santykiai dvi-
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matése lentelése £L(AB), kai duota pozymio C' reik§mé nepriklauso nuo tos
reikSmés.

8 modelis yra pilnasis modelis.

1.2 lentelé. Galimi logtiesiniai modeliai trijy poZymiy dazniy lenteléje

Table 1.2. Loglinear models for three-way contingency table

Nr.|Specifikacija
0 loguijsz'u0+ug4+uf+uf
1 |log ptijs = up + uf‘ + uf + usc + uﬁc
2 logmjszuo—i—uf—&—uf—&—usc—i—uﬂc
3 |log pijs = uo + uf‘ + uf +ufl + Uf‘-B
4 |log puijs = ug + uit + uf +uf + u;{c + uﬁc
5 |log pijs = ug +u + uf +uf + uf‘»B + uﬁc
6 |log ;js = uo + uf + ujB + uf + uf{B + uﬁsc
7 |log pijs = uo + uft + u}g +uf +uliP +ulC + uﬁc
8 [log s :quruf‘+uf+uf+u;§3+u£c+uﬁc+ufjlfc

1.2.6. Apibendrintas (daugialypis) logit modelis

Kai nominalus atsako kintamasis igyja daugiau nei dvi kategorijas, turime
taip vadinama apibendrintg logit arba daugialypi logit modeli (angl. general-
ized logits). Logistiné regresija yra atskiras jo atvejis — kai stebimos tik dvi
atsako kintamojo kategorijos.

Tegu stebime kokybinj kintamaji A, kuris igyja reik§mes i$
J = {1,...,m} ir turime stebinius (A(¢),X(t)), t€ 7T :={1,...,N},i§
kuriy suskai¢iuojame daznius Y;(X*) = [{t : A(t) = j, X(t) = 2*}|, 2* €
X, ¢ia aibé X yra kintamyjy X reikSmiy visy stebéty skirtingy kombinacijy
aibé.

Tegu: p;(2) := P{A(t) = j | X(t) = 2} = P{Y;(t) = 1| X(1) =
x},Vt € T,z € X. Tada binominis logistinés regresijos modelis gaunamas kai
m = 2:

p(x) \ _ o) 1l g
log(lp(m))—ﬁX, p(x) :=P{Y =1]z}, zeXx. (123

O apibendrintas logit arba daugialypis (multinominis) logit modelis (ALm)
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turi tokj pavidala:

pj(x)
pm()

log =8,X, veX,jeJ j#m, (1.24)
¢ia m yra bazine reikSmeé (angl. reference value), pasirinkta i§ aibés J. Bazine
reikSme gali biiti bet kuris (stebétas) aibés J elementas, bet patogumo délei
(statistiniuose paketuose) paprastai pasirenkama paskutiné kategorija pagal ko-
kia nors aibés J elementy i§déstymo tvarka (pavyzdZiui, abécéling).

ALm apraSo Sansy, lyginant su bazine kategorija, priklausomybe nuo ais-
kinamuyjy kintamujy X . Parodysime, kad ALm yra logtiesinio modelio atskiras
atvejis. Imsime atskirg atveji kai m = 2, t. y. kai ALm yra logistinés regresijos
modelis. Tegu

PIX  _4x, peRF Xex.

log ————
gl—plx

Tada atitinkamas logtiesinis modelis uZraSomas taip:

{ logpix = B X +nx,
log pox :=1log(l —p1x) =:nx, X e€X.

Kadangi Y € {1,2} ir turime M := |X| skirtingy stebiniy X reik§miy, tai
tikimybiy p;x i§ viso yra 2M. Tokiu badu, dim(M) = k + M << 2M,
kai M yra (santykinai) didelis lyginant su k (k yra parametry vektoriaus 3
dimensija).

ALm modeliuoja salygini aiSkinamojo kintamojo Y skirstini, kai yra Zi-
nomos aiSkinamyjy kintamyjy X reikSmés. Taigi, ALm yra klasikiniy regresi-
nés ir dispersinés analizés modeliy analogas. Siuo atveju atskirai apie patj X
skirstinj jokiy prielaidy nedaroma, jis gali biiti bet koks.

Jeigu kintamieji X taip pat yra kategoriniai, tai kintamojo Y ALm galima
interpretuoti, kaip bendra kintamyjy Y ir X logtiesinj modelj. Kadangi Y AL
modelyje X skirstinys gali biiti bet koks, tai jis apraSomas pilnuoju (priso-
tintu) modeliu, kuriuo ir papildomas pradinis salyginis kintamojo Y modelis.
Taip gaunamas bendras kintamyju Y ir X logtiesinis modelis, ekvivalentus
pradiniam Y AL modeliui. Tuo lengva isitikinti i§ gauto logtiesinio modelio
iSskaiCiavus salygini kintamojo Y modeli kai Zinomi X.

1 teiginys. Apibendrintas aiSkinamojo kategorinio kintamojo Y su aiSki-
nanciaisiais kategoriniais kintamaisiais X logit modelis yra ekvivalentus ben-
dram kintamyjy Y ir X logtiesiniam modeliui ir duoda tiksliai tuos pacius
statistinés analizés rezultatus, tiek kokybiSkai, tiek kiekybiSkai, jeigu i minéta
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logtiesini modelj kaip jo atskira dalis jeina pilnasis aiSkinanciyjy pozymiy X
modelis.

Sis teiginys yra gerai Zinomas, nors surasti tinkama nuoroda biity, matyt,
sudétinga. Jis tiesiogiai iSplaukia i§ logtiesinio modelio, apibendrinto logit
modelio ir salyginés tikimybeés apibréZimuy.

2 pavyzdys. Tegu X yra fiktyvusis kintamasis, atitinkantis kokybinius po-
Zymius B ir C, o tiriame poZymius A,B ir C. Tada ALm galima uZraSyti
tokioje formoje:

Pax
PmXx

log =ag+al +a —i—am],

Cia X = (4,5), i yra B galima reik§mé, o j yra C' galima reik§mé. Jeigu A gali
1gyti tik dvi reikSmes, tai indeksa a galima praleisti (eliminuoti), ir gauname:

Ax = log <1fll)?(1x> = ag + ocZB + ozjc + agc. (1.25)

Galimos modelio 1.25 specifikacijos ir apibendrinto logit modelio atitin-
kamybe logtiesiniam modeliui parodyta 1.3 lenteléje. PavyzdZiui, 1.3 lenteléje
3-io modelio simbolinis uZrasas yra: Ay = ag + af + ajc

1.3 lentelé. Atitinkamybé tarp apibendrinto logit ir logtiesinio modelio

Table 1.3. Relationship between generalized logit and loglinear model

ALm Logtiesinis modelis
(0) A=10 [A][BC]

(1) A=B [BC|[BA]

(2) A=C [BC|[CA]

(3) A=B+C [BC|[CA][BA]

(4) A=B+C+ BC|[ABC]

Modelis [A][BC] reiskia, kad pozymis A ir poZymiai B,C' yra tarpusavyje
(statisti$kai) nepriklausomi. Savo ruoztu, [BC][BA] tvirtina, kad poZymiai A
ir C yra tarpusavyje nepriklausomi, kai yra Zinomos poZymio B reik§més.
Saveika tarp A ir C pasireiskia tik per B.

1.2.7. Logtiesiniuose modeliuose naudojamos statistikos

Hipotezéms apie logtiesinio modelio parametry ir jy saveiky statistini reiks-
minguma, o taip pat parinkto modelio suderinamuma (angl. goodness of fit)
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tikrinti naudojamos statistikos, kurios lygina stebimus daZnius Y;; dazZniy len-
teleje su tikétinais dazZniais 1, (indeksai (7) reiskia, kad Siuo atveju daZniai
uzrasomi dviejy pozymiy dazniy lenteléjé (1.1). Iprasta tam naudoti Pearson
x? arba G? statistika:

Yii — 1 )2 N
= Wl oS eV ). 126)

P
ij K

Kai pasirinktas modelis yra teisingas, abi statistikos (1.26) turi (prie tam
tikry salygy) asimptotini 2 skirstinj su laisvés laipsniy skai¢iumi, lygiu lasteliy
kiekio dazniy lenteléje ir i modelj itraukty parametry skaiciaus skirtumui. Sta-
tistika G2, lyginant su Pearsono x? statistika, turi svarby privaluma, nes yra
adityvi ir gali buti taikoma lygiai taip pat, kaip kvadraty sumy statistikos dis-
persinéje analizéje.

Read ir Cressie (1988) ivedé nauja statistiky Seima vadinama divergencijos
(nukrypimo) statistika (angl. power divergence statistics):

2 v\
w2 () -1 (2

ij
Sis bendras statistikos atvejis (1.27) yra lygus x? statistikai kai A\ = 1 ir G?
statistikai — kai A — 0. Read ir Cressie (1998) rekomendavo naudoti statis-
tika (1.27) su A = 2/3, parodydami, kad ji maZiau jautri i§sklaidyty duomeny
efektui.

1.2.8. Apibendrintas logit modelis ir Markovo laukai

Rysi tarp Markovo atsitiktiniy lauky ir logtiesiniy modeliy pirmieji paste-
béjo ir aprasé Darroch, Lauritzen ir Speed (1980). Pastaruoju metu labai placiai
taikoma diskreciy atsitiktiniy Markovo lauky teorija, kuri remiasi Brooko lema
apie diskreciy atsitiktiniy lauky su teigiamomis visy biiseny tikimybémis (t. y.
pilna skirstinio atrama) lokalia specifikacija ir Hammersley-Clifford teorema
apie ryS§i tarp Markovo ir Gibso atsitiktiniy lauky.

Toliau jvesime reikalingus apibréZimus ir trumpai aprasysime $ios teorijos
sarysi su apibendrintais (daugialypiais) logit (ir logtiesiniais) modeliais.

Terminas atsitiktinis laukas yra stochastinio proceso {Y; : t € T C R}
apibendrinimas. Atsitiktini lauka taip pat sudaro atsitiktiniy dydZiy rinkinys
{Y, : v € V}, tik &ia indeksy aibé V priklauso nebitinai realiy skaiciy tiesei,
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pavyzdziui, V gali biti plok§tumos R? poaibis, grafo virsiiniy aibé ar DNR
seky atveju — nukleotidy aibé.

Tegu Y := {Y(v), v € V} (V reiskia ,,virSunes*) yra duotas atsitiktiniy
dydziy Y (v) su reikSmémis baigtinéje biiseny aibéje A, rinkinys (v € V).
Cia V Zymi abstrak¢ig (baigting) indeksy aibg, n := |V/| yra aibés V ele-
menty skaiCius. Atsitiktiniy dydZiy rinkini Y traktuosime kaip aibés AV =
[I,cv Ao elementa.

Indeksy aibéje V jvesime diskreciaja topologija 3, kuri yra nusakoma ne-
orientuotu, be kilpy grafu (V,B) ir yra susieta su aibés V' kaimyniniy elementy
(aplinky) rinkiniu ¢/ := {Uy, ¢ € V'}. Aibéje U, C V yra i$vardinti visi pozi-
cijos ¢ kaimynai (grafo virSinés). VirStne v priklauso Uy tada ir tik tada, kai
egzistuoja briauna b € B, jungianti virStnes v ir £. Taigi, aplinky (kaimynuy)
sistema U tenkina tokias salygas: ¢ ¢ Uy, ir v € Uy tada ir tik tada, kai ¢ € U,,.

Toliau mums svarbi bus aibés V' poaibiy, sudaryty i§ grafo (V,B) kliky
virsiniy, sistema K. (Grafo G klikomis vadinami jo ,,maksimal@is“ jungis po-
grafiai. PaZzymékime:

YU):={Y(u),uecU}, W_,:=W\{v}, veWcCV.

5 apibrézimas. Diskretus atsitiktinis laukas Y = Y (V') vadinamas diskreciu
Markovo atsitiktiniu lauku (MAL) atzvilgiu grafo (V, B) arba topologijos B
(arba Markovo atsitiktiniu lauku su kaimyny sistema U{), jeigu su visais v € V'
atsitiktinis dydis Y (v) ir atsitiktiniai dydziai Y (V_, \ U,) yra salyginai ne-
priklausomi, kai yra Zinomos dydziy Y (U, ) reik§més. Trumpai tai uZraSoma
taip:

Y() LY (Vo,\Uy) | Y (Uy). (1.28)

Vadinasi, Markovo atsitiktiniam laukui Y su visais a € A" galioja lygybeés
P{Y(v) = a(v) | Y (Voo) = a(Voy)} =
P{Y(v)=a(v) |Y (U,) =a(Uy)}. (1.29)

Kai V C {1,...,n}irY yra k-osios eilés Markovo laukas (grandiné), tai aibiy
rinkinys K yra sudarytas i3 aibiy [i,i + k], i = 1,...,n — k. Cia patogumo
délei pazyméta [i,i + k] := {i,...,i + k}.

IS (1.29) matome, kad MAL lokali charakteristika

go(a(v) | a(Uy,)) =P{Y(v) =a(v) | Y (U,) =a(U,)}, a € AV (1.30)
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nusako pilnasias salygines tikimybes (angl. full conditional distributions)

po(a) = py (a(v) [ a(Voy)) :=P{Y (v) = a(v) [ Y (Voo) = a (Vo) }.
(1.31)

Bet ar pakanka nusakyti vien tik pilnasias salygines tikimybes, kad bty
korektiskai nusakytas visas (pilnasis) tikimybinis skirstinys Py ? I §j klausima
atsako Brooko lema, kurig atskiru diskreciyjy atsitiktiniy lauky atveju galima
suformuluoti taip:

1lema. Tegu V = [1, n] := {1, 2,..., n}. Jeigua, r € AV ir
P{Y =a}>0bei P{Y =7} > 0, tai:

P{Y =a}

P{Yy=r}
ﬁ P{Y(i)=a()|Y([1,i—1])=a([1,i —1]),Y([i + 1,n]) = r([i + 1,n])}
S PY () =r(@) | Y([Li - 1]) = a([Li = 1)), Y([i + Ln]) = r([i + 1n])}

(1.32)

Prielaida V' = [1, n] supaprastina teiginio formulavima, bet nemazina jo
bendrumo, nes bet kuri aibé V' su n elementy yra izomorfiska aibei [1, n].

IS 1 lemos iSplaukia, kad pilnieji salyginiai (lokalieji) skirstiniai pilnai
nusako bendra (globalyji) skirstini, jeigu tik iSpildyta teigiamy tikimybiy sa-
lyga:

P{Y=a}>0 VaecA". (1.33)

Gibso skirstinys ir lokalios saveikos. Apie Gibso skirstini jau buvo rasy-
ta aptariant apibendrintus tiesinius modelius. Dabar susiesime ji su aplinky
sistema U (diskreciaja topologija B, nusakyta grafu (V, B)).

Gibso skirstinys (fizikoje) yra apibréZiamas per energijos funkcija E(a):

Pg(a) := Z Yexp{—E(a)}, ac AV, (1.34)

¢ia Z yra normuojantis daugiklis, vadinamas dalinimo funkcija, o energijos
funkcija yra iSreiskiama per (Gibso) potencialus Ak (a), K € K:

E(a) =) Agl(a). (1.35)
Kek

Susiesime §j potencialy rinkini su anksciau (aptariant MAL) ivesta kliky vir-
Stniy aibiy sistema /C, o tuo paciu ir su grafu (V,U) bei aplinky sistema U.
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Laikysime, kad funkcijos A\ : AY — R, K € K, priklauso tik nuo a koordi-
naciy i§ aibés K, t. y. Ak priklauso tik nuo a(K). Formaliai §i salyga uZzraSoma
taip:

Mi(a) = Ag(2) Vaze AV a(K)=z(K). (1.36)

6 apibrézimas. Skirstini, nusakyta lygybémis (1.34) ir (1.35), kuriose IC
yra aibiy, sudaryty i§ grafo (V, B) kliky vir§tniy, sistema, ir potencialy funk-
cijos A\, K € K, tenkina salyga (1.36), vadinsime Gibso skirstiniu su lokalios
saveikos aplinkomis U/ arba grafu (V, B).

1 teorema. (Hammersley-Clifford (Besag 1971)). Tarkime, kad atsitiktinio
lauko Y skirstinys Py tenkina teigiamy tikimybiy salyga (1.33). Tuomet Py
yra Markovo atsitiktinis laukas su aplinky sistema ¢/ tada ir tik tada, kai jis
yra Gibso skirstinys su lokalios saveikos aplinkomis ¢/ ir kokiu nors potencialo
funkcijy ug (a), K € K, tenkinanciy salyga (1.36), rinkiniu.

3 pavyzdys. Logtiesinis modelis.

Tegu aibé V' yra sudaryta i§ kokybiniy (nominaliyjy) poZymiy identifika-
toriy, aibé A, yra poZymio v € V galimy reik§miy (bliseny) aibé. Tegu ¥ =
{Y(v), v € V} yra stebétos ty poZymiy reik§meés. Tarkime, kad Y skirsti-
nys aprasomas logtiesiniu modeliu su pozymiy saveikomis, nusakytomis grafu
(V, B). Vadinasi, Y yra Markovo atsitiktinis laukas su lokaliy saveiky grafu
(V, B), ir remiantis 1 teorema ir (1.34) bei (1.35), Y skirstinys Py aibéje A"
tenkina sarysi:

log (Py(a)) = Ao — Y Ak(a), ac A, (1.37)
Kek
Cia Ao := —log(Z) yra normuojanti konstanta, KC yra aibiy, sudaryty i§ grafo

(V,B) kliky virSaniy (trumpai tariant, kliky) rinkinys. Kiekviena (potencia-
lo) funkcija Ag priklauso nuo | K| kintamuyjy ir todél bendru atveju nx — 1
skaliariniy parametry nusako ja konstantos tikslumu. Cia ng = HUE K M,
ny = |Ay,|. Vadinasi, logtiesinis modelis (1.37) bendru atveju priklauso nuo
ne daugiau kaip ny := [ [ (nx — 1) skaliariniy parametry, bet jy gali bati
gerokai maZziau dél to, kad aibés K € K gali kirstis, ir dél papildomy apribo-
jimy potencialo funkcijoms ug, K € K.

Kadangi pagal Brooko lema skirstini Py nusako ir pilnieji salyginiai skirs-

tiniai, tai ji nusako ir apibendrinty (daugialypiy) logit modeliy sistema:

PLY (1) = a(v) | (Vo) = a(Vo)}
1°g< PV (0) =1 | Y(V0) = a(V.0)} >‘
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= Y (k) -Ag(a), acA,reA,veV,  (138)
KeK: veK

¢ia trumpumo délei naudojamas toks pazyméjimas: duotiems a € AV, v € V
irre Ay, al i ={z€AV: 2(v) =r,z(h) =a(h)Vh e V_,}.

4 pavyzdys. m-tos eilés homogeniné Markovo grandiné (HMG).

TeguY = {Y (), £ € [1, n]} yra m-tos eilés homogeniné Markovo grand-
iné su buiseny aibe \A. Tada, kaip jau miné¢jome, K = {[k, k+m], k € [1, n —
m]}. Kadangi §iuo atveju dél homogeniskumo daugialypiy logit modeliy sis-
tema nepriklauso nuo pozicijos ¢ € [1, n], tai Y skirstinj vienareik§miskai
nusako vienintelis daugialypis logit modelis pozicijai /£ = m + 1 ir aplinkai
U:=[1,mU[m+2 2m+1]

P{Y(m+1)=a|Y({U)=2}\ = .
tog < P{Y(v)=7r|Y(U) =z} ) - Z (Meermi(an) = Meermi (@)

/=1
a,re A, ze AP, (1.39)

Gibso émimas. Tarkime, kad aibéje A" apibréztas tikimybinis skirsti-
nys P, tenkinantis tikimybiy teigiamumo salyga P(a) > 0, Ya € AY. Uz-
davinys yra sukonstruoti homogening Markovo granding (HMG) X, kurios sta-
cionarusis skirstinys yra P. Remiantis tokia HMG X galima generuoti atsitik-
tines reik§mes Y € A", kuriy skirstinys yra (apytiksliai) lygus P. Tai sudaro
Markovo grandiniy Monte Karlo (angl. MCMC = Markov Chain Monte-Carlo)
metodo pagrindg ir pastaruoju metu labai placiai taikoma Bajeso metode apos-
teoriniy skirstiniy atsitiktiniy reik§Smiy generavimui.

Tegu duota homogeniné Markovo grandiné v = {1, t = 0,1,2,...} su
reik§mémis aibéje V' ir asimptotiSkai teigiamomis visy blseny vidutinémis
tikimybémis (teigiamy tikimybiy salygos analogas). DaZniausiai taikomi tokie
du HMG v variantai:

Pirmame variante v = {vy, t = 0,1,2,...} yra nepriklausomi ir vienodai
pasiskirstg atsitiktiniai dydziai su bendru skirstiniu @, Q(v) > 0 Yv € V.
Paprastai Q(v) = 1/n.

Antrame variante v yra cikliska seka v, =t (modn) +1,t =0,1,2,....

Pateiktame Zemiau HMG X = {X,, t = 0,1,2,...} generavimo algo-
ritme yra realizuota Glauberio dinamika : kiekviename Zingsnyje ¢ yra keicia-
ma HMG X; reikSmé tik vienoje ,,vir§ingje“ v € V (t = 0,1,2,...).
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Apskaiciuokime skirstinio P pilnasias salygines tikimybes (1.31):

ﬁ, ac AV, veV,ze A,.
ZzE.Av P((Ifj)
(1.40)

Gibso émimo algoritmas. Tarkime, kad pradiné sekos X reikSmeé X, €
AV yra pasirinkta bet kaip, ir jau yra sugeneruotos atsitiktinés poros (v;,X5),
j=0,...,t—1,t > 0. Tada nauja atsitiktiné pora (v,X;) yra gaunama tokiu
budu:

(G1) Remiantis ankstesne reikSme 1,1, generuojame vy, HMG v reik§me
momentu 7.

(G2) Virsingje (pozicijoje) v := 14 atsitiktinai pagal formuléje (1.40)
apibrézta salyging tikimybg p, (a | X;—1(V_,)), a € A,, generuojama nauja
reik§mé Xy (v), o likusiose X; reik§més virSinése (pozicijose) ¢ € V_, licka
tokios pat kaip ir Xy_1,t. y.: X4(£) = Xy 1(£) L€V, L # .

IS apraSyto algoritmo iSplaukia, kad homogeninés Markovo grandinés X
i§ z 1 a peréjimo tikimybé:

po (a(v) | a(Voy)) := po(a) =

(a | 2) =p(a@) | a(V_y)) 1{a(V_,) = 2(V_)} azec AV, veV.
(1.41)
Taigi, HMG X yra necikliSka, neredukuojama ir jos peré¢jimo tikimybeés (1.41)
tenkina lokalaus balanso lygti:

P(z)(a|z)=Pla)(z|a) VazeA”. (1.42)

Vadinasi, Markovo grandiné X yra apverciama, ir jos stacionarusis skirstinys
yra P.
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Logit analize genetiniams
duomenims

Dirbant su genetiniais duomenimis, iSkyla jvairaus pobiidzio uzdaviniy
(Rekasius 2007; Usotskaya, Ryabko 2008). Disertacijoje nagrinéjami ir Siame
skyriuje pateikiami: Markovo eilés jvertinimas DNR grandinése, DNR seky
homogeniSkumas bei pirminiy ir antriniy DNR sekos vijy palyginimas — DNR
seky simetriSkumo savybé. Visus Siuos uzdavinius galima laikyti priklauso-
mybiy struktiiros tarp DNR sekos nukleotidy vertinimo uZdaviniais, kai turimi
didelés dimensijos kategoriniy poZymiy duomeny masyvai ir tam tikrais atve-
jais iSretintos dazniy lentelés.

2.1 ir 2.2 skyreliuose trumpai apraSoma, kas yra DNR seka ir jos evoli-
ucija. Toliau kiekvienam i§ minéty uzdaviniy apzvelgiami literatiiroje jau Zi-
nomi rezultatai (2.3) bei iSdéstomi autorés straipsnyje (2008) publikuoti rezul-
tatai, kuriuose pasiilyta speciali duomeny struktiira bei logit modelio taikymas
Markovo eilés DNR sekose ivertinimui (skyr. 2.4, 2.6 ir 2.5). Taip pat pateikia-
ma procediira, ieSkanti nekoduojan¢iy DNR grandinés posekiy, kurie yra ho-
mogeniski, bet hipotezé apie pirmos eilés Markoviskuma jiems yra atmetama.
2.6 skyrelyje pasitilytas DNR grandinés pirminés ir antrinés vijy simetrisku-
mo hipotezés teorinis formulavimas naudojant logit modelius. 2.5 skyrelyje
pateikiami gauti Markovo eilés, seky homogeniskumo bei simetriSkumo tikri-
nimo rezultatai kai kurioms realioms bakteriju DNR sekoms.

33
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2.1. Nukleotidy sekos

DNR molekulé yra ilga, dviguba, spiralés formos nukleotidy seka. Ja su-
daro keturiy tipy nukleotidai: du pirimidinai — timinas (7") ir citozinas (C), ir
du purinai — guaninas (G) ir adeninas (A). Jy aib¢ Zymésime A = {A,C,G,T'}.

Nukleotidy sekos fragmentas:

..GOAATACGCCTA...
..CGTTATGCGGAT... @2.1)

Taigi, DNR nukleotidy grandiné X =: {x,...,z, } gali buti laikoma koky-
biniy kintamuyjy, igyjanciy reik§mes i$ baigtinés raidziy aibés A = {A,T,C,G},
seka.

Taisyklingai DNR grandinei susisukti i dviguba spiralg reikalinga, jog
purinas vienoje grandinés puséje biity pakeic¢iamas pirimidinu kitoje. Todeél
nukleotidas A stovi priesais 7', o nukleotidas C' — priesais G. Be to, A ir T’
jungiasi per dvi, o C' ir G — per tris vandenilines jungtis. Tokios baziy poros
ir i§ jy sudarytos DNR vijos vadinamos komplementariomis. Pagal susitarima,
dvigubos DNR spiralés virSutiné (pirminé) vija skaitoma i§ kairés i deSing, o
apatiné (antriné) — i§ deSinés i kaire.

Pirminés ir antrinés vijos yra suskirstytos i koduojancias sritis (genus)
ir nekoduojancias (tarpus). Genas yra baltyma koduojanti nukleotidy seka, o
DNR sekos tarp geny vadinamos nekoduojanciomis genomo sekomis. Genai
abiejose DNR grandinés vijose gali buti i$sidést¢ pavieniai ar grupése, taip
pat gali persikloti vienas su kitu. Siame darbe yra naudojamos nekoduojan&ios
sekos, manant, kad jos yra labiau homogeniskos.

Kadangi kiekviena nukleotida apibiidina du poZymiai: jungciy skaicius
(dvi arba trys) ir molékulés tipas (purinas ar pirimidinas), todél yra patogu
DNR seka pagal minétas kiekvieno nukleotido dvi savybes perkoduoti i dvi-
mate binarine seka (2.1 lentelé).

2.1 lentelé. DNR nukleotidy savybiy perkodavimo taisyklé
Table 2.1. The rule for code two properties of DNA

Purinas (Jungtis) Pirimidinas|3(v)
Dvi jungtys| A (=) T -1
Trys jungtys| G (=) C +1

m(v) -1 +1
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2.2. Nukleotidy seky evoliucija

Visa paveldima organizmo genetiné informacija, esanti DNR sekose, néra
pastovi — vyksta atsitiktinés ty seky mutacijos, vienus nukleotidus keicia kiti,
atskiri seky fragmentai prapuola, isiterpia kiti. Kalbant apie DNR seky evoliu-
cija, iSskiriamos dvi jos kryptys:

DNR sekos evoliucija laike: X (¢) — X (¢ 4 1).

DNR sekos evoliucija erdvéje: x; — zy41.

Ilga laika buvo daroma prielaida, kad nukleotidai DNR sekoje mutuoja
nepriklausomai vienas nuo kito. Modeliai, kuriuose x; pasikeitimo tikimybé
priklauso nuo dviejy kaimyniniy nukleotidy (ar kodony) z;_; ir ;4 reikSmiuy,
vadinami kontekstiniais mutavimo modeliais. Pastaraisiais metais pasitilytuose
kontekstiniuose evoliucijos modeliuose (Jensen 2005) kiekvieno nukleotido
mutacija priklauso nuo m artimiausiyjy jo kaimyny (i§ abiejy pusiy) ir ne-
priklauso nuo vietos DNR grandinéje. Paprastai m = 1, 2, 3.

Yra zinoma (Jensen 2005), kad laike apverciamai evoliucijai, stacionaraus
nukleotidy skirstinio DNR sekose Markovo eilé jtakojama lokaliy kaimyniniy
nukleotidy saveiky. Jensen (2005) parodé, kad jeigu DNR seky atsitiktinés mu-
tacijos priklauso tik nuo artimiausiyjy kaimyniniy nukleotidy (tai yra visiskai
natirali prielaida nekoduojan¢ioms sekoms), tai stacionarusis nukleotidy skirs-
tinys jose sudaro pirmos eilés Markovo granding. Taigi, i$ auksStesnés eilés nu-
kleotidy priklausomybés nekoduojanciose sekose galime manyti, kad evoliu-
cija gali buti laike neapverciama. Todé¢l iSkyla aktualus Markovo eilés DNR
sekose jvertinimo uZdavinys.

DNR seky analizéje nemaZzas démesys skiriamas taip vadinamam ilgos
priklausomybés fenomenui (Yu et al 2001). Sis terminas atéjes 1S stacionariy
laiko eiluciy teorijos. Yra Zinoma, kad tai gali buti prieZastimi atsirandancio
nehomogeniskumo DNR sekose. Taigi, kitas disertacijoje keliamas klausimas
— ar Markovo savybé DNR sekose yra susijusi su seky nehomogeniSkumu.

2.3. Literaturos apzvalga apie Markovo modelio
eilés jvertinima

ZodZiu ar motyvu yra vadinama seka, sudaryta i§ aibés A = {A,T,C,G}
elementy. DNR sekoje ZodZiy tikimybinés ir statistinés savybés pakankamai
nemazai nagrinétos daugelyje darby (apzvalga Zitr. Reinert et al 2000). Miné-
tuose darbuose akcentuojami du pagrindiniai ZodZiy pasirodymo DNR sekose
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aspektai: kur jie pasirodo ir kaip daznai jie pasirodo? TaCiau ZodzZiy statistinés
savybés turi prasme tik tuo atveju, kai remiamasi tam tikru tikimybiniu mo-
deliu, kuris padeda prognozuoti, tikrinti jvairias hipotezes ar atrasti tam tikras
taisykles ir désningumus sekose. Taigi, turint konkrecia sekos realizacija, gene-
tiniy seky modeliavimas susideda iS: tikimybinio modelio parinkimo ir parink-
to modelio parametry jvertinimo.

Tipiniai modeliai DNR sekoms yra homogeninés m-eilés Markovo gran-
dinés (Markovo laukai), igyjancios biisenas i baigtinés aibés A. Sie modeliai
1vertina lokalia nukleotidy priklausomybg¢ DNR sekose kai tam tikros busenos
(raidés) pasirodymas konkrecioje sekos pozicijoje priklauso nuo m pries tai
buvusiy nukleotidy (raidZiy) ir nepriklauso nuo pasirinktos vietos sekoje. Tai-
gi, Markovo modelio ivertinimas reiSkia Markovo eilés m parinkima ir peréji-
mo tikimybiy jvertinima:

II .= {71(a,am+1), a = (al, . ,am) e A", m+1 € A}

Paprastai m eilés Markovo modelis turi (¢ — 1)c™ parametry kai ¢ = |.A]
yra elementy skaicius aibéje .A. Naudojant Siuos modelius statistinéje analizé-
je, iSkyla didZiausia problema parametry (peréjimo tikimybiy) vertinime, nes
augant Markovo eilei, parametry skaicius auga eksponenti$kai. Tai dazniausiai
atbaido tyréjus nuo $iy modeliy naudojimo.

Markovo eilés jvertinimui literatiiroje yra sitiloma jvairiy metody. Raftery
(1985) pasiiilé aukstesnés eilés Markovo modelio ivertinimui modeli analogis-
ka standartiniam AR(m) modeliui, kuriame auksStesné vienetu Markovo eilé
ivertinama pridedant vieng papildoma parametra. Taip pat Siuo atveju parodo-
ma, kad autokoreliacijos atitinka tiesiniy lyg€iy sistema, panasia i Yule-Walker
lygtis. Sis Raftery modelis véliau buvo i3pléstas ir patobulintas (Ching ef al
2004; Ching et al 2005).

Sudétingesné taisyklé, sumaZinanti modelio parametry skaiciy, yra pasit-
lyta Weinberger et al (1995) ir Buhlmann, Wyner (1999). Cia pasilyto Vari-
able length Markov chain modelio idéja yra ta, kad sekos atminties ilgis (angl.
depth) bet kuriuo laiko momentu gali priklausyti nuo prie§ tai buvusios istori-
jos, vaizduojamos kontekstiniais medZiais. Siuo atveju modelio eilés parinki-
mas yra nagrinéjamas kaip kontekstinio medZio (ar priklausomybiy struktiiros)
parinkimo problema.

Reinert et al (2000) publikacijoje apraomas jprastas x? kriterijus, kuris
DNR seka vaizduoja kaip dvimate daZniy lentelg ir tikrina, kuri Markovo mo-
delio eilé yra tinkama. Eggar (2002) pasiilé grafy teorija paremta procediira,
pagal kurig galima patikrinti, ar turimiems duomenims yra tinkamas pirmos
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eilés Markovo modelis.

Markovo eilés vertinimo problema ar bendru atveju kontekstiniy medziy
ivertinimas nagrinéjams daugelyje publikacijy: Csiszar, Paul (2000); Zhao et al
(2001); Morvai, Weiss (2005); Peres, Shields (2005); Csiszar, Talata (2006);
Csiszar, Talata (2006); Strelioff (2007) ir jy nuorodose.

Markovo eilés DNR sekose jvertinimo uzdavinj panasiai kaip disertacijoje
silloma varianta, nagrinéjo taip pat Avery ir Henderson (1999, 2002). Jie nau-
dojo konkretaus geno (preproglucagon) nekoduojancia dali (introng) i§ Zmo-
gaus DNR. Laikydami, kad DNR seka sudaro baigtinés eilés Markovo grandi-
ng, jie taiké logtiesinius modelius nukleotidy pory ir jy triplety dazniy bendram
tikimybiniam skirstiniui ivertinti bei Markovo grandinés eilei nustatyti. Pirmos
eilés Markovo modelis nepakankamai gerai aprasé turimus duomenis, o antros
eilés nebuvo atmestas.

Jy sudaryta imtis dél stebéjimy tarpusavio priklausomybés netenkina stan-
dartiniy logtiesinio modelio prielaidy, ir todél jie modeliavimo budu ieSkojo
sprendimy tinkamai x? statistikos aproksimacijai.

Paprastai yra daroma prielaida (ir tai taikoma visuose anks¢iau minétuose
darbuose), kad Markovo grandiné yra homogeniné. Taciau atrodo, jog bendru
atveju §i prielaida DNR sekoms negalioja.

2.4. Markovo savybé ir apibendrintas logit
modelis

Sio skyrelio pradZioje apibréZiamos pagrindinés diskre&iy baigtiniy biise-
ny Markovo lauky teorijos savokos ir jy taikymas DNR seky atveju. Taip pat
pasitlytas Markovo grandinés apraSymas, pasinaudojant salyginiy Sansu bei
pristatoma speciali genetiniy duomeny struktiira, kuri yra patogi logit analizei,
Siuo atveju skirtai Markovo eilés DNR grandingje jvertinimui ir tikimybinés
lygybés tarp dviejy komplementariy DNR grandiniy testavimui.

2.4.1. Atsitiktinis Markovo laukas ir salyginiai Sansai DNR
seky atveju

DNR seka galime apibrézti kaip atsitiktini Markovo lauka (1.28), kuriame
kiekvienas nukleotidas nepriklauso nuo visy kity sekos nukleotidy kai Zino-
mi jo deSinés ir kairés pusés kaimynai, ir taikyti MRF teorija (angl. Markov
random fields theory).
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Tarkime A yra baigtiné aibé su |A| = card A elementyir N := {1,...,n}.
Fiksuokime tam tikrg teigiama sveika skaifiy m < n/2 ir apibrézkime N
,vidy“ N° ir krastus“ 0: N° := (m+ 1,....,n —m), ON := N\ N°.
Indeksy rinkinys, nusakantis kaimyninius nukleotidus:

U(l) = Up(0) == [0 —m, £ +m]\ {€}, ¢e N°,

Giali, jl:= (i, 1+ 1,...,j),1 < j, 4,5 € N yra sveiky skaiCiy intervalas.
Turint © € A™ ir indeksy aib¢ I C N, x; := (x;,7 € I) apibres atitinkama
poseki x.

1 apibréZimas. Atsitiktine seka X € A" yram eilés homogeniskas Marko-
vo laukas (granding) (toliau — Mm) jei V£ € N°ira € A™:

Plry = aglrj = aj,j # 1} = P{lzy = aslwy,, ) = av,, o)} =: placlay,, ))-
2.2)

2 apibrézimas. Salyginis Sansas A,|;(u) nusako, kiek karty skiriasi £ -
tojo nukleotido tikimybé igyti reik§me¢ v nuo tikimybés igyti bazing reikSmg
(reference value) b € A su p(blu) > 0, kai Zinomos m jo artimiausiy kaimyny
Unn (£) reik8meés u = xy;,, (p), £ € N°:

— — p(v\u) 2m
Av\b = Av|b(u) = p(b‘u), RS ./4, ue A y (23)

Cia tikimybés p(v|u) yra apibréztos (2.2).
Paimkime atskirg atveji, t.y. pirmos eilés Markovo granding (m = 1):
— Ip—2 7 Tp—1 — Tn — Tntl — Tn42

Siuo atveju klikos turés pavidala ¢ = [n — 1, n]. Tada sekos skirstinys:

N N
P(x) = p(x()) H p(xn’xn—l) = P(OCO) exp{z Ing($n|$n_1}. 2.4)
n=1 n=1

Vadinasi, pirmos eilés Markovo grandinés atveju Gibso skirstinyje kliky po-
tencialy funkcija turés toki pavidala:

M@n, Tp—1) = log(p(@n|Tn-1)) = 1Og(p(n—l)n)- (2.5)

UZraSysime Sanso 2.3 iSraiSka homogeniniam pirmos eilés Markovo laukui,
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pasinaudodami Gibso skirstiniu ir potencialy funkcija (2.5):
N°:=(24,....mn—=1),U)=[—-1,L+ 1]\ {¢}, L& N°,

Pl{z, = ay, 20y = ay(e)}
Plry) = ay(e}

Pl{zy = aslzy(e) = ape)} =

- Plry=ap, w1 =ap1, 21 = apqr}
B P{z) 1 =ap 1,011 = a1}
L Pe—1P(e—1)ePe(e+1) . Pe—1)ePe(e41)
" Pe-1Pe—1y0P0¢ + Peo1D(e—1)1P1e  D(e—1)0Poe + Pe—1)1P1e

Tada Sansas:

P{z, = ae\SCU(e) = aU(f)}
log <Aaz\b(aU(l>)> = log ( P{z, = blzy ) = ay} ) N

= log(p(e—1)¢) + log(Pe(er1)) — log(pe—1yp) — log(Pe(e+1))
= M@o—1, %) + M@p, og1) — M@e—1,77) — (2], mep1). (2.6)

Kiekvienam sekos tripletui a = (ay,az,a3) € A%:

tog (Aazplav)) = X [M (g ) = M (afhep)]- a® = (ar.b.as).

j=1
2.7
Tarkime, kad Markovo grandinés X krastai ON yra fiksuoti Xgn = coyn
tam tikram ¢ € A", ir aibe Xy = {a € A": aspny = con}. Tada i§

Hamersley-Clifford teoremos (Besag 1974) bet kokios eilés Markovo laukui
seka tvirtinimas:

1 tvirtinimas. Jei P{x = a} > 0 visiems a € X, salyginis homogeninio
Markovo atsitiktinio lauko skirstinys yra vienareik§miskai nusakomas salyginiu
Sansu: A, p(u), v € A, u € A*™ su tam tikra bazine reikime b € A, ir egzis-

tuoja tokia funkcija A, : A"+ — R, kad kiekvienam a = (ay, . . .,a2m 1) €
A2m+1:
m—+1
b
08 (b)) = 5 [ 87) ~ (o)) @9
j=1
Cia al®) = (al, e sOm, by amya, .- ,a2m+1).

Tai reiSkia, kad norint identifikuoti Markovo modelj, reikia apibréZzti jo
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salyginj Sansa (2.3).
Apibrézkime stebimy seky x € A" struktura, kai jy ilgis n = ny, - (m +
1) + m, dydis n,, yra sveikas skai¢ius. PaZymékime:

X ={(ve,w),l € S}, S=8,m={m+12(m+1),....n—m}, (2.9

Cia vp := (1) yra atsako kintamasis, o uy = xy,, (¢) yra vektorius aiski-
namuyjy kintamuyjy, £ € S.

Prielaidos:
(A1) {vy, £ € S} yra salyginai nepriklausomi, kai Zinomi {u;, j € S};
(A2) Salygines tikimybés P{v, = alu;j, j € S}, a € A nepriklauso nuo
pozicijos sekoje. £ € S.

1 pastaba. Pastebékime, kad Sios prielaidos yra iSpildytos, jei x yra ge-
neruota pagal homogening m eilés Markovo granding. Markovo savybé Sansui
(2.3) numato papildomas salygas. IS lygybés (2.8) matome, kad Sansas pri-
klauso nuo v = =z ir u = zy,,(p) tik per saveikas zj,,j = 0,...,m, Cia
I; = Uy (£)N[€ —m+ 3,0+ j]. Tai suteikia pagrinda markoviskumo tikrinimui
ir Markovo eilés ivertinimui. (Zitiréti sekantj skyrelj).

2 pastaba. Prielaidos (A1) ir (A2) uZtikrina, kad bendros apibendrinto
logit modelio salygos yra iSpildytos (Agresti 1990). Apibendrintas logit mode-
lis yra regresinio tipo modelis, t. y. salyginis modelis su duotosiomis aiskina-
muyjy kintamuyjy v reikSmémis. Tai reiSkia, kad aiskinamyjy kintamyjy {uy, [ €
S} tikimybinis modelis yra neapibréZtas ir gali buti traktuojamas kaip nepatogi
neparametriné modelio komponenté. Tai taip pat reiskia, kad 1 pastaboje mi-
nimos salygos Markovo savybei yra biitinos, bet nepakankamos.

2.4.2. Apibendrintas logit modelis

IS tikryju apibendrintas logit modelis — tai logtiesinis modelis salyginiam
Sansui (2.3):

log (Ay‘b(v,w)) =Aovyw), yeA vweA™ (2.10)

Funkcija A\: A?"*! — R atitinka A(-,b,-) = 0 ir bendru atveju (tiesiskai)
priklauso nuo K = (| A| — 1)|.A[>™ parametry. Modelis (2.10) yra laikomas
saturated apibendrintu logit modeliu.

Atsizvelgiant i (2.3), (2.10) ir prielaidas (A1), (A2), {ye, £ € S} salygi-
nis skirstinys, kai zinomos {z;, ¢ € S} reik§més, yra sandauga multinominiy
skirstiniy. Zodziy a € A?™F! pasirodymo sekoje dazniai N(a) := |{j €
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St Tpj_mjtm) = a}l, a € A?m+1 sudaro pakankamas statistikas pradi-
niam modeliui. Mm modelio atveju funkcija A duota (2.8) ir igyja tokia forma:

Aa) = )\(a[l,m],am+1,a[m+1,2m+1}) = AMm(@). (2.11)

Mm@ = 3 [ (ags) (o] ae a2 G
j=1

ir priklauso nuo k = (| A| — 1)|.A|™ parametry.

Nagrinékime atveji, kai m = 1. Apibendrintas logit modelis (2.10) bendru
atveju (saturated model) ir Mm eilés Markovo modelio atveju (2.11), (2.12)
igyja Zemiau pateiktas paprastas formas:

lOg (Ay\b(vaw)) = AO(y) + )‘L(U7y) + AR(yau)) + )‘LR(U7y7w)(2-13)
lOg (Ay\b(vaw)) = AO(y) + Al(vay) + )\l(y7w)7 VY, W € Aa (2]4)

Cia Sios funkcijos A praranda viena i savo argumenty, igyjanciy bazines reiks-
mes b.

Taigi, pirmos eilés homogeninei Markovo grandinei M1 nuliné hipotezé:

Hy: Ap(vy,w) =0, Ap(v,w) = Ag(v,w), YVoyw e A (2.15)

2.5. Statistiné analizeé

Siame skyrelyje yra pateikiama logit statistiné analizé kai kurioms re-
alioms DNR sekoms, t. y. tikrinama hipotezé apie Markovo eile, seky homo-
geniSkuma bei pirminiy ir antriniy vijy simetriSkuma.

Trijy bakterijy genomy Esherichia coli, Bordetella bronchiseptica ir Cox-
iella burnetti duomenys yra gauti i§ duomeny bazés GenBank. Statistinei ana-
lizei altikti taip pat panaudojama SAS programiné iranga bei jos procediiros
CATMOD, LOGISTIC ir NLMIXED.

2.5.1. Markovo savybé ir jos rysys su seky
nehomogeniskumu

Manoma, kad DNR sekos gali biiti nehomogeniskos, dél to darbe yra nau-
dojamos tik jy nekoduojancios sritys. Laikoma, kad primityviems organiz-
mams §ios sritys neturi itakos paveldimumui ar i§gyvenimui. Be to, homo-
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geniSkumo reikalavimas Markovo grandinéms yra susilpninamas, pakeiciant
logtiesinius modelius, naudotus Avery ir Henderson (1999, 2002), lankstesniu
apibendrintu logit modeliu ir Markoviskumo hipotezéje (2.15) paliekant tik

pirmaja lygybe:
Hy: Mp(v,y,w)=0 Vo, y, weA (2.16)

Sekoms, sudarytoms i pasirinktos bakterijos visy nekoduojanciy sri¢iy, nuliné
hipotezé (2.16) yra atmetama (p < 0,0001). Tikrinant Sig hipotezg (2.16) kiek-
vienam bakterijos nekoduojanc¢iam fragmentui (ilgesniam nei 800) atskirai, kai
kuriems i$ jy minéta savybé taip pat atmetama (2.1 pav.) Be to, gauti rezultatai
rodo, kad sekos yra gerokai nehomogeniSkos. Hipotezé apie Markovo eilg m =

HO: Markovo modelis (m=1)
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0.0 ‘;‘?&i:a’“‘w: . A."A S P .
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Bakterijos nr. ***1 ¢ 4 *+ §

2.1 pav. Hipotezé apie 1-os eilés Markovo savybe ivairiy ilgiy DNR
Fig. 2.1. Hypothesis about first order Markov property in different length of DNA

2ir m = 3 visy nekoduojanciy fragmenty sekoms taip pat yra atmetama sup <
0,0001. Pastebésime, kad Markovo modelis su eile m = 3 turi 624 parametrus.

Zemiau pateiktas paprastas teorinis pavyzdys rodo, kad sudéjus dvi skirtin-
gas homogenines pirmos eilés Markovo grandines, gaunama nehomogeniné
seka atrodys kaip aukStesnés (negu 1-os) eilés Markovo seka, jeigu laikyti ja
homogenine.

1 pavyzdys. Imkime dvi to paties ilgio n» homogenines (pirmos eilés)
Markovo grandines (1) ir 2(2) su reik§memis i3 aibes A; := {0, 1} ir peréji-
mo tikimybémis P{x§'21 = w|x§-l) =v}= P, apibréZiamomis atitinkamai:

p&) = p%) = 0,8 ir pézl) = p%) = 0,2. Atkreipkime démesi, kad stacionarus
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skirstinys 7, yra tas pats abejoms sekoms: 7o = w1 = 1/2.
Tarkime, kad Markovo seka sy prasideda nuo stacionaraus skirstinio ,

o seka 2(?) prasideda nuo biisenos a:q(zl) ir tada nauja ilgio N = 2n — 1 seka

T = (xgl), . ,wg), :Ug), . ,xg)) yra nehomogeniné pirmos eilés Markovo

grandiné. Tikétini daZniai visiems sekos x skirtingiems dvejety rinkiniams
Dhvw)={j=1,...2n—-2: zj =v,2511 =w}|, v,weA

yralygis ETs(v,w) = (n—1)/2 ir todél z laikant homogeniska Markovo seka
jos visi elementai yra statistiSkai nepriklausomi. Tuo remiantis gauname, kad
visy trejety tikimybeés yra lygios 1/8. Tadiau pradinei sekai, laikant kad n yra
pakankamai didelis, gauname, pavyzdziui, kad p111 ~ 0,17, p119 ~ 0,08

ISkyla klausimas, ar i$ tikryjy Markovo eilé DNR sekose yra didesné uz,
pavyzdZiui, 3 ar tiesiog net ir tos pacios bakterijos sekos yra Zenkliai neho-
mogeniskos.

Standartinis biidas nehomogeniskumo problemai spresti yra misriyjy (an-
gl. mixed) modeliy, t. y. modeliy su atsitiktiniais koeficientais taikymas. Buvo
bandyta sudaryti misryji logistini modeli y-kui su nekoduojanciy posekiy iden-
tifikatoriumi (eilés numeriu), kuris buvo laikomas atsitiktiniu efektu modelyje.
Skai¢iavimams buvo naudojama SAS procediira NLMIXED. Deja, turiningy
rezultaty gauti nepavyko. To prieZastimi gali biti didelis parametry skaicius,
didelis problemos mastas ir duomeny nehomogeniskumas, kuris neatitinka mis-
raus modelio prielaidy. Todél nehomogeniskumo uzdaviniui spresti yra taiko-
mas kitame skyrelyje pasitilytas metodas.

2.5.2. Homogeniskumo testas DNR sekoms

Siame skyrelyje pateiktos statistinés analizés tikslas — i§siaiskinti, ar Mar-
kovo savybés atmetimas yra ijtakotas seky nehomogeniskumo. Pasiiilyta ho-
mogeniSkumo procedura identifikuoja, kuriems posekiams nehomogenisku-
mas yra maziau isreikStas nei ne-Markoviskumo savybé, t. y. homogeniSkumo
hipotezé yra neatmesta, tuo tarpu Markovo savybé (M1) atmetama. Procediira
susideda i$ keletos Zingsniy:

1. Kiekvienai i§ trijy bakterijy iSrenkamos kelios ilgiausiy nekoduojanciy
seku, kurioms pirmos eilés Markovo savybé (M1) atmetama. Sekos yra pada-
lijamos { maZdaug vienodo ilgio posekius (posekiy ilgis yra nuo 712 iki 848).

2. Posekiai, kuriems M1 modelis atmetamas, yra naudojami tolimesnei
analizei.

3. Gautiems posekiams taikomas homogeniSkumo testas, kuris remiasi sa-
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lygomis (A1) ir (A2), apibendrintu logit modeliu (2.13) bei saviranka. Kiek-
vienai sekai suskai¢iuojamos tam tikros LR statistikos p reikSmé ir ji lyginama
su tos pacios statistikos p reikSmiy skirstiniu, gautu generuojant homogening
Markovo granding su i§ minéty posekiy ivertintomis tikimybémis bei pakarto-
jant ta patj savirankos algoritma 100 karty. Detalizuosime minéta savirankos
algoritma:

a) Pasirinktas sekos posekis suskaidomas i 10 daugmaz vienodo ilgio frag-
menty, sudaryty i eilés einan¢iy nukleotidy.

b) Sudaromos visos galimos skirtingos 5 fragmenty i§ 10 kombinacijos ir
naujai jvestas poZymis grupé ivardija iSrinktaja penketuky kombinacija, priskir-
damas jiems reikSme 1. Likg penketukai patenka i grupe, pazymeéta 2-tu. Tokiy
kombinacijy skai¢ius bus lygus skaiciui deriniy 0150 = 51,—%', = 202.

¢) Kiekvienai penketuky kombinacijai ir ja atitinkan¢iam poZymiui grupé
yra vertinamas pilnas (saturated) logit modelis su poZymiu grupé, t. y. tikri-
nama nuliné hipotezé, kad poZymis grupé ir visos kity modelyje esanciy kin-
tamuyjy saveikos su Siuo poZymiu, yra statistiSkai nereikSmingos. ISsaugojamos
atitinkamo testo LR statistikos ir jos p reikSmés. IS 252 gauty p reikSmiy iSsi-
renkama maZiausia.

Homogeninés Markovo sekos Y* generavimas:

1. IS posekio Y suskai¢iuojami triplety santykiniai daZniai:

f(k,ec,d) f(k,e,d)
p(k"c,d) - f(k‘, + ’+)7 p(l{?,c,d) - f(+; + 7_1_)7
Cia f(k,c,d) = f(kcd) yra tripleto (kcd) stebétas daznis sekoje Y (su pridéta
diskretumo pataisa (apsauga 0,5). Be pridétos pataisos bty f(+, + ,+) = n.
Cia n yra tiriamo posekio ilgis.

2. Generuojama n ilgio Markovo grandiné, kurioje pirmasis tripletas
(kocodp) generuojamas su tikimybe p(ko,co,dp), kitas tripletas prasidedantis
raide dy — su salygine tikimybe p(c1,d;|k1 = dp). Trecias tripletas prasidedan-
tis raide d;, generuojamas su salygine tikimybe p(ca,d2|ke = dy) ir t. t. Gene-
ruojama tiek triplety, kol gaunama n ilgio homogeniné seka Y *.

3. Ankstesniame Zingsnyje gauta seka Y * suskaidoma i 10 fragmentuy, kaip
apraSyta pirmame Zingsnyje. Toliau 100 karty vykdomas auk$c¢iau apraSytas
penketuky iSrinkimo algoritmas ir iSsisaugoma 100 atitinkamy p reikSmiy.

Posekiai, kuriuose nuliné homogeniskumo hipotez¢ atsitiktinéms grupéms
nebuvo atmesta, laitkomi homogeniSkais. Kiekvienai bakterijai buvo paimtos 6-
ios ilgiausios sekos. 2.2 lenteléje pateikti rezultatai rodo, kad beveik 41,37 %
Siy seky posekiy yra nehomogeniski.
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2.2 lentelé. Posekiy homogeniSkumas

Table 2.2. The results of homogenity of subsequences

Bakterija Nr.1 Nr.2 Nr. 3

Esherichia coli 14 6428 %) 3/6(50 %)
Coxiella burnetti 35 9(25,7%) 371933 %)
Bordetella bronchiseptica 37 14 (37,8 %) 6/ 14 (42,85 %)
Viso 86 29 (33,7 %) 12 /29 (41,37 %)

Nr. 1 - posekiy skaicius.
Nr. 2 - posekiy skaicius, kuriems pirmos eilés Markovo hipotezé buvo atmesta.
Nr. 3 - posekiy skaicius, kuriems homogeniskumo hipotez¢ buvo atmesta.

2.6. DNR grandinés pirminés ir antrinés vijy
palyginimas

DNR grandinés komplementariy vijy sudéties palyginimas daZznai litera-
tiiroje ivardijamas kaip apverstoji komplementarioji simetrija (angl. reverse-
complement symmetry) (Baisnee et al 2002) ar apveriamumo savybé (angl.
reversibility) (Gordon et al 2005) pasidaré aktualiu uzdaviniu kai 1953 m. Wat-
son ir Cricks atrado dviguba DNR spiralés struktiira, t. y. buvo parodyta, jog
DNR grandiné yra sudaryta i§ dviejuy, pirminés ir antrinés, viju (angl. lead-
ing and lagging strand), kurios jungiasi per hidrogenines jungtis tarp puriny
ir pirimidiny (A purinas jungiasi su pirimidinu T, G su C). Siam atradimui pa-
sitarnavo ir Chargaff(1952) rezultatai, gauti tyrinéjant DNR sudét ir atradus
pirmaja tapatumo (atitikimo) taisykle (angl. first parity rule), kuri teigé, jog
visoje DNR sekoje A nukleotidy kiekis labai artimas T, o G kiekis yra artimas
C. Antroji tapatumo (atitikimo ) taisyklé (angl. second parity rule) tvirtina,
kad apytikslés lygybés A =~ T ir G = C' galioja ir atskirose komplementariose
vijose. Sios (apytikslés) lygybés yra vienas i bidu, kaip empiriskai apibrézti
pirmings ir antrinés vijy simetriSkumo savybe, t. y. laikoma, kad jei minétos
apytikslés lygybés A ~ T ir G ~ C galioja kiekvienoje atskiroje nagriné-
jamos DNR sekos vijoje, tai ta DNR seka yra apverCiama (angl. reversibile)
arba simetriska. Toliau naudosime pastaraji termina, nes terminas apvercia-
ma seka naudojamas ir Markovo grandiniy teorijoje ir turi kita prasme¢ (Jensen
2005).

Remiantis tokiu paciu principu galima apibréZzti DNR simetriSkumo savy-
be¢ imant ir aukStesnés eilés polinukleotidus, t. y. imant nukleotidy poras, triple-
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tus ir t. t. Tokiu atveju minéta DNR sekos simetriSkumo savybe turésime tada,
kai (poli)nukleotidy proporcijos jos atskiroje pirminéje ir atskiroje antrinéje vi-
joje, atitinkamai perkoduotoje pagal komplementarumo savybe bei perskaity-
toje 1§ priesingos puses, bus lygios. PavyzdZiui, jei DNR seka yra simetriSka tai
jos pirminéje (arba antrinéje) vijoje dinukleotidy AA ir AC bei trinukleotidy
ACT ir CAT proporcijos bus lygios tos pacios vijos atitinkamy dinukleotidy TT
ir GT bei trinukleotidy AGT ir ATG proporcijoms. Literatiroje yra parodyta,
kad eukariotams 8i empiriné savybé galioja (Gordon et al 2005).

SimetriSkumo savybe galima apibrézti nebiitinai per atitinkamy polinukle-
otidy proporcijas. Bendru atveju §i savybé palygina, ar nukleotidy sekos gene-
ravimo taisyklé, kuri galioja skaitant pirming vija i$ kairés | deSing sutampa su
antrinés vijos atitinkama generavimo taisykle, kai pastaroji skaitoma i§ deSinés
i kairg. Toliau jau viskas priklauso nuo to, kaip tos generavimo taisyklés bus
apibréZiamos.

DNR seky simetriSkumo savybés uzdavinys sprendZiamas tiek genetiky,
biostatistiky, tiek matematiky. TaCiau straipsnyje (Baisnee et al 2002) pateikto-
je gana placdioje Sios tematikos darby apZvalgoje akcentuojama, kad yra triku-
mas mokslinés literatiros, visapusiskai, iSsamiai aprasancios DNR seky apver-
stojo komplementaraus simetriSkumo savybg. Ypatingai yra trikumas darby
nagrinéjanciy aukstesnés eilés simetrija.

Sioje srityje vyrauja darbai, kuriuose empiridkai skai¢iuojami komple-
mentariy vijy ivairiy (paprastai iki 3-ios eilés) polinukleotidy daZniai ir ati-
tinkamos jy reik§més palyginamos tarpusavyje grafiskai (vizualiai) arba nau-
dojant jvairius simetriSkumo matus. Gauti rezultatai yra gana priestaringi. Pri-
klausomai nuo to, kokiy organizmy DNR naudota, kokiu budu lyginta, gau-
namos iSvados patvirtinancios tiek DNR seky simetrija (Baisnee et al 2002),
tiek ir jy asimetrija (Mrazek, Karlin 1998). Be to Baisnee et al (2002) atliktas
empirinis tyrimas parodé, kad Zemesnés eilés DNR seky simetrija nebiitinai
salygoja ju aukStesnés eilés simetrija.

Kaip jau buvo minéta anksciau, DNR seky simetriSkumo problema na-
grinéjama ir matematinéje literatiiroje Gordon et al (2005) pasialé globaly
komplementariy vijy simetriSkumo tikimybini modelj ir tyré jo suderinamuma,
naudodamas ivairiy biologiniy rii§iy duomenis. Disertacijoje pateiktas DNR
grandinés vijuy lokalaus simetriSkumo savybés formulavimas ir sudarytas ati-
tinkamas testas nulinei simetriSkumo hipotezei tikrinti.

Apibendrintas logit modelis (2.13) yra patogus dviejy komplementariy
DNR grandinés viju lokalaus simetriskumo savybei apibrézti. Siuo atveju pato-
giau pradinj alfabeta A = {A,C,G,T} pakeisti nauju alfabetu Ay := A; x
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Aq, Ay :={—1, + 1} ir perkodavimui naudoti taisyklg c;:
(c1(A),(c1(C),e1(G),er(T)) = (=1, = 1), (+1,+1), (+1, =1), (=1, +1)).

VaizdZiau perkodavimo taisyklé pateikta 2.1 lenteléje. Toliau laikysime, kad
DNR sekos elementai priklauso alfabetui As. Be to, prisimine, kad nukleotidai
charakterizuojami dviem savybémis, jung€iy skai¢iumi ir savybe pirimidinas-
purinas, elemento v € Ay pirmaja koordinate simboliskai Zymésime [(v),
0 antraja Zymésime m(v). Pastebékime, kad jeigu v ir w yra DNR grandinés
komplimentaras elementai (nukleotidai), tai 5(v) = f(w) o w(v) = —7(w).

Teguv = (v1,...,vn) € AJ yra DNR grandinés pirminés vijos n ilgio nu-
kleotidy seka. Kadangi antriné vija yra sudaryta i§ komplementariy nukleotidy
ir yra skaitoma iS$ kito galo (prieSinga kryptimi), tai nukleotidy seka v atitiks
antrinés vijos nukleotidy seka:

0= (Un,y...,01), 0;:=(Bv),—7(v;)),i=1,...n.

Nagrinékime DNR grandinés pirminés vijos n ilgio nukleotidy seka z =
(x1,...,xn) € A5. DNR grandinés vijy k-tos eilés simetriSkumo savybés em-
piriné iSraisSka reiskia, kad bet kuris ilgio k& nukleotidy fragmentas v € A’§
pirmingje vijoje x ir antrinéje vijoje T pasitaikys apytiksliai vienoda skaiciy
karty.

Tuomet bendras tikimybinis empirinés k-tos eilés simetriSkumo savybés
formulavimas yra iSreiSkiamas lygybémis:

n—k n—k
Z Pi{z(s11,500 = v} = Z Po{Zji1000 = vh YWE A5 @17
s=0 t=0

Kadangi jvykiai {Z[s1 ¢4k = v} it {Z[e41 544 = U} sutampa, tai su P = P
salyga (2.17) ekvivalenti lygybéms:

n—k n—k
Z P{l‘[s+1,s+k] =v}= Z P{$[t+1,t+k] =v}, Wwe Al§~ (2.18)
s=0 t=0

Remiantis Siuo pastebéjimu ir apibréZziama DNR vijy simetriSkumo savybeé.

3 apibrézimas. (globali simetrija, zitr. Gordon et al 2005) Sakysime, kad
DNR sekai z = (z1,...,2,) € A} galioja m-osios eilés globalaus simetrisku-
mo savybé, jeigu (2.18) galioja visiems k < m.

Globalios simetrijos savybé yra labai bendra ir be papildomy prielaidy
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apie sekos z skirstinj ja analizuoti sudétinga. Sios savybés statistinei analizei
atlikti neuZtenka vienos sekos, reikia turéti tokiy seku imtj. Todél tarkime, kad
x, 0 tuo paciu ir T, yra m-os eilés stacionari (homogeniné) seka. Tai reiskia,
kad:

P{r(gi1oph) = v} = P{laparpn =0}, Yo € A5, st e[0n—k, k<m,

(2.19)

Kai m = oo, seka x yra stacionari siauraja prasme, o kai m = 2 turime

seka stacionarig placiaja prasme. Jeigu galioja (2.19), tai (2.18) yra ekvivalenti
salygai:

P{zjo i1 510 =0} =P{apq1,40) =0}, YW E A5, ste0n—k), k<m.
(2.20)
Vadinasi, jeigu x yra homogeniné¢ m-os eilés Markovo grandiné ir turi

(m 4+ 1)-os eilés globalaus simetriSkumo savybe, tai:

su visais £,0' € N°, v € Ay, u € A3™.

Lygybés (2.21) sudaro lokalios simetrijos apibréZimo pagrinda. Aisku, jog
tam, kad ja apibréZtume, nebutina reikalauti, kad seka z biity m—os eilés ho-
mogeniné Markovo grandiné ir turi (m + 1)—os eilés globalaus simetriSkumo
savybg. Svarbu tik, kad salyginés tikimybés lygybése (2.21) buty apibréztos ir
nepriklausyty nuo pozicijos £,¢' € N°.

4 apibrézimas. (lokali simetrija) Sakysime, kad atsitiktiné seka
r = (x1,...,x,) € A%, kuriai su duotu m < n/2 yra apibréztos salyginés
tikimybés

P{x) = vlzy,, @ =u}, £€N°weAyue A3,

ir jos nepriklauso nuo vietos ¢ € N°, turi m-osios eilés lokalaus simetriSkumo
savybe, jeigu su visais v € Ay ir u € A3™:

P{zmi1 =v |2y, i1y = ut =Plom =0 | 2y, mi1) = 0. (222)

Ivesta seky lokalaus simetriSkumo savybe (2.22) galima apraSyti jau anks-
Ciau jvesty (2.3) salyginiy tikimybiy p(v|u) arba sqlyginiy Sansy su bazine
reikSme b = (—1, — 1) logaritmo (apibendrinty logit funkciju) A, ,(u) ter-
minais (v € Ag,u € A3™). Toliau pateikiamuose teiginiuose bus naudojamas
sqlyginiy Sansy zyméjimas, nekartojant indekse bazinés reik§meés b, t.y A, (u).
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5 apibrézimas. Funkcija v : A3™ — R vadinsime simetrine (antisimetrine)
jeigu ¢ (u) = v(u) (atitinkamai, 1)(u) = —(@)) su visais u € A3™.

1 teiginys. Jeigu = yra m-os eilés simetriné seka, tai egzistuoja simetriné
funkcija ¢ ir dvi antisimetrinés funkcijos ¢ _ ir v tokios, kad:

A_Ll(u) = ’(/J_(u), (2.23)
A171(u) — A17_1(u) = 1/)_;,.(11,), (2.24)
Al,l(u) + Al,_l(u) — A_Ll(u) = @/J(U) (2.25)
Kita lyg€iy (2.23)— (2.25) uzra§ymo forma:
p-LD W\
o (p<(_1,_ D u>> = v (220
p(L1) [w) \ _ "
os ({121 ay) = o) 20
(D W (L= W N o
o8 (2T [ (T Tay) = h e diea

[rodymas. Naudojantis apibendrintos logit funkcijos (salyginiy Sansu) api-
brézimu (2.3) ir atsiZvelgiant | koduote (2.1) galima parasyti:

p((=1,1) | u)
Aia(u) = log (p((—l—l)|u>

(e )
Avi(u) — Ay —q(u) = 1Og(p((l,—l)u) 7

p((l,l) | u) -p((l, - 1) | U’)
tos <p<<171> [a) p((—1,—1)] u>>

Lieka patikrinti, kad funkcijos (2.26)—(2.28) turi reikiamas savybes.

Avg(u) + Ay —1(u) = Aq1(u)

Pradésime nuo (2.26). Remiantis simetriSkumo apibrézimu:

p((B,m) | u) =p((B, — ) | q), Yue A3 (2.29)

Todél su visais u € A™

o (PCELD (W) L (p((=1, 1) @)
v 1g(p((—l,—1)|u)> - g( p(—L1) | @) >(2'3O)

RS I B N

B 1g(p((—l,—m yu)> v- (@) @31
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Taigi, funkcija ¢_ (u) yra antisimetriné.

AnalogiSkai:
P W (a1 -1) W)
Velu) == log <p<<1,—1>ru>) = g( P((LD) | @) ) (232
(el ({1 [0
vl = 1g< (—1.0) [wp((—1, — >|u>) (234
B p((L—1) |ap((LD) @) \
- 1°g< (L~ 1) [op(( 11>|u>)1"(“>' (2:39)

Pastarosios dvi lygybés uzbaigia teiginio jrodyma.

SprendZiant neZzinomy funkcijy 14 (u), ¥4 (u) ir 1»(u) statistinio vertini-
mo uZdavini, Sias funkcijas reikia parametrizuoti. Bendru atveju parametry
skaiCius priklauso nuo m ir labai greitai auga didéjant m. Kai m = 1 anti-
simetriné funkcija priklauso nuo 6, o simetriné funkcija nuo 10 (laisvy) para-
metry.

Seka v = (v1,...,v1) € A%, (k € N) isskaidykime { dvi dalis w ir 2:

w = B), B)= (B, Bu)) €AY, (2.36)
z = w), 7)) =(x(v),..., () e AL (2.37)

Toliau laikysime, kad tiriama funkcija ¢ = 1 (w,z), ¢ : A¥ x A¥ — R.
Teguaibe J C K := {1,...,k}. Iveskime jai atitinkama apverstq aibg J,:

Joo =k+1—-J={k+1—j:j€J}. (2.38)
Duotam z = (21, ...,7;) € R¥ Zymésime:
=[[z 2"=1 (2.39)
icJ

Tuomet bet kuria funkcija ¢ : AY x A} — R galima vienareik§miskai
uzraSyti tokiu pavidalu:

Z CLJ7J/'LUJZJI, w,z € A’f, (2.40)

JJ'CK



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 51 — #61

2. LOGIT ANALIZE GENETINIAMS DUOMENIMS 51

¢ia sumavimas vyksta pagal visus aibés K poaibius (jskaitant ir tusc¢ia poaibj
0), azy = ayy (), J,J' C K, yralaisvi parametrai, nusakantys funkcija 1.
I3 viso turime 4* laisvy parametry. Formulé (2.40) yra gerai Zinoma ir (lengvai)
iSplaukia i§ Mobiuso i§skaidymo (1.11).

Jeigu funkcija 1) yra simetriné (antisimetrine), tai:
Y(w,z) = P(—w,z), atitinkamai (—w,z) = —(w,z). (2.41)
Vadinasi, simetrinés funkcijos v atveju:

! !
Z QJ/’JU]J ZJ = Z (—1)|J|CLJ/’J’U)J*ZJ*, VIU,Z S Ak, (242)
J,JCK JJ' CK

ir vadinasi, jos koeficientai a turi tenkinti lygybes
ayy=(-)ay ., J.JCK. (2.43)

Taigi, tuo atveju kai J, = J ir J, = J’ (poaibiy pora (J',.J) yra ,,apverstai
simetri$ka“), poaibio J dydis |J| yra lyginis skaiCius, lygybés (2.43) virsta
tapatybémis. Todel koeficientai a ;. ; gali igyti bet kokias reikSmes. ,,Apverstai
simetri$ky aibés K poaibiy skai¢iy zymésime k. = k.(k).

Jeigu visy aibés K poaibiy pory (J',.J) klaséje jvesti kokig nors tvarka 7 (t.
y. tas poaibiy poras kokiu nors biidu sunumeruoti), tai i§ (2.43) iSplaukia, kad
koeficientai ay: j, 7(J',J) < 7(J.,J), vienareik§miskai nusakys likusiy (ne
-apverstai simetrisky“ poaibiy pory) koeficienty ay y, 7(J',J) > 7(J.,Js),
reik§mes.

Apibrézkime:

Ko = {(J’,J) () < T(JL,J*)} ,
Koo = {(J',J) : 7(J',J) = 7(J.,J) } - (2.44)

Tokiu budu i§ (2.40), (2.41), (2.43) atsizvelgiant | pazyméjimus (2.44)
iSvedama, kad simetrinés funkcijos ¢ parametrinis pavidalas yra toks:

blwz) = Y e’ 3 ag (W w2 @45)
(J,J") €20 (J,J")€EKs

Vadinasi, simetriné funkcija v turi

ks = ks(k) == k2 + (4% — k2)/2 (2.46)
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laisvy parametry.
Kaim = 1,k = 1+1 = 2ir kg = 224+ (42—22)/2 = 4+(16—4)/2 = 10.
Pakartojus tuos pacius argumentus, kaip ir simetriniu atveju, gaunasi, kad
antisimetriné funkcija v turi toki pavidala:

Y(w,z) = Z aj g (w‘]z‘]/ - HJJEJ/) 2.47)
(J,J"eK2
ir prklauso nuo
ko = ka(k) := (4% — k2)/2 (2.48)

laisvy parametry.

Antisimetrinio atvejo ypatumas lyginant ji su simetriniu atveju tik tame,
kad lygybiy (2.43) vienoje puséje atsiranda papildomas minuso Zenklas, ir
todel aibés K ,apverstai simetriSkoms* poroms (J',.J) $ios lygybés galioja
tik tada, kai koeficientai a s ; = 0. D¢l to formulése (2.47) ir (2.48) prapuola
formuliy (2.45) ir (2.46) deSinés pusés pirmasis démuo.

Kaim = 1, k, = (4% — 22)/2 = 6. UZraSysime detalig simetrinés funkci-
jos 1 i§raiska, kai m = 1, t.y. kai turime pirmos eilés Markovo granding. Siuo
atveju aibée K = {0,1,3}ir

J=J ={0,1,3,13}, J. = J. = {0,3,1,31}
Poaibiy J ir J’ poros ir atitinkamai $iy pory ,,apverstos* poros J; ir J.:

JJ' = {(00),01),(03),(013),(10),(1 1),(1 3),(1 13),
(3

1
0),(31),(3 3),(3 13),(13 0),(13 1),(13 3),(13 13)} (2.49)

Jdy = {(00),(03),(01),031),(30),(33),(31),(331),
(10),(13),(11),(131),(310),(31 3),(31 1),(31 31)}(2.50)

Jeigu sunumeruosime visas galimas poaibiy .J ir J' poras eilés tvarka, taip
kaip surasSyta 2.49, tai aib¢ [Cog sudarys keturios ,,simetriSkai apveréiamos®
poros:

Koo = {(0 0),(0 13),(13 0), (13 13)}
Pagal (2.44) aibé K sudalija poras J.J' i dvi dalis:

KL ={(01),(10),(11),(113),(131)}
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5" ={(03),(30),(33),(313),(13 3)}
Tada simetriné funkcija (2.45) m = 1 atveju atrodys taip:

Y(w,z) = agy + ap 132" + ayz 9w + arz 13w

tagi (2 + 2%) + ap(w' — w?) + az(w'2® —w32t)
tay (w2t —w?23) + ay 13(w'2'® — w23 + a3 (w32t + w'32?)
(2.51)

O asimetriné funkcija (2.47) m = 1 atveju atrodys taip:

Y(w,2) = agi (2 — 2%) + ap(w' +w?) + ar (w2 + w32?)
Faz(w' 2 + w?2') + ag 13(w'2'? + w2 + a1z (WP — w32?)

(2.52)
2.3 lentelé. DNR vijy simetriSkumo hipotezés rezultatai
Table 2.3. The results of reverse-complement symmetry of DNA
Bakterija Sekos nr. |Sekos ilgis |p* p**  |[p™*
320 1696 0,003
950 1528 0,097
L . 1087 2138 0,045
Esherichia coli 1092 1594 0.022 0,0006 (0,122
1598 2352 0,279
1599 1532 0,008
70 7484 0,005
161 3194 0,0004
. . 355 4526 <0,0001
Coxiella burnetti 515 3552 0.0011 <0,0001(0,91
600 4594 0,0005
758 2886 0,282
854 7774 <0,0001
1471 6540 <0,0001
. . 441 4974 0,0283
Bordetella bronchiseptica 1411 3100 0.1185 0,966 (0,064
1445 3002 0,0003

* — kiekvienai 2-ame stulpelyje nurodytai sekai.
*#% — 2-ame stulpelyje nurodytoms sekoms bendrai.
*#% _ visos bakterijos nekoduojancioms sekoms bendrai.
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2.7. Logit statistinés analizés iSvados

Ivesta speciali stebéty duomeny struktiira, kuri remiasi prielaidomis (A1),
(A2) ir apibendrintu logit modeliu. Tai tiesiogiai susij¢ su baigtiniy buiseny
Markovo lauky specifikacija ir dél to yra patogu pasiiilyta metodika taikyti
Markovo priklausomybiy statistinei analizei. Be to, apibendrintas logit modelis
yra lankstesnis nei kaip alternatyva naudojami nesalyginiai logtiesiniai mode-
liai ir leidZia praplésti seky nehomoegeniSkumo tyrimus.

Yra natiiralu tikétis, kad DNR seky nehomogeniSkumas jtakoja, pavyzdZiui,
ju pirmos eilés Markovo modelio atmetima. Atlikta procediira, kuri remiasi
perrinkimu, yra skirta nustatyti, ar nemarkoviskumas sekose yra jtakojamas
posekiy nehomogeniskumo.

Gauti rezultatai rodo, kad remiantis apibendrintu logit modeliu, DNR sekos
yra gerokai nehomogeniskos ir tai gali jtakoti ju nemarkoviskuma. IS kitos
pusés, buvo nustatyta, kad reik§minga dalis nemarkovo seky (apie 58,63%) yra
homogeniskos. Taigi, net ir homogeniski DNR regionai negali biti traktuojami
pirmos eilés Markovo sekomis.

Kadangi augant Markovo eilei, vertinamy parametry skaicius Markovo
modelyje auga eksponentiniu grei¢iu, o daugelis nekoduojanciy seky yra trum-
pos ir/arba nehomogeniSkos, vertinti aukStesnés eilés Markovo modeli pasidaro
sudétinga.

Pasinaudojant logit modeliu buvo suformuluota ir DNR komplementariy
vijy simetriSkumo hipotezé. Statistiné analizé parodé (2.3 lentelé), kad lokaliai
DNR seky vijos néra simetriSkos.
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ISsklaidyty kategoriniy duomeny
semiparametrinis glodinimas

Siame skyriuje nagrinéjama i§sklaidyty dazniy lenteliy problema. Pirmiau-
sia trumpai apzvelgiami literatliroje Zinomi jos sprendimo bidai, toliau pa-
teikiami disertacijos rezultatai, publikuoti straipsnyje (2009). Jame pasitly-
tas (iSsklaidyty) kategoriniy duomeny glodinimo metodas bei juo paremtas
savirankos algoritmas, skirtas hipotezei apie kategoriniy poZymiy tarpusavio
priklausomybe tikrinti. Sis metodas glaudZiai siejasi su pries tai skyriuje (2)
aprasytu lokalios priklausomybiy struktiiros DNR sekose vertinimo uzdaviniu
bei tam tikslui naudotu apibendrintu logit modeliu — tai priklausomy kate-
goriniy duomeny atvejis, kai galima taikyti pasitilyta semiparametrinio glo-
dinimo metoda.

3.1. ISsklaidyty dazniy lenteliy problema

I$sklaidyti duomenys daZniausiai gaunami tada kai i tyrima jtraukiama
didelis skaiCius kategoriniy kintamyjy arba kintamyjy su daug kategorijy, t.y.
kai turime dazniy lenteles su (santykinai) dideliu, lyginant su imties dydZiu,
lasteliy skai¢iumi. Tokiu atveju dazniy lenteléje yra daug tusciy lasteliy arba
lasteliy su mazu stebiniy skai¢iumi jose. Gerai Zinoma, kad tokiu atveju ipras-
tiniai statistiniai metodai lenteléms néra tinkami, nes taikomy kriterijy skirs-
tiniams y2 aproksimacija néra pakankamai tiksli.

55
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Savoka ,,mazas steb¢jimy skaiCius lastelése néra tiksliai apibrézta, yra
pateikta jvairiy rekomendacijy, kada daZniy lentele jau reikty laikyti iSsklaidy-
ta: Kendall (1952) siiilé, kad visi tikétini dazniai Igstelése buty didesni uz 20,
Cramer teigeé, kad 10, Fisher (1938) sitlé maZiausiai 5, Jeffreys (1961), Slak-
ter (1965) ir Kempthorne (1966) laiké pakankamu 1 stebéjima. Iki Siol yra
laikomasi rekomendacijos, kad (galiojant nulinei hipotezei), daZniai daugumo-
je lasteliy buty didesni uz 5 (Hu 1999; Agresti, Hitchcock 2005). Jei §i salyga
negalioja, x? aproksimacija taikomai statistikai gali biiti netinkama ir tada pa-
prastai sakoma, kad dazniy lentelé yra iSsklaidyta.

3.2. Literaturos apie iSsklaidytas dazniy lenteles
apzvalga

ISsklaidyty daZniy lenteliy problema yra seniai Zinoma, ir literatiiroje jai
skirta daug démesio (Zr. apZvalgas Marhoul 1985; Hu 1999). Viena i§ pir-
muyjy ir paprasCiausiy tusc¢ioms lasteléms sitilomy taisykliy — sujungti gretimas
lentelés eilutes (Craig 1953). Si buda logtiesiniams modeliams taiké Bishop
(1971). Vis délto dideléms lenteléms su daug tusciy lasteliy $is metodas néra
veiksmingas, nes jis prading lentele gerokai sumaZina, prarandant dalj infor-
macijos.

Kita sitiloma taisyklé — tuscias lasteles pakeisti tam tikru teigiamu skaiciu-
mi ir atlikti analiz¢ su pakeista lentele. Paprasc€iausias $ios taisyklés metodas
yra pasitilytas Berkson (1955), jis sitilé O keisti skai¢iumi 1/2.

Kad galima biity naudoti visus i$sklaidytos daZniy lentelés duomenis, veé-
liau buvo pasiiilyti tikslieji testai (angl. exact tests), pavyzdZiui, gerai Zinomas
tikslusis FiSerio testas bei jo apibendrinimai ir i§vystymai, ar x? ir kity kri-
terijy statistiky skirstiniy asimptotinés aproksimacijos (Agresti 1990; Hu 1999;
Muller, Osius 2003).

Logtiesiniy modeliy analizéje naudojamai G? statistikai Koehler (1986)
gavo idomius rezultatus, kurie teigé, kad prie tam tikry salygy normalioji ap-
roksimacija gali biiti daug tikslesné nei 2 aproksimacija. Kai lenteléje lasteliy
yra labai daug, natiiralu tikétis, kad G skirstinys bus artimas normaliajam, bet
bendru atveju literatiroje parodyta, kad gali buti tinkamesnés aproksimacijos
ir kitais skirstinias: lognormaliuoju (Lawal, Upton 1980), gama (Hu 1999) ar
skirstiniy miSiniais (Yarnold 1970; Cochran 1952).

IS tikryju, né vienas bandymas iSvystyti bendra asimptoting teorija nebuvo
sékmingas, nepavyko pasiilyti bendros taisyklés, kuri be papildomy salygu
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nusakyty tinkama bazini (angl. reference) testo statistikos skirstinj.

Pasitelkiant Siuolaikinius kompiuterinius resursus, atsiranda vis daugiau
galimybiy vystyti ir tam tikrus statistinius metodus, tokius kaip glodinimas,
savirankos testai (von Davier 1997), Bajeso metodai (Agresti, Hitchcock 2005;
Congdon 2005) ir kt.

Turint tolydZius kintamuosius, glodinimo metu i§ duomeny galima jvertin-
ti neparametrini tankio, pasiskirstymo ar regresijos funkcijas. Neparametrinis
tankio jvertis yra tam tikra prasme geras visiems tinkamai suglodintiems tan-
kiams, bet parametrinio tankio iver¢io gerumas priklausys nuo to, kaip parink-
tas modelis: jei gerai, tai glodinimo rezultatas bus puikus, bet jei néra tinkamai
parinktas modelis — glodinimo rezultatas bus labai prastas. Dél to apibréZia-
mos glodinimo taisyklés, kuriose atskiras parametras kontroliuoja santykj tarp
naudojamo parametrinio ir neparametrinio glodinimo. Statistikos teorijoje to-
kie modeliai vadinami semiparametriniais. Siuo terminu norima pabrézti, kad
tyréjo pats skirstinys nedomina, jam svarbds tik keli jo parametrai, kurie pacio
skirstinio dar pilnai nenusako.

Pirmieji semiparametrinio glodinimo darbai yra atlikti tolydiems duome-
nims (Olkin, Spiegelman 1987; Copas 1995; Hjort, Glad 1995 ir kt.) Pirmieji
semiparametrini glodinima kokybiniams duomenims su parametrine kompo-
nente i$ standartiniy diskreciy skirstiniy klasés (Binominis, Puasono) pasitilé
Faddy ir Jones (1998). Jy pasitlytame metode parametriné komponenté yra
stacionarus DNR grandinés skirstinys ir kaip glodinimo mechanizmas naudo-
jamos atitinkamos peréjimo tikimybiy matricos.

Simonoff (1995, 1998) kokybiniy duomeny tikimybinio skirstinio iverti-
nimg nurodo kaip maZziausiai iSvystyta glodinimo metody krypti ir ja ivardija
kaip viena iS perspektyviausiy biidy, taikytiny iSsklaidyty daZniy lenteliy ana-
lizéje. Glodinimas suteikia galimybe uZpildyti tuscias lasteles, pasinaudojant
kaimyniniy daZniy lentelés Iasteliy informacija. Taciau didZioji dalis darby yra
skirta ranginiy kokybiniy kintamuyjy glodinimui (Simonoff 1996, 1998), nes
nominaliems poZymiams yra gana sudétinga apibréZti natiiraly ,,artumo* mata
tarp jo igijamy kategorijy.

Visi Siame skyrelyje paminéti metodai néra pritaikomi arba turi tam tikry
apribojimy kai stebimi kokybiniai duomenys yra priklausomi ir jie sudaro stip-
riai i$sklaidytas dazniy lenteles, kuriose daug nuliniy stebéjimu. Genetinés
sekos yra tipinis tokiy duomeny pavyzdys.



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 58 — #68

3. ISSKLAIDYTU KATEGORINIYJ DUOMENU SEMIPARAMETRINIS
58 GLODINIMAS

3.3. Semiparametrinis glodinimas ir saviranka

Siame skyrelyje yra apragytas hipoteziy tikrinimo metodas, paremtas semi-
parametriniu glodinimu ir savirankos algoritmu. Metodas yra gana bendras ir
gali biti taikomas bet kokio tipo duomenims (2.2 pavyzdys), bet disertacijoje
Sis metodas naudojamas atsitiktinéms sekoms su baigtiniu biiseny skaic¢iumi.

Toliau bus naudojami tokie pazyméjimai: Z := {0,1,2,...}, || - ||, Zymi
L, — normga, §, yra Dirako matas sukoncentruotas take y, I yra vienetiné
matrica (operatorius), | A| — aibés A elementy skaicius.

3.3.1. Semiparametrinis glodinimas

n
Tarkime Y = (Y;,1=1,...,n) € A", A" = @ A yra atsitiktin¢ scka
i=1

su nezinomu skirstiniu z.. Cia A yra baigtiné biiseny aibé (baigtinis alfabetas).
Toliau, tegu X (h) = (Xi(h),l =1,...,n) € A", h € Z, yra diskretaus
laiko homogeniné Markovo grandiné su peréjimo tikimybiy matrica (Markovo
branduoliu) II ir pradiniu skirstiniu 7, 7(a) = P{X(0) = a}, a € A™.

Tarkime, kad Markovo grandiné X yra neredukuojama ir acikli$ka. Tada ji
yra ergodiska. Pazymékime ¢ jos vienintelj stacionary (invarianti§ka) skirstinj.
Jei peréjimo tikimybiy matricas 1I imsime iS duotosios (parametrinés) Marko-
vo branduoliy Seimos P, tai atitinkami invariantiski ,.tikslo* (farget) skirstiniai
q sudarys (parametring) skirstiniy Seima Q. Taigi, ¢ € Q tada ir tik tada, kai ¢
yra invariantiskas skirstinys tam tikram II € P.

1 uzdavinys. Turint Y stebinj y, patikrinti suderinamumo (angl. goodness-

of-fir) hipoteze:
Hy:p€Q su alternatyva Hp:p ¢ Q,

kai Zinoma tik peré¢jimo tikimybiy matrica II € P arba dar bendriau — kai yra
Zinomas tik iSrinkimo (angl. sampling) i§ ¢ € O metodas.

Tegu X(h) = X(hly) = {Xi(h),l = 1,...,n}, h € Z4, yra ho-
mogeniné Markovo grandiné su peré¢jimo tikimybiy matrica II, prasidedanti
taske y, t. y. Markovo grandiné su pradiniu skirstiniu 7(a) = d,(a), a € A™.
Pazymékime qp,(a) = qp(aly) := P{X(h) = a|X(0) =y}, a€ A" h e
Z . Tada gy = 6 ir g, — ¢, kai h — oo, eksponentiniu konvergavimo greiciu
su tam tikru x > 0:

lan —qll <e " |lqo —qll, VheZy, (3.1)
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Cia ||V := >_,c4 v(a) Zymi (apibendrinto) mato pilnaja variacija aibéje A.

Norint sumazinti (pakeisti) skirstiniy ¢q;, glodinimo efekta, galima imti jy
svertinj vidurkj:

h

gn(a) =Y wn(t)ai(aly), heZy, (32)
t=0

¢ia wp(t) > 0 yra svoriy rinkinys, Z?:o wp(t) = 1 VYh € Z.. Natiralu
reikalauti, kad wy, (t) — 0, kai h — oo, su visais ¢ € Z_. Toliau bus laikoma,
kad Sis rinkinys yra fiksuotas, ir mes jo Zyméjimuose nenurodysime.

I8 (3.1) nelygybés iSplaukia toks teiginys, kuriuo remiasi semiparametrinio
glodinimo taikymai hipoteziy tikrinimo uZdaviniuose:

1 teiginys. Tegu homogeniné Markovo grandiné X yra ergodiska. Jeigu su
kuriuo nors h € Z ir 6 > 0 galioja nelygybé ||qn, —¢q|| > 4, taiir || —q|| > 4.

Taigi, fiksuotam h > 0, pp(-) := Eg,(-]Y) gali buti traktuojamas kaip
Y skirstinys ,,suglodintas link skirstinio ¢ su glodinimo parametru h. Para-
metro h parinkimo uZdavinys aptariamas tolesniuose skyreliuose. Skirstinys ¢
yra traktuojamas kaip bazinis, tikslinis (angl. target) (parametrinis) tikimybinis
modelis.

Faddy ir Jones (1998) $i metoda yra pavading semiparametriniu glodinimu.
Aplamai, bet kuri glodinimo procediira yra tam tikra prasme semiparametriné,
nes ji i§ vienos pusés nesiremia jokiu parametriniu modeliu, o i§ kitos pusés
priklauso nuo tam tikry skaliariniy glodinimo parametry. Siuo atveju §is ter-
minas naudojamas pabréZti tai, kad jeigu ,,glodinimo* branduolys II priklauso
nuo kokiy nors skaliariniy parametry, tai nuo ty parametry gali priklausyti taip
pat ir branduolj II atitinkantis invariantiSkas skirstinys q.

2 uZdavinys. Pasiilyta taisykle suteikia galimybe glodinti kategorinius
duomenis. Glodinimas remiasi branduoliais, kurie susieja nestebimo objekto
tikétinuma su stebimy jo kaimyny tikétinumu, t. y. su tikétinumu objekty, kurie
tam tikra prasme yra panasis i ji pati.

Semiparametriniame glodinime branduoliai atsiranda natiiraliai kaip er-
godiné transformacija, kuri konverguoja i duota tikslo skirstinj. Praktikoje tai
atitinka stabilizuojancia evoliucijq arba paklaidy korekcijos (angl. error corec-
tion) dinamika, kurios yra buidingos natiiralioms gyvosioms ar socialinéms sis-
temoms. Bet kuriuo atveju peréjimo branduolio pasirinkimas semiparametrinio
glodinimo metode, konstruojant semiparametrinio glodinimo procediira, bent
jau yra pagristas tikrinama nuline hipoteze.
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3.3.2. Semiparametrinis savirankos metodas

Pagrindinis neparametrinio savirankos metodo pranasumas, lyginant ji su
parametriniu, yra jo paprastumas ir tai, kad jis nepriklauso nuo to, ar tinkamai
parinkta parametrinio modelio specifikacija bei procediiry, vertinanciy neZino-
mus modelio parametrus.

1 pavyzdys. Nepriklausomumo tikrinimas naudojant neparametrinj savi-
rankos metodag.

Tarkime, kad Y = (Yl, l=1,..., n) yra seka nepriklausomy ir vienodai
pasiskirsc¢iusiy m-maciy atsitiktiniy dydZziy:

V=", k=1,....m), YW eA, k=1,....mi=1,. n

Uzdavinys — patikrinti komponenciy YR k=1,...,m nepriklausomuma,
turint i§sklaidytus duomenis, t. y. tuo atveju, kai [/, |Ax| > n. Siuo atveju
dazniy lenteléje vidutinis stebétas daznis yra maZesnis uZ 1, ir paprastai joje
yra daug nuliniy Iasteliy, todél neparametrinis savirankos metodas yra nepri-
taikomas. Tac¢iau savirankos metoda galima taikyti suglodintai daZniy lentelei,
gautai pagal Zemiau apraSyta glodinimo algoritma:

1 algoritmas. Tarkime y yra gauta imtis i§ Y ir £(y) apibréZia dazniy
lentelg, gauta i§ duomeny y. Taip pat pazymékime J,, := {1,...,n}.

a) Pazymékime X (0) = yirh = 1;

b) Pasirinkime atsitiktinai su lygiomis tikimybémis pora (i,7) € J, X
Iny t F# 4tk € s

¢) Pazymekime X\ (h) = XM (n — 1) it XM (n) = xP(h - 1).
Visiems kitiems atvejams taip pat: X;(h) = Xy(h — 1)V I € J, \ {i,j} ir
X (h) = X7 (h— 1) visiems I € {i,5}, r € Jn \ {k};

d) Jei visos tuscios lastelées dazniy lenteléje £(y) gautoje i§ y yra iSnau-
dotos (perrinktos), suskaiCiuojamas dazniy lenteliy £(X (t)), t = 0,1,...,h
vidurkis ir algoritmas sustabdomas. Priesingu atveju — pasirenkamas h+1 — h
ir griZtama i zingsni b.

Akivaizdu, kad stacionarus dydzio X skirstinys turi tas pacias marginalines
tikimybes kaip ir y, bet jau nepriklausomas komponentes.

Atsitiktiné seka X (h|Y") yra seka, gauta i skirstinio yy, kuris, esant ma-
Zoms h reik§méms, yra artimas pradiniam (neparametriniam) skirstiniui y, tuo
tarpu dideléms h reikSméms — jis artimas parametriniam skirstiniui gq.

Taigi, pakartotiny imciy i§ g, arba tiesiog i§ g, taikymas statistinéje ana-
lizéje yra tarsi tarpinis atvejis tarp parametrinio ir neparametrinio savirankos
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metodo. Perrinkimo procediira panaudojant g, (arba gy ) vadinsime semipara-
metriniu savirankos metodu.

Kitame skyrelyje aptariamas klausimas, kaip parinkti glodinimo parametro
h reikSme taikant semiparametrini savirankos metoda hipoteziy tikrinimo uz-
davinyje.

3.3.3. Suderinamumo testai

PradZioje metodo idéjos iliustracijai pateiksime klasikini pavyzdij apie kie-
kybiniy (tolydZiy) duomeny Gauso glodinimo metoda.

2 pavyzdys. Neparametrinis pasiskirstymo tankio jvertis su Gauso bran-
duoliu. Tegu ¢ yra skirstinio tankis, sudarytas i§ Z ~ N(0,1) ir
Y™ := (Y1,...,Y,) yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¢ standartizuoti at-
sitiktiniai dydZiai (EY; = 0,EY?? = 1) su neZinomu glodZiu pasiskirsty-
mo tankiu fy. UZdavinys yra jvertinti fy ir patikrinti nuling suderinamumo
hipotezg:

Ho: fy = . (3.3)

Tegu Z™(t) := (Zi(t),...,Zx(t)), t € Z,, yra seka nepriklausomy standar-

tiniy Gauso atsitiktiniy dydZiy taip pat nepriklausanciy ir nuo Y.
Fiksuokime h > 0 ir nagrinékime Markovo granding {Z}'(t), t € Z},

prasidedancia taske X}'(0) = Y™, o toliau apibréZiama lygybemis:

XP(t+1) = (X;;(t) +h- Z”(t)), teZ,.

1
V1+ h?
Sekos {X/'(t), t € Z,} stacionarus skirstinys yra Gauso. Kadangi X' (j) =
X7(1) pagal pasiskirstyma su H = 1 — (1 + h?)~U+D tai uztenka nagrinéti
tik vienag Markovo grandinés Zingsni. Trumpumo délei tegu X7 = X}'(1).

Tegu F,(- | Y™) Zymi X} salyging empiring pasiskirstymo funkcija, kai
duotas Y. Tada

Franly) = =

dF,(y | Y™) \/1+h22”: W1+ 82—,
dy hn v h

=1

yra klasikinis (standartinis) neparametrinis pasiskirstymo tankio jvertis su Gau-
so branduoliu ir glodinimo plociu h.
Jei neatitikimas tarp fy,, ir ¢ yra matuojamas naudojant integruota kvad-

rating paklaida (angl. integrated square error) || — fy’h 2, tai optimalus glo-
dinimo plotis (3.3) hipotezei yra apibréZiamas kaip santykinés vidutinés inte-
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gruotos kvadratinés paklaidos maksimizavimo uZdavinio sprendinys:

Elle — fval3 L max (3.4)
[Varfz |1 h>0

Galima tikétis, kad tokiu btidu parinktas 2* maksimizuoja taip pat ir suderina-
mumo kriterijaus, kuris remiasi atstumu | — fy;||3, galia. PavyzdZiui, jei

1 y—a 1 y+a
fy(y)_2aa 90( Oq >+20a <p< T4 )

2

su Ug =1—a"ira = a, — 0 (kai n — o0), tiesioginis suskaiciavimas

rodo, kad h* = ho + o(1) ir E|lp — fys-|I3 = knad(1 + o(1)) su tam
tikromis konstantomis hg > 0 ir £ > 0. Taigi, tam, kad hipotezés Hy: a = 0
prie$ kontigualia alternatyva Hy: a = ay, a, — 0(n — o0) kriterijus bity
suderintas, biitina, kad a8n — oo.

Pastebékime, kad skirtingai nei (3.4) taisykléje, optimalus glodinimo plo-
tis h,, pagal klasiking taisykle (Silvermann 1986) yra parenkamas taip, kad
minimizuoty viduting integruoty kvadrating paklaida (angl. mean integrated
square error — MISE) E|| fy — fy,h 2,ir hy, — 0 nuo fy glodumo priklau-
sanciu greiciu.

Ir nors iSvados apie didelés dimensijos kategorinius duomenis yra labiau
komplikuotos, $is paprastas pavyzdys suteikia minciy, kaip apibréZti testo statis-
tikg ir optimaly glodinimo parametra. Kitame skyrelyje yra pateikiami kai
kurie §io metodo taikymai hipoteziy tikrinime turint atsitiktines sekas su baig-
tiniu biiseny skai¢iumi.

Testo statistikos. Nagrinékime vektorinj funkcionala A = \(q), apibréZta
tikimybiy maty aibéje Q, ir apibrézkime y? tipo statistikas:

n(h) = (k| 0) == = M) T (A — Ao). (3.5)

Cia j\h = M(Gn), Gn yra empirinis g, skirstinys, gautas savirankos budu i§
{X(), t =1,...,h} su X(0) = y, W yra jvertinta dydziy A, — Ay ko-
variaciné matrica, o W~ yra apibendrinta atvirkS§tiné matrica matricai w.
Kad gautume iSsprendZiama uzdavini tuo atveju kai turime didelio matavi-
mo funkcionalus A, reikia jvesti tam tikrus apribojimus matricos W struk-
tiirai. Iprastai §i matrica yra diagonaline (x? statistikoms) arba sferine¢ (W =
02I,0? > 0, kai nagrinéjamas Lo-atstumas).

1 pastaba. Aisku, kad vietoj (3.5) galima naudoti kitus normuotus ma-
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tus, matuojancius skirtumus tarp gy ir §o. Pavyzdziui, galima naudoti laips-
ninés nukrypimy Seimos angl. power-divergence family statistikas (Cressie,
Read 1984).

Nulinés hipotezés tikrinimas remiasi statistika:

"= n"(£) == max n(h| £), (3.6)

CGia H = {h1,....hx}, h1 < ha < ... < hy < { yra duota glodinimo
parametro reikSmiy aibé. Parametra ¢ reikty imti kiek galima didesni, bet tai
didina kompiuterinio laiko sanaudas.
Statistikos (3.6) skirstinio ivertinimui ir jos kritiniy bei p reikSmiy nustaty-
mui gali biiti naudojami savirankos ir kiti pakartotiny im¢iy metodai.
Optimali glodinimo parametro h reikSmé yra apibréZiama lygtimi:

R* = h*(() == h|0).
(€) argr}{gn( | £)

2 pastaba. Pasiiilytas semiparametrinis savirankos metodas gali biiti nau-
dojamas ir kaip atskiras adaptyvaus glodinimo biuidas, kai yra duotas (Zinomas)
tikslo (parametrinis) skirstinys q.

Statistikos n* apibrézime paprastumo délei buvo laikoma, kad statistikos
n(h), h € H turi apytiksliai ta pati skirstini. Tai yra natirali prielaida, jei Yy
skirstinys yra artimas Gauso. Bendru atveju, vis gi statistikos 7(h) skirstinys
gali kisti priklausomai nuo h. Todél $iy statistiky standartizuota maksimali
reik§mé

o (£) = max (n(h,f) — a(h))/b(h),

(ar dar sudétingesni dydziy 7(-| £)) funkcionalai) gali bati labiau tinkama negu
(3.6). Cia a(h) ir b(h) yra centravimo ir normavimo parametrai, kuriuos reikty
tinkamai parinkti. Tai yra atskira tema ir Siame darbe mes jos nenagrinésime.

3.4. Apibendrintas logit modelis ir
semiparametrinis savirankos metodas

Efektyvy semiparametrinio glodinimo ir savirankos algoritmo realizacija
reikalauja apibrézti atitinkamag Markovo branduolj IT (i$ Seimos P), funkcionala
A statistikoje (3.5) ir svorius wy, (+) (Zidr. (3.2)). Bendru atveju tai gana sudétin-
ga problema. Sis skyrelis yra skirtas lokalios priklausomybiy struktiiros baig-
tinio alfabeto atsitiktinése sekose jvertinimui orientuojantis i taikymus DNR
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genetiniy seky analizéje. Tam naudojama ta pati, duomeny struktiira, kaip ir 2
skyriuje. Paprastumo délei ¢ia apsiribojama tik artimiausiy kaimyny saveikomis.

Teguy = {y;, it = 1,....2m + 1}, y; € A, yra stebima seka. DNR sekoms
A = {AC,GT}, |A| := card(A) = 4. Tegu l,c,r apibrézia atitinkamai
kairiji, centrinj ir desinijj tripleto (,c,r) elementus, ir tegu

{(ls,c5,m0), 1 € T} = {(Y2i—1,Y2i, Y2i4+1), & € Im} (3.7

yra triplety rinkinys, sudarytas i§ kas antro sekos y tripleto. Cia paZyméta
JIm :={1,...,m}. Pastebékime, kad l; 11 = r;, i =1,...,m — 1.

Darome prielaida, kad triplety rinkiniui (3.7) galioja 2-ame skyriuje sufor-
muluotos salygos A1 ir A2, kurios $iuo konkreciu atveju reiskia, kad p(c|l,r) :=
P{YQZ‘ = C’Y%_l =1, YQZ'_H = 7’} Vi€ Jyir |A| X |A| X |A| kokybiniq kin-
tamyjy L,C, R dazniy lentele £ = L(y) := {flcr, (le,r) € A3} su stebétais
tripleto ([,c,r) dazniais:

Jier = {1 € T+ (Li,Ci,Ri) = (Leyr) | (3.8)

atitinkamoje lentelés £ lasteléje yra pakankama statistika jvertinti salygines
tikimybes p = p(c|l,r), (l,c,r) € A3. Salyginé tikétinumo funkcija yra san-
dauga multinominiy skirstiniy:

L(p) = Lip| V) = [[ p(CilLi,Ri) = p(eltr) e
i=1 (l,e,r)€A3

Pilnas (angl. saturated) apibendrintas logit modelis §iuo atveju:

L
1og(§gz||z,:;>:6§+ﬁﬁc+ﬁ53+ﬁﬁ9R, Lo € A\ {a}. (39

¢ia # Zymi neZinomus modelio parametrus.

Homogeninés pirmos eilés Markovo grandinés atveju L; ir R; yra salygi-
nai nepriklausomi, kai yra zZinomos Cj; reik§mes, ir P{C; = u|L; = v} =
P{R; = u|C; = v} Y u,w € A, i € Jp,, todél turéty galioti nuliné hipoteze
HO =H M1-

Hyn: B =0, 800 = 05 Vuwz € A\ {a}. (3.10)

uvz

Taciau Hp; ir salygos Al, A2 nereiskia, kad stebima seka Y yra homogeniné
pirmos eilés Markovo grandiné.



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 65 — #75

3. ISSKLAIDYTU KATEGORINIYJ DUOMENU SEMIPARAMETRINIS
GLODINIMAS 65

Pasiiilyta strukttira, kuri remiasi salygomis Al, A2 ir (3.9) apima ir kai
kuriuos specialius antros eilés Markovo modelius (M2). Jie yra apraSomi peréji-
mo tikimybémis:

po(er| 1) =P{C;=c,Ry =7|L; =1}, (ler)e A ic J,. (3.11)

Jei sekos Y elementai yra laikomi nepriklausomais (tai — klasikinis tikimy-
binis modelis DNR sekoms), nuliné hipotezé Hy = Hy su
Hp: BER=0,8L =85F =0 Vuuvze A\ {a}. (3.12)
Paprasciausias modelis DNR seky koduojancioms sritims remiasi prielaida,
kad seka Y sudaryta i$ nepriklausomy triplety. Taciau Sis modelis negali buti
apraSomas, naudojant pasiilyta struktiira. Ji Zymémsime Hr.

3.4.1. Savirankos algoritmas

D¢l DNR seky heterogeniskumo (vidutinis nekoduojanciy bakterijos seky
ilgis yra apie 200), net ir apsiribojant tik antros eilés Markovo modeliu (M2
modeliu), dazniy lentelés, kurios suformuojamos naudojant atitinkamus log-
tiesinius ar apibendrintus logit modelius, yra iSsklaidytos. Taciau atlikus savi-
ranka i§ g, su pakankamai dideliu h, kai generuoty replikacijy skaicius taip pat
yra pakankamai didelis, gautos dazniy lentelés jau néra iSsklaidytos.

ISnaudojant apibendrinto logit modelio pavidala (3.9) su nagrinéjama nu-
line hipoteze Hy, atitinkancia (neZinomy) parametry specifikacija, yra nesu-
déetinga suskaiciuoti salygines tikimybes p(c|l,7), (I,c,r) € A3, ir pagal jas
generuoti homogening Markovo granding X, prasidedancia nuo y ir turincia
Hy hipotezéje nurodyta stacionary skirstinj. Markovo sekos X generavimui
galima naudoti, pavyzdZiui, Gibso iSrinkima su randomizacija (angl. Gibbs
sampling with randomization), t. y. su kiekviename Zingsnyje atsitiktinai pa-
sirenkamu modifikuojamos koordinatés numeriu. Tokia generavimo schema
(Glauberio dinamika) aprasyta disertacijos 2-ame skyriuje.

Kadangi triplety dazniai (3.8) misy pasirinktoje struktiiroje sudaro pakan-
kama statistika, yra natiiralu imti juos kaip pagrinda suderinamumo hipotezés
(3.5) statistikai apibreézti. Kitos pasirinktos statistikos, naudojamos atliktoje
baigtiniy biiseny statistinéje analizéje yra m-rinkiniai (m-tuples)

ty = HZ € Jn—m+1: (Y; s 7}/7l+m—1) = w}

., we A" (3.13)

Praktiniuose skai¢iavimuose "tikrosios" apibendrintos logit funkcijos (3.9) turi
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biti pakeistos jy statistiniais jverciais.

Teorinis pasitilyto metodo tyrimas yra gana sudétingas, kadangi statistikos
n(h) komponentés, bitent, seka y ir jos ilgis n, spektrinés peréjimo tikimybiy
matricos II savybés, funkcionalo A matavimas ir strukttra sudétingai saveikau-
ja vienas su kitu. Taigi, standartiniai asimptotiniai ir aproksimavimo metodai
tiesiogiai negali biiti pritaikyti. IS kitos pusés, apraSyta procediira reikalauja
daug kompiuteriniy resursy ir tai apsunkina jos tyrima kompiuterinio modelia-
vimo biidu (Monte Karlo metodu).

Su tikslu istirti procediiros veikima buvo atliktas supaprastintas kompiu-
terinis eksperimentas, kurio rezultatai aptariami kitame skyriuje.

3.4.2. Kompiuterinis eksperimentas

Paprastumo délei imamas binarinis alfabetas A = {0, 1}. Nuliné hipotezé
Hj tvirtina, kad Y yra stacionari pirmos eilés Markovo grandiné su peréjimo
tikimybémis pp; = pig = p. Parametras p € (0, 1) pilnai nusako Y skirstinj
ir yra laikomas Zinomu (Zemiau pateikiami rezultatai su p = 0,6 ir p = 0,8).
Marginalinis Y -ko skirstinys (invariantis sekos Y;, [ = 1,. .., n skirstinys) yra
Binomial(1, 1/2), jis nepriklauso nuo p.

Uzdavinys yra patikrinti paprastaja nuling hipotez¢ Hy su sudétinga alter-
natyva H, kuri yra prieSinga teiginiui Hy. Yra tiriama pradinés (nesuglodin-
tos) statistikos 7(0) (3.5) ir suglodintos statistikos n* (3.6) galia kai kurioms al-
ternatyvoms: nepriklausomy nukleotidy alternatyva H (3.12), nepriklausomy
triplety seka Hr (3.10) ir antros eilés Markovo seka su peréjimo tikimybémis
(3.11) (toliau Sis modelis bus vadinamas H p;9) ir kt.

Alternatyvos Hj atveju, Y;,¢ = 1,...,n yra nepriklausomi ir vienodai
pasiskirste atsitiktiniai dydziai su Y; ~ Binomial(1, 1/2).

Alternatyva Hrp tvirtina, kad Y yra rinkinys n/3 nepriklausomy triplety,
kai kiekvieno nepriklausomo tripleto (I, ¢, r) € A? tikimybés p;., sekoje Y’
abiejy hipoteziy Hy ir Hy atveju sutampa ir yra lygios pje, = 0,5- pli—clFle=rl.
(1— p)2_|l_c‘_|c_’“|. Hipoteziy Hy ir Hy atskyrimo uzdavinys yra pakankamai
sudétingas.

Alternatyvai H)so yra naudojamos tokios tikimybiy (3.11) reikSmeés:

p2(0,0[0) =0,4 p2(1,0/0)=0,5
p2(0,1]0) =0,1 po(1,1/0)=0,1
pae,r| D) =pe(l—¢c, 1=7r|1=1), (Ler)e A (3.14)

Dalis gauty rezultaty Hr ir Hjso alternatyvoms pateikti 3.1 ir 3.2 lentelése.
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Markovo evoliucija X (h), h € Z., prasidedanti basenoje X (0) = y
ir turinti stacionaruyji skirstini, nusakyta nuline hipoteze Hy, apibréZiama per
salygines tikimybes (3.1 algoritmas):

DPler

Pl e ) e A3, 3.15
Pior + Ditr ( ¢ T> ( )

p(C’ L, T) =

Svoriai 3.2 formuléje yra parinkti tokiu budu: wy(t) = 1/(h+ 1), t =
0,1,...,h ir yra lygts nuliui likusiais atvejais. Kol kas svoriy parinkimo po-
veikis statistiky galiai buvo neZymi. Kovariacijy matrica W (3.5) yra laikoma
diagonaline ir yra jvertinama i$ atskiry nepriklausomy imciy, generuoty pagal
galiojancia nuling hipotez¢ Hy. Paprastai su Siuo pasirinkimu gaunami Siek
tiek galingesni testai nei imant empiring kovariacing matrica w.

Trumpoms sekoms (tarkim su n < 20) tikslig testo galig (angl. power
of test) galima suskaiCiuoti tiesiogiai. Cia Zodis ,.tiksli“ reiskia, kad salygi-
niai savirankos (pakartotiny imc¢iy) vidurkiai su pradine salyga Y = y, o taip
pat (nesalyginiai) savirankos (pakartotiny imciy) i§ Y vidurkiai yra pakeicia-
mi atitinkamais (salyginiais ir nesalyginiais) teoriniais vidurkiais. Remiantis
nukleotidy trejety ir penkety rinkiniais (angl. m-tuples), rezultatai testo statis-
tikoms 7(0) ir n* su n = 9 yra apibrézi 3.13 formuléje ir apibendrinti 3.1
lenteléje.

Reikty pastebéti, kad imant trejety ir penkety rinkinius sekose, viduti-
nis lasteliy daZnis stebiniy lentelése atitinkamai lygus 7/8 ir 5/32. Vadinasi,
dazniy lentelé Siuo atveju yra labai iSsklaidyta.

Tiesioginis skai¢iavimas ilgesnéms sekoms yra neimanomas, ir testo galiai
ivertinti naudojamas kompiuterinis modeliavimas. Kai kurie rezultatai n = 21
ilgio sekoms yra pateikiami 3.2 lenteléje. Kompiuteriniame modeliavime bu-
vo generuojama 1000 nepriklausomy Y sekos replikacijy ir kiekvienai rep-
likacijai atskirai generuojama 100 nuo jos prasidedanciy evoliucijy. Formuléje
(3.6) glodinimo parametro reikSmiy rinkinys tiksliamjam skaiciavimui atlikti
yraH ={1,...,50} ir H = {1,...,10, 20, 40, 160} — modeliavimo atveju.

Gauti rezultatai rodo, kad glodinimas reik§mingai padidina galia tuo atve-
ju, kai turime alternatyva Hyre su p = 0,6, ypatingai tada, kai imami pen-
ketukai sekoje. Kai p = 0,8 glodinimo efektas yra neZymus visais atvejais.
Tai reiSkia, kad arba net vienas glodinimo Zingsnis su peré¢jimo tikimybémis
(3.15) per daug suglodina duomenis arba gal seka n(h), h € Z,, néra sta-
cionari. Didesniam reik§mingo lygmeniui (o > 0,05) paprastai abi statistikos
n(0) ir n*, naudojancios penketuky rinkiniy statistika A, yra galingesnés negu
naudojancios trejetuky rinkiniy statistika (3.2 lentele).
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3.1 lentelé. Tiksli testo galia, kai n = 9
Table 3.1. The exact power of the tests, n =9
Reik$ming. lygmuo | 0,01 0,05 0,1 0,2 0,01 0,05 0,1 0,2
P ‘ H, ‘ Testas 3-jetai ‘ 5-etai
0,6|Hyr| n(0) 0,016 0,057 0,117 0,224|0,021 0,070 0,121 0,260
n* 0,016 0,051 0,113 0,217| 0,016 0,070 0,136 0,252
0,8|Hyr| n(0) 0,032 0,114 0,268 0,395|0,033 0,141 0,209 0,443
n* 0,033 0,105 0,268 0,396(0,033 0,145 0,215 0,443
0,6 H pr2 n(0) 10,052 0,136 0,197 0,369]0,054 0,110 0,158 0,232
n* 0,060 0,149 0,263 0,434|0,048 0,146 0,218 0,375
0.8 H sz 7(0) 0,241 0,419 0,480 0,541/0,254 0,357 0,494 0,621
n* 0,252 0,426 0,480 0,574|0,254 0,379 0,496 0,644

3.2 lentelé. Testo galia, gauta kompiuterinu modeliavimu, kai n = 21

Table 3.2. The power of the tests, simulation results for n = 21

0,01 0,05 0,1
Hy = Hyr ‘

ReikSmingumo lygmuo o 0,01 0,05

Hy = Hyo

0.1

p ‘Testas‘ m-motyvai

0,8 n(0) 3-jetai 0,079 0,227 0,325(0,437 0,612 0,681
S-etai 0,063 0,184 0,348/0,453 0,648 0,728
08| n* 3-jetai 0,082 0,175 0,309(0,431 0,565 0,654
5-etai 0,058 0,184 0,343|0,448 0,654 0,730

Akivaizdi iSimtis yra jau minétas atvejis su alternatyva H o ir p = 0,6.
Alternatyvai H; glodinimo efektas ir m-rinkiniy eilés m itaka testo galiai yra
panasi kaip ir alternatyvos Hrp, bet galia yra Zenkliai didesné (kai o« = 0,05,
galia yra didesné uz 0,5).

3.5. ISvados pasiulytam semiparametriniam
glodinimo metodui

Pasiiilytas semiparametrinio glodinimo ir savirankos metodas gali buti tai-
komas tolydiems duomenims kaip parodyta 2 pavyzdyje, bet jis ypatingai tin-
kamas i8sklaidytiems kategoriniams duomenims, kadangi tai suteikia natiiraly
bida glodinimo duomenims apibréZti branduolj.

Metodas yra pakankamai paprastas, bet jo efektyvus igyvendinimas — gana
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sudétinga problema. Tikslus tiesioginis skai¢iavimas yra jmanomas tik mazo
matavimo duomenims. Tuo tarpu modeliavimas reikalauja ne mazy kompiu-
teriniy resursy ir laiko net vidutinéms duomeny dimensijoms.

I$skyrus ta atveji kai turime branduolio glodinima tolydiems dydZiams,
glodinimo parametras Siuo atveju yra diskretus. Glodinimo efektas kiekvie-
nam glodinimo Zingsniui artimai priklauso nuo spektrinés Markovo branduo-
lio II struktiiros, funkcionalo A ir juy dimensijos. Todél yra sudétinga taikyti
standartinius asimptotinius metodus ir aproksimacijas.

Kompiuterinis modeliavimas rodo, kad tam tikrais atvejais semiparamet-
rinio glodinimo efektas testo galiai yra neZymus, nors paprastai didinant m-
rinkiniy eilg, jis padidéja. Manoma, kad tai itakoja eksperimente naudojami
gerokai trumpi binariniy seky ilgiai, diskretus glodinimo parametro pobtdis ir
gal but ne stacionarus statistiky n(h), h € Z elgesys.

Yra tikimasi, kad semiparamerinis glodinimas ir saviranka yra statistiskai
labiau efektyvus didelés dimensijos kategoriniams duomenims su artima al-
ternatyva. Kitaip tariant — kai diskretiis duomenys tam tikra prasme gali buti
traktuojami kaip tolyds.

Si problema yra tolimesniy tyrimy objektas.
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Bendrosios iSvados

1. Disertacijoje pasitlytas semiparametrinio glodinimo metodas, kuris
gali biti taikomas kategoriniy poZymiy glodinimui ir leidZia pritaikyti
neparametrini (semiparametrini) savirankos metoda iSsklaidyty duo-
meny daZniy lenteléms. Semiparametriniam glodinimui realizuoti di-
sertacijoje pasiiilyta apibendrinto logit modelio struktira.

2. Apibendrintas logit modelis, pritaikytas DNR duomenims su darbe
jvesta specialia duomeny struktiira, yra suderintas su DNR seky kon-
tekstiniu evoliucijos modeliu.

3. Atliktoje DNR seky statistinéje analizéje parodyta, kad DNR sekos yra
nehomogeniskos ir tai gali itakoti juy ne-Markoviskuma. IS kitos pusées,
buvo nustatyta, kad reikSminga dalis (apie 60%) tirty ne-Markovo seky
yra homogeniskos. Taigi, net homogeniski DNR fragmentai negali bati
laikomi pirmos eilés Markovo sekomis. Vadinasi, iprasti DNR seky
tikimybiniai modeliai, pasléptosios Markovo grandinés ir k-tosios eilés
homogeninés Markovo grandinés, néra tinkami visos DNR sekos ana-
lizei.

4. Atlikta DNR seky statistiné analizé parodé, kad jvertinti aukStesnés
eilés Markovo modeli dél DNR nekoduojanciy seky trumpumo (vidu-
tinis seky ilgis apie 200 bp) ir nehomogeniSkumo yra sudétinga, nes
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modelio parametry skaicius, didéjant Markovo eilei m, auga ekspo-
nentiniu greiciu.

. Panaudojant DNR vijy lokalaus simetriSkumo charakterizacija logit

funkcijos terminais nustatyta, kad tirtuose bakterijy genomuose yra
Zenkli nekoduojanciy fragmenty, kurie néra 1-os eilés lokaliai simetris-
ki, dalis (13 fragmenty i§ 17). PraktiSkai tai reisSkia, kad seky vijos gali
turéti skirtinga biologing prasme.



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 73 — #83

Literatliros sgrasas

Agresti, A. 1990. Categorical data analysis. Wiley & Sons, New York.

Agresti, A. 2007. An introduction to categorical data analysis. Wiley & Sons, New
York, second edition.

Agresti, A.; Hitchcock, B. 2005. Bayes inference for categorical data analysis, Sta-
tistical methods and applications 14: 297-330.

Avery, P. 2002. Fitting interconnected Markov chain models-DNA sequences and
test cricket matches, The Statistician 51(2): 267-278.

Avery, P.; Henderson, D. 1999. Fitting Markov chain models to discrete state series
such as DNA sequences, Journal of the royal statistical society: Series C (Applied
Statistics) 48(1): 53-61.

Bagdonavicius, V.; Kruopis, J. 2007. Matematiné statistika. Vilnius.

Baisnee, P.; Hampson, S.; Baldi, P. 2002. Why are complementary DNA strands
symmetric?, Bioinformatics 18(8): 1021-1033.

Bansal, M. 2003. DNA structure: Revisiting the Watson-Crick double helix, Current
science 85(11): 1556-1563.

Bergsma, W. 1997. Marginal models for categorical data. Tilburg University Press,
Tilburg.

Besag, J. 1974. Spacial interaction and the statistical analysis of lattice systems (with
discussion), Journal of the royal statistical society: series B (Statistical methodology)

73



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 74 — #84

74 LITERATUROS SARASAS

36: 192-236.

Buhlmann, P.; Wyner, A. 1999. Variable length markov chains, The annals of statis-
tics 27: 480-513.

Burman, P. 2004. On some testing problems for sparse contingency tables, Journal
of multivariate analysis 88(1): 1-18.

Charles, S. D. 1993. The computer generation of multinomial random varietes, Com-
putational statitics & Data analysis 16: 205-217.

Marhoul, J. C. 1985. A model for large sparse contingency tables. PhD thesis, Stan-
ford University, California.

Ching, W.; Fung, S. E.; Michael, K. 2004. Higher-Order Markov chain models for
categorical data sequences, Naval Research Logistics (NRL) 51(4): 557-574.

Ching, W.; Michael, K.; Zhang, S. 2005. On computation with higher-order Markov
chains, Current trends in high performance computing and its applications 1: 15-24.

Christensen, R. 1990. Log-linear models. New York.

Cochran, W. 1952. The 2 Test of goodness-of-fit, Annals of mathematical statistics
23: 315-345.

Congdon, P. 2005. Bayesian models for categorical data. Wiley & Sons, New York.

Coull, B.; Agresti, A. 2003. Generalized log-linear models with random effects, with
application to smoothing contingency tables, Statistical modelling 3: 251-271.

Cressie, N.; Read, T. 1984. Multinomial goodness of fit tests, Journal of the royal
statistical society, series B 46: 440-464.

Csiszar, 1.; Paul, C. S. 2000. The consistency of the BIC Markov order estimator,
The annals of statistics 28(6): 1601-1619.

Csiszar, 1.; Talata, Z. 2006. Consistent estimation of the basic neighbourhood of
Markov random fields, The annals of statistics 34(1): 123-145.

Csiszar, 1.; Talata, Z. 2006. Context tree estimation for not necessarily finite memory
processes, via BIC and MDL, IEEE Transactions on information theory 52: 107—
1016.

Cekanavicius, V.; Murauskas, G. 2001. Statistika ir jos taikymai. Lir 11 dalys. Vilnius.

Dalevi, D.; Dubhashi, D.; Hermansson, M. 2006. A new order estimator for fixed
and variable length Markov models with applications to DNA sequence similarity,
Statistical applications in genetics and molecular biology 5, Article 8.

Darroch, J.; Lauritzen, S.; Speed, T. P. 1980. Markov fields and log-linear interaction
models for contingency tables, The annals of statistics 8(3): 522-539.

Dalevi D.; Dubhashi, D.; Hermansson, M. 2006. Bayesian classifiers for detecting



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 75 — #85

LITERATUROS SARASAS 75

HGT using fixed and variable order Markov models of genomic signatures, Bioinfor-
matics 22(5): 517-522.

Eggar, M. 2002. Validity of fitting a first order Markov chain model, The Statistician
51(2): 259-265.

Faddy, M.; Jones, M. 1998. Semiparametric smoothing for discrete data, Biometrika
85: 131-138.

Fienberg, S. 2000. Contingency tables and log-linear models: basic results and new
developments, Statistics in the social sciences 95(450): 1371-1383.

Gordon, S.; Yi-Ching, Y.; Glenn, M. 2005. Global Markov models for eukaryote
nucleotide data, Journal of statistical planning and inference 130: 251-275.

Gusfield, D. 1997. Algorithms on strings, trees, and sequences: computer science and
computational biology. Cambridge University Press.

Hu, M. 1999. Model checking for incomplete high dimensional categorical data. PhD
thesis, University of California, Los Angeles.

Jensen, J. 2005. Context dependent DNA evoliutionary models, Paper research re-
ports 458, Department of Mathematical Sciences. University of Aarhus.

Kim, S.; Choi, H.; Lee, S. 2009. Estimate-based goodness-of-fit test for large sparse
multinomial distributions, Computational statistics & data analysis 53(4): 1122—
1131.

Koehler, K. 1986. Goodness-of-fit tests for log-linear models in sparse contingency
tables, Journal of the American statistical association 81: 483—493.

Koehly, L.; Goodreau, S.; Morris, M. 2003. The link between exponential random
graph models and loglinear models for networks, CSDE working paper 03-05, Center
for studies in demography and Ecology.

Kuss, O. 2002. Global goodness-of-fit tests in logistic regression with sparse Data,
Statistics in medicine 21: 3789-3801.

Lawal, B.; Upton, J. 1980. An Approximation of the distribution of x2 test of
goodness-of-fit statistics for use with small expectations, Biometrika 67(2):447-453.

Loehlin, J. 1997. Latent variable models: an introduction to factor, path, and struc-
tural analysis. New York: Erlbaum.

Morvai, G.; Weiss, B. 2005. Order estimation of Markov chains, IEEE Transactions
on information theory 51: 1496-1497.

Mrazek, J.; Karlin, S. 1998. Strand compositional asymmetry in bacterial and large
viral genomes, in Proceedings of the national academy of sciences 95(7): 3720-3725.

Mueller, R. 1996. Basic principles of structural equation modeling. Springer-Verlag,
New York.



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 76 — #86

76 LITERATUROS SARASAS

Muller, U.; Osius, G. 2003. Asymptotic normality of goodness-of-fit statistics for
sparse Poisson data, Statistics 37(2): 119-143.

Murphy, K. 2001. An introduction to graphical models.

Niu, D.; Lin, K.; Zhang, D. 2003. Strand compositional asymmetries of nuclear DNA
in eukaryotes, Journal of molecular biology 57: 325-334.

Peres, Y.; Shields, P. 2005. Two new Markov order estimators, arX-
iv:math/0506080v1 .

Qi, D.; Cuticchia, A. 2001. Compositional symmetries in complete genomes, Bioin-
formatics 17: 557-559.

Raftery, A. 1985. A model for high-order Markov chains, Journal of the royal statis-
tical society: series B 47: 528-539.

Reinert, G.; Schbath, S.; Waterman M. S. 2000. Probabilistic and statistical proper-
ties of words, Journal of computational biology 7(1/2): 1-46.

Kindermann R.; Snell J. L. 2000. Markov random fields and their applications.
American mathematical society.

Santer, T.; Duffy, D. 1989. The Statistical analysis of discrete data. New York.

Sengupta, D.; Jammalamadaka, S. R. 2003. Linear models an integrated approach.
‘World scientific.

Silverman, B. 1986. Density estimation for statistics and data Analysis. Chapman &
Hall, London.

Simonoff, J. 1995. Smoothing categorical data, Journal of statistical planning and
inference 47. 41-69.

Simonoff, J. 1996. Smoothing methods in statistics. SAS Institute and Wiley.

Simonoff, J. 1998. Three sides of smoothing: categorical data smoothing, nonpara-
metric regression, and density estimation, International statistical review 66(2): 137—
156.

Stevens, S. 1946. On the theory of scales of measurement. Science 103(2684): 677—
680.

Stokes, M.; Davis, C.; Koch, G. 2001. Categorical data analysis using the SAS(R)
System. SAS Institute and Wiley, North Carolina, 2nd edition.

Strelioff, C.; Crutchfield, J.; Hubler, A. 2007. Inferring Markov chains: Bayesian
estimation, model comparison, entropy rate, and out-of-class modeling, arX-
iv:math.ST/0703715.

Timm, N. 2002. Applied multivariate analysis. Springer, New York.



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 77 — #87

LITERATUROS SARASAS 77

Rekasius, T. 2007. Evoliucinis neinformatyviy genetiniy seky modelis. PhD thesis,
Vilniaus Gedimino technikos universitetas, Vilnius.

Usatenko, O.; Yampolskii, V. 2003. Binary N-step Markov chains and long-range
correlated systems, Physical review letters 90(11): 110601.

Usotskaya, N.; Ryabko, B. 2008. Application of information-theoretic tests for the
analysis of DNA sequences based on Markov chain models, Computational statistics
& data Analysis 53(5): 1861-1872.

von Davier, M. 1997. Bootstrapping goodness-of-fit statistics for sparse categorical
data — results of a Monte Carlo study, Methods of psychological research online 2.

Weinberger, M.; Rissanen, J.; Feder, M. 1995. A universal finite memory source,
IEEFE Transactions on information theory 41: 643-652.

Yarnold, J. 1970. Tools for statistical inference: methods for the exploration of poste-
rior distributions and likelihood functions. Springer-Verlag, New York, 2nd edition.

Yu, Z.; Anh, V,; Lau, K. 2001. Multifractal characterisation of length sequences of
coding and noncoding segments in a complete genome, Physica 301(1-4): 351-361.

Zhao, L.; Dorea, C.; Gonealves, C. 2001. On determination of the order of a Markov
chain, Statistical inference for stochastic processes 4: 273-282.



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 78 — #88



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 79 — #89

Autoriaus publikacijos
disertacijos tema

Recenzuojamuose mokslo leidiniuose

Radavicius, M.; Zidanavig&iate, J. 2009. Semiparametric smoothing of sparse con-
tingency tables, Journal of statistical planning and inference 139(11): 3900-3907
(Thomson IST Web of Science).

e —

analysis 13(1): 135-144 (Thomson ISI Web of Science).

Radavicius, M.; Zidanaviciiate, J. 2007. Model testing for high-dimensional contin-
gency tables with application in genetics, in Computer data analysis and modelling:
complex stochastic data and systems: proc. of the eighth intern. conf., Minsk, Septem-
ber 11-15, 2007 1: 269-272.

e
e —

v —

taikymo problemos, Lietuvos matematikos rinkinys 45(spec. nr.): 354-362.

79



“VikChaThesis” — 2010/1/6 — 23:05 — page 80 — #90

Jurgita ZIDANAVICIUTE

KATEGORINIU POZYMIU
PRIKLAUSOMYBIU STRUKTUROS
STATISTINE ANALIZE

IR JOS TAIKYMAS GENETIKOJE

Daktaro disertacija
Fiziniai mokslai, matematika (01P)

DEPENDENCE STRUCTURE ANALYSIS
OF CATEGORICAL VARIABLES
WITH APPLICATIONS IN GENETICS

Doctoral Dissertation
Physical Sciences, Mathematics (01P)

2010 01 05. 7,5 sp. 1. Tirazas 20 egz.

Vilniaus Gedimino technikos universiteto leidykla ,,Technika®,
Saulétekio al. 11, LT-10223 Vilnius, http://leidykla.vgtu.lt
Spausdino UAB ,,Baltijos kopija“,

Kareiviy g. 13B, LT-09109 Vilnius, http.//www.kopija.lt



