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Aktualumas. 1sobuléjusi kompiuteriné technika bei skaitmeninius metodus naudojancios
kompiuterinés programos atveria placias galimybes kurti patikimus inzineriniy konstrukcijuy projektus.
Tyringjant realius projektus reikalingos didelés kompiuterio laiko sanaudos, todél ypa¢ svarbu greitai
rasti kokybiskai ivertintus projekty sprendinius. Taciau dazniausiai inzinerinio projektavimo srityje
susiduriama su tokiais uzdaviniais, kuriy tikslus sprendinys néra zinomas ir tokiems uzdaviniams taikomi
apytikslial skai¢iavimo metodai, randantys ne tiksly, o artutini sprendini.

Jau keleta deSimtmeciy baigtiniy elementy metodas yra vyraujanti inzineriniy konstrukcijy
skaiciavimo technologija Vienas iS Sio metodo sunkumy yra neiSreikstiné skaic¢iavimo rezultaty
priklausomybé nuo pasirinkto baigtiniy elementy tinklo. Nepaisant didelio kiekio Sios srities darby, tinklo
generavimo klausimas dar néra iSsemtas.

Projektuotojui labai svarbu gauti patikimus skai¢iavimo rezultatus ir jvertinti skai¢iavimo
paklaidas kiekvienu konkreciu skaiciavimo atveju, todél automatizuotas baigtiniu elementy metodo
diskretizacijos paklaidy nustatymas yra ne maziaus svarbus Siuolaikinés analizés uzdavinys. Kokybiskai
ivertinti baigtiniy elementy sprendiniai gaunami taikant prisitaikanciasias baigtiniy elementy strategijas.
Sie metodai yra visiskai automatizuoti, iteracinis procesas valdomas vartotojo nustatyta sprendinio
paklaida bei remiasi jvairiomis paklaidy vertinimo procediromis. Taikant Sias strategijas, rasti kokybiskai
ivertinti sprendiniai jau pakankamai patikimai apraso nagrinéjamus projektus esant jvairiems isoriniams
poveikiams.

Prisitaikanciyju baigtiniu elementy strategiju taikymas ir tobulinimas nagrinéjant mechaniniy
konstrukcijy btivi yra populiarus skai¢iuojamosios mechanikos bei mechanikos inzinerijos uzdavinys,
prapleciantis skaitiniy eksperimenty galimybes.

Tikdas ir uzdaviniai. Darbo tikslas — sukurti sudétingos geometrijos mechaniniy konstrukciju
diskretizavimo baigtiniais elementais metodika taikant prisitaikanciasias strategijas. Tikslui pasiekti
disertacijoje nagrinéjami Sie uzdaviniai:

1. Sukurti racionalia procediira pradiniam beveik optimaliam baigtiniy elementy (BE) tinklui generuoti.
2. Atlikti prisitalkanciyju BE strategijuy, paremty lokaliaisiais ir globaliaisiais optimalumo kriterijais,
skaiting realizacija bel analize:

a) ISanalizuoti globaliyju bei lokaliyju paklaidos vertinimo kriteriju itaka sprendinio

konvergavimo greiciui, elementy pasiskirstymui galutiniame optimaliame BE tinkle bel jvertinti

elementy skaiciaus priklausomybe galutiniame tinkle nuo pasirinkto optimalumo kriterijaus.

b) Ivertinti globaliyju bel lokaliyju paklaidy vertinimo kriterijy veikima skirtingomis pasirinktos

konstrukcijos darbo salygomis (skirtingy medziagu salytis, sudétingos geometrijos atvejis).
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3. Sukurti sprendinio pagerinimo singuliaraus tasko aplinkoje metoda sudétingos geometrijos uzdaviniy
Sprendimui.

Tyrimo objektas ir metodai. Darbo objektas — mechaniniy struktiry modeliavimo metodai.
Pagrindiniu tyrimo metodu pasirinktas baigtiniy elementy metodas. Baigtiniy elementy tinklui generuoti
taikomas plintancio fronto technikos (PFT) agoritmas (angl. Advancing Front Technique).

Naujumasir originalumas. Sioje disertacijoje siekiama greitai ir be dideliy skai¢iavimo sanaudy
rasti pakankamai optimaly BE tinkla, kuriame baty tenkinami tiek globaliosios, tiek lokaliosios paklaidos
reikalavimail, ypa¢ daug démesio skiriant tokiems paklaidy vertinimo kriterijams formuluoti ir tirti. Todél
remiantis baigtiniy elementy metodu bei kompiuterinémis technologijomis, sukurtos naujos strategijos,
susidedancios iS Siy komponenty:

1. Sukurta nauja strategija pradiniam beveik optimaliam BE tinklui generuoti. Tikslui pasiekti pasitlyta
taikyti naujus patobulintos kontrolinés erdves bei kontrolinés sferos apibrézimus, leidziancius geriau
apibidinti nagrinéjamos konstrukcijos topologinius bei fizinius aspektus.

2. Derinant pradinio beveik optimalaus BE tinklo generavimo procediira su jvairiais optimalumo
kriterijais, gauta nauja metodologija, leidzianti sumazinti iteracijy, reikalingy optimaliam tinklui
gauti, skaic¢iy, bei leidzianti vartotojui savo nuoziiira reguliuoti BE skai¢iy bei tankuma galutiniame
tinkle.

3. ISnagrinéjus esamus sprendinio skaic¢iavimo singuliaraus tasko aplinkoje metodus, pasiiilytas naujas
gprendinio pagerinimo singuliariose zonose metodas h-prisitaikanciosioms baigtiniy elementy
strategijoms.

Teoriné ir praktiné reikSmé. Taikant pasitlyta pradinio BE tinklo generavimo metoda, galima is
anksto, dar neapskaiciavus sprendinio ir neatlikus paklaidy analizés, keisti elementy skaiciy ir tankuma
tam tikrose mus dominanciose konstrukcijos vietose. Toks patobulintas pradinis beveik optimalus tinklas
prisitaikanciyjy strategiju procese leidzia sumazinti iteracijuy skaiciy, reikalinga galutiniam optimaliam
tinklui gauti. Atlikus jvairiy optimalumo kriterijy analize, galima konstatuoti, kad elementy skai¢ius bei
tankumas galutiniame tinkle tiesiogiai priklauso nuo pasirinkto optimalumo kriterijaus. Todél derinant
pradinio beveik optimalaus BE tinklo generavimo procediira su jvairiais optimalumo kriterijais, itaka
prisitaikanciyjy strategiju procesui daroma dviem budais — iteracijy skai¢ius sumazinamas naudojant
pradini beveik optimaly tinkla, o elementy skai¢ius minimizuojamas parenkant atitinkama optimalumo
kriteriju. 1Snagrinéjus sprendinio skaic¢iavimo singuliaraus tasko aplinkoje metodus, pasiiilytas naujas
metodas, leidziantis kiekvienoje prisitaikanciyju baigtiniy elementy strategijos iteracijoje gauti tikslesni
sprendin ir dar labiau sumazinti skaiciavimo sanaudas, reikalingas sudétingos geometrijos uzdaviniui
iSspresti.

Nagrinéjant prisitaikanciyju baigtiniy strategijy skaitinius pavyzdzius, buvo naudoti ir integruoti

tarpusavyje trys programiniai paketai. Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimo algoritmas
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realizuotas atskiru programiniu vienetu ,,Microsoft Visual Fortan 5.0“ programavimo aplinkoje, nagrinéty
pavyzdziy baigtiniy elementy analizés atlikimui parinktas ,ANSYS 5.6° programinis paketas, o
diskretizacijos paklaidy vertinimas bel optimalumo kriterijy analizé atlikta bei realizuota atskiru moduliu
naudojant ,,Microsoft Visual C++ 6.0“ programing aplinka.
Daktaro disertacijos darbe teikiami ginti Sie teiginiai:

Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimo metodika.

Adaptyvios baigtiniu elementy strategijos su lokaliaisiais ir globaliaisiais tinklo

optimalumo kriterijais.

Poprocesorinio sprendinio radimo metodika jvertinant geometrinj singuliaruma.

Darbo rezultaty aprobavimas. Disertacijos tyrimy medziaga pristatyta Siose Lietuvos
tar ptautinése konferencijose:

1. ,, Modern Building Materials, Structures and Techniques®, Vilnius, 2001 m. geguzés 16-18d. p.
301, praneSimo tema,, Intelligent initial finite element mesh generation for solution of engineering
problems®.

2. , Mathematical Moddelling and Analysis*, Vilnius, 2001 m. geguzés 31-birzelio 2 d , p. 87,
praneSimo tema ,, Sub-optimal finite element mesh generation for 2D problems”.

3. , Mechanika 2003“, Kaunas, 2003 m. balandzio 34 d., praneSimo tekstas iSspausdintas atskiru
leidiniu, praneSimo tema , Adaptive finite element analysis based on different mesh optimality
criteria”.

4. , Mathematical Modelling and Analysis‘, Trakai, 2003 m. geguzés 28-31d., p. 80, praneSimo
tema ,, Adaptive mesh refinement procedure based on different mesh optimality criteria®.

5. ,, Mechatronic Systems and Materials 2005“, Vilnius, 2005 m., spalio 2023 d., p. 62, pranesSimo
tema ,,Mesh optimization strategies for solutions of engineering problems®.

Disertacijos tyrimu medziaga pristatyta Lietuvos konferencijoje:
6. , Xl Lietuvos skaiciuojamosios mechanikos asociacijos’ konferencija, Vilnius, 2004 m.,
balandzio 9d., praneSimo tema ,Prisitaikanciyju baigtiniy elementy strategijos pagerinimas

plokstuminiy tamprumo teorijos uzdaviniy sprendimui®.

Darbo rezultaty publikavimas. Disertacijos tyrimu medziaga iSspausdinta Lietuvos mokslo
zurnaluose ir testiniuose leidiniuose su svorio koeficientu (19):

1. Vasiliauskiené L. ir BauSys R. (2002) Intelligent Initial Finite Element Mesh Generation for
Solutions of 2Dproblems // Informatica, 13(2), p. 239-250.

2. Vasiliauskien¢ L. ir BauSys R. (2006) Mesh Optimization Strategies for Solution of Engineering
Problems// Solid State Phenomena, 113, p. 157-162.

Referuotoje tarptautiniy mokslo organizacijuy organizuoty konferenciju, vykusiy Lietuvoje, praneSimy
medziagoje:

L.Vasiliauskiené. Prigtaikanciosi os baigtiniy elementy strategijos plokStuminiams tamprumo teorijos uzdaviniams
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3. Vasiliauskiené¢ L., Bausys R. (2003). Adaptive Finite Element Analysis Based on Different Mesh
Optimality Criteria// Konferencijos,,Mechanika—2003* praneSimy leidinys, p. 133-138.

Lietuvos mokslo zurnaluose, referuojamuose pripazintose tarptautinése duomeny bazése:

4. Vasiliauskien¢ L., Bausys R. (2003) Intelligent Adaptive Mesh refinement procedure based on
global and local mesh optimality criteria// Mechanika, 3(41), p. 11-17.

Disertacijos sandara. [vadiniame skyriuje trumpai apibrézta tyrimy sritis, suformuluotas darbo
aktualumas, tikslas, apibtdintas tyrimu objektas, aptartas darbo naujumas ir originalumas.

Pirmajame skyriuje apzvelgiami tokie pagrindiniai mechaniniy konstrukcijy modeliavimo taikant
prisitaikanciyju baigtiniy elementy analize, kaip baigtiniy elementy tinklo generavimo metodai, paklaidy
vertinimo biidai, tinklo optimizavimo strategijos bei sprendinio tikslinimo budai singuliariuose taskuose.
Trumpal pateikiama prisitaikanciyju baigtiniy elementy strategiju vystimosi istorija, apzvelgiami kity
autoriy darbai. Taip pat pateikiamos pagrindinés tamprumo teorijos lygtys, smulkiau aprasomas klasikinis
prisitaikanc¢iyju  baigtiniy elementy strategijos agoritmas, pateikiamos paklaidy vertinimo
priklausomybés, h-prisitaikanciuyjuy baigtiniu elementy strategijos algoritmas bei plintancio fronto
technikos algoritmas, skirtas baigtiniy elementy tinklui generuoti.

Antrgame skyriuje pateikiama nauja strategija, skirta sudétingy mechaniniy konstrukciju
pradiniam beveik optimaliam tinklui generuoti. Taip pat pateikiami skaitiniai pavyzdziai, leidziantys
iliustruoti pasitilyto metodo pranaSuma lyginant su tradiciniu pradinio baigtiniy elementy tinklo
generavimo badu.

Trecigjame skyriuje iSnagrinéti dazniausiai mechanikos uzdaviniy sprendimui taikomi lokaligji ir
globaligji tinklo optimalumo kriterijai. Taip pat iSanalizuota skirtingy optimalumo kriterijy itaka
prisitaikanciyju baigtiniy elementy analizés procesui. Pateikti trys skirtingo sudétingumo inzineriniai
uzdaviniai, leidziantys geriau suprasti vieno ar kito optimalumo kriterijaus parinkimo itaka galutinio
optimalaus tinklo gavimo procesui.

Ketvirtgjame skyriuje pateiktas naujas metodas, leidziantis tiksliau aproksimuoti sprendini
nagrinéjant sudétingas mechanines konstrukcijas su singuliariomis zonomis. Patikslinto sprendinio
singuliariame taske pranasumas iliustruojamas lyginant ji su baigtiniy elementy sprendiniu, taip pat
ikomponuojant patikslinto singuliaraus sprendinio skaiciavimo metoda 1 prisitaikanciyjy baigtiniy
elementy strategija.

Darbas baigiamas pateikiant gautas iSvadas bel iSvardijant cituotos literatiros sarasa. Disertacijos
tekstas pateiktas 99 kompiuteriu sumaketuotuose 1.5 eilétarpiu iSspausdintuose puslapiuose. Tekste yra
57 paveikslai, 9 lenteliy ir 129 cituotos literattiros Saltiniy. Disertacija paraSyta lietuviu kalba.

L.Vasiliauskiené. Prigtaikanciosi os baigtiniy elementy strategijos plokStuminiams tamprumo teorijos uzdaviniams
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1. PAGRINDINIAI KOK YBISKAI IVERTINTOSBAIGTINIU ELEMENTU ANALIZES
TAIKYMO ASPEKTAI DVIMATEMSINZINERINEM S PROBLEM OMS SPRESTI

Baigtiniy elementy metodas yra labiausiai paplites matematiniy modeliy skaitmeninio skai¢iavimo
irankis, placiai taikomas visose srityse, kur uzdaviniai aprasomi diferencialinémis lygtimis, o ypa¢ stiprial
iSitvirtino strukttirinés inzinerijos bel kitose panasiose disciplinose. Taikant S| metoda sprendziami
mechaniniai, Siluminiai, hidrauliniai, elektromagnetiniai ir kitokiy fiziniy sistemy uzdaviniai, taip pat
labai sckmingai modeliuojami dinaminiai procesai. Baigtiniy elementy metodo algoritmas yra universalus
sprendziant jvairiy fiziniy sistemy uzdavinius, todél nebereikia gilintis | daugeli tradiciniy analitiniy
lygéiu sprendimo bidy, kuriy didziausias trikumas yra tas, kad jie daznai yra specifiniai kiekvienal
atskiral uzdaviniy klasei.

Nagrinéjant bet koki vientisa kiina, laisvés laipsniy skaicius yra begalinis, be to, tikslus sprendinys
dazniausiai néra zinomas, galima rasti tik apytikri sprendinj, kuris skai¢iuojamas padarius prielaida, kad
vientiso kiino bavis gali biti apraSomas baigtiniu nezinomyju skai¢iumi. Baigtiniy elementy metodo esmé
— nagringjamos konstrukcijos suskaidymas i tokias smulkesnes dalis, kurioms galime pritaikyti
standartinius skaiciavimus. Taip nuo begalinio laisvés laipsniy skaic¢iaus pereinama prie baigtinio.
Nagrinéjamos srities skaidymas i zinomo dydzio ir formos dalis, vadinamas srities diskretizacija, o
gautoji dalelé — baigtiniu elementu.

Baigtiniy elementy metodo raidos istorija prasideda SeStgjame deSimtmetyje. Viena iS pirmy
straipsniy 1956 metais su bendraautoriais paras¢ Turner (Turner ir kt., 1956), o besibaigiant septintajam
deSimtmeciui pasirodé pirmosios knygos, skirtos baigtiniu elementy metodui. Didele jtaka baigtiniuy
elementy metodo raidai turéjo Zienkiewicz (Zienkiewicz, 1967) darbai. Taciau reikéty neuzmirsti, kad dél
silpnu to meto kompiuteriniu galimybiy sprendziamy uzdaviniuy apimtis buvo labai ribota, todél tinklo
generavimo technikoms bei algoritmams buvo skiriama palyginti mazai démesio. Sprendziant tuo metu
aktualius uzdavinius tiesiog buvo stengiamasi kaip galima labiau sumazinti tinklo elementy skaic¢iu, kad
baigtiniu elementy uzdavini galéty iSspresti tuo metu prieinami ribotos atminties bel greicio
kompiuterial. AStuntajame deSimtmetyje situacija pasikeit¢é — dél per didelés sprendziamo uzdavinio
dydzio apimties pagrindiniu tikslu tapo automatiniy tinklo generavimo algoritmy karimas bei
tobulinimas. Butent dél Sios priezasties to meto straipsniuose bei knygose daugiausia démesio buvo
skiriama ir tinklo generavimo algoritmams (Irons, Ahmad, 1980; Hinton, Owen, 1979; Bathe, 1978;
Desai, Abel, 1972). Devintgjame deSimtmetyje skai¢iavimo sto¢iuy atmintis buvo jau pakankamai didelé,
kad galéty iSspresti sudétingus uzdavinius, taciau asmeniniy kompiuteriy pajégumai dar buvo riboti, todél
jvairis uzdaviniy sprendimo pagreitinimo algoritmai isliko vis dar aktualtis. Taip pat reikéty paminéti,
kad kaip tik tuo laikotarpiu buvo automatizuotos paklaidy vertinimo procediiros taikant poprocesorinius
paklaidy vertinimo metodus. DeSimtajame deSimtmetyje tinklo generavimas tapo vienu iS svarbesniu

baigtiniu elementy analizés prieSprocesoriniy zingsniy. Baigtiniy elementy analizés automatizavimas
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naudojant diskretizacijos paklaidos vertinima bei prisitaikanciuosius tinklus kélé vis didesni
susidoméjimg tiek gamyboje, tiek moksle (Akin, 1994), todél ypac daug mokslininky dirbo
prisitaikanciyjy strategiju karimo bei tobulinimo srityje (Szabo, Babuska, 1991; Lee, Hoobs, 1999;
Stupak, Bausys, 2000; Dobrowolski, Villegas, 2005; Belhachmi ir kt., 2005).

Lietuvos mokslininkai taip pat dirba skaitinio modeliavimo ir optimizavimo srityje siekdami
iSanalizuoti jvairias mechanikos problemas. Skaiciuojamosios mechanikos, tampriyju-plastiniy
konstrukcijy prisitatkomumo teorija bei konstrukciju optimizacijos bei matematinio programavimo
metodus statybinéje mechanikoje nagrinéjo J. Atkocitinas su bendraautoriais (Atkocitinas, Nagevicius,
2004; Atkociunas, Merkeviciute, 2004; Atkocitnas, Jarmolajeva ir Merkeviciuté, 2004). Baigtiniy
elementy metoda placiai nagrinéjo ir savo moksliniuose tyrimuose taiké R. Barauskas su bendraautoriais
(Barauskas, 1998; Barauskas, Kuprys, Leonavicitaté, 2003; Barauskas, Katianauskas, Belevicius, 2004).
Baigtiniy elementy metodo tailkyma konstrukciniy elementy irimui tyré R. Katianauskas (Stupak,
Katianauskas, 2000; Kacianauskas, Markauskas, 2004), o prisitaikanciasias baigtiniy elementy strategijas
bei juy taikyma ivairiy mechanikos uzdaviniy sprendimui analizavo R. BauSys (Bausys, Wiberg, 1999).
Reikty paminéti, kad labai sékmingai prisitaikanciasias BE strategijas dvimaciy struktiiry irimo
modeliavimui pritaiké E. Stupak (2004), o prisitaikanciasias BE strategijas erdviniu atveju plétojo ir
moksliniuose tyrimuose taike V. Zarnovskij (2005).

Prisitaikanciyjuy strategiju tikslas yra kaip galima labiau sumazinti skai¢iavimo sanaudas,
reikalingas apytiksliam sprendiniui rasti, kai zinoma iS anksto nustatyta leistina paklaida. Prisitaikanciuju
baigtiniy elementy strategiju metodai susideda iS tokiy pagrindiniy problemy:

1. Baigtiniy elementy tinklo generavimo algoritmo parinkimas prisitaikanciyjy baigtiniy elementy
strategiju algoritmui.

2. Diskretizacijos paklaidy nustatymas ir jvertinimas, kurio esme sudaro naujo aukstesnés tikslumo
klasés sprendinio suradimas, nes tikslus uzdavinio sprendinys dazniausiai néra zinomas visal.

3. Naujo prisitaikanciojo tinklo generavimas arba tinklo optimizacija, leidzianti iSsaugoti optimaly
diskretizacijos paklaidy vertinimo parametry pasiskirstyma.

4. Tinklo elementy kokybés vertinimo bei gerinimo procediros, leidzian¢ios generuoti baigtiniuy
elementy tinkla esant minimaliam prastos formos elementy skaiciui.

Siuolaikines kompiuterinés technologijos labai supaprastina sudétingy inZineriniy konstrukciju
projektavimo galimybes. Sios technologijos sudaro salygas visapusidkai modeliuoti konstrukcijy bivi be
prototipy bandymo, kuriems gaminti bel testuoti reikia dideliy materialiniu bel laiko sanaudy. Baigtiniy
elementy metodo pagrindu yra sukurta daug universaliy bel specializuoty kompiuteriniy programy.
Programos ,ANSY S*(Svanson Analysis Systems Inc., Houston), ,,SC/Probe”(MacNeal-Schwendler
Corp., Los Angeles), , |-DEAS*(Structural Dynamic Research Corp., Milford) ir pan. leidzia greitai ir

patikimai istirti projektuojamas sistemas ir dar esant projektavimo stadijai patikrinti ir prognozucti ju
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savybes. Taip pat bevelk kiekvienoje techninés pakraipos mokymo istaigoje yra sukurta mazesniy,
specializuoty baigtiniy elementy programy, naudojamy atliekant mokslinius tyrimus bei sprendziant
talkomuosius inzinerinius uzdavinius. Drauge su tokiomis automatizuoto geometrinio projektavimo
programomis, kaip AutoCAD, CATIA ir pan., tokiomis auksto lygio programavimo kalbomis kaip
FORTRAN, Pascal, C bei su tokiomis matematinei analizei orientuotomis programavimo terpémis kaip
MATLAB, MATCAD, MAPLE, baigtiniy elementy programos sudaro galinga irankj, skirta inzinerinéms
sistemoms geometriskai bei fiziSkai modeliuoti.
1.1 Prisitaikanéiosios baigtiniy elementy strategijos. moksliniy darby apzvalga
1.1.1 Tinklo generavimo metodai

Sprendziant viena ar Kita uzdavini, sunku iS anksto pasakyti, kuri baigtiniy elementy tinklo
generavimo metoda taikyti. Paprastai pati uzdavinio salyga pasako, kuris metodas labiau tikty vienam ar
kitam atvejui. Yra isskiriamos dvi technikos — struktiriniy ir nestruktariniy tinkly generavimas. Sakoma,
kad tinklas yra struktirinis, jei kiekviena jo mazga supa tas pats elementy skaicius. Ka jo mazga
supanciy elementy skaicius kinta, tai tinklas yra nestruktarinis.

Struktariniai tinklai pradéti naudoti dar SeStajame deSimtmetyje, kai tuo tarpu nestruktiriniai tinklai
pasirodé tik astuntajame deSimtmetyje. 1Ssamia struktariniy tinkly apzvalga padaré Frey ir George (2000).
Visus struktarinius tinklus sieja bendra idéja — parenkama paprastos geometrijos sritis (parametring), ji
sudalijama, o0 paskui padarius atitinkamas transformacijas ar atvaizdzius i tikra nagrinéjama sritj,
gaunamas tos srities tinklas. Tokiy transformaciju pavyzdys gali buti Bezier kreivés, B-splainai,
Lagrandzo daugianariai ir t.t. Tokiu biidu gauty tinkly elementai dazniausiai turi gera forma, kuri salygoja
mazesnes paklaidas atliekant tolimesnius skaiciavimus. Taciau toks metodas tinka tik aiskia geometrija
turincioms sritims, o jel sritis yra kiek sudétingesné ir joje esama skyliy, ipjovy ar kitokiy geometriniy
nesuderinamumuy, struktiriniy tinkly generavimas tampa bevelk neimanomas, nes iS vartotojo reikalauja
daug rankinio darbo dalijant Sia sriti 1 standartines geometrines sritis.

Kadangi realiame gyvenime nagrinéjamos sritys turi gan sudétinga topologija bei krastines salygas, tai
neiSvengiamai baigtiniy elementy tinklo generavimas turi buti kaip galima labiau automatizuotas, o
vartotojo isikiSimas apribotas tik srities geometrijos bei krastiniy salygu nustatymu. Rekursinés erdvés
dekompozicijos, Delaunay trinaguliacijos bel plintancio fronto technika — yra trys labiausiai paplite
nestruktarinial tinklo generavimo metodai. Visi Sie trys metodai susideda iS keturiy pagrindiniy zingsniy
— srities geometrijos apibrézimo, elemento dydzio funkcijos nustatymo, tinklo generavimo bei tinklo
kokybés gerinimo. 1Ssamy rekursinés erdvés dekompozicijos, Delaunay trinaguliacijos bei plintancio
fronto  technikos algoritmy taikkyma matematiniam programavimui galima rasti Topping su
bendraautoriais (Topping ir kt., 2004) paraSytoje knygoje.
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Rekursinis erdvés dekompozicijos metodas buvo pristatytas kaip vienas iS budy automatiSkai
aproksimuoti jvairius geometrinius objektus (Frykestig, 1994; Samet 1984; Yerry, 1983). Pasirodé, kad
Sis metodas yra pakankamai geras ir patikimas, kad susidoroty su jam keliamais automatinio tinklo
reikalavimais (Kela, 1986). Taikant §i metoda, nagrinéjama sritis padengiama jvairaus dydzio celémis,
reiskiancioms tos srities sudalijima. Sios celés gaunamos rekursiskai dalijant akning cele tol, kol sritis
visiSkai ir tiksliai padengiama smulkesnémis celémis. Paskui kiekviena gauta celé padengiama baigtiniy
elementy tinklu, o ty tinkly sajunga duoda galutinj srities tinkla. Sio metodo pagrinding idé¢ja yra ta, kad
kuo smulkiau sudalijama sritis, tuo paprastesné gaunama kiekvienos celés geometrija, tuo lengviau
sugeneruojamas baigtiniy elementy tinklas. Siuo metodu sugeneruotos celés kartu nusako ir generuojamy
baigtiniu elementy tinklo elementy dydi. Paprasta tinklo, gauto taikant rekursinés erdvés sudalijimo
metoda, kokybé yra pakankamai auk$ta, taciau nors elementai ir atitinka jiems numatyta dydj, jie gana
daznai dar turi netaisyklinga forma srities krastuose. Dél Sios priezasties jvairios tinklo tobulinimo
procediiros dar taikomos galutiniam tinklui gauiti.

Delaunay trianguliacija bei su ja susijusios sritys vis dar yra viena iS svarbesniy skai¢iuojamosios
geometrijos dalyku. Pati pirmaji straipsni dar 1934 metais parasé pats Delaunay (Delaunay, 1934). Nuo to
laiko susidoméjimas Siuo metodu tik didéja, nes jis leidzia lanksciai ir efektyviai sugeneruoti baigtiniy
elementy tinkla (Preparata, 1985; Joe, 1991; El-Hamalawi, 2004; Linardakis, Chrisochoides, 2006).
Delaunay trianguliacijos stkmés priezastis yra gana lengva metodo realizacija, be to, Sis metodas yra
labai efektyvus lyginant su kitais metodais. Taciau Delaunay trianguliacija neiSsaugo tiksliy srities krasty,
todél gautiniame tinkle gali atsirasti blogos formos elementy, turinciy neigiamos jtakos tolimesniems
skai¢iavimams.

Treciasis nestruktiriniy tinkly generavimo metodas — plintancio fronto technika — kaip ir pries tai
minétieji metodai, yra labai efektyvus ir generuoja aukstos kokybés elementus visoje nagrinéjamoje
srityje, taciau prieSingai, nei kiti paminéti metodai, PFT dar papildomai iSsaugo srities krasty vientisuma.
D¢l Siy savybiy PFT metodas pasirinktas disertacijoje nagrinéjamy uzdaviniy tinklui generuoti.

Plintancio fronto technika 2D atveju pirmasis pristaté George 1971 metais, o klasikini PFT algoritma
jo dabartine forma pirmasis apras¢ Lo (1985) ir Peraire (1987). Skaitmeniniu badu patobulinta PFT
metoda pristaté Lohner ir Parikh (1988), kiek véliau — Frykestig (1994). Klasikinis plintancio fronto
technikos algoritmas susideda iS tokiy pagrindiniy zZingsniy — visy pirma inicializuojamas bel pagal tam
tikras taisykles suraiSiuojamas srities frontas ir nustatoma elemento dydzio funkcija. Paskui pagal iS
anksto numatyta kriteriju atrenkamas srities fronto elementas bei atitinkamas optimalus taskas,
reikalingas naujam baigtiniam elementui formuoti. Jei tinklo elementas buvo surastas teisingai, papildoma
tinklo duomeny struktara bei fronto elementai. Procesas tesiamas tol, kol fronte liks bent vienas
elementas. Jei butina, baigus generuoti tinkla, galima gauta tinkla papildomai optimizuoti.
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Didéjant prisitaikanciyju strategiju populiarumui, daug démesio buvo skiriama automatinio,
efektyvaus ir patikimo tinklo generatoriaus paieskoms (Frykestyg, 1994; George, Seveno, 1994; Lohner,
1996), kuriy metu jrodyta, kad plintan¢io fronto technikos algoritmas atitinka visus geram tinklo
generatoriui keliamus reikalavimus ir prisitaikanciuju strategijy algoritmui tinka geriausiai.

1.1.2 Paklaidy vertinimas

Kadangi baigtiniu elementy metodas yra aproksimacinis skai¢iavimo metodas, tai neiSvengiamai
susiduriame su jvairios rasies paklaidomis, atsirandanciomis dél matematinio modeliavimo, baigtiniy
elementy formulavimo ar srities diskretizacijos netikslumy. Srities diskretizacijos paklaidos — tai turimos
srities sudalijimo | smulkesnes dalis pagal tam tikras taisykles rezultatas. Diskretizacijos paklaidos
apibréziamos kaip tikslaus ir baigtiniy elementy sprendinio skirtumas, taciau tik labai retais atvejais yra
zinomas tikslus uzdavinio sprendinys, todél diskretizacijos paklaidy vertinimas ir suradimas yra viena is
svarbiausiy baigtiniy elementy analizés proceso daiy.

Diskretizacijos paklaidy vertinimas skirstomas i prieSprocesorinius ir poprocesorinius paklaidy
vertinimus. PrieSprocesoriniai paklaidy iverciai paprastai pateikia tik kokybini sprendinio ir baigtiniy
elementy tinklo ivertinima, pvz., toki kaip tinklo reguliarumas, asimptotinis konvergavimo greitis ar
gprendinio tolydumas. Poprocesoriniai paklaidy iverciai naudojami specifinel informacijai apie ivairiy
matavimy paklaidas gauti. Poprocesorinio paklaidy vertinimo tikslas yra nustatyti, kaip tiksliai baigtiniy
elementy sprendinys aproksimuoja tiksly pateiktojo uzdavinio sprendinj, naudojant jau suskai¢iuotus
duomenis (Bathe, 1996). Diskretizacijos paklaidos gali bati jvertintos naudojant jvairias paklaidy
vertinimo procediras, pavyzdziui, interpoliacinius paklaidy vertinimo metodus, ekstrapoliacinius
paklaidy vertinimo metodus, rezidiumy metodus bei poprocesorinius paklaidy vertinimo metodus.

Siame darbe bus taikomi tik poprocesoriniai paklaidy vertinimo metodai, kuriy esme sudaro
tikslaus sprendinio pakeitimas poprocesoriniu sprendiniu. Tikslesnis poprocesorinis sprendiniy laukas
gaunamas IS originalaus baigtiniy elementuy sprendinio naudojant poprocesorines technologijas, dar
vadinamas atkiirimo procediromis. Sio tipo paklaidy vertinimo metody patikimumui turi jtakos atkurto
gprendinio kokybe, o tikslumas priklauso nuo asimptotiniy poprocesorinio sprendinio savybiy. Norint
gauti kaip galimatikslesnius paklaidos jvercius, patikslintas sprendinys turi biiti aukstesnio konvergavimo
laipsnio, lyginant su baigtiniu elementy sprendiniu. Bendruoju atveju gauti baigtinio elemento jtempiai
yra tik 1S dalies nenutrikstantys, kai tikslus sprendinys yra glodusis visoje nagrinéjamoje srityje, todél
norint iS diskreciojo gauti logiSka ir gloduji sprendini, naudojamos poprocesorinés procediros. Vadinasi,
poprocesorinés procediros gali bati naudojamos dviem atvejais. pirmiausia jos padeda sujungti
trukiuosius baigtiniu elementy sprendinius | bendra vientisa sprendini, paskui prireikus gautas
poprocesorinis sprendinys gali bati naudojamas jvertinant diskretizacijos paklaida poprocesoriu
paklaidos vertinimo metodul.
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Klasikiné ir seniausiai naudojama poprocesoriné procedira yra paprasciausias vidurkinimas. Ji
atsrado kartu su paciu baigtiniy elementy metodu. Kadangi baigtiniy elementy itempiy sprendinys yra
trokus elemento kratuose, todél vientisam itempiu laukui gauti ir yra naudojama paprasto vidurkinimo
procediira. Nemazai tyrimy buvo atlikta siekiant tobulinti poprocesorines procediiras (Braack, Ern, 2003;
Chatzipantelidis, Lazarov, 2005). Vidurkinimo technika nagrinéjo Bramble ir Shatz (1977), globaliaja
L, projekcija pasitleé Oden ir Brauchli (1971). Didelis luzis plétojant poprocesorines procediiras jvyko
Zienkiewicz ir Zhu (1992) pristacius superkonvergencini elementy fragmento atkirimo metoda (SPR).
Metodo esme sudaro lokaliuyju elementy fragmenty bel superkonvergenciniy tasky, kuriuose baigtiniy
elementy sprendinys igyja tiksliausia reikSme, nagringjimas. Taikant maziausiyju kvadratu metoda
surandamas naujas aukdtesnés tikslumo klases baigtiniy elementy kintamuyjy laukas. Si metoda sckmingai
patobulino Wiberg su bendraautoriais (1993, 1994), Aalto (1997), Kvamsdal ir Okstad (1998), Bausys su
Wiberg (2000) ir Selna ir Hakam (2004), Gu su bendraautoriais (2004), Cai ir Starke (2004), Bochev ir
Grunzburger (2006).

1.1.3 Tinklo optimizavimo strategijos

Kad ir koks efektyvus butuy baigtiniu elementy tinklo generavimo algoritmas, atsiras tokiy
uzdaviniy, kai tam tikras elementy skaicius netenkins formai ir dydziui keliamy reikalavimy. Tokiais
atvejais elementy kokybei pagerinti reikalingas papildomas zingsnis — vadinamoji tinklo optimizacija
Norint diskretizuoti sudétingos geometrijos sriti ir iSvengti labai didelio skaiciaus elementy, reikia naudoti
skirtingo dydzio elementus skirtingoms srities vietoms aproksimuoti. Nemazai autoriy nagrinéjo elementy
dydzio kontrolés problemas (Owen, 1992; Owen, Saigal, 2000). Paprastai elemento dydzio kontrolés
funkcijos pristatomos kartu su tam tikru tinklo generavimo algoritmu. Vienas iS populiaresniy elementy
dydzio nusakymo budy yra grubaus pradinio tinklo konstravimas iS nagrinéjamos srities virsiniy.
Pavyzdziui, Delaunay trianguliacijos algoritme elemento dydi kiekvienoje srities virsinéje gali nurodyti
pats vartotojas, taip pat elemento dydis gali biti apskai¢iuojamas remiantis tam tikromis prielaidomis,
padarytomis iS srities geometrijos ypatumy ar naudojantis paklaidos normomis iSprieStai buvusio tinklo.
Vieni IS paskutiniyju Borouchaki ir bendraautoriy (Borouchaki ir kt., 1998) darby pristato modifikuota
Delaunay algoritma, kuriame naudojamas interpoliuotas tolygus elementy dydzio tenzoriy laukas tiek
plokstumoje, tiek trimaciu atveju. Taip pat nagrinéjamos galimybés naudoti paklaidy normas is pries tai
buvusio sprendinio naujam elementy dydziui perskaiciuoti. Pristatydami prisitaikanciyju baigtiniy
elementy strategija Peraire su bendraautoriais (Peraire ir kt., 1987, 1988) apibrézé kartu ir elemento
dydzio nusakymo funkcija plintancio fronto technikos algoritmui. Nemaza jtaka plintancio fronto
technikos algoritmo elemento dydziui nustatyti parodé R.Lohner ir P.Parikh (Lohner, 1988; Lohner,
Parikh, 1988), o kiek véliau — J.Frykestig (Frykestig, 1994).
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Prisitaikanciosios baigtiniy elementy strategijos gali bati realizuotos jvairiais budais, taciau
apibendrinant galimaisskirti keturias pagrindines diskretizacijos paklaidy mazinimo strategijas:

1. H-versja — tai adaptyvusis procesas, kurio metu yra kei¢iamas elemento dydis, o elementa
aprasancio daugianario eilé nekinta. Baigtinio elemento dydis mazéja, jei paklaida netenkina leistinos
vartotojo paklaidos, ir didéja, jei paklaida pasiekia reikiama dyd;. Taikant S; metoda, gaunami netolygis
tinklai su kintamo dydzio elementais (Demkowicz ir kt., 1985; Hansbo, 1989; Zeng, 1991; Zhu,
Zienkiewicz, 1988; Okstad, Mathisen, 1994). Si schema prisitaikan¢iyjy baigtiniy elementy strategijose
naudojama dazniausiai. Smulkiau Sis metodas bus aprasytas 1.2.4 skyriuje.

2. P-versja. PrieSinga nei h-versija, esant p-versijai elemento dydis nekinta, 0 ji aprasancio
daugianario eilé kinta priklausomai nuo gautos paklaidos. Jei paklaida didel¢, daugianario eilé didéja, o
jel paklaida yra mazesné uz tam tikra nustatyta paklaida, tai daugianario eilé mazéja (Babuska ir kt.,
1981; Gupta ir kt., 1991; Moller, 1994). Zinoma, kad p-versija konverguoja greiciau nei h-versija, taciau
h-versija yra populiaresné dél savo paprastumo.

3. H-p-versja. Sujungus h ir p versijas gaunama labai efektyvi h-p-versija (Szabo, 1990; Zeng,
1991; Zienkiewicz ir kt., 1989; Zeng, Wiberg, 1992; Melenk, 2005). Siuo atveju konvergavimo greitis
pasiekia net eksponente (Babuska ir kt. 1986; Babuska, Suri, 1990).

4. R-versja. Yradar vienas — taip vadinamasis r-metodas, kuris fiksuoja laisvés laipsniy skaiciy ir
perstumia mazgus. Taiau Sis metodas labai sprendinio nepagerina neduoda, todél prisitaikanciuju
baigtiniu elementy strategijose talkomas retai (Babuska ir kt., 1986).

Prisitaikanciosios baigtiniy elementy strategijos ne tik iesko sprendinio, atitinkancio leisting
vartotojo paklaida, bet ir tokio sprendinio, kuris bty susietas su vadinamuoju optimaliu tinklu. Dauguma
prisitaikanciyju baigtiniy elementy strategiju remiasi  energetine paklaidos norma ir optimaliu laiko toki
tinkla, kuriame paklaidos pasiskirstymas visy elementy atzvilgiu yra tolygus (Zienkiewicz, Zhu, 1987).
Yra kelios priezastys, dél kuriuy paklaidai jvertinti parenkama energetiné paklaidos norma. Visu pirma,
energetiné paklaidos norma turi aiskia fiziking prasme, susieta su baigtiniy elementy diskretizacijos
procesu. Taip pat yra sukurta aiski matematiné teorija, leidzianti paaiskinti skirtingas energetinés
paklaidos normos savybes. Be to, yra nemazai paklaidy vertinimo strategiju, suskurty energetinés
paklaidos normos pagrindu. Ir galiausiai, taikant tolygaus paklaidos pasiskirstymo ploto vienetui
optimalumo kriteriju gaunamas pigiausias tinklas, turintis maziausia laisvés laipsniy skaiciy (Li, Bettes,
1995), kai tuo tarpu taikant kitus optimalumo Kriterijus gaunami zymiai didesnj elementy skaiciy turintys
tinklai.

Siuolaikiniu kompiuteriniy technologiju galimybés labai iSaugo, todél vis daugiau demesio
skiriama alternatyviy optimalumo kriteriju paiesSkai ir taikymui (Bugeda, Onate, 1992; Picasso, 2003;
Coorevits, Bellenger, 2004; Stevenson, 2005), nes tokie kriterijai leisty vartotojui tinkla tankinti tose

vietose, kur tuo metu sukoncetruotas jo déemesys (pvz. didziausiy itempimy vietose). Pavyzdziui, siekiant
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sukurti prie ftempimy lauko pasiskirstymo priderinta BE tinkla, prisitaikanciyju BE strategiju algoritme
naudojamas paprastas itempimu tolydumo indikatorius (Stupak, Kacianauskas, 2000), lygus IS mazginiy
ftempimy reikSmiy intervalo isrinktai maksimaliai reikSmel, padalintai iS jtempimu globaliy asSiy
atzvilgiu, Mizeso jtempimy ar kity dominanciy dydziy. Taip apibréztas tolydumo indikatorius gali bati
lalkomas optimalumo kriterijumi ir taikomas suradimui informacijos, reikalingos naujo tinklo
generavimui.

Parenkant alternatyvius optimalumo kriterijus iSsiplecia prisitaikanciyju baigtiniy elementy
strategijuy uzdavinys, pagal kuri galutinis optimalus tinklas turi ne tik tenkinti iS anksto nustatyta vartotojo
paklaida, bet ir uztikrinti, kad gauti poslinkiai, deformacijos ir jtempimai yra pakankamai saugis prie
esamy apkrovy. Optimalumo Kriterijai yra skirstomi i globaliuosius ir lokaliuosius optimalumo kriterijus,

kurie placiau aptarti bus 3.2 skyriuje.

1.1.4 Snguliariy tasky jtakos sprendinio konvergavimo greiciui jvertinimas

Prisitaikanciyju BE tinkly taikymas ijvairius inzineriniu  uzdaviniu modeliavimui smarkiai
praplecia skaitiniy eksperimenty galimybes, taciau net ir labai efektyvus algoritmas gali neduoti laukiamo
rezultato, jei nagrin¢jamoji sritis turi singuliariy tasky, su kuriais labai daznai susiduriame irimo
mechanikos, Silumos sklidimo uzdaviniuose, tiriant kompozitines medziagas ar nagrinéjant sudétingos
geometrijos uzdavini.

Nemazai autoriy nagringjo sprendinio tikslinimo metodus singuliarioje zonoje. Vienas iS senesniy
budu pagerinti baigtiniu elementy analizés procesa yra parinkti specialius singuliarius elementus,
jungiancius standartini BE tinkla su singuliariu elementu (Barsoum, 1976). Tokie singuliartis elementai
gaunami parenkant specialias formos funkcijas BE analizei. Sis metodas yra gana populiarus, tatiau
neleidzia pagerinti sprendinio tikslumo tankinant BE tinkla. Tokiu atveju singuliarioje zonoje vietoj
standartiniy baigtiniy elementy siiloma naudoti singuliariu elementy juostas, vadinamas S-juostomis
(Aalto, 1998; Aalto, 1999). S-juostos geometrija apibréziama pagal singuliary srities taSka P ir ribing
kreive G, kuri kaip tik ir atskiria S-juosta nuo standartinio izoparametrinio BE tinklo. Elemento S-juostoje
geometrija yra apibréziama taip, kad S-juostos koordinatés bity tiesiSkai susijusios su elemento
koordinatémis. Autorius parodo, kad sujungus S-juostas su superkonvergenciniu elementy fragmento
atkiirimo metodu, gaunama efektyvi technologija uzdaviniams, turintiems singuliariy zony, skaiciuoti.
Nagrinédamas sritis su singuliariais kampais, Apel pasitilé lokalyji tinklo gradavima singuliariaus tasko
aplinkoje (1996, 1998). Lygties, aprasancios Silumos sklidimo ar elastinés deformacijos uzdavinius,
tikslus sprendinys turi aibg singuliariy tasky. Kiekvienas singuliarus taskas yra nusakomas tikriniy
reilkSmiy seka (Kondratiev, 1967; Kondratiev, 1970; Grisvard, 1985; Knyazev, Osborn, 2006).
Struktirinés mechanikos uzdaviniuose Sios tikrinés reikSmés padeda nusakyti srities jtrikimo ar visiSko
suirimo tikimybe Salia singuliariojo tasko. Tai ypac aktualu elektronikoje bel naudojant kompozitines
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medziagas. Tokiy singuliariyjy sriciy, turinciu smaily kampuy, susidedanciu iS keleto medziagy, ar esant
sudétingoms krastinéms salygoms, analizei yra sukurta keletas metodu. Vieni iS pavyzdziy galéty bati
Steklovo bei modifikuotasis Steklovo metodai (Y osibash, Szabo, 1995). Turint apskaiciuotas tikrines
reikSmes, galima skaiciuoti jtempimy intensyvumo koeficientus, kurie dvimatéje tiesingje elastiskumo
teorijoje yra tiesiogiai susieti su jtempimy bavio energija. Sujungiant Steklovo metodus su p-baigtiniy
elementy versija, itempimy intensyvumo daugikliai apskaiciuojami ypac tiksliai tiek izotropinéms, tiek
anizotropinéms sritims (Y osibash, Szabo, 1995, 1996). Bendruoju eliptinés lygties atveju tikslios tikrinés
reikdmés néra Zinomos. Tokiu atveju yra taikomas modifikuotasis Steklovo metodas. Sis metodas,
iSsprestas baigtiniy elementy metodu, uztikrina tikriniy reikSmiy konvergavima didéjant laisvés laipsniu
skai¢iui. Tikslis skaiciavimo metodai, leidziantys surasti tikslias tikrines reikSmes ir tikrines funkcijas,
apsiriboja izotropinémis medziagomis iS ne daugiau trijy regiony (Dempsey, Sinclair, 1981; Ying, 1986).
Tikrinés reikSmés gali biti surastos taikant iteracini matricy metoda, kai tikrinés reikSmeés randamos pagal
skaitmenini Rungés, Kuto ir Fehlbergo metoda (Papadakis, 1988). Smulkiau netiesiniy lygciy tikriniy
reilkSmiy skaiciavimo procesa apraso Leguillon su bendraautoriais (1987). Sudétingos geometrijos

uzdaviniy su singuliariaisiais taskais sprendima nagrinéjo Qian (2001), Song ir Wolf (2002).

1.2 Prisitaikané¢iosios baigtiniy elementy strategijos. pagrindinéslygtysir algoritmai

Taikant baigtiniy elementy metoda, labai svarbu turéti tinkama baigtiniy elementy tinkla. Kadangi
baigtiniu elementy sprendinio paklaida tiesiogiai priklauso nuo baigtiniy elementy tinklo kokybés, labai
daznai prireikia papildomu veiksmy tai kokybei pagerinti. 11ga laika baigtiniu elementy tinkluy generavimo
kokybés vertinimas rémési tik panaSiy uzdaviniy sprendimo patirtimi. Vartotojas turédavo pats nuspresti,
ar gauto sprendinio kokybé jau pakankamai gera, ar dar ne. Jei paklaida dar buvo pakankamai didelé¢, jis
turédavo konstruoti nauja tinkla ir pakartoti iS naujo paklaidu vertinimo procesa. Taip procesas btidavo
kartojamas tol, kol vartotojas gaudavo reikiamo tikslumo sprendini. Taciau rankinis darbas yra pernelyg
neapibréztas ir per daug brangus laiko atzvilgiu, todél elementy dydzio bei tankumo pasiskirstymas gali
bati prognozuojamas taikant automatinius tinklo generavimo metodus. Elemento dydis naujame tinkle
perskai¢iuojamas remiantis prieStai buvusios analizés rezultatais. Tokiu biidu automatiskai vienas po kito
gaunami vis geresnés ir geresnés kokybeés tinklai. Po keleto bandymuy gaunamas tinklas, jau tenkinantis
leisting vartotojo paklaida. Taigi tik minimaliai isikiSus vartotojui, gauname automatini algoritma
galutiniam aukstos kokybeés tinklui generuoti.
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1.1 pav. Tradicinis prisitaikan¢iyjy baigtiniy e ementy strategijy algoritmas

Pirmigji adaptyvis tinklai baigtiniy elementy analizei buvo pasitilyti Melosh ir Marshal (Melosh,
Marshal, 1977), paskui — Peano ir kt. (Peano, Pasini, Riccioni, Sardella, 1979) darbai. Nuo to laiko daug
pastangu idéta plétojant prisitaikanciasias baigtiniy elementy strategijas bel optimizuojant tinklo
generavimo procesa (Bausys, 1999; Lee, Lo, 1993; Lohner, 1996; Zienkiewicz, Taylor, 2000; Morin ir kt.
2002).

Pagrindiné prisitaikanciyju baigtiniy elementy strategijos idéja remiasi diskretizacijos paklaidy
vertinimu. Sios paklaidos skai¢iuojamos visoje srityje remiantis gautu baigtiniy elementy sprendiniu, tada
pagal gautas paklaidas, generuojamas naujas srities tinklas ir skai¢iuojamas naujas baigtiniy elementy
gprendinys tam gautam tinklui. Kaip jau buvo paminéta, Siuo metu yra zinomos keturios pagrindinés
prisitaikanciojo proceso versijos, tai h-versija, p-versija, h-p-versija bei r-versija

Sakoma, kad baigtiniy elementy analizés algoritmas yra prisitaikantis, jei skai¢iavimo procese jis
taip naudoja tarpinius rezultatus, kad gautasis galutinis sprendinys yra laikomas optimaliu. Toks
algoritmas yra visiSkai automatinis, o iteracinis procesas visiskai valdomas leistina vartotojo paklaida.

Tradicinis prisitaikantis tinklo tobulinimo algoritmas susideda iS tokiy zingsniy (1.1 pav.):
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1. Sukonstruojamas pradinistinklas, parenkama norima sprendinio paklaida

2. Duotgjam tinklui apskaic¢iuojamas baigtiniy elementy sprendinys.

3. Ivertinama globalioji bei lokalioji diskretizacijos paklaidos.

4. Tikrinama globalioji paklaida. Jel ji patenka i leistinas paklaidos ribas, skaiciavimai stabdomi ir
algoritmas baigiamas. Kitu atveju — gautoji paklaida kartu su leidziama paklaida naudojamos tinklo
tobulinimo informacijai ruosti.

5. Patobulinamas senas tinklas arba sugeneruojamas naujas ir griztamai antra zingsn; .

Dazniausiai tinklo generavimo procesas pradedamas nuo vartotojo gana grubiai sukonstruoto
pradinio tinklo, turin¢io vos kelis elementus, o elemento dydzio funkcija priskiriama rankiniu btdu
kiekvienam tinklo elementui. Generuojant baigtiniy elementy tinkla, naujo tasko elemento dydzio
funkcija nustatoma taikant tiesing interpoliacija, tada generuojamas naujas tinklas ir skai¢iuojamas naujas
baigtiniy elementy sprendinys bel vertinama diskretizacijos paklaida, siekiant perskaiciuoti elemento
dydzio funkcija jau iS ,posteriori“ paklaidos vertinimo. Yra dvi pagrindinés priezastys, kodél reikéty
stengtis gauti optimaly tinkla su tolygiai paskirstytomis sprendinio diskretizacijos paklaidomis. Pirmoji
priezastis yra ta, kad optimaliame tinkle eliminuojama sprendinio singuliarumy jtaka sprendinio
konvergavimo greiciui. Tal leidzia pasiekti norima tiksluma didziausiu konvergavimo greiciu, kartu
naudojant maziausia laisvés laipsniy skaiciy. Antroji priezastis ta, kad diskretizacijos paklaidos nustatymo
efektyvumeas didéja baigtiniy elementuy tinklui artéjant prie optimalaus. Be to, praktiniu pozitriu, nereikia
visiskai tiksliai optimizuoti kiekvieno tinklo elemento tikrinant lokaliasias paklaidos normas, uztenka
surasti optimaly tinkla, kuriame bty tenkinami tik globaliosios diskretizacijos paklaidos reikalavimai.
Norint sugeneruoti pati geriausia tinkla nagrinéjamam uzdaviniui, reikia rasti kompromisa tarp ieSkomo
gprendinio tikslumo ir skaiciavimo efektyvumo. Sprendinio tikslumas gali bati lyginamas su tinklo
elementy skaiciumi — kuo elementy skaicius didesnis, tuo ju dydis mazesnis ir tuo tiksliau
aproksimuojama nagrinéjamoji sritis. Taciau reikia nepamirsti, kad smarkiai padidéjes elementy skaicius
lemia didesnes skaiciavimo sanaudas. Paprastai optimaliam tinklui rasti prireikia 3-5 iteraciju.
Prisitaikanciasias baigtiniy elementy strategijas sudaro dvi pagrindinés dalys. diskretizacijos paklaidy
nustatymas bei naujo prisitaikanciojo tinklo generavimas. Sios dvi dalys plagiau apradytos tolesniuose
skyriuose.

1.2.1 Pagrindinées tamprumo teorijos lygtys

Tamprumo teorijos metodais nustatomos projektuojamy objektuy racionalis matmenys,
pavojingosios ir leistinos apkrovos. Si teorija nagrinéja jtempimy pasiskirstyma kietuosiuose
tampriuosiuose kiinuose, ty kiinu deformacijas ir ju tasky poslinkius, kuriuos sukelia jvairas iSoriniai
poveikiali. Realios konstrukcijos mechanini modeli apibidina geometriné forma, itvirtinimo pavirsius,
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apkrovimas ir medziagos mechaniniy rodikliy pasiskirstymas. Pagrindinés tiesiSkai tampraus kino

statinés pusiausvyros lygtys apraSomos tokiy diferencialiniy lygéiy sistema:

divs + f =0, (pusiausvyros lygtys) (11)
e =Lu, (vientisumo lygtys) (12)
s =De =DLu, (fizinés lygtys) (13)

krastinés salygos
=u,, (poslinkiy krastinés salygos ) (14)
=t,, (nataraliosios krastinés salygos) (15)

¢ia u, e ir s — aitinkamai poslinkiuy, deformaciju ir itempimy laukai. f apibrézia kiina veikiancias
jégas, L — deformaciju diferencialinis operatorius, o D — tampraus bavio standumo matrica.
G =G, E G, —nagrinéjamos srities Q kradtas. n apibréziaiSorin normalés vektoriy ant G,. u,, 0 t, —i$
anksto nusakyti poslinkiai ir jtempimai atitinkamai ant G, ir G, .

Podlinkiy laukas apibréziamas kiekvienam elementui, kuris dazniausiai aprasomas tokia forma:

u, =Nd, (1.6)
¢ia N —formos funkcijos, o d — apibendrinti poslinkiai to elemento mazguose.

Deformacijy ir jtempimy laukal apskai¢iuojami pagal formules (1.2)ir (1.3):

e, =LNd, (17)
s, =DLNd, (18)

Cia p — formos funkcijy daugianariy laipsnis, 0 m — auk&tiausias diferencialinio operatoriaus L laipsnis.
Tada elemento podlinkiy, deformacijy ir itempimy tikslumas iSreiSkiamas formulémis:

|u- u,|£C,h", (1.9)
le- e, £C.hP ™, (1.10)
Is - s,|£C hP ™, (111)
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Ciau, ¢ ir o — atitinkamai tiksliis poslinkiai, tikslios deformacijos ir tikslis jtempimai, C,,C, ir C, yra

konstantos, o h — elemento dydzio charakteristika

1.2.2 Baigtiniy elementy metodas

Baigtiniy elementy metodas leidzia pakeisti diferencialiniy lyciy sprendima algebriniy lygciuy
sistemos sprendimu. Tam konstrukcija sudalinama i baigtini skaic¢iy figary, kurios vadinamos baigtiniais
elementais. Skaic¢iuojant baigtiniuy elementy metodu reikalaujama, kad ieskoma funkcija bty tolydi tik
baigtinio elemento viduje, o tarp elementy gali biti ieSkomos funkcijos trikiai. Todél baigtiniy elementy
metoda patogu taikyti sudétingu konstrukciju (netaisyklingos formos, su skylémis ar iSpjovomis, esant
skirtingoms krastinems salygoms) skai¢iavimo uzdaviniams spresti. Baigtiniy elementy metoda galima
skaidyti i tokius etapus: informacijos apie atskirus elementus suformavimas, atskiruy elementy pagrindiniy
priklausomybiy suformavimas, atskiry elementy surinkimas i viena model; ir Sio modelio sprendimas
nustatant pagrindinius nezinomuosius bel kity nezinomy dydziy apskaiciavimas pavieniuose elementuose.

Pagrindinés tiesiskal tampraus kiino statinés pusiausvyros lygtys gali bati  gaunamos

minimizuojant bendra potencing energija:

1 N N\ \|
p = > da]T edV - du]T pedV - du]T qds, (1.12)
\% \% S
cia s ir ¢ yra jtempimu ir deformaciju vektoriai, u — poslinkiai kiekviename kiino taske, p — kiina
veikianc¢ios jégos ploto vienetui, g — . Integruojamakiino taryje V, S— apkrauto kiino plotas.
Podlinkiy laukas nusakomas formule:

u= Nu®, (1.13)

¢ia N —formos funkcijos, o u® — apibendrinti poslinkiai to elemento mazguose.

Elementy deformacijos iSreiSkiamos tokia lygybe:
& =Bu°®, (1.14)

¢ia B — elementy geometriniy rodikliy matrica, gaunama diferencijuojant formos funkcijas.

Galiausiai randama elementy itempimu matrica:
o = De, (1.15)

¢ia D — modulio fiziniy konstanty matrica.

Viso kiino potenciné energijayralygi visy elementy potenciniy energiju sumai:

p=an.. (1.16)
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V, S,

e e

b=} dul 8T oeurav - e [NT pav- o] NT s, (1
Ve

¢ia V, —elemento taris, S, — apkrautos elemento dalies plotas.
Minimizuojame elemento potencing energija ir gauname tokias lygtis:

ﬂlg = d[B]T DB)uedV - gN] pav - gN] qdS=Keu- Fe, (1.18)

ﬂu Ve Ve Se

Fe=gN] pav + gN] qds, (119)
Ve Se

Ke = 8] DBusav . (120)
Ve

F ©—mazginiy jégu vektorius, K° —elemento standumo matrica.

Baigtiniy elementy metodo populiaruma Iémé automatinis duomeny surinkimas panaudojant
vartotojui labai patogius geometrinius jvaizdzius, galimybé ijvertinti jvairiausias krastines salygas ir
galimyb¢ tame paciame modelyje turéti jvairios formos elementus, kas labai padidina metodo

efektyvuma.

1.2.3 Pagrindines diskretizacijos paklaidy vertinimo priklausomybeés
Tyrinéjant gauto baigtiniy elementy sprendinio kokybe, batina atsizvelgti | diskretizacijos
paklaidas. Nagrinéjamame srities taSke diskretizacijos paklaida taikant baigtiniy elementy analize
apibréziama kaip tikslaus ir procesorinio baigtiniy elementy sprendinio skirtumas:

e=u-u,, (1.21)

¢ia u —tikslus sprendinys, u, — atitinkamas BE aproksimacijos sprendinys.

Siuo konkregiu atveju paklaida i&reikda poslinkiais, nors lygiai taip pat gali biti i&reidkiama
itempimais, deformacijomis ar kitais mus dominanciais dydziais.

Naudojantis prisitaikanciasias baigtiniu elementy strategijas daznai tenka jvertinti tam tikro
sprendinio tiksluma. Kadangi tikslus sprendinys dazniausiai néra zinomas, baigtiniu elementy sprendiniui
ivertinti reikia taikyti papildomus aproksimacijos metodus. Populiariausias paklaidos ivertis remiasi

energetine norma ir apibréziamas tokia formule:

1

&, 02
”e”E(W) = gWOET Le dW: (1.22)
1]

¢iaL — pagrindiniu lygciu diferencialinis operatorius.
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Diskretizacijos paklaidy nustatymo metodal pateikia ir globaliaja paklaidos charakteristika,
iSreiksta viena ar kita norma, bei paklaidu lauka, apimanti visa nagrinéjama diskretizacijos sritj.
Diskretizacijos paklaidy laukas yra pagrindiné priemoné kuriant nauja prisitaikanciyju baigtiniy elementy

tinkla. Praktikoje Si norma gaunama susumavus kiekvieno srities Wtinklo elemento normas:

nel nel
||q|;w> =él||%||2 :éll dsn-s )'D(s,-s")dW, (1.23)
1= 1= VVI

gia ||e||E(W) — bendra diskretizacijos paklaida, |e | —i-tojo elemento paklaida, W — i-tojo elemento sritis, 0

nel yra bendras elementy skaicius, s, — baigtiniy elementy itempimy sprendinys, o s “— patikslintas

itempimy sprendinys, gautas pritaikius itempimy atkarimo procedira (Borooman, Zienkiewicz, 1997,
Zienkiewicz , Zhu 1992).
Visos srities globalioji bel atskiro elemento paklaidos iSreiskiamos tokiomis formulémis:

e £Ch™ ™,

l&] £ Ch™ 2. (1.24)

Taciau tokios paklaidy iSraiskos néra patogios praktiniams skaic¢iavimams, nes turi energijos
dimensijas, todél dazniausiai naudojama bedimensiné paklaidy forma:
1

el (125)

ol 1l 5

1

;o
ho=C lel” @ (1.26)

CGul e

Cia
Ju,J* = ¢ wD's AW (1.27)
W

yra energijos norma, h ir h, — atitinkamai bendroji leistina bei atskiro elemento paklaidos. Remiantis
auksCiau minétomis lygybémis, santykiné globalioji paklaida iSreiskiama tokia formule:

1

h:?ad(hi)zgz. (1.28)
ei=1 %]
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Diskretizacijos paklaidy jvertinimas gali bati atliktas prieS baigtiniy elementy analiz¢ (apriorinis
paklaidy vertinimas) arba po baigtiniy elementy analizés (posteriorinis arba poprocesorinis paklaidy
vertinimas). Siame darbe bus taikomi poprocesoriniai diskretizacijos paklaidy vertinimo metodai. Sio tipo
paklaidy vertinimo metody pagrindiné idéja pagrista naujo aukstesnés tikslumo klasés sprendinio radimu
ir jo naudojimu vieto] tyrinéjamos inzinerinés konstrukcijos tikslaus sprendinio, kuris dazniausiai néra
zinomas. Taigi poprocesorinio paklaidy vertinimo metody esmg sudaro tikslaus sprendinio pakeitimas
poprocesoriniu aukstesnés tikslumo klasés sprendiniu

g, »€ =u -u", (1.29)

¢ia €, —takiné apskaiciuota diskretizacijos paklaida. Si paklaidataip pat reidkiama energetine norma

1
. o3
”e”E(W) §W09UT Le, dWz (130)
a
ir yralygi atskiry nagrinéjamy srities elementy paklaidy normy sumai:
2 o2 =D
el =2 [&]" = al R/ D8, dW, . (131)
i= =lw,
Paklaidy vertinimo metodu kokybé matuojama efektyvumo indeksu
Jel _Ju- v
q=i7= (132)
el fu- o]

Jei q>1, tai paklaida yra pervertinta, o kai q <1, tai paklaida nepakankamai jvertinta. Sis
efektyvumo indeksas gali biti skaic¢iuojamas tik tais atvejais, kai yra zinomas tikslus tyrinéjamo modelio
sprendinys. Patikimas paklaidy vertinimas turi bati asimptotiskai tikslus — kai elementy dydis h artéja prie
nulio, efektyvumo indeksas turi konverguoti prie vieneto. Efektyvumo indeksas gali buti skai¢iuojamas

arbavisai sriciai q,,, arba atskiram elementui q, .

1.2.4 h-prisitaikanciosios strategijos algoritmas

Si prisitaikancioji strategija formuluojama taip: norint generuoti baigtiniy elementy tinkla
T, ={W.fe=12,...,nel}, (1.33)
turinti maziausia laisvés laipsniy skaiciy, reikia, kad globalioji diskretizacijos paklaida bity:

F£hg, . (134)
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¢ia hh — sprendinio paklaida, h,, — maksimali leidziama paklaida, kuria sudaro atskiry elementy

paklaidy dedamosios:
%el
h=_|ah/?, (1.35)
k=1
"

o +lef (1:36)

ia HuhH pazymi baigtiniy elementy sprendinio norma.

Sis uzdavinys yra netiesinis minimizacijos uzdavinys ir sprendziamas iteraciniu badu. Santykine
elemento paklaida h, prisitaikanciosiose strategijose apibrézia paklaidos pasiskirstyma, taip pat ji
naudojama ir tinklo dydZio funkcijai h = h(x) nustatyti.

Apskaiciavus diskretizacijos paklaida ir patikrinus, ar sprendinys atitinka ( 1.34 ) salyga,
sprendziama, ar reikia generuoti nauja baigtiniu elementy tinkla, kurio generavimas pagristas tinklo
dydzio funkcijah.

Atsizvelgiant i ( 1.34 ) salyga, apibréziamas norimos globaliosios paklaidos normos dydis

hroy 0] +16l°
”qL — o H H (137)

K .

Siuo atveju atsargos koeficientas K (jo reikdme paprastai biina lygi 1,0-1,5) leidZia iSvengti bereikalingy
iteraciju tais atvejais, kai diskretizacijos paklaidos dydis yralabai artimas leidziamai paklaidai.

Norima atskiro elemento norma |g  apraSoma optimalumo kriterijumi. Optimalumo kriterijy
rasys bei ju itaka prisitaikanciosioms baigtiniy elementy strategijoms bus aprasyta 3 skyriuje. Bendruoju
atveju lokalusis tinklo tobulinimo koeficientas uzraSomas tokiu santykiu:

el
e

Koeficientas x, pateikia naujo baigtiniy elementy tinklo generavimo informacija: jei x, >1, ta

Xy =

. (1.38)

Me

lokalioji paklaida virsija leisting paklaidos dydi, vadinasi, Sio elemento dydis turi biti mazinamas, o jel
X, <1, ta reiskia, kad Sio elemento lokalioji paklaida yra mazesne uz leisting paklaida, ir Sio elemento

dydis gali bati padidintas.
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Tankinant baigtiniy elementy tinkla, atskiro elemento dydis h artéja prie nulio, o diskretizacijos
paklaida, iSreiksta energetine norma, apibréziama tokia nelygybe:

) £ CA™P) (1.39)

¢ia C — teigiama konstanta, priklausanti nuo tikslaus sprendinio tolygumo, p — elemento baziniy funkcijy
eilé, | — sprendinio singuliarumy jtaka apraSantis parametras. Kadangi naudojant optimaly tinkla
singuliarumai neturi didelés itakos, tai Sia nelygybe galime perradyti taip:

||q|E(W) £Ch”. (1.40)

Atliekant skaic¢iavimus nelygybés pakeiciamos lygybémis ir k-tajam senojo tinklo elementui

gauname;
HE(k) »Cihy. (1.41)

Naujo tinklo generavimo metu i$ turimo k-tojo elemento bus sukurti nauji h, dydZio elementai.

Tada naujai gautame tinkle diskretizacijos paklaida bus aprasoma tokia forma:

el »C,(h ) (142)

Kadangi iteracinio proceso esmé — gauti optimalu baigtiniy elementy tinkla, kurio visy elementy

tinklo tobulinimo koeficientas x, bity lygus vienetui, tai laikydami, kad C, » C,, gauname nauja tinklo

dydzio funkcija
. h
h, =—%-.
k N v (1.43)

Si prielaida buvo padaryta tariant, kad uZdavinio singuliarumai konvergavimo greigiui jtakos
neturi, taciau tais atvejais, kai singuliariosios sritys yra zinomos iS anksto (pvz., kampai, skirtingy
medziagy saly¢io sritys ir t. t.), singuliariyju tasky aplinkoje naujas elemento dydis gali bati
skai¢iuojamas parametra p keiciant i | :

. h
h =—%-.

Prisitaikanciuju strategiju efektyvumas labiausiai priklauso nuo diskretizacijos paklaidy — kuo
paklaidos tiksliau jvertintos, tuo maziau sanaudy reikia galutiniam optimaliam tinklui gauti.
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1.2.5 Plintancio fronto technikos algoritmas

Labai svarbu prisitaikanciyju baigtiniy elementy strategiju algoritmui parinkti kokybiska tinklo
generatoriy, nes yra zinoma kad baigtiniy elementy dydis bei pasiskirstymas turi tiesioging itaka
prisitaikanciyju strategiju algoritmo konvergavimo greiciui, be to, jei tinkle yra pernelyg daug elementy,
neatitinkanciy formai keliamy reikalavimy, proceso konvergavimas gerokai sulétés. Taip pat tinklo
generatorius turi buti greitas, paprastai taikoma tokia taisyklé — jei sugeneruoti baigtiniy elementy tinkla
uztrunka ne ilgiau, nei baigtiniy elementy analizé, vadinasi, tinklo generatorius atitinka greiciui keliamus
reikalavimus. Plintancio fronto technikos (PFT) algoritmas yra vienas iS populiariausiy bel efektyviausiuy
tinklo generavimo metody, taikomy prisitaikanciosioms baigtiniy elementy strategijoms. Sis metodas
susideda iS trijy pagrindiniy zingsniy:

1. Tinklo parametrizacija (krastiniy salygu aprasymas, elemento dydzio funkcijos nustatymas ir pan.).
2. Srities krasto diskretizacija
3. Tinklo virsiniy bei elementy sukiirimas arba, kitaip tariant, paties PFT algoritmo realizacija.

Si schema yra bendrojo pobidZio ir prireikus taikoma ir kitiems metodams, pvz., Delaunay, tatiau
egzistuoja esminis skirtumas, leidziantis isskirti PFT algoritma iS kit metody, t.y. klasikiniame PFT
algoritme tinklo virsinés sukuriamos tinklo elementy generavimo metu ir yra viena iS paties tinklo
generavimo proceso daliy, kai tuo tarpu pagal Delaunay ir rekursini erdvés dekompozicijos metodus
virsinés sukuriamos dar prieS pradedant tinklo elementy generavima.

PFT algoritmas yra iteratyvioji procedira, kuri prasideda nuo nagrinéjamos srities krasto
diskretizacijos ir zingsnis po zingsnio uzpildo sriti naujais elementais. Per kiekviena zingsni parenkamas
krasto elementas ir jam surandama optimali virsiné. Klasikini plintancio fronto technikos algoritma
galimaisskaidyti i tokius pagrindinius zingsnius:

1. Pradiniy duomeny jvedimas.
a) gities briauny apraSymas, t.y. srities briauny tinklo T sudarymas,
b) elementy tinklo dydzio funkcijos nustatymas nagrinéjamai sriciai.
Naudojant srities briauny tinkla T, generuojamas srities frontas F.

3. Fronto F analizé (jei frontas F netu&ias):

a) pagal tamtikrus kriterijus pasirenkamas krasto elementas f ;

b) tamelementui f sukuriamas optimalustaskas P,,;

c) patikrinama, ar jau egzistuoja toks tinklo taskas V, kuris galéty biti naudojamas vietoje tasko
P, - Jei taip, tai P, priskiriame taska V;

d) isfronto elemento f ir P, sugeneruojamas naujas elementas K;

e) patikriname, ar sugeneruotas elementas atitinka elemento dydzio reikalavimus;
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4. Sritiesfronto F ir einamojo tinklo papildymas:
a) iSfronto pasalinami visi elemental, naudoti naujam elementui K kurti;
b) pagal elemento K primityvy informacija papildomas frontas F;
c) nauju elementu K papildomas einamasis tinklas;

5. Jel frontas F nératu&ias, griztame i trecia Zingsni.

6. Optimizuojamas gautas tinklas.

Si schema rodo pagrindines metodo dalis, tatiau visi¥kai neatspindi tam tikry niuansy, galinciy
iskilti tinklo generavimo metu. Sunkiausios metodo vietos yra susijusios su fronto primityvo parinkimu,
fronto analize bei optimalaus tasko parinkimo galimybémis, naujai sukonstruoto elemento atitikimu
iskeltiems dydzio ir formos reikalavimams bei tinkamy duomeny struktiry naudojimu. Nepaisant to,
sunkumus, kylancius naudojant plintancio fronto technikos algoritma, lengva identifikuoti, nes
dazniausiai jie biina susije su

situacijos analizavimu tam tikro tasko ar regiono aplinkoje;
teisingu ivairiy primityvy susikirtimo identifikavimu, pvz., patikrinti, ar naujai gautas elementas
neiSeina uz sritiesriby;
optimalaus tasko parinkimu iS jau egzistuojanciy tasky ir naujai duotgam fronto elementui
sukurto tasko.
Kitaip tariant, kiekvienas naujai sukurtas taskas bei ji atitinkantis elementas turi tenkinti kokybei
keliamus reikalavimus ir apsaugoti tolesne tinklo generavimo procediira nuo galimu sunkumy.

Nauji tinklo elementai kuriami remiantis einamojo fronto briaunomis, t. y. vieno ar kito elemento
sukarimas priklauso nuo to, kokiu btdu analizuojamas frontas. Remiantis George ir Seveno (George,
Seveno, 1994) atliktais tyrimais, fronto primityvas naujam elementui formuoti dazniausiai parenkamas
atsizvelgiant | tam tikrus specifinius reikalavimus, pvz., briauny ilgius, generuojamy elementy plotus,
kampus tarp briauny ir pan. Fronto elementai raSiuojami ir parenkami elementui generuoti pagal keleta
kriteriju. Pavyzdziui, norint iSvengti didelio ploto elementy persidengimo su mazo ploto tinklo
elementais, pirmiausia parenkami tie fronto primityvai, kurie duoda maziausio ploto tinklo elementus
(L6hner, 1996). Toks fronto elementy raSiavimas naudingas tais atvejais, kai dviems besilieciancioms
sritims, kuriose elementy dydzio funkcijos labai skiriasi, reikia sugeneruoti viena baigtiniy elementy
tinkla. Kitas ne maziau populiarus raSiavimo kriterijus fronto primityvus parenka pagal ju ilgi —
pirmiausia tinklui generuoti naudojami maziausia ilgi turintys fronto elementai, tada ilgesni ir véliausial
imami ilgiausi fronto elementai (Peraire ir kt., 1992).

Centriné slenkamojo fronto technikos algoritmo asis yra optimalaus tasko parinkimas duotam
fronto elementui. Tarkime, kad vienu ar kitu badu jau parinkome fronto primityva, taip pat zinome
pageidaujama elemento dydi tam parinktam elementui. Misy tikslas yra suskaidyti Sia sritj | tam tikro
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dydzio kokybés reikalavimus atitinkancius elementus. Generuojant nauja elementa pirmiausia
nagrinégjamam fronto primityvui priskiriamas prognozuojamas naujo elemento dydis, apskai¢iuotas
remiantis gretimy fronto primityvy saugoma informacija (pvz., vidurkinant briauny ilgius ir pan.), po to
sugeneruojamas naujas taskas, kuris kartu su nagrinéjamu fronto primityvu turéty duoti nauja tinklo
elementa. Galiausiai patikrinama, ar naujasis taskas atitinka elemento dydzio reikalavimus, jei ne,
optimalaus tasko ieSkoma iS naujo. Paprastai iSskiriami trys skirtingi tasky tipal, iS kuriy parenkamas
vienas taskas, naudojamas naujam elementui konstruoti:

Nagrinéjamam fronto primityvui sugeneruotas naujas optimalus taskas;

Jau egzistuojanti tinklo virsing, esanti netoli nagrinéjamo fronto primityvo;

Pagal tam tikras taisykles Salia surasto optimalaus tasko papildomai sugeneruoti nauji taskal.

Yrakeletas budy, kaip nagrinéjamai fronto briaunai rasti optimaly taska. Dvimaciu atveju dazniausiai

optimaliu pripazistamas tas taskas, kuri sujungus su nagrinéjama fronto briauna, gaunamas elementas,
kaip galima labiau artimas lygiakrasciam trikampiui. Taip pat labai daznai optimalus taskas nustatomas
pagal elemento dydZio funkcijos h(P) apibréZima kiekviename srities taske P — i pasirinkto fronto
primityvo vidurio tasko iSvedamas norminis vektorius ir ant jo tam tikru atstumu, nusakytu funkcijos

h(P), atidedamas naujas optimalus tagkas (Peraire ir kt. 1992; Jin, Tanner, 1993).

Tarkime, kad f yra nagrinéjamas fronto primityvas, G — jo vidurio tagkas, h(G) - elemento dyd¥io

funkcija taske G. Jel hf yra norminis fronto primityvo f vektorius, tai optimalaus tasko P,, pozicija
apskaic¢iuojamataip:

®

GPopt =ah(G)><:'§f , (1.45)

¢ia a — norminis koeficientas, leidziantis generuoti elementa, kaip galima artimesni lygiakrasciam
trikampiui.

Surastas optimalus taskas P,,, automatiskai i tinkla dar nejtraukiamas, pirmiausia patikrinama, ar

pt
néra kity galimy tasky | optimalaus tasko vieta. Jei tokie taskai egzistuoja, jie atrenkami ir suriiSiuojami
pagal tai, kuris i$ ju duoty geresnés formos elementa. Tokie galimi optimaliis taskai parenkami pagal
atstumo kriteriju — taSkas P gali bati pripazintas optimaliu tasku, jei jis yra pakankamai arti jau surasto
tasko P,

1. Y. jei tagkas P patenka i spindulio h(P,,, ) apskritima, i&vesta i§ optimalaus tako P, :

pt *

®
PP

£ h(Popt). (1.46)

Galimi optimalts taskai P raSiuojami didéjimo tvarka pagal atstuma iki optimalaus tasko P,

0 pas

pt !

taskas P, itraukiamas i saraSa pirmuoju numeriu.
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Suradus visus galimus taskus i tinklo elemento virsing, reikia patikrinti, ar iS ju sukonstruoti
elementai atitikty generuojamo tinklo elemento kokybei keliamus kriterijus. Si patikra garantuoty, kad
gautas galutinis tinklas baty:

topologiskai ir geometriskai teisingas,

sudarytas iS kokybisky elementy,

elementy dydzio pasiskirstymas tinkle atitikty S anksto nurodytus reikalavimus.

Atliekant praktinius skaic¢iavimus laikoma, kad taskas P atitinka kokybes reikalavimus, jei jis
nepatenka nel i viena iS jau egzistuojanciy elementy, ir nei viena iS P sugeneruoto elemento briauny
nekerta nagrinéjamo fronto, t. y. iS tasky P sukonstruoti elementai laikomi tinkamais, jei nei vienas ty
elementy primityvas nekerta nel vieno fronto primityvo ir jei nei i viena iS ty elementy nejeina joks tinklo
primityvas.

Elementy kokybés patikrinimas yra pakankamai sudétingas ir uzima gana daug laiko. Pavyzdziui,
Lohner su bendraautoriais (LOhner, Parikh, 1988) ijrodé, kad net 80 % tinklo generavimo laiko uzima
jvairiy sankirty suradimas, t. y. tinklo generavimo greitis labai priklauso nuo to, koki algoritma
parinksime elementy sankirtal tikrinti. Taip pat irodyta, kad tinkamos duomenu saugojimo struktiros
parinkimas bei atitinkamas duomeny raSiavimas leidzia 25 % sumazinti skaiciavimo sanaudas (Lohner,
1988; Jin, Tanner, 1993).

1.3 ISvados

Apzvelgus ir jvertinus kitu mokslininky, tobulinusiy prisitaikanciyjy baigtiniy elementy
strategijas, darbus, galima pastebéti, kad prisitaikanciosios BE strategijos leidzia geroka sumazinti
varginantj, daug klaidy duodanti rankini darba ir yra labai patogus mechaniniy konstrukcijy skai¢iavimo
irankis, kuri gali taikyti net ir mazai patirties baigtiniu elementy srityje turintis projektuotojas.
Pristaikanciosioms BE strategijoms labiau tinka nestruktariniai BE, nes juos lengviau sutankinti ten, kur
reikia nustatyti maksimalius jtempimus. [rodyta, kad plintancio fronto technikos algoritmas atitinka visus
kokybiskam tinklo generatoriui keliamus reikalavimus ir prisitaikanciyju BE strategijy algoritmui tinka
labiausiai. Dazniausiai mechanikos uzdaviniy sprendimui talkomos h-prisitaikanciosios baigtiniuy
elementy strategijos, o paklaidy vertinimas atliekamas taikant poprocesorinius paklaidy vertinimo
metodus ir maziausia elementy skaic¢iy galutiniame tinkle duodancius globalius optimalumo kriterijus.
Sprendinys singuliarioje srities zonoje dazniausiai reiskiamas per tikrines reikSmes, kurios surandamos
taikant p-prisitaikanciasias BE strategijas.

Prisitaikanciyju baigtiniy elementy strategijos — dideliy skaiciavimo sanaudy reikalaujantis
procesas, kurio eigoje nepakankamai vertinama:
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— srities geometrijos ar krastiniy salygu itaka pradiniam baigtiniu elementy tinklui, nuo kurio
kokybeés priklauso iteraciju, reikalingy galutiniam optimaliam tinklui gauti, skaicius;

— stengiantis iSvengti didesniy skaiciavimo sanaudy galimybé rinktis alternatyvius optimalumo
kriterijus, leidziancius geriau atspindéti narinéjamos konstrukcijos fizines ir topologines savybes, tirta
mazai; paprastai Skaiciavimams parenkamas pigiausia galutini tinkla duodantis tolygaus paklaidos
pasiskirstymo optimalumo Kriterijus;

— geometrinio singuliarumo jtakos analizei (nagrinéjamos srities singuliariis taskai dazniausial
eliminuojami juos uzapvalinant).

D¢l Siy priezasCiy prisitakkanciyjy strategijuy tobulinimo uzdaviniai vis dar yra aktualiis
mokslininky tarpe ir papildomos metodikos turi biti kuriamos siekiant pagerinti visa prisitaikanciyju
baigtiniy elementy, strategijy procesa.
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2. PRADINIO BEVEIK OPTIMALAUS TINKLO GENERAVIMAS SUDETINGIEMS
DVIMACIAMSMECHANINIAMS OBJEKTAMS

Prisitaikanciuju BE strategijy efektyvumas tiesiogiai priklauso nuo iteracijy, reikalingy galutiniam
tinklui gauti, skaic¢iaus. Paprastai tinklo generavimas pradedamas nuo reto, rankomis generuoto pradinio
tinklo, o elemento dydzio funkcija nustatoma priskiriant tam tikra dydj kiekvienam to pradinio tinklo
elementui. Elemento dydzio funkcijai itakos turi tik to elemento forma, o informacija apie nagrinéjamos
srities topologija ar jvairias krastines salygas visiSkal nejtraukiama. Tinklo generavimo procese elemento
dydis naujuose taskuose nusakomas taikant tiesing interpoliacija. Tada skaiciuojamas atitinkamas
sprendinys ir atliekama paklaidos analizé, leidzianti perskaiciuoti elemento dydi jau iS posteriorinio
paklaidos ivertinimo. Toks procesas uzima daug laiko ir iteracijy galutiniam rezultatui gauti. Taipogi
blogus rezultatus galime gauti ir tada, kai pradinio elementy tinklo elementai yra prastos formos, ar ju
dydis keic¢iasi labai staigiai viso tinklo atzvilgiu. Tokia situacija visada duoda blogesnius rezultatus, nei
tikimasi. Pats tinkamiausias tinklas nagrinéjamam uzdaviniui spresti gaunamas suradus kompromisa tarp
rezultaty tikslumo ir skaiciavimy efektyvumo. Tiksluma paprastai nusako tinklo elementy skaicius ir
dydis — kuo elementai mazesni, tuo tiksliau aproksimuojama nagrinéjama sritis. Tafiau mazéjant
elemento dydziui, didéja ju skaicius, o tai lemia didesnes skaiciavimo sanaudas. Norédami rasti
pusiausvyra tarp tikslumo ir efektyvumo, turime sugraduoti tinkla, taciau Sioje vietoje atsiranda vienas
sunkumas — jtempimy gradientai pirmojoje prisitaikanciyju strategiju iteracijoje dar nezinomi, todél
mums reikalinga papildoma technologija, leidzianti nustatyti tinklo tankuma dar prieS prasidedant
baigtiniu elementy analizei.

Pagerinty pradiniy tinkly pirmai prisitaikanciyju BE strategijy iteracijai kiirima nagrinéjo E. Kang
su K. Haghighi (1995), taip pat E. Stupak ir R. Baudys (2000). Siy autoriy darbuose sidloma taikyti
eksperting ziniy sistema, kuri atsizvelgia i nagrinéjamo uzdavinio ypatybes ir leidzia nagrinéjama sriti
automatiskal sudalinti i regionus bei juos surtSiuoti pagal ju kritiSkumo laipsni, nusakanti, kurioje srities
dalyje tinklas turi buti tankesnis, o kur retesnis.

Siame skyriuje pradinio tinklo parinkimo problemai spresti pateikiama nauja metodika,
automatiskal apimanti visa informacija apie srities geometrija, krastines salygas ar medziagos savybes,
reikalingas tinklui generuoti. Siekiant sukurti tinkla, kuris dar prieS baigtiniy elementy analize bty
tankesnis tose srityse, kur tikimasi gauti didesnius jtempimy gradientus, prapleciama kontrolinés erdvés
savokataip, kad ji apimty informacija apie elemento dydzio kitima nagrinéjamos srities viduje. [trauktas
prisitaikanciyju baigtiniy elementy strategiju algoritma, Sis metodas sumazins laiko ir resursy sanaudas,
reikalingas galutiniam tinklui gauiti.

Sio skyriaus tyrimy medziaga 2001 metais pristatyta , Modern Building Materials, Structures and
Techniques® ir ,Mathematical Modeling and Analysis* konferencijose, 0 2002 metais publikuota zurnale
»lnformatica’ (Vasiliauskien¢, Bausys, 2002).
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2.1 Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimas

H(B)
=>
) L HE H(C)
2.1 pav. Tradicinis kontrolinés erdvés apibrézimas
S(A) S(B)
=1 - =>
1 =
4 ™

2.2 pav. Prapléstos kontrolinés erdvés apibrézimas

Paprastai tinklas graduojamas taikant kontrolinés erdvés savoka (Frey, George, 2000).
1 apibrézimas. Sakoma, kad (D,H ) yratinklo T, dengiancio nagrinéjama sriti W, kontroliné erdve, jel
Q1 D, ¢ia D yrasrities Wdengiancioji trianguliacija,
tinklo dydZio nustatymo funkcija H(P) susigama su kiekvienu srities tasku PT1 D ir randama

taikant tiesing interpoliacija:

H(P)= & wH(P). (21)

i=0
ciaw yratasko P baricentrinés koordinatés nagrinéjamo trikampio atzvilgiu.

Kontroliné erdvé sujungia du susijusius komponentus. pirmiausia apibréziama dengiancioji
trianguliacija D, 0 paskui nustatoma funkcija H (2.1 pav.). Tinkamas Siy parametry parinkimas leidzia
tam tikras fizines ar geometrines srities savybes atvaizduoti generuojamojo tinklo elementais.

Norédami iSspresti grubaus pradinio tinklo parinkimo problema, tinklui generuoti taikykime
iSpléestos kontrolinés erdveés apibrézima. Skirtingai nel 1-ame apibrézime, tinklo dydzio funkcija
susiesime ne su kiekvienu dengiancios trianguliacijos D tasSku, bet su kritiskiausiu srities W regionu.
Kaip matysime toliau, Sis patobulinimas leis mums tiksliau atspindéti topologines ir fizines srities savybes
generuojamame tinkle, bei suteiks daugiau laisvés tinklo gradavimui kontroliuoti.

Tinklo dydziui nusakyti apie kiekviena kritinj srities regiona jvesime kontrolinés sferos savoka.
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2 apibrézimas. Sfera

s(P,R)={x||P- x| =R} (22)
yratam tikro tasko P kontroline sfera, jei jos spindulys R apibréziamas pagal formulg

R= énl (1.2) khe, (23)

i=1
¢ia ht — didziausias pageidaujamas elemento dydis. Daugiklis 0 <k £1 reguliuoja mazgy pasiskirstymo
tolyguma ir apima visa informacija apie apkrovas, medziagas ir krastines salygas. Mazos k reikSmés
duoda tankesnj tinkla, o didesnés reikSmés — retesnj; n — sfery skaic¢ius apie taska P, skaic¢ius n
apibréziamas kaip santykio hi sveikoji dalis; d — nagrinéjamosios srities jstrizainé. Pagal toki apibrézima
spindulys R nusako atstuma tarp bet kuriy dviejy gretimu sfery, generuoty apie taska P.
Tokiu paciu principu apibréziame kontroling sfera apie atkarpa AB:

S(AB,R) = (1- t)S( A R) +t(B,R), t1 [0]], (24)

gia S(AR) ir S(B,R) yraatkarpos AB galy kontrolins sferos.
Dabar kontrolinés sferos apibrézima galime iSplésti bendruoju atveju.
3 apibrézimas. Sfery aibé

—_———

i S(g(t).R)= al (R R)% (25)

yra vadinama kreivés g(t) = éj P kontroline sfera, jei visi sfery centrai yra ant tos kreivés, o sfery
i=0

spindulys apibreztas pagal 2 apibrézima. Sis apibréZimas apima ankstesnius kontrolines sferos apie taska
bei atkarpa atvejus ir gali bati naudojamas tinklo dydziui nustatyti apie bet koki laisvos formos kreive
nusakyta kritinj regiona.

Turédami bendra kontrolinés sferos apibrézima, galime suformuluoti nauja kontrolinés erdvés
Savoka.
4 apibrézimas. Sakysime , kad (D,S) yratinklo T, dengiancio nagrinéjamaja sriti W, kontroling erdve (
2.2 pav.), je

Q1 D, ¢ia D yrasrities Wdengiancioji trianguliacija,

S yrakontroliné sfera, susieta su kiekvienu kritiniu duotos srities W regionu.
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2. Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimas sudétingiems dvimaciams mechaniniams objektams

Praktikoje kontrolinés sferos apie tam tikra taska apibrézimas taikomas tinklo elementy dydziui
nusakyti apie singuliariuosius taskus, o kontrolinés sferos apie tam tikra kreive apibrézimas taikomas
nusakyti krastiniy salygu daroma jtaka generuojamam tinklui.

Kontrolinés erdvés savoka leidzia visiSkai kontroliuoti generuojamo tinklo tankuma, taciau dar
lieka viena neiSspresta problema — norint tinkle iSvengti blogos formos elementy, reikia jvertinti elementy
kokybe. Paprastai tokie jvertinimai daromi imant jvairiy elemento parametry santykius. krastiniy ilgius,
statmenis, kampus ir t. t. Nemazai mokslininky (Babuska, 1976; Field, 2000) tyrinéjo jvairius elementy
kokybés matavimus. Siame darbe naudojamas (Bank, 1996; Bhatia, Lawrence, 1990) apibréZtas elemento
formos jvertis, kuris dél savo sferiniy kontiiry yra suderinamas su minétu kontrolinés sferos apibrézimu ir
leidzia iSvengti netaisyklingos formos elementy ir staigiu elemento dydzio pokyciy generuojamame
tinkle:

4/3A

=N (26)
17 +12 +12

Qx

c¢ialy, I, ir 1; —nagrinéjamo trikampio K krastinés, A —trikampio plotas.

Taigi pora (D,S), apimanti ivairia informacija apie krastines salygas, medziagos savybes ir
geometrinius srities ypatumus, leidzia sukonstruoti pradini beveik optimaly baigtiniy elementy tinkla,
kuris dar pries atliekant baigtiniy elementy analize yra labiau sutankinamas tose srityse, kur tikimasi gauti
didesnius itempimy gradientus. Tokiu biidu BE analizé¢ pradedama jau nuo beveik optimalaus tinklo, kas

leidziatikétis, kad reikés maziau sanaudy galutiniam rezultatui gauiti.

2.2 Pradinio beveik optimalaustinklo generavimo algoritmas

Siame skyriuje apradysime algoritma, leidZiantj generuoti puikios kokybés pradini tinkla
nagrinéjamal plokstuminei sric¢iai. Algoritmas tinklo generavima pradeda nuo uzdavinio analizés bel
duomenu paruoSimo PFT trianguliacijai — visu pirma, sudétinga pradiné sritis suskaidoma i keleta
paprastesniy daliy, tada is turimy krastiniy salygu bei medziagos savybiu kiekvienal gautai srities dalial
yra konstruojamos kontrolinés erdvés bei generuojami pradiniai beveik optimalas tinklai. Algoritmas
darba baigia sujungdamas gautus pradinius beveik optimalius tinklus i viena tinkla.

Pagrindiniai Sio algoritmo zingsniai yratokie (2.3 pav.):
1. Pradinis paruoSimas:. srities geometrijos, krastiniy salygu bei medziagos savybiy apibrézimas.
2. Andlizés dalis:
(a) Srities geometrijos tikrinimas: nuosekliai perziarint visus geometrinius primityvus (taskus,
atkarpas, lankus ir t. t.), nustatome, kurie iS juy galéty bati pripazinti kritiniais regionais (kritiniais
taskais, atkarpomis, kreivémis). Paprastai kritinémis pripazistamos tos sritys, kurios turi jvairios

L.Vasiliauskiené. Prigtaikanciosi os baigtiniy elementy strategijos plokStuminiams tamprumo teorijos uzdaviniams

35
PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

2. Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimas sudétingiems dvimagiams mechaniniams objektams

< PRADZ|A>

\4

PRADINIAI DUOMENY S:
Srities geometrija, apkrovos, kra&inés salygos

A

ANALIZE
Geometriniy Apkrovy ir Srities Kontrolings
nesuderinamu- atramy jtaka sudalinimas erdves
my suradimas apibrézimas

A
Kritiniy regiony aibé KRy, ..., KR, su atitinkamomis kontrolinémis sferomis
Slr sty Sﬂ

v

Baigtiniy elementy tinklo generavimas naudojant PFT

y
Bendro visai sriciai tinklo generavimas

A4
PAB.

2.3 pav. Algoritmo schema

formos skyliu, itrakimu, kampu ir kity geometriniy nesuderinamumu, kuriuose galime tikétis gauti
didesnius itempimy gradientus. Suformuojame sara% {KR ,KR,,...KR }, ¢ia KR nusako i-aji
regiona, 0 n yrabendras tokiy regiony skaicius.

(b) Kragtiniu salygu analizé: patikriname apkrovy bei atramy itaka visiems jtartiniems kritiniams
regionams KR;, jei néra tokios apkrovos ar aramos, kuri duoty ypatingai didele jtempimy
koncentracija tame regione, iSmetame Sia KR; iSkritiniy regiony saraso.

(c) Srities skaidymas: daliname originalia sriti i dalis taip, kad kiekvienoje gautoje dalyje baty tik
vienas kritinis tagkas ar regionas. Formuojame sara& {{D, KR }.{D,,KR,},...{D,,.KR}}, ¢ia Eq
—einamoji sritis, 0 KR, yra Sios srities kritinisregionas, m£ n yratikrai kritiniy sriciuy skaic¢ius.

(d) Kontrolinés erdvés apibrézimas: pagal 4 apibrézima kiekvienal sriciai D; apibréziame kontroling
sfera CS.  Sudarome sara%a  {{D,.KR,KS}{D,.KR,,KS,}...{D, KR ,KS }}, kuriame
kiekviena kontrolin¢ sfera CS laiko atitinkama informacija apie nagrinéjamos srities dalies D;
savybes bel elementy dydzio pasiskirstyma toje dalyje D;.
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2. Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimas sudétingiems dvimaciams mechaniniams objektams

3. Tinklo generavimas. taikydami plintancio fronto technikos algoritma, generuojame pradini beveik
optimaly pradinj tinkla T. kiekvienai srities daliai D;:
(8 Naudodami informacija, uzkoduota kontrolineje erdveje CS, apibréziame pradini krasta F PFT
trianguliacijali.
(b) Nagrin¢jame krasta F.:
pagal tam tikrus kriterijus, pasirenkame krasto elementa f ;

sukuriame optimaly taska P, elementui f ;

opt
patikriname, ar jau egzistuoja toks tinklo taskas V, kuris galéty bati naudojamas vietoje tasko
Pyt - Jei taip, ta P, priskiriame taska V;

opt

iSkrasto elemento f ir P

ot SUJENEruojame nauja elementa K;

patikriname, ar sugeneruotasis elementas atitinka elemento dydzio reikalavimus.
(c) Jei kraste yradar nenaudoty elementy, griztame i (b);

4. Galutinio tinklo generavimas: gautus pradinius tinklus {T,,T,,...T.} sujungiame ir gauname bendra

pradini tinkla T, dengianti visa nagrinéjama sriti W.

2.3 Mechaniniy konstrukcijy modeliavimas taikant pasiulyta algoritma

LI HERE

o

u=0 u=0
- n=0,28: E = 2,265 MPa - n=0,28; E=2,2e5MPa
n=0,3; E=2,06e5 MPa n =0,3; E=2,06e5 MPa
A B

2.4 pav. Konstrukciju A ir B, susidedanciy iS dvigjy skirtingy medZiagu, schemos
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2. Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimas sudétingiems dvimaciams mechaniniams objektams

Pasiiilyto pradinio beveik optimalaus tinklo generavimo algoritmo pranaSumo demonstravimui
parinkime dvi skirtingas mechanines konstrukcijas, susidedancias iS dviejy plieniniy medziagy: pirmoji
medZiaga aprasoma Jungo moduliu E = 2,06 X10°> MPa ir Puasono koeficientu n =0,3, antroji medziaga
atitinkamai nusakoma E =2,2X0° MPa ir n =028. Kiekvienos konstrukcijos virduje uzdedame
p =1000 kN apkrova. Uzdaviniy geometrija bel krastinés salygos atvaizduotos 2.4 paveiksle. Abiems
uzdaviniams parenkame leisting sprendinio diskretizacijos paklaida h =10 %.

Taikant pasitilyta pradinio beveik optimalaus tinklo generavimo algoritma vartotojo saveika
apsiriboja tik objekto geometrijos apibrézimu, medziagos bei krastiniu salygu nusakymu. Pradiniam
beveik optimaliam tinklui generuoti naudojama praplésta kontroliné erdvé, kuri informacija apie elemento
dydi gauna iS kontroliniy sfery apie taSka ir apie atkarpa. Visy pirma informacija apie skirtingas
medziagas itraukiame i elemento dydzio nustatymo funkcija, o tada generuojame konstrukcijy A ir B
pradinius beveik optimaliustinklus. Gauname, kad konstrukcija A turi 490 elementy (2.5 pav.), o
konstrukcija B — 415 (2.7 pav.). Palyginimui abiems konstrukcijoms generuojame tolygius pradinius
tinklus, turinCius ta pati elementy skai¢iy (2.6 pav.ir 2.8 pav.). IS viso nagrinéjame keturis tinklus, pagal
kuriuos atliekame baigtiniu elementy analiz¢ ir surandame atitinkamus sprendinius. Lygindami gautus
duomenis, matome, kad Mizeso itempimai, gauti taikant pradini beveik optimaly tinkla (2.5 pav.), yra
labiau sukoncentruoti dvieju medziagu salycio vietose, nei itempimai, gauti naudojant tolygy tinkla (2.6
pav.). Vadinasi, taikydami pradini beveik optimaly tinkla, jau per pirmaji prisitaikanciyjy strategiju
zingsni galime tikétis mazesnés paklaidos, o tai reiskia, kad visam procesui uzbaigti reikés maziau
iteraciju, nei naudojant tolygu tinkla.

Norédami galutinai isitikinti, kad pradinio beveik optimalaus tinklo parinkimas prisitaikanciyju
baigtiniy elementy analizei tikrai leidzia sumazinti iteracijy skai¢iy, konstrukcijoms A ir B suraskime
galutinius optimalius tinklus dviem atvejais: pirmai iteracijai parinkdami pradini beveik optimaly tinkla ir
pradini tolygy tinkla. Skaiciavimy rezultatus suraSome i 2.1 lentelg. Baigtiniu elementy tinklai bei juos
atitinkancios itempimy pasiskirstymo diagramos pavaizduotos 2.5, 2.6, 2.7 ir 2.8 paveiksluose.

Pradékime nuo konstrukcijos A. Baigtiniy elementy sprendinius pradinio beveik optimalaus tinklo
ir pradinio tolygaus tinklo atvejais Siai konstrukcijai mes jau suskaiciavome, dabar remdamiesi gautais
sprendiniais, jvertiname paklaidas. Pradinio beveik optimalaus tinklo atveju gauname, kad paklaida yra
-

ot = 2863 %, o tolygaus pradinio tinklo atveju gauname, kad h™ = 4346 %. Matome, kad tolygaus
pradinio tinklo atveju paklaidos retkSmé yra didesné, nei pradinio beveik optimalaus tinklo atveju, taciau
abiem atvejais gautosios paklaidos yra didesnés, nei leistina vartotojo paklaida, todél perskaic¢iuojame
naujas elemento dydzio funkcijas ir generuojame naujus tinklus. Tada vél atliekame baigtiniy elementy

analize ir jvertiname diskretizacijos paklaidas. Po antrosios iteracijos gauname, kad pradinio beveik
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2. Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimas sudétingiems dvimaciams mechaniniams objektams

Pirmoji iteracija
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2.5 pav. Pradinio beveik optimalaustinklo atvejis konstrukcijai A: BE tinklai ir jtempimy pasi skirstymo diagramos.

optimalaus tinklo atveju h,, =9,22 %, t.y. leistina vartotojo paklaida jau tenkinama, todél skaiciavimus
Siam tinklui stabdome. Tuo tarpu tolygaus pradinio tinklo atveju W =1518 %, todél atliekame treciaja

prisitaikanciyju baigtiniy elementy analizés iteracija. Lygindami gautus rezultatus, matome, kad pradinio
beveik optimalaus tinklo atveju galutinio optimalaus tinklo gavimui prireiké dviejy iteracijy, o tolygaus
pradinio tinklo atveju dvigjy iteracijy galutinio tinklo radimui buvo mazai.

2.1 lentelé. Mechaniniy konstrukcijy A ir B skaiciavimo rezultatai, leidziama paklaida h =10 %

1-qji iteracija 2-0ji iteracija 3-0ji iteracija
h, % i?c?;tsq h, % i?c?;tsq h, % i?c?;tsq
A | Tolygus pradinistinklas 43,46 450 15,18 3707 9,45 6344
A | Pradinis beveik optimalustinklas 28,63 450 9,22 5089 - -
B | Tolygus pradinistinklas 25,61 490 18,15 2127 9,98 6117
B | Pradinisbeveik optimalustinklas 23,12 490 9,31 3599 - -
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2. Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimas sudétingiems dvimaciams mechaniniams objektams

Pirmoji iteracija
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2.6 pav. Tolygaus pradinio tinklo atvejis konstrukcijai A: BE tinklai ir jtempimy pad skirstymo diagramos.
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2. Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimas sudétingiems dvimaciams mechaniniams objektams

Analogiskus skaiciavimus atliekame konstrukcijai B. Ivertinus paklaidas pirmoje iteracijoje
gauname, kad pradinio beveik optimalaus tinklo atveju paklaida hr,, =2312 %, o tolygaus pradinio
tinklo atveju h™ = 25,61 %. Nors paklaida, gauta parinkus pradini beveik optimaly tinkla ir yra Siek tiek
artimesné vartotojo nustatytai leistinal paklaidai, taciau h >h slyga néra tenkinama, todél abiem
atvejais atliekame antra prisitaikanciyju baigtiniy elementy analizés iteracija: vél perskai¢iuojame nauja
elemento dydzio funkcija, generuojame nauja tinkla bel apskai¢iuojame baigtiniy elementy sprendin;.
Gauname, kad po antros iteracijos pradinio beveik optimalaus tinklo atveju paklaida h,, =931 %, o
tolygaus tinklo atveju paklaida yra h™ =1815 %. Matome, kad parinkus pradinj beveik optimaly tinkla,
galutinio tinklo suradimui prireiké tik dviejy iteracijy. Atliekant prisitaikanciyjy baigtiniy elementy
analize¢ su pradiniu tolygiu tinklu, galutinio optimalaus tinklo radimui reikia trecios iteracijos.

Pirmoji iteracija
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2.7 pav. Pradinio beveik optimalaustinklo atvejis konstrukcijai B: BE tinklai ir jtempimy pasi skirstymo diagramos.
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2. Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimas sudétingiems dvimaciams mechaniniams objektams

Pirmoji iteracija

i
gy - ]
|
|
| |
Antroji iteracija
]
|' |
L |
f N "
| e ——
y {

Tretigji iteracija

L] = = =) = ]
<110 €° 1,10-1,65€° 165-220€ 220-275€  275-330€> 330-385€’ 3,85495¢

2.8 pav. Tolygaus pradinio tinklo atvejis konstrukcijai B: BE tinklai ir jtempimy pas skirstymo diagramos.
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2. Pradinio beveik optimalaus tinklo generavimas sudétingiems dvimagiams mechaniniams objektams

Atlike baigtiniy elementy analize bei jverting diskretizacijos paklaidas, matome, kad, kaip ir buvo
tikétasi, taikant pradini beveik optimaly tinkla jau pirmoje iteracijoje diskretizacijos paklaida gaunasi
artimesné vartotojo leistinai paklaidai, nei taikant pradini tolygu tinkla. Pagal pradini beveik optimaly
tinkla, artimesnes paklaidas leistinai reikSmei gauname ir antroje bei trecioje iteracijose, lyginant su
tolygiu pradiniu tinklu. Be to, gauname mazesn; elementy skaiciy galutiniame tinkle. Vadinasi,

skaiciavimo sanaudos sumaz¢jo.

2.4 |1Svados

Siame skyriuje pasiilytas nauja strategija, leidZianti dar pries pradedant baigtiniy elementy analize
sugeneruoti pradini beveik optimaly baigtiniy elementy tinkla. Atlikti skai¢iavimai parodé, kad:

— prisitaikanciyju baigtiniy elementy analizés pirmai iteracijai parinkus pradini beveik optimaly
tinkla, sugeneruota pagal pasiiilyta metoda, galutinio optimalaus tinklo gavimui reikia tik dviejy iteracijy;

— prisitaikanciyju baigtiniu elementy analize pradéjus nuo pradinio beveik optimalaus tinklo,
elementy skaicius galutiniame tinkle sumazéja 2040 %;

— pateikti pavyzdziai rodo, kad pasitilyta tinklo generavimo procediira suteikia daugiau laisvés
generuojant tinklus sudétingoms konstrukcijoms, bei leidzia tikétis, kad norimas paklaidos lygis bus

pasiektas su mazesniu iteraciju ir elementy skaiciumi.
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3. Globaliyju bel lokaliuju optimalumo kriterijy taikymas prisitaikanciose baigtiniy elementy tinklo generavimo procedirose

3. GLOBALIUYJU BEI LOKALIYJU OPTIMALUMO KRITERIJU TAIKYMAS
PRISITAIKANCIOSE BAIGTINIU ELEMENTU TINKLO GENERAVIMO
PROCEDUROSE

Diskretizacijos paklaidos ijvertinimas bei tinkamo tinklo konstravimas taikant prisitaikanciasias
baigtiniu elementy strategijas yra vieni iS svarbiausiy baigtiniy elementy uzdaviniy. Prisitaikanciuju
baigtiniu elementy strategiju efektyvumas tiesiogiai priklauso nuo iteracijy, reikalingy optimaliam tinklui
gauti, skai¢iaus, todél visy pirma turime atsakyti | klausima — koks baigtiniy elementy tinklas jau
laikomas optimaliu? Formaliai optimaly tinkla galime apibrézti taip: elementy skaicius optimaliame tinkle
yra kaip galima mazesnis, o sprendinio paklaida neturi virsyti leistinos paklaidos ribos (Li, Bettess, 1995;
Li ir kt., 1995). Vadinasi, norédami optimizuoti prisitaikanciujy strategiju algoritma, turime jvykdyti dvi
salygas — sumazinti iteracijy, reikalingu optimaliam tinklui gauti, skaic¢iy, bei kaip galima labiau
minimizuoti elementy skaic¢iy galutiniame tinkle atsizvelgdami i leidziama sprendinio paklaida. Tokiu
badu gausime baigtiniy elementy sprendini, kuris ne tik tenkins jam parinkta paklaida, bet ir atitiks tam
tikra su juo susijusi optimaly tinkla.

Optimaliam tinklui apibrézti tailkomos dvi metodologijos. Pirmoji optimalumo kriteriju metodika,
dar kitaip vadinama globaliaisiais optimalumo kriterijais, sprendinio kokybeg ivertina remdamasi
paklaidos energetinés normos apibrézimu (Zienkiewicz, Zhu, 1987; Onate, Bugeda, 1993; Fuenmayor,
Oliver, 1996). Pagal Sias strategijas globaligjai tinklo paklaidai kontroliuoti jvedami atskiri globaligji ir
lokaligji parametrai. Antroji optimalumo kriteriju metodika paremta lokaliyjy itempimy paklaidos jverciu
bei elemento gerinimo parametry skaiciavimu tam tikruose strategiskal svarbiuose srities taskuose
(Bugeda, Onate, 1994). Tokie optimalumo kriterijai vadinami lokaliaisiais.

Siame skyriuje pristatomas prisitaikanciyjy strategiju algoritmas, reikalaujantis maZiau iteracijy
galutiniam tinklui gauti, lyginant su tradiciniu algoritmu. Tikslui pasiekti, 2.2 skyriuje pasitlyta pradinio
beveik optimalaus tinklo generavimo algoritma ikomponuosime i tradicini prisitaikanciyjy strategiju
algoritma. Toks patobulinimas leis sumazinti galutiniam tinklui gauti reikalinga iteraciju skaiciuy.
Norédami kontroliuoti elementy dyd; bei tankuma galutiniame optimaliame tinkle, i prisitaikanciuju
strategiju algoritma ikomponuosime skirtingus globaliuosius bei lokaliuosius optimalumo kriterijus.
Skyriaus gale pateikti skaitiniai pavyzdziai vaizdziai iliustruos pateikto algoritmo privalumus lyginant su
tradiciniu prisitaikanciyjy strategijy algoritmu.

Sios skyriaus tyrimy medZiaga 2003 metais pristatyta ,Mechanika — 2003" ir ,, Mathematical
Modeling and Analysis® konferencijose ir tais paciais metais publikuota ,Mechanikos* Zzurnale
(Vasiliauskiené, Bausys, 2003).
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3. Globaliyju bel lokaliuju optimalumo kriterijy taikymas prisitaikanciose baigtiniy elementy tinklo generavimo procedirose

3.1 Sprendinio tinkamumo jvertinimas

Sakoma, kad sprendinys yra tinkamas, jei globalioji energijos paklaida yra mazesné uz tam tikra
bendrosios deformacijos energijos dali:

el £l (31)

¢ia n — vartotojo uzduota leidziama santykiné globalioji paklaida. Remiantis Sia lygybe, globalusis

paklaidos vertinimo parametras x, apibréziamas taip:
el
x = (32)
" hiu]

Jei x, £1, ta reiskia, kad globalusis paklaidos kriterijus tenkinamas, o jei X, 3 1, tai reikalingas tolesnis
tinklo smulkinimas ar stambinimas. Tinklo tobulinimo strategijos, besiremiancios x, parametru, duos

tolygy tinklo elementy smulkinima ar stambinima.
Elementy pasiskirstymas tinkle lemia tam tikro tinklo optimalumo kriterijaus atitikima, Kitaip
tariant:

e, = ||E’||r ’ (33)

tia ||¢| — i-ojo elemento paklaida, o ||g| — reikiama elemento paklaida Tada lokalusis paklaidos

indikatorius x; apibréziamaskaip . ir [|¢| santykis:

il

X, =0 (34)

Jei x, =1, tai i-asis elementas yra optimalus, 0 jei ne, tai reikalinga papildoma tinklo tobulinimo

fi

procediira. Reikiamos paklaidos |¢ apibrézimas kiekvienam tinklo elementui yra labai svarbus tolesnei

baigtiniu elementy analizei, nes, kaip matysime kitose dalyse, Sios paklaidos pagrindu yra apibréziami kiti
optimalumo kriterijai, stipriai veikiantys elementy dydj bei tankuma galutiniame tinkle.

Bendruoju atveju turi bati tenkinami tiek lokalusis, tiek globalusis paklaidy vertinimo kriterijai. Si
prielaida leidzia suformuluoti tinklo tobulinimo parametro apibrézima, taikant tiek globalyji paklaidos
vertinimo Kriteriju, tiek lokalyji paklaidos vertinimo indikatoriy:

_ldi  1d _ 1l
e, Dl bl
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3. Globaliyju bel lokaliuju optimalumo kriterijy taikymas prisitaikanciose baigtiniy elementy tinklo generavimo procedirose

Si elemento tobulinimo parametra pirmasis pristaté Zienkiewicz ir Zhu (Zienkiewicz, Zhu, 1987) ir
nuo to laiko jis laikomas pagrindu apibréziant nauja elemento dydj prisitaikanciosiose tinklo tobulinimo

strategijose.

3.2 Globaligi ir lokaligli optimalumo kriterijai

Vienas populiariausiy eliptiniy uzdaviniy optimalumo Kriterijy yra apibréziamas taip: tinklas yra
optimalus, jei energetinés normos pasiskirstymas yra tolygus visy elementy atzvilgiu (Zhu, Zienkiewicz,
1988). Remiantis Siuo apibrézimu, reikiama elemento paklaida apibréziama kaip globaliosios paklaidos ir
tinklo elementy santykis:

&l 36
€., I (36)

Tada lokalusis paklaidos vertinimo parametras apibréziamas taip:

.

X; (37)
IHI\r
ir elemento gerinimo parametras iSreiskiamas lygybe
X, =XX e, (38)

T gl

Dydi x, dabar galime interpretuoti kaip elemento paklaidos ir leidziamos paklaidos pasiskirstymo
tinkle santyki. Jei x, >1, tai reiskia, kad elemento dyd; reikia dar karta perskaiciuoti, o jei x; £1, tai
reiskia, kad tiek lokaliosios, tiek globaliosios paklaidos salygos yra tenkinamos.

Jei Zinome einamaji elemento dydi h , tai naujas elemento dydis h yra perskai¢iuojamas taip

(Zhu, Zienkiewicz, 1988):

h :S—'I b, :(xi)%, (39)

¢iam — formos funkcijos daugianario laipsnis.
Kitas globalusis paklaidos vertinimo kriterijus teigia, kad tinklas yra optimalus, jei paklaidos
kvadratas ploto vienetui yra vienodas visame tinkle:

el _ldl” (310)
o
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3. Globaliyju bel lokaliuju optimalumo kriterijy taikymas prisitaikanciose baigtiniy elementy tinklo generavimo procedirose

ciaW ir W yra atitinkamai elemento ir visos srities plotai.
Reikiamos paklaidos normos bei elemento dydzio perskaiciavimo parametrai Siam Kriterijui
apibréziami taip:

I~

=

g0 (3.11)
e, =leige,

1
X =XX _HEEQ ¢

i - T (312)
" ohujge g

Naujas elemento dydis randamas pagal ta pagia ( 3.9 ) formule. Sis optimalumo kriterijus leidZia
sukoncentruoti daugiau ir mazesniy elementy tose zonose, kuriose sprendinio nezinomyju gradientai yra
didziausi. Sji tolygios paklaidos pasiskirstymo Kkriteriju pirmasis pristatée ir struktirines analizés
uzdaviniams pritaiké Bugeda su bendraautoriais (Bugeda, Onate, 1992; Bugeda, Oliver, 1991 ).

Kita optimalumo kriteriju grupé remiasi lokaliuoju paklaidos ivertinimu ir yra vadinama
lokaliaisiais optimalumo kriterijais. Ju esme sudaro tam tikry specifiniy dydziy, skai¢iuojamy tam tikrose
srities vietose, radimas ir kontroliavimas apribojant juos tam tikrais iS anksto numatytais dydziais.

Pirmasis tokiy optimalumo kriteriju pavyzdys remiasi Mizeso jtempimais (Bugeda, 2000, 2001):

e =

\/(81-82)2+(Sz'53)2+(53'51)2 \/(Al'§2)2+(A2'§3)2+(A3'§1)2 (3.13)

gias,,s, iIr s, — svarbiausieji poprocesorinio sprendinio itempimai, S,, S,, S, — svarbiausieji BE
sprendinio jtempimai. Zinant maksimalia Mizeso jtempimy paklaida &, kiekviename tinklo taske
elemento dydzio perskai¢iavimo parametra galime apibrézti taip:

&
e

S max

X = (3.14)

Antrasis lokaliyju optimalumo kriteriju pavyzdys yra vadinamasis maksimalus itempimu
paklaidos procentinis santykis (Bugeda, Onate, 1994). Siuo atveju nagrinéjame maksimalios jtempimy
paklaidos ir maksimalaus jtempimo kiekviename taske santyki. [tempimy paklaida e, skai¢iuojama kaip
tikslaus ir aproksimuoto jtempimy tenzoriy skirtumas:

§, t,-f,0
L =6 0T . - (3.15)
@w sy éxw by Sy-Sy{
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3. Globaliyju bel lokaliuju optimalumo kriterijy taikymas prisitaikanciose baigtiniy elementy tinklo generavimo procedirose

Maksimali  jtempimy paklaida €, kiekviename taske yra apribota tam tikru maksimalaus

svarbiausiojo itempimo procentiniu santykiu abs(s | ):

absle, )£habs(s ). (3.16)

Sis kriterijus leidZia nagrinéti didesnes jtempimy paklaidas tose zonose, kur jtempimai yra

didesni. Elemento dydzio perskai¢iavimo parametras apibréziamas kaip santykis tarp abs(esl) ir

habs(s | ):

« = abs(esl )

habs ) (3.17)

Taikant lokaliuosius optimalumo kriterijus, sprendinio kokybé vertinama remiantis lokaliaisiais
parametrais, o tai leidzia kontroliuoti tokius aiSkia fiziking prasmg turincius dydzius, kaip itempimai
kiekviename taske ir t. t.

3.3 Optimalumo kriterijy jraukimasj baigtiniy elementy tinklo generavimo procediira

Sioje dalyje pristatomas prapléstas tinklo gerinimo algoritmas, galintis ne tik minimaliu iteracijy
skai¢iumi sugeneruoti puikios kokybés galutini baigtiniu elementy tinkla, bet ir turintis vartotojo
pageidaujama elementy skai¢iu. Algoritmo pagrinda sudaro 1 skyriuje apraSytas prisitaikanciyju baigtiniy
elementy strategijy algoritmas, papildytas dviem punktais. Pirmasis patobulinimas yra paruosti gera
beveik optimaly pradin; tinkla baigtiniu elementy analizei atlikti, o kitas — parinkti atitinkama
optimalumo kriterijy, aprasyta 3.2 skyriuje. Kaip matysime toliau, pirmasis patobulinimas leis sumazinti
prisitaikanciujy strategijy proceso iteracijy skaiciy, 0 antrasis — leis daryti jtaka galutinio tinklo elementy
skai¢iui bei tankumui.

Prapléte tradicini prisitaikanciyju strategijuy algoritma, gausime tokia veiksmy seka (3.1 pav.):

1. Pradinio beveik optimalaus tinklo paruoSimas tolesnel baigtiniy elementy analizei.

a) ParuoSamoji informacija: nusakoma objekto geometrija, krastinés salygos ir medziagos savybeés.

b) Analizés dalis: objekto geometrijos bei krastiniy salygu patikrinimas, srities sudalinimas bei
kritinio regiono (KR) nustatymas, kontrolinés sferos (KS) apibrézimas kiekvienam kritiniam
regionui.

c) Tinklo generavimas: taikant plintancio fronto technikos metoda generuojamas pradinis beveik
optimalus pradinis tinklas kiekvienam kritiniam regionui atskirai, tada gauti regiony tinklai
sujungiami i viena taip, kad padengtu visa nagrinéjama sritj.

2. Baigtiniy elementy sprendinio skaic¢iavimas paruostam tinklui.
3. Tinklo optimalumo kriterijaus parinkimas tolesnel analizel.
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3. Globaliyju bel lokaliuju optimalumo kriterijy taikymas prisitaikanciose baigtiniy elementy tinklo generavimo procedirose

4. Globaliosiosir lokaliosios diskretizacijos paklaidy jvertinimas.

5. Globaliosios paklaidos patikrinimas. Jei ji tenkina leisting paklaida, skai¢iavimus stabdome ir
procediira baigiame, jei ne — naudodamiesi jvertintaja paklaida bei leidziama paklaida
perskaic¢iuojame naujam tinklui generuoti reikalinga informacija.

6. Pageriname sena arba pergeneruojame nauja tinkla ir griztame i antraji zingsni.

PRADZIA

PRADINIAI DUOMENY S: srities geometrija, apkrovos, kradtinés salygos

v

PRADINIS BEVEIK OPTIMALUS TINKLAS

Geometriniy nesuderinamumy paieSka

v

Apkrovy ir atramy jtaka

A\ 4

Kritiniy regiony KR nustatymas

!

Kontrolinés erdveés apibrézimas

A

BE tinklo generavimas kiekvienam KR

v

> BE analizé

v

Paklaidy vertinimas

TINKLO PAGERINIMAS

Optimalumo kriterijaus parinkimas

A 4

Naujo elemento dydZio parinkimas

3.1 pav. Prapléstasis optimalaus tinklo generavimo agoritmas
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3. Globaliyju bei lokaliuju optimalumo kriterijy taikymas prisitaikanciose baigtiniy elementy tinklo generavimo procediirose

3.4 Praktinisglobaliyjy ir lokaliyjy optimalumo kriterijy taikymasinzineriniy uzdaviniy
sprendimui

Ank&iau paminétam metodui iliustruoti parinksime tris skirtingo sudétingumo uzdavinius,
turincius skirtingas topologines savybes. Vartotojo savelka su Siuo algoritmu apsiriboja objekto
geometrijos bel krastiniy salygu apibrézimu. Visi trys uzdaviniai pradedami spresti naudojant tolygu
pradinj tinkla. Skai¢iavimo metu pritaikome keturis optimalumo kriterijus ir gauname keturis skirtingus
galutinius tinklus. Analogiska procedira kartojame imdami beveik optimaly pradini tinkla. Norédami
palyginti ir jvertinti gautus rezultatus, skai¢iavimy duomenis surasome i lenteles bei iliustruojame
grafiskai.

Rezultatams aprasyti jveskime tokius zyméjimus:
Kriterijus A — remiasi globaliuoju optimalumo kriterijumi, sakanciu, kad globaliosios energetinés normos
pasiskirstymas yratolygus visy elementy atzvilgiu;
Kriterijus B — remiasi globaliuoju optimalumo kriterijumi, sakanciu, kad tinklas yra optimalus, jei
paklaidos kvadratas ploto vienetui yra vienodas visame tinkle;
Kriterijus C — remiasi Mizeso jtempimais;
Kriterijus D — remiasi lokaliuoju optimalumo kriterijumi, skai¢iuojamu kaip maksimalus itempimu
paklaidos procentinis santykis.

3.4.1 Srities, sudarytosis dvigjy skirtingy medzagy, uzdavinys

g = 1000 kN

[ 1

1,0

1,0

1,0

3.2 pav. Dvigjy medziagy uzdavinys
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3. Globaliyju bel lokaliuju optimalumo kriterijy taikymas prisitaikanciose baigtiniy elementy tinklo generavimo procedirose

@ (b)
3.3 pav. Pradiniai tinklai: (a) —tolygustinklas, (b) — beveik optimalustinklas

Visy pirma isnagrinésime sritj, susidedancia iS dvieju skirtingy medziagy. Pirmoji medziaga
nusakoma Jungo moduliu E =2,06X0°> MPa ir Puasono koeficientu n=0,28. Atitinkamai antroji
medziaga nusskoma E =2,20X10° MPa ir n=0,30. Srities virdus apkraunamas q=1000N dydZio
tolygia apkrova. Nagrinéjamos srities dimensijos bei itvirtinimo salygos parodytos 3.2 paveiksle.

Siam uZdaviniui spresti paruoSiame tolygu pradini baigtiniy elementy tinkla, susidedanti i3 184
elementy (3.3 pav., a). Tada naudodamiesi praplésto prisitaikanciyju strategiju algoritmo schema bei
parinkg optimalumo kriteriju A, gauname galutini optimaly baigtiniy elementy tinkla. Ta pacia procedira
kartojame su optimalumo kriterijais B, C ir D. Gauti galutiniai baigtiniy elementy tinklai pavaizduoti 3.4
paveikslo a, b, cir d variantuose.

Dabar taikydami prapléstaja kontrolinés erdvés savoka, paruoSame pagerinta beveik optimaly
pradini tinkla (3.3 pav., b), turinti ta pati elementy skai¢iy (184). Informacija apie elemento dydi gaunama
konstruojant kontrolines sferas apie medziagy salycio sritis. Atlike ta pacia prisitaikanciyju strategiju
procediira su visais keturiais optimalumo kriterijais, gauname keturis galutinius baigtiniu elementy
tinklus, pavaizduotus 3.5 paveikslo a, b, cir d variantuose.

Skaiciavimu rezultatus suraSome i 3.1 lentele. Palyging rezultatus, gautus taikant skirtingas
strategijas, nesunkiai pastebime, kad optimalumo kriterijaus parinkimas stipriai veikia galutini baigtiniy
elementy tinkla. Su tolygiu pradiniu tinklu optimalumo kriterijui A gauname 1476 elementus galutiniame
tinkle, kriterijui B gauname 3847 elementus, kriterijui C — 2507 ir kriterijui D — 5800 elementus.
Atitinkamal  pradiniam beveik optimaliam tinklui gauname 1063, 2125, 1158 ir 2400 elementus
galutiniame tinkle. Maziausia elementy skaiciy gauname taikydami tolygaus paklaidos pasiskirstymo
optimalumo kriteriju — 1476 elementus pagal tolygu pradinj tinkla ir 1063 elementus pagal pradinj beveik
optimaly tinkla. Didziausia elementy skai¢iy Siam uzdaviniui gavome taikydami optimalumo kriteriju D —

3,92 karto daugiau elementy nei pagal kriteriju A taikant tolygy pradini tinkla ir 2,26 karto daugiau
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3. Globaliyju bel lokaliuju optimalumo kriterijy taikymas prisitaikanciose baigtiniy elementy tinklo generavimo procedirose

elementy taikant pradini beveik optimaly tinkla. Taip pat galima pastebéti, kad elementy skaicius pagal
visus optimalumo kriterijus yra mazesnis, kai prisitakanciyju baigtiniy elementy analizé atlikta parenkant
pradini beveik optimaly tinkla. Matome, kad elementy skaicius bei tankumas visuose tinkluose taip pat
labai skiriasi — elementy dydis ir tankis tinkluose, gautuose taikant A optimalumo kriterijy kinta ne taip
smarkiai, kaip tinkluose, gautuose pagal optimalumo kriterijus B, C ir D, kur daugiau smulkesniy
elementy koncentruojama didesniy itempimuy gradienty zonose. Taigi, naudojant pagerinta beveik
optimaly pradini BE tinkla vietoj jprastinio tolygaus, galime sumazinti adaptyvaus proceso iteraciju
skai¢iy, 0 parinkdami skirtingus optimalumo Kkriterijus, galime kontroliuoti elementy skaiciy bei

pasiskirstyma galutiniame tinkle.
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3.4 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal tolygy pradinj tinkla: (a) — taikant optimalumo kriteriju A; (b) —taikant optimalumo
kriteriju B; (c) —taikant optimalumo kriteriju C; (d) —taikant optimalumo kriterijy D.
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3.5 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal pradini beveik optimaly tinkla: (a) — taikant optimalumo kriteriju A; (b) — taikant
optimalumo kriterijy B; (c) — taikant optimalumo kriterijy C; (d) —taikant optimalumo kriterijy D.
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3. Globaliyju bel lokaliuju optimalumo kriterijy taikymas prisitaikanciose baigtiniy elementy tinklo generavimo procedirose

3.1 lentelé. Dvigjy medZiagy uzdavinio skaiciavimo rezultatai, leidziama paklaidah = 10 %

1-qji iteracija 2-0ji iteracija 3-0ji iteracija
% G | "% it | M% St

A | Tolygus pradinistinklas 1 27,85 92 10,03 603 9,88 726
Tolygus pradinistinklas 2 27,86 92 10,35 622 9,43 750
Pradinis beveik optimalustinklas 1 23,41 92 9,43 531 - -
Pradinis beveik optimalustinklas 2 23,64 92 9,59 532 - -

B | Tolygus pradinistinklas 1 27,85 92 10,01 610 8,30 1798
Tolygus pradinistinklas 2 27,86 92 10,57 610 7,80 2049
Pradinis beveik optimalustinklas 1 2341 92 8,25 1041 - -
Pradinis beveik optimalustinklas 2 23,64 92 8,88 1084 - -

C | Tolyguspradinistinklas 1 27,85 92 11,61 405 7,63 1222
Tolygus pradinistinklas 2 27,86 92 13,36 360 7,66 1285
Pradinis beveik optimalustinklas 1 2341 92 9,82 547 - -
Pradinis beveik optimalustinklas 2 23,64 92 9,93 611 - -

D | Tolyguspradinistinklas 1 27,85 92 11,58 574 10,16 2619
Tolygus pradinistinklas 2 27,86 92 12,09 628 9,84 3181
Pradinis beveik optimalustinklas 1 23,41 92 9,39 1221 - -
Pradinis beveik optimalustinklas 2 23,64 92 9,10 1179 - -

3.4.2 Tempiamos staciakampes plokstes su skyle uzdavinys

—
=

: N

0.4 2
; L, q=1000H
g EN

0,1 X

[=L=Y =YY= = = e Y a m = L= a Lu m = = w a e Ln mu yu {m [m L= w Ju {m = = u [u = =] u}u ==}

[FI (AF] M
il L 4|

0,1 0.9

3.6 pav. Staciakampés plokdtés su skyle uzdavinys

Rezultatams patvirtinti nagrinékime staciakampe plokstele su skyle, kuri tempiama X aSies
kryptimi. Medziagos savybés aprasomos Jungo moduliu E =1000 Pa ir Puasono koeficientu n =0,3.
Uzdavinio dimensijos bei krastinés salygos pavaizduotos 3.6 paveiksle.

Kaip ir ankstesniame pavyzdyje, taikome prisitaikanciyjy strategiju algoritma pagal tolygu ir

pagal pagerinta bevelk optimaly tinkla, parinkdami visus keturis optimalumo kriterijus. Gauti duomenys
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3. Globaliyju bel lokaliuju optimalumo kriterijy taikymas prisitaikanciose baigtiniy elementy tinklo generavimo procedirose

surasomi | 3.2 lentelg, galutiniai tinklai, gauti pagal tolygu tinkla, pavaizduoti 3.8, 3.9, 3.10 ir 3.11
paveiksly a variantuose, o tinklai, gauti pagal pagerinta bevelk optimaly tinkla — 3.8, 3.9, 3.10 ir 3.11
paveikslu b variantuose. Lygindami gautus rezultatus, matome, kad imant pagerinta beveik optimaly
pradin baigtiniy elementy tinkla, galutiniam tinklui gauti reikia tik dviejy iteracijy, o taikant kriterijuy A,
gauname maziausia elementy skaiciy tame galutiniame tinkle — 532 elementus pagal tolygu pradin; tinkla
ir 391 elementus pagal pradinj beveik optimaly tinkla. Imdami pradini beveik optimaly tinkla didziausia
elementy skai¢iy Siam uzdaviniui gavome taikydami optimalumo kriterijy C — 3,64 karto daugiau
elementy nel pagal kriteriju A, o imdami tolygu pradini tinkla didziausia elementy skai¢iy gavome
optimalumo kriterijui B — 5,46 karto daugiau daugiau elementy nei taikant optimalumo kriteriju A.

€Y (b)
3.7 Pradiniai tinklai: (a) —tolygus tinklas, (b) — beveik optimalus pradinistinklas

3.2 lentelé. Stagiakampes plokdtés su skyle skaiciavimo rezultatai, leidziama paklaidah =4 %

1-qji iteracija 2-0ji iteracija 3-0ji iteracija
n% e | M% Same | M% it

A | Tolygus pradinistinklas 19,49 51 4,99 379 3,24 532
Pradinis beveik optimalustinklas 13,08 51 3,47 391 - -

B | Tolygus pradinistinklas 19,49 51 4,61 915 2,58 2906
Pradinis beveik optimalustinklas 13,08 51 2,61 1359 - -

C | Tolygus pradinistinklas 19,49 51 5,44 198 2,58 2001
Pradinis beveik optimalustinklas 13,08 51 341 1424 - -

D | Tolygus pradinistinklas 19,49 51 821 902 3,94 1210
Pradinis beveik optimalustinklas 13,08 51 3,36 609 - -

(@ (b)

3.8 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal kriteriju A: (a) —tolygiam pradiniam tinklui, (b) — beveik optimaliam pradiniam tinklui
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(€Y (b)
3.9 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal kriteriju B: (a) — tolygiam pradiniam tinklui, (b) — bevelk optimaliam pradiniam tinklui

(b)
3.10 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal kriteriju C: (a) — tolygiam pradiniam tinklui, (b) — beveik optimaliam pradiniam tinklui

@ (b)
3.11 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal kriterijy D: (a) — tolygiam pradiniam tinklui, (b) — beveik optimaliam pradiniam tinklui

3.4.3 L-formos plokstées uzdavinys

Imkime dar viena pavyzdi: L-formos plokstg, kurios medziagos savybés nusakomos Jungo
moduliu E =10 Pa ir Puasono koeficientu n=0,3. Plok3és dimensijos, itvirtinimo salygos bei
apkrovos pavaizduotos 3.12 paveiksle. Kaip ir pirmais dviem atvejais, taikome prisitaikanciuju baigtiniy
strategijuy algoritma pagal tolygy (3.13 pav.,a) ir pagal pagerinta beveik optimaly tinkla (3.13 pav., b)
visiems keturiems optimalumo kriterijams A, B, C ir D. Gautus skaiciavimo rezultatus surasome i 3.3
lentele. Galutiniai tinklai, gauti pagal tolygu tinkla pavaizduoti 3.14, 3.15, 3.16 ir 3.17 paveiksly a
variantuose, o galutiniai tinklai, gauti pagal pradini beveik optimaly tinkla —3.14, 3.15, 3.16 ir 3.17, b.
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3.12 pav. L-formos plokstés uzdavinys

3.13 pav. (Igr)adiniai tinklai: (a) —tolygustinklas, (b) — beveik optimalus praEJIti)Listinklas

Lygindami gautus rezultatus, matome, kad skaiciuojant pagal optimalumo kriteriju A, galutinis
tinklas, gautas pagal tolygu pradinj tinkla, turi 3858 elementus, o galutinis tinklas, gautas pagal pradini
beveik optimaly tinkla, turi 3682 elementy (176 elementais arba 4,56 % maziau), be to, abiem atvejais
galutiniam optimaliam tinklui rasti prireiké trijy iteracijy. Siuo atveju, skirtingai nei sprendziant dvieju
medziagy ir plokstés su skyle uzdavinius, pradinio optimalaus tinklo naudojimas didesnio pageréjimo
nedavé.

Skaiciuojant pagal kriterijy B, galutinis tinklas, gautas pagal tolygu tinkla turi 6667 elementus, o
pagal pradini bevelk optimaly — 5729 elementus. Nors elementy skirtumas galutiniuose optimaliuose
tinkluose skai¢iuojant pagal tolygaus paklaidos pasiskirstymo ploto vienetui optimalumo kriterijy yra
didesnis (938 elementais arba 14,07 %), taciau galutiniams tinklams gauti veél prireiké triju iteraciju.
Vadinasi, globaliyjy optimalumo kriteriju taikymas sprendziant L-formos uzdavini, prieSingai, nei
sprendziant dvieju medziagy bei plokstés su skyle uzdavinius, nei iteracijy, nei elementy skaiciaus
nesumazina.
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Skaiciuojant pagal lokaliuosius kriterijus, situacija daug geresné — pagal kriteriju C galutinis
optimalus tinklas tolygaus pradinio tinklo atveju turi 9686 elementus, o pradinio optimalaus tinklo atveju
— 5982 elementus (3704 elementais arba 38,24 % maziau), be to, pradinio beveik optimalaus tinklo atveju
galutiniam optimaliam tinklui rasti reikéjo viena iteracija maziau. Labai panaSius rezultatus gauname
optimalumo kriterijui D — galutinis tinklas, gautas pagal tolygu pradin; tinkla turi 9565 elementus, o
galutinis tinklas, gautas pagal pradini beveik optimaly tinkla — 5651 (3914 elementais arba 41 % maziau).
Iteracijy skaicius esant pradiniam bevelk optimaliam tinklui taip pat mazesnis, nei tolygaus pradinio
tinklo atveju.

Apibendrinant gautus rezultatus, galima konstatuoti, kad globaliuju optimalumo kriterijy taikymas
gprendziant L-formos uzdavini norimo rezultato neduoda, t. y. prieSingai, negu sprendziant dviejy
medziagy bel plokstés su skyle uzdavinius, nel iteracijy, nel elementy skai¢iaus parenkant pradinj beveik
optimaly tinkla nesumazéja. Taip gauname todél, kad L-formos ploksté turi tipini singuliaryji taska,
darantj didele¢ itaka galutiniam rezultatui. Norint pagerinti prisitaikanciasias baigtiniu elementy strategijas
singuliariojo tasko aplinkoje, reikalingos papildomos procediros, kurios kaip tik ir bus nagrinéjamos

kitame skyriuje.

3.3 lentelé. L-formos plokstés skaiciavimo rezultatal, leidziama paklaidah =5 %

1-qji iteracija 2-0ji iteracija 3-0ji iteracija 4-gji iteracija
% Sortes | M% semue | M% it | % it

A | Tolygus pradinistinklas 26,35 206 581 2831 4,74 3858 - -
Pradinis beveik optimalustinklas | 19,39 206 515 3267 4,88 3682 - -
B | Tolygus pradinistinklas 26,35 206 8,16 2841 4,68 6667 - -
Pradinis beveik optimalustinklas | 19,39 206 5,06 4646 4,76 5729 - -

C | Tolygus pradinistinklas 26,35 206 8,50 2493 5,64 3806 4,21 9686
Pradinis beveik optimalustinklas | 19,39 206 5,98 3595 4,74 5982 - -
D | Tolygus pradinistinklas 26,35 206 5,26 4390 4,17 9565 - -
Pradinis beveik optimalustinklas | 19,39 206 4,50 5651 - - - -

L.Vasiliauskiené. Prigtaikanciosi os baigtiniy elementy strategijos plokStuminiams tamprumo teorijos uzdaviniams
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3.15 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal kriteriju B: (a) — tolygiam pradiniam tinklui, (b) — beveik optimaliam pradiniam tinklui

@ (b)
3.16 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal kriteriju C: (a) — tolygiam pradiniam tinklui, (b) — beveik optimaliam pradiniam tinklui
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@ (b)
3.17 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal kriterijy D: (a) — tolygiam pradiniam tinklui, (b) — beveik optimaliam pradiniam tinklui

3.51Svados

Siame skyriuje idnagrinéta globaliyjy ir lokaliyjy optimalumo kriterijy jtaka galutiniy optimaliy
tinkly radimui taikant prisitaikanciasias baigtiniy elementy strategijas. Siekiant labiau optimizuoti
prisitaikanciasias baigtiniy elementy strategijas, skaic¢iavimai atlikti ne tik su keturiais optimalumo
kriterijais, bet ir su dviem skirtingais pradiniais tinklais: pradiniu tolygiu ir anks¢iau pasitlytu pradiniu
beveik optimaliu. Apibendrinant nagrinéty mechaniniy konstrukcijy skaitinius rezultatus, galima teigti,
kad pradinio tinklo bei optimalumo kriterijaus parinkimas smarkiai jtakoja elementy ir iteracijy,
reikalingy galutiniam tinklui gauti, skaiciy, elementy dydi bei ju pasiskirstyma galutiniame tinkle:

— maziausia elementy skaiciy galutiniame optimaliame tinkle gauname taikydami tolygaus
paklaidos pasiskirstymo optimalumo kriterijuy (A);

— galutiniuose optimaliuose tinkluose, gautuose pagal tolygaus paklaidos kvadrato pasiskirstymo
ploto vienetui (B), Mizeso jtempimu (C) ir maksimalaus jtempimy paklaidos procentinio santykio (D)
optimalumo kriterijus, elementy skaicius gali 5 kartus didesnis, nei tinkluose, gautuose pagal tolygaus
paklaidos pasiskirstymo optimalumo kriterijuy (A);

— elementy dydzio ir tankio kitimas galutiniuose optimaliuose tinkluose, gautuose pagal tolygaus
paklaidos pasiskirstymo optimalumo kriteriju (A), yra ne toks zymus, kaip galutiniuose optimaliuose
tinkluose, gautuose taikant kitus tris optimalumo kriterijus, pagal kuriuos didesnis kiekis smulkesniy
elementy koncentruojami tose konstrukcijos vietose, kur tikimasi gauti didziausius itempimy gradientus;

— pradinio beveik optimalaus tinklo parinkimas iteraciju ir elementy skaiciy sumazinti leido tik
tuose uzdaviniuose, kurie neturéjo tipiniy singuliariy tasky;

— uzdaviniuose, turinciuose tipiniy singuliariy tasky, pradinio optimalaus tinklo parinkimas pirmai
iteracijai sumazéjusi iteracijy ir elementy skaiciu (~40 %) galutiniame optimaliame tinkle duoda tik
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taikant lokalius optimalumo kriterijus, kai tuo tarpu taikant globalius optimalumo kriterijus iteracijy
skaicius liko toks pat, 0 elementy skaicius sumazéjo tik 4-14 %.

Vadinasi, naudojant pagerinta beveik optimaly pradini BE tinkla vietoj iprastinio tolygaus, galime
sumazinti adaptyvaus proceso iteracijy skai¢iy, 0 parinkdami skirtingus optimalumo Kriterijus, galime
kontroliuoti elementy skai¢iy bel pasiskirstyma galutiniame tinkle, taciau siekiant pagerinti
prisitaikanciasias baigtiniy elementy strategijas singuliaraus tasko aplinkoje, reikalingos papildomos
proceduros, kurios kaip tik ir bus nagrinéjamos kitame skyriuje.
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4. SINGULIARIY TASKY JTAKOSVERTINIMAS H-PRISI TAIKANCIYJU BAIGTINIY
ELEMENTU ANAL I ZEJE SPRENDZIANT TAMPRUMO TEORIJOS UZDAVINIUS

Singuliariy tasky ijtaka dazniausiai nagrinéjama sprendziant medziagy irimo mechanikos
uzdavinius, kuriuose reikia tiksliai nustatyti itempimy ir deformaciju bivi tam tikro plySio virsinés
aplinkoje, taciau Sio darbo apimtis apsiriboja geometrinio singuliarumo nagrinéjimu sprendziant
sudétingos geometrijos uzdavinius.

Visi 1.1.4 skyriuje paminéti metodai gana efektyviai ir tiksliai skai¢iuoja sprendini singuliaraus
tasko aplinkoje, taciau juy taikkymas h-prisitaikanciyju baigtiniy elementy strategiju analizei reikalauja
vienokiy ar kitokiy pokyciu. Pavyzdziui, Aalto pasiiilyty singuliariyjy juosty konstravimas yra nepatogus
tuo, kad vieto] standartiniy formos funkcijuy reikéty imti singuliarias, o toks pakeitimas butuy sunkiai
suderinamas su standartinemis baigtiniy elementy programomis. Tokiu atveju vartotojas turéty pats
pasirasyti specialia programa baigtiniy elementy analizei atlikti. Szabo ir Yosibash (1996) pasitlytas
metodas tinka p-baigtiniy elementy analizel, bet netinka h-baigtiniy elementy analizei. Tinkamiausias h-
baigtiniu elementy analizel baty Apel pasitilytas lokaliojo tinklo gradavimo singuliariojo tasko aplinkoje
metodas, taciau jis veikia tik su parametriniais tinklais, kurie néra tinkami prisitaikanciosioms baigtiniy
elementy strategijoms.

D¢l Siy priezastiy Siame skyriuje sprendiniui singuliaraus tasko aplinkoje skai¢iuoti pateikiamas
naujas h-prisitaikancioms strategijoms tinkantis algoritmas. Pasitilyto metodo esme sudaro prielaida, kad
singuliariojo tasko aplinkoje bendra sprendini galime isskaidyti i reguliariaja ir singuliariaja dalis. Taip
ieSkodami tikslesnio sprendinio be reguliariosios papildomai rasime ir singuliariaja sprendinio dali.
Singuliariosios sprendinio dalies radimas realizuotas modifikuojant maziausiuyju kvadraty metoda: fiziniy
koordinatiy matricos elementus pakeiciame singuliariaisials monomais. Pasitilyto sprendinio gerinimo
metodo efektyvuma iliustruosime atlikdami L-formos plokstés uzdavinio analize. Norint pagerinti
prisitaikanciasias baigtiniy elementy strategijas, vien pagerinti sprendini neuztenka, todél pasitlytaja
sprendinio gerinimo singuliariojo tasko aplinkoje metodika jkomponuosime i prisitaikanciuju strategiju
algoritma. Galiausiai i viena algoritma sujungsime ir kitus anks¢iau pasiiilytus prisitaikanciyju strategiju
gerinimo badus: pradinio beveik optimalaus tinklo generavimo algoritma bei optimalumo Kriteriju
taikyma generuojant nauja elementy tinkla.

Sio skyriaus tyrimy medziaga 2005 metais pristatyta , Mechatronic Systems and Materials — 2005

>

konferencijoje ir publikuota ,, Solid State Phenomena* zurnale (Vasiliauskien¢, Bausys, 2006).

4.1 Bendra sprendinio israiska singuliariose srities zonose
Siame skyrelyje apradysime matematinj uzdavinj, kuriuo remsimés ieSkodami pagerinto sprendinio
singuliariojo tasko aplinkoje. Tarkime, kad W yra prizminis trimatis objektas (4.1 pav.), aprasomas

formule:
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4.1 pav. Prizminé trimaté sritis su Snguliaria briauna

W=G" Z, (41)

Gia GI R? — plok&uminis daugiakampis, 0 Z =(0,z,)1 R' — atkarpa. Daugiakampis G privalo turéti
bent viena virsing C, kurios vidinis kampas w >p . Visi kiti daugiakampio kampai turi biti mazesni, nei
p (4.1 pav.). Virsing C vadinsime singuliariuoju srities W tasku. Apibréziame vadinamaja singuliariaja
briauna, einancia per taska C:

E=C Z. (42)

Zinoma (Kufner, Sandig, 1987), kad briaunos E aplinkoje sprendinys u gali biti iSskaidomas i
reguliariaja u, ir singuliariaja u, dalis:

u=u,+u,, (43)

ug =x(rg(x)r' Ff), (44)

éia

1
2o

r =dist(x,E), f =(0,w) — polinés koordinatés plok&umoje, statmenoje briaunai E,

———

1 kai r<R, | (45)
10, kai r>2R;

«(r)=

g(x) - koeficienty funkcija,

F(f)=snlf.
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4.2 pav. Plokstuminis daugiakampis su singuliariuoju tasku C

Koeficienty funkcija g(x) , dar kartais vadinama jtempi my intensyvumo pasi skirstymu, priklauso nuo visy
triju erdves koordinaciy ir iSreiskiama konvoliucijos integralu:
o(r %)== 5 alx, - s)ds. (46)
Yopgriast |

Tuo atveju glodumo koeficientas q iSreiskiamas per | Besovo erdvéje (Grisvard, 1995).
Plokstumos atveju, koeficienty funkcija g(x) yrakonstanta. Beto, tamtikraisatvejais (pvz., esant
sudétingoms krastinems salygoms) singuliarioji dalis us gali biti uzraSoma kaip singuliariujy funkcijy

suma

u, =x(r)a, g, (Jr"F (). (47)

Taip pat egzistuoja tam tikri atvejal, kai priklausomai nuo kampo w, i Sia iSraiSka reikia jtraukti ir
logaritminius narius. Apibendrinant galima teigti, kad kuo sudétingesnis uzdavinys, tuo sunkesnis
singuliariosios dalies us radimas. Tokiu sudétingesniy atvejuy apzvalgas galima rasti Siose monografijose
(Dauge, 1988; Grisvard, 1985).

Kadangi Sio darbo tikslams igyvendinti nagrinéjami tik plokStuminiai uzdaviniai, tai ank&ciau
aprasytas uzdavinys supaprastéja. Nagrinékime (4.1) lygtimi apraSyto trimacio prizminio kano
plokstumini varianta (4.2 pav.):

W= G, (4.8)

¢ia G1 R? — plok&uminis daugiakampis, turintis virsing C su vidiniu kampu w >p . Visi Kiti
daugiakampio kampai turi bati mazesni nei p . Virsing C vadinsime singuliariuoju daugiakampio tasku.
Pastaba: nagrinéjamoji sritis parenkama taip, kad joje baty tik vienas singuliarusis taskas, priesingu
atveju sritis biity skaidoma i dalistol, kol kiekvienoje dalyje likty tik po viena singuliaryji taska.

Analogiskai anksciau apraSytam atvejui, sprendinys singuliariojo tasko aplinkoje yra skaidomas i
reguliariaja u, ir singuliariaja u dalis:
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u=u,+u, =x(r)g(x)r' snl f +u, , (49)

|:B
W’

r =dist(0,x), f 1 (0,w) — polinés koordinatés nagrin¢jamoje plok&umoje,

g=consti R,

r<R,

x(r)=] r3R,.

1, ka
0, kai

— — —

4.2 Poprocesorinis paklaidos vertinimas jtraukiant singuliariojo tasko jtaka

4.2.1 Superkonvergencinio elementy fragmento atkirimo metodo panaudojimas singuliaraus sprendinio
radimui

Sprendiniui gerinti singuliariojo tasko aplinkoje bus reikalingas superkonvergencinis elementy
fragmento atkarimo metodas, kurio esme sudaro naujo tiesioginiy baigtiniu elementy kintamuyju lauko
radimas. Surastas naujasis kintamuyjuy laukas yra aukstesnés tikslumo klasés. Jis apskaiciuojamas
maziausiyju kvadraty metodu, naudojant elementy fragmentus. Taikant maziausiyju kvadraty metoda
naudojami poprocesorinio sprendinio superkonvergenciniy tasky rezultatai. Superkonvergencinial taskai —
tal specialial parinkti diskretizavimo srities taskai, kuriuose baigtiniu elementy sprendinys yra aukstesnés
tikslumo klasés, negu apskaiciuotasis pagal apriorinius paklaidy jvertinimus.

Naujasis tiesioginiy kintamuju laukas u’ elemente t 1 T, i&eidkiamas p+1 eilés baigtiniu

elementy formos funkcijomis:
ur(x)=a N7 OOy ) +a N OOy ) (410)

ciar zymi originalius baigtiniy elementy mazgus, o s— papildomus elemento mazgus, kuriuose
apskaiciuojamos atkurto sprendinio reikdmes, N (x) ir N_(x) — lokalios p+ 1 eilés formos funkcijos,
atitinkancios originalius ir papildomus elemento mazgus.

Originaliy elemento mazgy reikSmés yra lygios poprocesorinio sprendinio mazgy reikSméms
(u: ) ©(ul) ir atkurto kintamyju lauko reikdmei (u; ), » apskaiciuotal papildomuose mazguose. Jos

randamos sprendziant maziausiy kvadraty uzdavinj atskirame elementy fragmente W:

rasti toki u | RP+1, kad (4.11)

* — - f*
Ju ()=, min 3y ("),

p+
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cia
3o (") =@ WIRI (X IR, (X)), (412)
i=1
¢ia R,(Xx;) — liekamasis narys, apskaiCiuotas superkonvergenciniuose taskuose, w(x) — teigiama

glodzioji svorio funkcija, igyjanti reikSme 1 nagrinéjamo elemento ribose ir reikSmg, mazesng nel 1 — uz
nagrinéjamo elemento riby.
Liekamojo nario iSraiska:

R,=(u™) - (uM). (4.13)

o (u™) aprasomas p+ 1 eilés daugianariu

(u”) =Q(x)b, (4.14)
cia

Q:[l X y X xy yz] (4.15)
yrafiziniy koordinaciy p+ 1 eilés monomu meatrica, o b —ieskomy dydziy vektorius.
Taigi, suformulavus maziausiuyju kvadraty uzdavini, reikia spresti algebring lygciu sistema:

géj w; (Q(Xj ))T Q(Xj )20. = gé, w; (Q(Xj ))T g(UT )i : (4.16)

Norédami taikyti ( 4.9 ) formules geresniam sprendiniui singuliariojo tasko aplinkoje rasti, visy
pirma turésime nuspresti, kaip skai¢iuosime reguliariaja ir singuliariaja sprendinio dalis. Kadangi
bendruoju atveju analitiné sprendinio iSraiska néra zinoma, vietoj reguliariosios dalies imsime baigtiniy

elementy sprendin;:

U, =Uggy - (4.17)

Singuliarigjai sprendinio u daliai rasti modifikuosime 4.2.1 skyriuje aprasSyta superkonvergencini
maziausiyju kvadraty metoda. Pagrindiné maziausiyju kvadraty metodo pakeitimo idéja — pakeisti fiziniy
koordinaciy vektoriy i toki vektoriy, kuris turéty singuliariyju monomy (elementy). Ta reiskia, kad
artimoje singuliariojo tasko aplinkoje vieto] standartinio kvadratinio daugianario imame vektoriy,
susidedanti iS vieno singuliariojo nario:

Qane(rf )= () sinlf] (418)

ISsprende (4.18) lygciu sistema su ( 4.18) singuliariuoju daugianariu, galétume rasti singuliariaja
sprendinio u dali uy:
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Us = Qane Danc . (4.19)
Taip pat nesunkiai rastume bendra sprendinio u reikSme singuliaraus tasko aplinkoje:
u=u, +Ug, (4.20)

Tokiu budu parenkant daugianarius, sistemos ( 4.18 ) sprendimas apimty du atvejus: kai taskas X;
patenka i singuliariaja zona, patikslintiems poslinkiams skai¢iuoti naudojamas singuliarusis daugianaris,

0 kal taskas x; iSeina iS singuliariosios zonos riby, posinkiams nustatyti bus naudojamas standartinis

kvadratinis daugianaris:

Q_1Q(><), kai dist(C,N, )2 R,

= . . . 4.21
(Quolri ). kai dislcN,)<R (421

4.2.2 Praktinio algoritmo konstravimas sprendinio suradimui singuliaraus tasko aplinkoje

Taigi turime plokStuming prizming sriti Q, kurios vidinis kampas w >p , C — singuliarusis srities
Q taskas. Spindulys R, apibrézia sritj, kurioje singuliarioji sprendinio u dalis u, * 0. Tarkime, sriti Q

dengiaN trikampiy elementy tinklas:

T ={T]i =1...N}. (422)

Tarsime, kad trikampis T, yra singuliarusis, jei bent vienas jo mazgas nuo tasko C yra nutolgs
atstumu, mazesniu uz R,. Aibé tokiy singuliariy elementy sudaro singuliaryji elementy fragmenta,

naudojama atliekant tolesnius sprendinio skai¢iavimus (4.3 pav.):

Wy ={T| [Node, (T)| £ R,.j =123}. (4.23)

Kadangi singuliariajame tagke r =0 ir f 1 [0,2p] daugianaris (4.18 ) negali biti apibréztas korektiskai,

tal visiems singuliariojo elementy fragmento elementams, besiribojantiems su singuliariuoju tasku C
T ={T.[{T, ¢}t £Ei=1...M} (4.24)

surasime papildomus taskus C, ,i =1,...,M , esancius labai arti originalaus taso C:
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25>

Kvadratinis e ementy fragmentas

Singuliarus e ementy fragmentas Nagrinéjamas el ementas

4.3 pav. Singuliariojo e emento fragmento formavimas, naujo singuliariojo tasko parinkimas

C, =(1-t)>xC+txD,, (4.25)
cia

D, =05X0,5xA +0,5>C)+0,5X0,5x8 +05>C),

h const
t:_x—,
VN [CDy]

¢ia A ir B — singuliariojo elemento T, mazgai; D, — papildomas taskas, esantis ant tasko C
pusiaukampinés; N — tinklo elementy skaicius; h — maziausio elemento, priklausan¢io singuliarigjam

fragmentui, dydis; |CD, | — atstumas nuo C iki D,; consti (071] — glodumo konstanta. Toks parametro t
Lo I~ o y Jho T
apibrézimas leidzia kontroliuoti papildomy tasky C, padéti: santykis N uztikrina, kad C, tikrai jeis |

singuliaryji elementa T, o dalybai$ |CD;|| uztikrina, kad C; tikrai bus labai arti originalaus tasko C.
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Atstumas nuo singuliaraus tasko C iki papildomai sugeneruoty tasky C, yra vadinamas kampo
astrumu, parodanciu kokioje singuliaraus tasko aplinkoje dar gaunami stabiltis rezultatai. Praktiniy
skai¢iavimy metu nustatyta, kad apibrézus parametra t pagal auks¢iau nurodytas formules, atstumas nuo
singuliaraus tasko C iki papildomai gauty tasky C. priklausomai nuo tinklo elementy dydzio ir skaiciaus
gali kisti nuo 0,5 mm iki 0,01 mm.

Kity autoriy, nagrinéjusiy uzdavinius su plysiais ir skylémis, darbuose parenkami panasis kampu
astrumai. Pavyzdziui, Kacianausko su bendraautoriais (Ka&fianauskas, Stupak, Kienzler, 2002)
nagrinétuose uzdaviniuose parinko 0,078 ir 0,448 mm kampo aStruma, Stupak (Stupak, Kacianauskas,
2000; Stupak, 2004) jvardija 0,07, 0,018 bei 0,09 mm kampo adruma, 0 Zarnovskij (Zarnovskij,
Katianauskas, 2003) taiko 0,001 mm kampo astruma.

Visiems singuliariojo fragmento Wsne mMazgams suformuojame fiziniy koordinaciy vektorius
Xgns (%Y, ) ir turedami omenyje, kad x, =r cosj , ir y, =r, snj ., apibréZiame singuliaryji
daugianarj Q(rj )=|x(r)r' sinlf|. Kadangi singuliarusis daugianaris skaigiuojamas polinése
koordinatése, poslinkiy vektoriy (u") taip pat reikia pervesti i polines koordinates: (U")® (ufiys,)-

Singuliariajam elementy fragmentui Wsne gauname tokia lygéiy sistema:

géj sz(QSING (XSING,j ))T Qane (XSING,j )%bSING,i = gé, sz(QSING (XSING,j ))T %(UQINGJ )i . (4.26)
|Ssprendg Sia lygciu sistema, randame ieskomus koeficientusbg, ir singuliaria sprendinio dali us.
Pastaba: kadangi us buvo rastas polinése koordinatése, prieS skaic¢iuojant toliau butina atlikti

atvirksting transformacija ir pervesti us i dekarto koordinates.

Taip apibreztam taskui C; spindulys ir kampas jau nebus lygus nuliui, singuliarusis daugianaris
Q. bus apibréziamas korektiskai, todel patikslintam sprendiniui rasti jau galésime taikyti singuliaryji
elementy fragmento atkirimo metoda. 1S viso randama tiek papildomy tasky, kiek yra elementy,
besiribojanciu su singuliariuoju tasku C.

Turédami n papildomy tasky iS labai artimos singuliariojo tasko aplinkos bei surade pagerintus
podlinkius juose, galime rasti pagerinta poslinki paciame singuliariajame taske ekstrapoliuojant gautus n
papildomy poslinkiy. Taikydami ta pati maziausiyju kvadraty metoda, sprendziame ( 4.16 ) lygciu
sistema, naudodami rastus poslinkius u; (C j) papildomuose C; taskuose:

aeéj w; (Q(Xj ))T Q(Xj )20. = gé, w; (Q(Xj ))T gu;‘(cj )) (4.27)
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Surade ieskoma vektoriy b, suskaiciuojame poslinkius singuliariajame taske.

Kadangi visi Sie skaiciavimai yra atliekami sriciai su iSanksto zinomu singuliariuoju kampu, todél
atlikus baigtiniuy elementy analiz¢ ir suradus pagerinta sprendini naujas tinklo elementy dydis
apskaiciuojamas taikant ( 1.44 ) iSraiSka:

, h
h =—%_.
TN (4.28)

Pasitilytojo metodo veiksmingumui iliustruoti atliksime du skirtingus eksperimentus. Pirmojo
eksperimento metu palyginsime tradicinio poprocesorinio sprendinio, apskaic¢iuoto naudojant Zienkiewicz
ir Zhu pasitulyta algoritma (Zienkiewicz, Zhu, 1987), bei pagerinto singuliaraus poprocesorinio sprendinio
konvergavima. Antrojo eksperimento metu pasiiilyta metoda idésime i prisitaikanciyju baigtiniu elementy
strategijos algoritma ir paziarésime, kokia itaka pagerintas sprendinys daro iteracijuy skaiciui ir galutiniam
elementy skaiciui tinkle.

4.3 Tradicinio poprocesorinio sprendinio ir pagerinto poprocesorinio singuliaraus sprendinio
palyginimas nagrinéjant L-formos plokstés uzdavinj

Nagrinékime L-formos plokste, aprasyta 3.4.3 skyriuje. Leistina paklaida h =5%. Kadangi L-
formos plokstés uzdaviniui tikslus analitinis sprendinys néra zinomas, palaipsniui didindami elementy
skai¢iy generuojame tolygius baigtiniu elementy tinklus tol, kol santykiné jtempimu paklaida dviems
vienas po kito einantiems tinklams bus mazesn¢, nel 2 %. Esant 25000 elementy tinklui gauname
sukonvergavusi sprendini, kurio poslinkiy reikSmes laikysime tiksliomis ir naudosime nagrinéjamy
pavyzdziy rezultatams jvertinti. Norédami jsitikinti, kad pasitlytas singuliariojo poprocesorinio
gprendinio skaic¢iavimo algoritmas tikrai pagreitina sprendinio konvergavima lyginant su tradiciniu
poprocesoriniu sprendiniu, atliksime tris bandymus.

Pirmajam bandymui atlikti parinksime keturis reguliarius tolygius tinklus, kuriy elementy skaicius
ir dydis kinta pagal toki désn;:

j150,  kai i=1

N, = _ _ , (4.29)
$4*N. | kai 1<i£4
0.1 kai i=1

h =i _ o (4.30)
105%*h . kai 1<i£4

Pirmasis tinklas susideda iS 150 h=01 dydzio elementy, antrasis tinklas susideda iS 600 dvigubai

mazesniy h = 0,05 dydzio elementy, treciasis tinklas susideda i$ 2400 h = 0,025 dydzio elementy, 0
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4.1 lentelé. Reguliariy tolygiy tinklu su vienoda singuliaria sritimi rezultatai

Poglinkiy UX reikSmeés, e-4
Elementy skaicius 150 600 2400 9600
?}%ﬁfi&g‘ fvﬁﬂ?r:gys be 2,188283 2,316560 2,355673 2,360946
Z?}Bﬁfi’r:g' fﬁ.‘?{ﬁ?éﬂysw 2,214648 2,334816 2,358444 2,361133
Konvergaves sprendinys 2,362 2,362 2,362 2,362
Podlinkiy UY reikSmés, e-4
Elementy skaicius 150 600 2400 9600
?}gﬁfi&g‘ f\g:ﬁ?#gys be 1,246261 1,410350 1,475205 1,499787
Z?}Bﬁfi’r:g' fﬁ.‘?{ﬁ?éﬂysw 1,294452 1,437034 1,480956 1,500151
Konvergaves sprendinys 1,511 1,511 1,511 1,511
Sprendinio paklaidos norma, %,
Elementy skaicius 150 600 2400 9600
Paklaida be singuliarumo jvertinimo 23,301 14,042 7,642 4,474
Paklaida su singuliarumo jvertinimu 24,899 14,974 7,727 4,475
Leidziama paklaida 5,000 5,000 5,000 5,000

ketvirtasis tinklas — iS5 9600 h =0,0125 dydzio elementy. Visais keturiais atvejais spindulio R=0.1
apibrézta singuliari sritis yrato paties ploto (4.7 pav., 4.8 pav., 4.9 pav. ir 4.10 pav.).

Kiekvienam iS Siy keturiy tinkly atliekame baigtiniy elementy analize ir randame baigtiniu
elementy sprendini. Tada remdamiesi gautu baigtiniy elementy sprendiniu, atlieckame poprocesoring
paklaidos vertinima atsizvelgdami | singuliariosios srities itaka ir neatsizvelgdami i singuliarios srities
itaka. Tokiu bidu gauname du poprocesorinius sprendinius. kal singuliarumas jvertintas ir kai
singuliarumas nejvertintas. Abiem atvejais gautos sprendiniy bei paklaidos reikSmés surasytos | 4.1
lentele. Poslinkiy Ux, Uy konvergavimo grafikai pateikti 4.4 ir 4.5 paveiksluose, o paklaidy, gauty taikant
abu metodus, palyginamieji grafikai pavaizduoti 4.6 paveiksle.

Lygindami gautus grafikus, matome, kad tiek Ux (4.4 pav.), tiek Uy (4.5 pav.) reilkSmés, gautos
takant poprocesorini paklaidy vertinimo metoda ka jvertinamas singuliarumas, kiekvienam
nagrinéjamam tinklui yra artimesnés tiksliam sprendiniui, nei sprendinio, gauto pagal tradicinj paklaiduy
vertinimo metoda. Taip pat lygindami paklaidy grafikus (4.6 pav.), apskai¢iuotus sumuojant visos
nagrinéjamos srities paklaidas, matome, kad paklaidos reikSmé, apskaiciuota nevertinant singuliarumo yra
mazesne, nei paklaidos reikSme, kai singuliarumas jvertintas. Pvz., 150 elementy tinklui paklaida, gauta
taikant tradicini poprocesorini paklaidy vertinimo metoda, yra 23,301 %, o paklaida, gauta taikant
singuliaryji poprocesorin; paklaidy vertinimo metoda, yra 24,899 % (1,598 % didesn¢). Tai reiskia, kad
patikslinus sprendinio reikSmeg, t. y. labiau ja priartinus prie tikslaus sprendinio, poprocesorinio paklaidos
skaiciavimo metu gaunamas didesnis skirtumas tarp baigtiniy elementy sprendinio ir pagerinto
poprocesorinio singuliaraus sprendinio. Be to, didesné paklaidos reikSmé leidzia tiksliau generuoti
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baigtiniy elementy tinkla. Reziumuojant galima teigti, kad tolygiy reguliariy tinkly atveju pasitlytas
metodastikrai leidzia pagerinti sprendinio reikSme singuliariame taske.

231 1 —— Sukonvergaves
sprendinys
3
X 2307 —*— Poprocesorinis
.(DTj sprendinys su
= sinuliarumo jvertinimu
c
3 2,23 1 —e— Poprocesorinis
- sprendinys be
singuliarumo jvertinima
2,16
150 600 2400 9600
Elementy skai¢ius, N
4.4 pav. Reguliaristolygus tinklai su vienoda singuliaria sritimi: poslinkiy Ux konvergavimo grafikas
152
—— Sukonvergaves
146 - sprendinys
< b
d
3 140 - —*— Poprocesorinis
(S sprendinys su
E 134 singuliarumo jvertinimu
@
g 128 - —8— Poprocesorinis
' sprendinys be
singuliarumo jvertinimo
122 ng )\
150 600 2400 9600
Elementy skai¢ius, N
4.5 pav. Reguliarustolygus tinklai su vienoda singuliaria sritimi: podinkiy Uy konvergavimo grafikas
25,00 —*— Paklaida pagal
singuliary poprocesorini
20,00 - paklaidy vertinimo
metoda, %
O\O
< 1500
g . —
T —0— Paklaida pagaJ trad[0|m
¥ 1000 - poprocesoring paklaidy
o vertinimo metoda, %
5,00 —%
—— LeidZiama paklaida, %
0,00 pak
150 600 2400 9600

Elementy skai¢ius, N

4.6 pav. Reguliarts tolygus tinklai su vienoda singuliaria sritimi: visos nagrinéjamos srities W paklaidy konvergavimo
palyginimas
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Padidintas vaizdas

4.7 pav. Reguliarustolygus tinklai su vienoda singuliaria sritimi: 150 elementy tinklas

|/

Padidintas vaizdas

4.8 pav. Reguliaristolygus tinklai su vienoda singuliaria sritimi: 600 € ementy tinklas

-

Padidintas vaizdas

4.9 pav. Reguliaristolygus tinklai su vienoda singuliaria sritimi: 2400 elementy tinklas
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Padidintas vaizdas

4.10 pav. Reguliaris tolygus tinklai su vienoda singuliaria sritimi: 9600 € ementy tinklas

Atlikdami antraji eksperimenta parinkime Siek tiek sunkesnj uzdavini. Nagrinékime ta pacia L-
formos plokste, taciau vietoj tolygiy reguliariy tinkly imkime bendresn; atveji — tolygius nereguliarius
tinklus, sugeneruotus taip, kad kiekvieno nagrinéjamo tinklo ( 4.23 ) formule apibréztas singuliarus
elementy fragmentas apimty ta pati srities plota (pirmieji keturi Sios sekos tinklai pavaizduoti nuo 4.14
pav. iki 4.17 pav.):

1200, kaii=1

N ={2*N., kailEi£6, (431)
19500, kaii=7

h = /ZNWL , (4.32)

ciaW = 0,75 — plokstés plotas, i =1,...6 —tinklo eilés numeris

Pagal Sias formules, pirmasis nagrinéjamas tinklas susidés iS 200 elementy, apytikslis elemento
dydis h » 0,08660. Antrasis nagrinéjamas tinklas turés dvigubai daugiau - 400 elementy (h » 0,06124),
treciasis vél dvigubai daugiau — 800 elementy (h » 0,05303), ketvirtasis— 1600 ( h » 0,03062), penktasis
— 3200 (h»0,02165), Sestasis — 6400 (h» 0,01531). Kadangi esant 6400 elementy skai¢iui dar
netenkinama leistina 5 % paklaida, tai paimamas dar vienas papildomas 9500 elementy tinklas.
Analogiskai pirmgjam bandymui, Skaiciuojame sprendinius bel paklaidas taikydami tradicini
poprocesorini paklaidy vertinimo metoda bei singuliary poprocesorin; paklaidy vertinimo metoda. Gautus
podinkiy ir paklaidy duomenis suraSome i 4.2 lentele ir atvaizduojame atitinkamai 4.11, 4.12 ir 4.13
paveiksluose.
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Lygindami grafikus matome, kad taikant singuliaryji poprocesorini paklaidy vertinimo metoda,
Ux ir Uy reikSmés prie tikslaus sprendinio artéja greiciau, nei sprendinio Ux ir Uy reikSmés, gautos
taikant tradicini poprocesorinj paklaidy vertinimo metoda. Analogiskai pirmajam bandymui, paklaidos
relkSmé dél susidariusio didesnio skirtumo tarp baigtiniy elementy sprendinio ir singuliaraus
poprocesorinio sprendinio gaunama didesné (200 elementy tinklui gauname 19,153 %) lyginant su
paklaida, gauta pagal tradicini poprocesorini paklaidy vertinimo metoda (200 elementy tinklui gauname
17,592 %, arba 1,561 % mazesne paklaida). Paklaidy lyginimo grafikai, apskaic¢iuoti imant visos srities
paklaidas, pavaizduoti 4.13 paveiksle. Gauti rezultatai dar karta jrodo, jog taikant singuliaraus
poprocesorinio sprendinio skai¢iavimo metoda gaunami tikslesni skaiciavimo rezultatai, nel pagal
tradicini poprocesorinj paklaidy vertinimo metoda.

4.2 lentelé. Nereguliariy tolygiu tinklu su vienoda singuliaria sritimi skai ¢iavimo rezultatai

Podlinkiy UX reikSmés, e-4
Elementy skaicius 200 400 600 800 1600 3200 6400 9500
Poprocesorinis sprendinys |, 53019 | 2 397799 | 2,334021 | 2,335659 | 2,349062 | 2,355834 | 2,359410 | 2,359757
be singuliarumo jvertinimo
Poprocesorinis sprendinys |, 5152109 | 2 351875 | 2.356399 | 2.355657 | 2,357798 | 2,357879 | 2,359890 | 2,359904
su singuliarumo jvertinimu
Konvegaves sprendinys 2,362 2,362 2,362 2,362 2,362 2,362 2,362 2,362
Podlinkiy UY reikSmés, e-4
Elementy skaicius 200 400 600 800 1600 3200 6400 9500
Poprocesorinis orendinys | 4 aeoa57 | 1 433356 | 1,442019 | 1,453558 | 1,470936 | 1,486038 | 1,496759 | 1,497821
be singuliarumo jvertinimo
Poprocesorinis sprendinys | ) sq7176 | 1 461627 | 1.469502 | 1489843 | 1486863 | 1,480066 | 1,497404 | 1,498278
su singuliarumo jvertinimu
Konvegaves sprendinys 1,511 1,511 1,511 1,511 1,511 1,511 1,511 1,511
Sprendinio paklaidos norma, %,

Elementy skaicius 200 400 600 800 1600 3200 6400 9500
Paklaidabe singuliarumo | 17,592 12,506 | 11,235 | 10,350 8,336 6,363 7,101 4,520
Paklaida su singuliarumu 19,153 13,915 12,607 12,105 8,781 6,371 7,103 4,780

Leidziama paklaida 5,000 5,000 5,000 5,000 5,000 5,000 5,000 5,000

2,38
—— Sukonvergaves
2,36 sprendinys

234

—*— Poprocesorinis

sprendinys su

232 A singuliarumo jvertinimu

Poslinkiai Ux, e-4

—&— Poprocesorinis
sprendinys be
singuliarumo jvertinima

2,30 ~

228
800 1600
Elementy skai¢ius, N

3200 6400 9500

4.11 pav. Nereguliarastolygus tinklai su vienoda snguliaria sritimi: poslinkiy Ux konvergavimo grafikas
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155 | |
: ! —— Sukonvergaves
< 151+ I sprendinys
4 | :
> _ ! |
2 147 —¥— Poprocesorinis
E sprendinys su
< 147 singuliarumo jvertinimu
B
o
& 139- —e— Poprocesorinis
sprendinys be
135 singuliarumo jvertinimo
200 400 600 800 1600 3200 6400 9500
Elementy skaiéius, N
4.12 pav. Nereguliarastolygus tinklai su vienoda snguliaria sritimi: poslinkiy Uy konvergavimo grafikas
20,00
—*— Paklaida pagal
singuliary
15001 poprocesorin paklaidy
°\O. vertinimo metoda, %
(1]
©
3 1000 -
© ’ .
= —o— Pak!a!da paga!
& trad!c!rti paklaidy
5,00 vertinimo metoda, %
0,00 Leidziama paklaida, %

200 400 600 800 1600 3200 6400 9500
Elementy skai¢ius, N

4.13 pav. Nereguliarastolygus tinklai su vienoda snguliaria sritimi: visos nagrinéjamos srities W paklaidy konvergavimo
palyginimas

Padidintas vaizdas

4.14 pav. Nereguliarustolygus tinklai su vienoda singuliaria sritimi: 200 elementy tinklas
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Padidintas vaizdas

4.15 pav. Nereguliarastolygus tinklai su vienoda singuliaria sritimi: 400 elementy tinklas

/

Padidintas vaizdas

4.16 pav. Nereguliarustolygus tinklai su vienoda snguliaria sritimi: 800 elementy tinklas

Padidintas vaizdas

4.17 pav. Nereguliarastolygus tinklai su vienoda snguliaria sritimi: 1600 e ementy tinklas
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Trecigjam eksperimentui parinkime bendriausia atveji — imsime tolygius bet nereguliarius tinklus,
sugeneruotus neatsizvelgiant, ar ( 4.23 ) formule nusakytas singuliarus elementy fragmentas duos ta
pacia singuliaria sritj kiekvienam nagrinéjamam tinklui, ar ne. Siuo atveju kiekvieno tinklo singuliari
sritis Siek tiek skirsis (i ja ieis tie L-formos sriti dengiancio trikampiu elementy tinklo elementai, kuriy
bent vienas mazgas bus nutolgs atstumu, mazesniu nei singuliaria sriti nusakantis spindulio R dydis).

Atlike pirmaji eksperimenta su tolygiais reguliariais tinklais galime pastebéti, kad esant 2400
elementy skaiciui jau néra labai didelio skirtumo tarp baigtiniy elementy sprendinio ir pagerinto
singuliaraus sprendinio reikSmiy. Antruoju atveju panaSus rezultatas gaunamas esant 3200 elementy
tinklui, todél trecigjam bandymui imsime ne dvigubai mazesnio dydzio elementy tinklus, kaip kad
pirmuoju atveju daréme, ir ne dvigubai tankesnius elementy tinklus, kaip kad turéjome antruoju atveju, o
parinktus taip, kad aiskiau matytysi sprendinio gerinimo rezultatai esant mazam elementy skaiciui
(sprendinio pagerinimo metody paieskos esmé ir yra gauti kuo geresnj rezultata su kuo mazesniu
elementy skaiciumi ir taip sumazinti skai¢iavimo sanaudas — juk esant labai tankiam baigtiniy elementy
tinklui ir taip turime sprendini, labal artima tiksliam).

Elementy skai¢ius nagrinéjamuose tinkluose i karta kis pagal toki désni:

PN, +i*200, kai i£8

\ 12* N, ,, kai 8<i£10 (4.33)
D )
' 19500, kai i=11

116222, kai i=12

¢ia N, =206 — pirmojo tinklo elementy skaicius, i =1,...12 —tinklo eilés numeris.
Taigi pirmasis elementy tinklas turés 206 elementy (pastaba: Sis tinklas yra tas pats tinklas, kaip ir 3.4.3

skyriuje nagrinétas pradinis tolygus elementy tinklas), antrasis tinklas turés mazdaug 200 elementy
daugiau — 418 elementus, treciasis turés dar 200 elementy daugiau — 576, ketvirtasis 814, penktasis —
1004, Sedtasis — 1280, septintasis — 1426, aduntasis — 1648 elementus. Kiti keturi tinklai yra sudaryti iS
atitinkamai 3200, 6400, 9500 ir 16222 elementy. Pirmigji keturi Sios sekos tinklai pavaizduoti 4.23 ir 4.26
paveiksluose.

Analogiskai pirmiems dviem atvejams skaiciuojame sprendinio Ux ir Uy reilkSmes pagal abu
minétus poprocesorinius paklaidy vertinimo metodus: singuliary ir tradicini. Skai¢iavimo rezultatai
pateikti 4.3 lenteléje, o sprendiniy Ux ir Uy konvergavimo grafiky palyginimas pateiktas 4.18 ir 4.19
paveiksluose, o paklaidy palyginimas—4.20 ir 4.21 paveiksluose..

Lygindami poslinkiy X kryptimi grafikus (4.18 pav.), matome, kad sprendinio reikSmeé, rasta pagal
pasitilyta singuliary poprocesorini paklaidy vertinimo metoda, jau esant 1004 elementy skaiciui pasiekia
reikdmeg UX gye100 = 235785, artima tiksliam sprendiniui UX,,,q s = 2,362e™ ir toliau tankinant

tinkla kinta labai mazai:
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UXkaus = UXgngaom = 0,0415e™* » 0,00417¢™* =UXqkaus = UX gne 6222

arba
ll\ligl(UXTlKSLUS - UXSING,N): 0.

Analizuojant podlinkiy Y kryptimi grafikus (4.19 pav.), matome, kad reikSmg, artima tiksliam
sprendiniui UX,,q s =1511e™* gauname tik esant 6276 elementy tinklui, tagiau sprendziant uzdavini su
mazesni elementy skaic¢iy turinciais tinklais, matome, kad UY reikSmés, rastos pagal singuliary
poprocesorini paklaidu vertinimo metoda, maziau skiriasi nuo tikslios sprendinio reikSmés, nei tradicinis
poprocesorinis sprendinys. Pvz., 1004 elementy turincio tinklo atveju:

UYnkaus = UYanciom = 0,04887e* << 0,07217e * = UYnikaus = UYanes22 -

Be to, kaip ir pirmais dviem atvejais, visos nagrinéjamos srities jvertintos paklaidos reikSme,
gauta pagal singuliary poprocesorini paklaidy vertinimo metoda, yra didesné, nel paklaidos reikSme,
gauta pagal tradicini poprocesorini paklaidy vertinimo metoda (4.20 pav.). Takydami tradicinj
poprocesorini paklaidy vertinimo metoda 206 elementy tinklui gauname 26,349 %, o naudojant singuliary
poprocesorini paklaidy vertinimo metoda gauname 27,617 %, arba 1,268 % daugiau. Tai reiskia, kad
patikslinus sprendinio reikSmeg, t. y. labiau ja priartinus prie tikslaus sprendinio, poprocesorinio paklaidos
skaiciavimo metu gaunamas didesnis skirtumas tarp baigtiniy elementy sprendinio ir pagerinto
poprocesorinio singuliaraus sprendinio, kas véliau leidzia tiksliau generuoti nauja baigtiniy elementy
tinkla.

Pagerintas singuliarus poprocesorinis sprendinys skaiciuojamas tik spindulio R=0.1, iSvesto iS
singuliaraus tasko, zonoje. Likusioje srities dalyje paklaidoms vertinti imamas tradicinis poprocesorinis
sprendinys, todél sumuojant visos srities paklaidas, sprendinio ir paklaidos pagerinimas singuliaraus tasko
zonoje néra toks ryskus. 4.22 paveiksle pateiktas papildomas paklaidy palyginimo grafikas, suskaic¢iuotas
naudojant ne visos srities, o tik singuliarios zonos R = 0,1 paklaidy reikdmes. Siuo atveju 206 elementy
tinklo paklaidos reikSme¢, gauta pagal tradicini poprocesorini paklaidy vertinimo metoda, yra 41,009 %, o
paklaida, gauta pagal singuliaru poprocesorini paklaidy vertinimo metoda, yra 44,517 % arba 3,508 %
didesné (4.4 lentel¢). Vadinasi, pasiiilytas sprendinio skaiciavimo singuliarioje zonoje algoritmas tikrai
leidzia pagerinti sprendinio reikSme singuliaraus tasko zonoje. Taikant pasitilytaji metoda tikslesnius
rezultatus gauname jau esant mazesniam tinklo elementy skaiciui, todél galime teigti, kad skaic¢iavimo

Sahaudos taip pat yra mazesnés.
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4. Singuliariy tasky jtakos vertinimas H-prisitaikanciujy baigtiniy elementy analizéje sprendziant tamprumo teorijos uzdavinius
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4.18 pav. Nereguliarustolygus tinklai su kintama singuliaria sritimi: poslinkiy Ux konvergavimo grafikas
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4.19 pav. Nereguliarastolygus tinklai su kintama singuliaria sritimi: poslinkiy Uy konvergavimo grafikas
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stinkla su kintama singuliaria sritimi: visos nagrinéjamos srities W paklaidu konvergavimo

4.20 pav. Nereguliaras toly:

payginimas
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50,00
45,00 - —%— Paklaida pagal
40,00 singuliary
© 35,00 - poprocesorini paklaidu
‘;. 30,00 - vertinimo metoda, %
3 2500 - i
< 2000 - —8— Paklaida pagal .
a tradicinj poprocesorini
1500 7 paklaidy vertinimo
10,00 ~ metoda, %
500 -+
0,00

206 418 576 814 1004 1280 1426 1648 3328 6276 9500 16222

Elementy skai¢ius, N

L eidziama paklaida, %

4.21 pav. Nereguliariistolygiastinklai su kintama singuliaria sritimi: paklaidy konvergavimo palyginimas srityje, apribotoje

spinduliu R=0,1, iSvestu iS singuliaraus srities tasko

Padidintas vaizdas

4.22 pav. Nereguliarastolygus tinklai su kintama singuliariasritimi: 216 e ementy tinklas

/

AVANAY.

Padidintas vaizdas

4.23 pav. Nereguliarastolygus tinklai su kintama singuliariasritimi: 418 e ementy tinklas
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ZAVAVANATANANANEN AN ANENAN

|/

Padidintas vaizdas

4.24 pav. Nereguliarastolygus tinklai su kintama singuliariasritimi: 576 elementy tinklas

|/

NN

Padidintas vaizdas

4.25 pav. Nereguliarastolygus tinklai su kintama singuliariasritimi: 814 e ementy tinklas

ISnagrinéjus pasitlytus pavyzdzius, matome, kad sprendinio reikSmeé, gauta taikant pasitlyta
singuliary poprocesorini paklaidy vertinimo metoda, singuliariame taske visais atvejais buvo artimesné
tiksliam sprendiniui, nel sprendinio reikSmeé, gauta taikant tradicini poprocesorini paklaidy vertinimo
metoda. Pagerinta sprendinio reikSmé leidzia tiksliau jvertinti paklaidos reikSme, o tikslesn¢ paklaida
leidZia sugeneruoti geresni baigtiniy elementy tinkla kitai iteracijai, vadinasi, galutini optimaly tinkla
turétume gauti su mazesnémis skaiciavimo sanaudomis.

Kitame skyrelyje jrodysime, kad taikant pasitilytaji metoda skaic¢iavimo sanaudos tikrai sumazéja.
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4.3 lentelé. Nereguliariy tolygiu tinkly su kintama singuliaria sritimi podlinkiy reitkSmeés

Poslinkiy UX reikSmeés, e-4

Elementy skaicius 206 418 576 814 1004 1280 1426 1648
b?gfgﬁh”r'nsosgg:ﬂmz 2,284100 | 2,318165 | 2,331815 | 2,337685 | 2,346355 | 2,349022 | 2,349151 | 2,353390
;"ggﬁgﬁ Sf\:g:ldr:xi 2312419 | 2,337277 | 2,347109 | 2,355155 | 2,357850 | 2,358714 | 2,358906 | 2,359035

Elementy skaicius 3328 6276 9500 16222
b?gfgﬁh”rfosgggm{xf} 2,356431 | 2,357014 | 2,357576 | 2,357708
;"gfgﬁ‘g:ﬁ) Sf\:g:ldrmi 2358201 | 2,358020 | 2,357936 | 2,357825
Konvergavessprendinys | 2362 | 2362 | 2362 | 2362 | 2362 | 2362 | 2362 | 2362

Podlinkiy UY reikSmés, e-4

Elementy skaicius 206 418 576 814 1004 1280 1426 1648
b?gfgﬁh”r'nsosf\gm%z 1,471427 | 1,475317 | 1,494346 | 1,498393 | 1,438833 | 1,458668 | 1,461805 | 1,471427
;"ggﬁgﬁ Sf\:g:ldr:xi 1,479035 | 1,477931 | 1,494794 | 1,498880 | 1,462139 | 1,471959 | 1,475545 | 1,479035

Elementy skaicius 3328 6276 9500 16222
b?gfgﬁh”r'nsosgg:ﬂmz 1,475317 | 1,494346 | 1,498303 | 1,504101
;"ggﬁgﬁ Sf\:g:ldr:xi 1,477930 | 1,494794 | 1,498880 | 1,504255
Konvergavessprendinys | 1511 | 1511 | 1511 | 1511 | 1511 | 1511 | 1511 | 1511

4.4 lentelé. Nereguliariy tolygiu tinklu su kintama singuliaria sritimi paklaidy reikSmeés
Sprendinio paklaidos normavisai hagrinéjamai sri¢iai, %,

Elementy skaicius 206 418 576 814 1004 | 1280 | 1426 | 1648
Paklaida be singuliarumo jvertinimo | 26,349 | 16,891 | 12,143 | 10,447 9,489 9,078 7,982 8,481
Paklaida su singuliarumo jvertinimu | 27,617 | 17,796 | 13,109 | 11,556 | 10,634 | 9,404 | 8,353 | 8,583

Elementy skaicius 3328 | 6276 | 9500 | 16222
Paklaida be singuliarumo jvertinimo | 5,878 6,644 3,976 3,738
Paklaida su singuliarumo jvertinimu | 5,868 6,641 3,974 3,742

Leidziama paklaida 5000 | 5000 | 5000 | 5000 | 5000 | 5000 | 5000 | 5000

Sprendinio paklaidos normasinguliarioje srities zonoje, %,

Elementy skaicius 206 418 576 814 1004 | 1280 | 1426 | 1648
Paklaida be singuliarumo jvertinimo | 41,009 | 30,157 | 17,871 | 15857 | 15455 | 15,144 | 13,322 | 16,241
Paklaida su singuliarumo jvertinimu | 44,517 | 33,199 | 21,941 | 20,614 | 20,354 | 16,525 | 14,907 | 16,649

Elementy skaicius 3328 | 6276 | 9500 | 16222
Paklaida be singuliarumo jvertinimo | 11,813 | 13,424 8,945 4,956
Paklaida su singuliarumo jvertinimu | 11,872 | 13,435 8,935 4,962

Leidziama paklaida 5000 | 5000 | 5000 | 5000 | 5000 | 5000 | 5000 | 5000
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4.4 Paktinis prisitaikanéiyjy baigtiniy elementy strategijos, jvertinan¢ios singuliarios zonos jtaka,
taikymas sprendziant plokstuminius tamprumo teorijos uzdavinius

Grizkime prie 3.4.3 nagrinétos L-formos plokstés. Atlikg skaitinius eksperimentus, turéjome
tokius rezultatus: taikydami globaliuosius tolygaus paklaidos pasiskirstymo (Optimalumo Kriterijus A)
bei tolygaus paklaidos kvadrato pasiskirstymo ploto vienetui optimalumo Kriterijus (Optimalumo
Kriterijus B), iteraciju, reikalingy galutiniam optimaliam tinklui gauti, skai¢iaus buvo vienodas tiek
naudojant tolyguji pradinj tinkla, tiek pradini beveik optimaly tinkla. Elementy skai¢ius, gautas naudojant
pradini bevelk optimaly tinkla buvo Siek tiek mazesnis (176 elementais pagal tolygaus paklaidos
pasiskirstymo optimalumo kriterijuy ir 938 elementais pagal tolygaus paklaidos kvadrato pasiskirstymo
ploto vienetui optimalumo kriteriju), nei elementy skaicius, gautas pagal tolygu pradin tinkla. Taigi dél
singuliaraus tasko itakos vien tik pradinis beveik optimalus tinklas zymiai rezultaty nepagerino.

Prisitaikanciosioms baigtiniy elementy strategijoms parenkant lokalius optimalumo kriterijus
situacija buvo daug geresné. Parinkus pradini beveik optimaly tinkla ir lokaly Mizeso jtempimais paremta
optimalumo kriteriju (Optimalumo Kriterijus C), galutiniam tinklui gauti uzteko trijy iteraciju (esant
tolygiam pradiniam elementy tinklui reikéjo keturiy iteraciju), elementuy skai¢ius galutiniame tinkle,
gautame pagal Mizeso itempimais paremta optimalumo kriteriju buvo 5982, t. y. 3704 elementais
mazesnis, nei pagal tolyguji pradini tinkla. AnalogiSkai ir esant maksimaliam itempimy paklaidos
procentiniam santykiui (Optimalumo Kriterijus D) — parenkant pradini beveik optimaly tinkla, galutiniam
optimaliam tinklui gauti uzteko dvieju iteraciju (pagal tolygu reikéjo triju), o elementy skaicius tame
galutiniame optimaliame tinkle buvo 5651, t. y. net 3941 elementais mazesnis, nei pagal tolygu pradini
elementy tinkla. Vadinasi, lokaliyju optimalumo kriterijy taikymas sprendziant sudétingus uzdavinius
leidZia daug tiksliau ir greic¢iau gauti galutinj rezultata.

Siame skyrelyje atliksime tokius papildomus skaigiavimus — analogidkai kaip ir 3.4.3 skyriuje,
imsime tolygu pradini bei pradinj beveik optimaly tinklus ir su kiekvienu is keturiy 3.2 skyriuje aprasyty
optimalumo kriteriju atliksime baigtiniy elementy analize. Tik Siuo atveju poprocesorinio paklaidos
vertinimo metu vieto] iprasto (4.15) kvadratinio daugianario imsime singuliary (4.18) daugianari. IS viso
palyginimui turésime po keturis skaiciavimo atvejus kiekvienam optimalumo Kriterijui:

1. Tolygus pradinistinklas su kvadratiniu daugianariu (rezultatai atkelti iS 3.4.3 skyriaus),

2. Tolygus pradinis tinklas su singuliariu daugianariu,

3. Pradinis beveik optimalus tinklas su kvadratiniu daugianariu (rezultatai atkelti is 3.4.3 skyriaus),
4. Pradinis beveik optimalus tinklas su singuliariu daugianariu.

Imame jau nagrinéta 206 elementy tolygu tinkla ir, taikydami singuliary poprocesorini paklaidy
vertinimo metoda bei tolygaus paklaidos pasiskirstymo optimalumo kriterijy (A), gauname galutini
optimaly tinkla. Matome, kad elementy skaicius galutiniame tinkle yratik Siek tiek mazesnis, nei
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4.26 pav. Elementy skai¢iaus pasi skirstymas gal utini uose optimaliuose tinkluose skaiciuojant pagal
skirtingas strategijas

skaic¢iuojant su tolygiu pradiniu elementy tinklu ir taikant tradicini poprocesorini paklaidy vertinimo
metoda, O iteraciju skai¢ius nesumazéjo visal (4.5 lentel¢). Vadinasi, Siuo atveju didesnio tikslumo
nepasiekéme. Toliau imame pradini beveik optimaly tinkla ir pagal sprendinio pagerinimo singuliariose
zonose algoritma randame galutinj optimaly tinkla. Si karta tokiam tinklui rasti prireike tik dviejy
iteraciju, 0 elementy skai¢ius tame galutiniame tinkle yra maziausias iS visuy keturiy nagrinéty atveju.
Vadinasi, taikydami kartu pradinio beveik optimalaus tinklo generavima bei sprendinio pagerinima
singuliariosiose zonose, jau galime sumazinti skai¢iavimo sanaudas.

Analogiskus skai¢iavimus pakartosime tolygaus paklaidos kvadrato pasiskirstymo ploto vienetui
optimalumo kriterijui (B). Imame tolygu pradini tinkla ir pagal sprendinio pagerinimo singuliariose
zonose algoritmg atliekame prisitaikanciujy baigtiniu elementy analiz¢ bel surandame galutini optimaly
tinkla. Palyging rezultatus (4.5 lentel¢), gautus naudojant kvadratini ir singuliaryji daugianarius, matome,
kad nors abiem atvejais galutiniam tinklui rasti prireiké trijy iteracijy, taciau pagal singuliaraus
poprocesorinio paklaidos vertinimo algoritma gautas galutinis tinklas turi 3936 elementus, o tai net 2731
elementu maziau, nel pagal tradicini algoritma gautame galutiniame tinkle. Dabar imame pradini beveik
optimaly tinkla ir pagal sprendinio pagerinimo singuliariose zonose algoritma randame galutini optimaly
tinkla, kuriam apskaiciuoti i karta prireiké tik dviejy iteracijy. Be to, elementy skaicius Siame tinkle yra
maziausias iS visu keturiy optimaliy tinkly. Taigi tolygaus paklaidos kvadrato pasiskirstymo optimalumo
kriterijui singuliarumo jvertinimas geresnius rezultatus davé tiek esant tolygiam pradiniam tinklui (zymiai
mazesnis elementy skai¢ius), tiek pradiniam beveik optimaliam tinklui (maziausias iteraciju ir elementy
skaicius).
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4.5 |lentelé. L-formos plokstés skai¢iavimo rezultatai, h =5 %

. . 1-qji iteracija 2-0ji iteracija 3-0ji iteracija 4-gji iteracija
Tolygaus paklaidos pasiskir stymo
: A Elementy Elementy Elementy Elementy
optimalumo kriterijus (A) h%  gaicius | ™% saicius | ™% saicius | % saicius
Tolygus pradinis tinklas, 2635 206 | 581 2831 | 474 = 3858 . :
kvadratinis daugianaris
Tolygus pradinistinklas 2762 | 206 556 = 3057 | 472 | 3776 : :
singuliarus daugianaris
Pradinis beveik optimalustinklas, | 1939 | 50 515 = 3267 | 48 @ 3682 . .
kvadratinis daugianaris
Prdinisbevalk optimalustinklas, | 515 206 | 470 | 3674 . : : :
singuliarus daugianaris
Tolygaus paklaidos kvadr ato 1-qji iteracija 2-0ji iteracija 3-0ji iteracija 4-gji iteracija
pa5|§I<|rstymo pl_oto_\_/lenetw h. % Elapvqlwtq h, % Elapvqlwtq h, % Elapvqlwtq h, % Elapvqlwtq
optimalumo kriterijus (B) skaicius skaicius skaicius skaicius
Tolygus pradinistinklas 2635 206 816 2841 | 468 @ 6667 - .
kvadratinis daugianaris
Tolygus pradinistinklas 2762 206 548 3069 | 490 @ 3936 - -
singuliarus daugianaris
Pradinisbeveik optimalustinklas, | 1939 206 | 506 4646 | 476 5720 : :
kvadratinis daugianaris
Pradinis bevelk optimalustinklas, | 5155 205 | 409 @ 5401 : : : .
singuliarus daugianaris
1-gji iteracija 2-0ji iteracija 3-qji iteracija 4-gji iteracija
Mizeso jtempimai (C) Elementy Elementy Elementy Elementy
%  gaicius | ™% saicius | ™% saicius | Mm% skaicius
Tolygus pradinistinklas, 2635 = 206 850 2493 | 564 3806 | 421 = 9686
kvadratinis daugianaris
Tolygus pradinistinklas 2762 206 651 2782 | 463 6151 - -
singuliarus daugianaris
Praginis bevak optimalustinklas, | 1939 | 505 598 = 3595 | 474 = 5982 . .
kvadratinis daugianaris
Pradinis beveik optimalustinklas, | 51 55 96 600 @ 4217 | 482 @ 5236 : :
singuliarus daugianaris
M aksimalaus jtempimy paklaidos 1-qji iteracija 2-0ji iteracija 3-0ji iteracija 4-gji iteracija
procentinio santykio optimalumo Elementy Elementy Elementy Elementy
kriterijus (D) %  gaicius | ™% saicius | ™% saicius | Mm% saicius
Tolygus pradinistinklas, 2635 206 | 526 @ 4390 | 417 = 9565 . .
kvadratinis daugianaris
Tolygus pradinis tinklas, 27,62 206 484 | 5906 - - - -
singuliarus daugianaris
Pradinisbeveik optimalustinklas, | 1939 ' 205 | 450 = 5651 . . . .
kvadratinis daugianaris
Pradinis bevelk optimalustinklas, | 5155 205 | 446 | 6216 : : : .
singuliarus daugianaris

Nors lokaligji optimalumo kriterijai L-plokstés uzdavinio atveju (3.4.3 skyrius) davé pakankamal

gerus rezultatus, taciau jdomumo délei ir Siems kriterijams atliksime analize taikydami singuliary

poprocesorini paklaidy vertinimo metoda.

Pradésime nuo lokaliojo Mizeso jtempimais paremto

optimalumo kriterijaus C. V¢l imame ta pati 206 elementy tinkla ir, jvertindami singuliaruma,

skai¢iuojame galutinius optimalius tinklus tolygiam pradiniam ir pradiniam beveik optimaliam tinklams.

Gauname: esant tolygiam pradiniam tinklui su kvadratiniu daugianariu turime keturias iteracijas ir 9686

elementus; vietoj kvadratinio daugianario parinke singuliary, gauname tris iteracijas ir 6151 elementus
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(viena iteracija ir 3535 elementais maziau, nei pirmuoju atveju); imdami pradini beveik optimaly tinkla ir
kvadratini daugianari, turime tris iteracijas ir 5982 elementus (viena iteracija maziau, nel pirmuoju atveju,
ir 169 elementais maziau, nei antruoju atveju); pacme pradini beveik optimaly tinkla ir singuliary
daugianari turime tris iteracijas ir 5236 elementus (viena iteracija maziau, nei pirmuoju atveju, ir 746
elementais maziau, nei treciuoju atveju). Paskutiniuoju atveju gauname maziausia elementy skai¢iuy (4.5
lentelé). Vadinasi, kaip ir esant pirmiems dviems globaliesiems optimalumo kriterijams, lokaliojo Mizeso
itempimais paremto optimalumo kriterijaus atveju pradinio beveik optimalaus tinklo parinkimas ir
sprendinio patikslinimas singuliariose zonose taip pat duoda maziausias skai¢iavimo sanaudas.

|Sanalizave paskuting lokalyji maksimalaus jtempimy paklaidos procentinio santykio optimalumo
kriterijy (D), gauname: tolygaus pradinio tinklo su kvadratiniu daugianariu atveju turime tris iteracijas ir
9565 elementus; vietoj kvadratinio daugianario parinke singuliary, gauname dvi iteracijas ir 5906
elementus (viena iteracija ir 3659 elementais maziau, nei pirmuoju atveju); imdami pradin; beveik
optimaly tinkla ir kvadratini daugianari, turime dvi iteracijas ir 5651 elementus (viena iteracija maziau,
nei pirmuoju atveju ir 255 elementais maziau, nei antruoju atveju); parinke pradini beveik optimaly tinkla
ir singuliary daugianari turime dvi iteracijas ir 6216 elementus (viena iteracija maziau, nei pirmuoju
atveju, ir 565 elementais daugiau, nei treciuoju atveju). Maziausia iteracijy ir elementy skaiciy Siuo atveju
gauname naudodami pradini beveik optimaly tinkla ir kvadratini daugianari (4.5 lentel¢). Singuliaraus
sprendinio naudojimas Sio optimalumo kriterijaus atveju davé labal panaSius rezultatus, todél galima
teigti, kad prisitaikanciyju baigtiniu elementy strategiju algoritmui vietoj globaliojo optimalumo
kriterijaus parinkus lokalyji, galutini optimaly tinkla gausime jau su pakankamai mazomis skai¢iavimo
sanaudomis, o pridéje singuliaraus sprendinio skaiciavima tam tikrais atvejais galésime tikétis dar
tikslesniy rezultaty.
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4.27 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal kriteriju A naudojant singuliary daugianari: (a) — esant tolygiam pradiniam tinklui,
(b) — esant beveik optimaliam pradiniam tinklui

L.Vasiliauskiené. Prigtaikanciosi os baigtiniy elementy strategijos plokStuminiams tamprumo teorijos uzdaviniams

86
PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

4. Singuliariy tadky jtakos vertinimas H-prisitaikanciyju baigtiniy € ementy analizéje sprendziant tamprumo teorijos uzdavinius

y R
v L A N I N I i
e YT TR
B o o AN N Y
TN e grimaA g
PARANATAY L v ﬂﬂ!‘.ﬂ; LT
v

S LR
M‘Fﬁi"%’%ﬁﬁ ]

‘.ih a

2
\]
¥
2
Ti¥a¥,

&
4"#‘,. u
PO

K

]
2
1&'
S

2

W

forn ity

e TS
ey
1:'\11%#1##‘1,‘, AE

A
N7
‘_.f:-f:aa Iy

.L"#
£l
O

Py
S

r

o

-

o

[
e
e
A
ad
g

iy
LN,
T
s

A
i

Y
ey,
-

C1
=k L
v.#_,‘g‘

A
o
- Lo

TN
vy
&
[
]
[+
o T

T
AT,
4.1:1 E’ '
&
Ty
]
4.#&"

i

]
]
h h
T

7
2

K,
2
LA

T

Wl

¥

o
L

it
FART e
Py T

ori)

]
At
AR
aky #
p'gh-ﬂ
o
ks
=

.
]
[
Wi
.

T e
J.TiTi‘!m:;'i' -
AT o

S
b

T,

@ (b)
4.28 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal kriterijy B naudojant singuliary daugianari: (a) — esant tolygiam pradiniam tinklui,
(b) — esant beveik optimaliam pradiniam tinklui
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4.29 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal kriterijy C naudojant singuliary daugianari: (a) — esant tolygiam pradiniam tinklui,
(b) — esant beveik optimaliam pradiniam tinklui
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4.30 pav. Galutiniai tinklai, gauti pagal kriteriju D naudojant singuliary daugianari: (a) — esant tolygiam pradiniam tinklui,
(b) — esant beveik optimaliam pradiniam tinklui
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Lygindami galutinius optimalius tinklus, gautus pagal keturis nagrinétus optimalumo kriterijus,
matome, kad elementy dydis ir pasiskirstymas juose néra vienodas. Esant lokaliesiems optimalumo
kriterijams didesnis kiekis maziausio dydzio elementu sukoncentruojamaten, kur tikimasi gauti didesnius
itempimy gradientus (pvz., singuliariame taske), o didé¢jant atstumui nuo singuliaraus tasko, elementy
dydis auga ir ju tankis retéja labiau, nei globaliy optimalumo kriterijy atveju, kai elementy tankis ir
elementy dydis pasikirsto tinkle daug tolygiau. Kaip matéme iS skaitiniu pavyzdziy, toks didesnio kiekio
ir mazesnio dydzio elementy sukoncentravimas probleminése srities vietose leido gauti rezultata su
mazesnémis skai¢iavimo sanaudomis (mazesniu iteracijy skaiciumi). Taciau taikant globalius optimalumo
kriterijus galutiniai optimaliis tinklal turi mazesn;j elementy skai¢iy. Pavyzdziui, tolygaus pradinio tinklo
su singuliariu daugianariu atveju globaliesiems optimalumo kriterijams A ir B galutiniuose tinkluose
turime atitinkamai po 3776 ir 3936 elementus, o lokaliesiems optimalumo kriterijams C ir D — po 6151 ir
5906 elementus, t. y. lokaligji optimalumo kriterijai duoda apie 30 % daugiau elementy, nei globaligji
optimalumo kriterijai. Elementy skaic¢iaus priklausomybés nuo pasirinkto optimalumo kriterijaus grafinis
palyginimas pateiktas 4.26 pav.

Siekiant geriau iSnagrinéti pasitlyty strategiju konvergavimo savybes, 4.31 pav. pateikiamos

Iog||q|E(W) - log(NDOF) diagramos, ¢ia NDOF — laisves laipsniy skaicius, HE(\N) — Visos srities

diskretizacijos paklaidos energetiné norma.  Gauty rezultaty palyginimui parenkame Zeng (1991)
pateiktus skai¢iavimu duomenis, gautus taikant prisitaikanciasias baigtiniu elementy strategijas su
tiesiniais trikampiais elementais.

Kiekvienam optimalumo kriterijui sukonstruojame po keturias konvergavimo kreives — pagal
rezultatus, gautus taikant prisitaikanciasias BE strategijas su tolygiu pradiniu tinklu ir kvadratiniu
daugianariu, su tolygiu pradiniu tinklu ir singuliariu daugianariu, su pradiniu beveik optimaliu tinklu ir
kvadratiniu daugianariu bei su pradiniu beveik optimaliu tinklu ir singuliariu daugianariu. Lygindami
kreives, gautas prisitaikanc¢iuyju BE pirmai iteracijai  parinkus pradini beveik optimaly tinkla ir
optimalumo kriteriju A, matome, kad jos beveik sutampa su Zeng pateikta konvergavimo kreive tiek
atsizvelgiant | singuliarumo itaka, tiek ir neatsizvelgiant. Tuo tarpu kreivés, gautos pirmai prisitaikanciuju
BE dtrategijuy iteracijai parinkus tolygu pradini tinkla ir optimalumo kriterijy A, yra Zzemiau nuo
palyginamosios kreivés. Tal reiskia, kad pradinio beveik optimalaus tinklo parinkimas leidzia tiksliau
aproksimuoti paklaidas nei tolygaus pradinio tinklo parinkimas. Taip pat matome, kad poprocesorinio
pagerinto singuliaraus sprendinio taikymas prisitaikanciose BE strategijose duoda statesnes kreives
lyginant su paklaidos kreive, gauta neatsizvelgiant i singuliaruma. Tai reiskia, kad singuliariy zony itakos
itraukimas | prisitaikanciasias strategijas leidzia padidinti konvergavimo greitj ir sumazinti iteracijy,
reikalingy galutiniam optimaliam tinklui gauti, skaic¢iy.
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Pagal optimalumo kriterijy A Pagal optimalumo kriterijy B
1,80 220 260 300 340 380 420 2,20 2,60 3,00 3,40 3,80 4,20
1 1 | | | _0,60 1 1 | | _0,80
+ -0,80
+ -1,00
-+ -1,00
+ -1,20
Z 11,20 =
8 8
+ -1,40
+ -1,40
-+ -1,60
+ -1,60
-1,80 -1,80
log (NDOF) log (NDOF)
Pagal optimalumo kriterijy C Pagal optimalumo kriterijy D
2,20 2,60 3,00 3,40 3,80 4,20 2,20 2,60 3,00 3,40 3,80 4,20
| | | | _0’80 | | | | _0,80
-+ -1,00 + -1,00
1 1,20 + -1,20
z 5
S S
4 -1,40 + -1,40
N
1 -1,60 + -1,60
-1,80 -1,80
log (NDOF) log (NDOF)
R — —
Zeng Tolygus pradinis Tolygus pradinis Pradinis beveik Pradinis beveik
tinklas, kvadratinis tinklas, singuliarus optimalustinklas, optimalustinklas,
daugianaris daugianaris kvadratinis daugianaris  singuliarus daugianaris

4.31 pav. Konvergavimo grei¢io palyginimas
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4.5 |Svados

Siame skyriuje papildomam poprocesorinio sprendinio jvertinimui singuliaraus tako srityje
pateikiama nauja strategija, leidzianti sumazinti skaiciavimo sanaudas ieSkant galutinio optimalaus tinklo:

— lyginant su tradiciniu poprocesoriniu sprendiniu, pagerintas singuliarus poprocesorinis
sprendinys reikSme, labai artima tiksliam sprendiniui, igyja esant mazdaug 3-6 kartus mazesniam
elementy skaiciui tinkle;

— takant pagerinto singuliaraus poprocesorinio sprendinio radimo algoritma kiekvienoje
prisitaikanciyju baigtiniu elementy strategijos iteracijoje gaunama tikslesné sprendinio reikSmeé, nei
taikant tradicini poprocesorini sprendinio radimo metoda, o tai leidzia tiksliau aproksimuoti paklaida ir
galutini optimaly tinkla gauti su mazesnémis skai¢iavimo sanaudomis,

— jei baigtiniy elementy analizé atliekama parinkus tolygaus paklaidos pasiskirstymo optimalumo
kriterijy, singuliaraus porpcesorinio sprendinio radimo algoritmo taikymas didelés itakos galutiniam
elementy skaic¢iui tinkle neturi, taciau parinkus tolygaus paklaidos kvadrato pasiskirstymo ploto vienetui,
Mizeso jtempimais paremto ar jtempimu paklaidos procentinio santykio optimalumo kriterijus, elementy
skai¢iy galutiniame tinkle galima sumazinti apie 40 %.

— apjunge pradinio beveik optimalaus tinklo generavimo algoritma, singuliaraus poprocesorinio
sprendinio radimo metodika bei parinkg skirtingus optimalumo kriterijus, gauname nauja metoda,
leidziant; atlikti prisitaikanciyju baigtiniy elementy analize su mazesniu iteracijy skaiciumi ir minimaliu

elementy kiekiu galutiniame optimaliame tinkle.
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Atlikus jau esamy baigtiniy elementy metody analize, nustatyta, jog Sios metodikos ne visais

atvejais tinka plokstuminiams tamprumo teorijos uzdaviniams spresti, todél Siame darbe pasiiilytos naujos

strategijos, pagerinancios jau esamu strategiju efektyvuma bei tinkamuma inZineriniy uzdaviniy

sprendimui:

1.

Disertacijoje pateikta nauja strategija, leidzianti generuoti pradini beveik optimaly baigtiniu
elementy tinkla bel reguliuoti elemento dyd;i jvairiose kritinése konstrukcijos srityse. Pagrindinis
démesys skiriamas prieSprocesorinei procediral, kuri nustato elemento dydi dar prieS prasidedant
baigtiniu elementy analizel. Elemento dydzio funkcija, gauta taikant kontrolinés erdvés bei
kontrolinés sferos apibrézimus, visiskai kontroliuoja elementy dydzio pasiskirstyma sudétingose
konstrukcijose.

ISnagrinéjus skaitinius pavyzdzius, nustatyta, kad prisitaikanciyju baigtiniy elementy analizés
algoritmo pirmai iteracijai parinkus pradini beveik optimaly tinkla, sugeneruota pagal pasitilyta
strategija, galutini optimaly tinkla galima gauti per dvi iteracijas ir su 2040 % mazesniu elementy
skaiciumi.

Pradinio beveik optimalaus tinklo parinkimas iteraciju ir elementy skaiciy galutiniame

optimaliame tinkle leido sumazinti tik tuose uzdaviniuose, kurie neturéjo tipiniy singuliariy tasky.

ISnagrinéjus globalius bei lokalius optimalumo kriterijus, galima teigti, kad maziausia elementy
skai¢iy gauname taikydami tolygaus paklaidos pasiskirstymo optimalumo kriteriju, o parinkus
tolygaus paklaidos kvadrato pasiskirstymo ploto vienetui, Mizeso jtempimais paremto ar
maksimalaus jtempimy paklaidos procentinio santykio optimalumo kriterijus, elementy skai¢ius

gali iSaugti 5 kartus.

Elementy dydzio ir tankio kitimas taikant tolygaus paklaidos pasiskirstymo optimalumo Kriterijy
yra ne toks zymus, kaip galutiniuose optimaliuose tinkluose, gautuose parinkus Kitus tris
optimalumo kriterijus, kurie didesni kieki smulkesniy elementy koncentruoja tose konstrukcijos

vietose, kur tikimasi gauti didziausius jtempimy gradientus.

ISnagrinéjus skaitinius pavyzdzius galima konstatuoti, kad parenkant lokaliuosius optimalumo
kriterijus ir pradini beveik optimaly tinkla, uzdaviniy, turiniy tipiniy singuliariu tasku,
sprendimui iteraciju skaicius sumazéjo iki 2, o elementy skaicius — apie 40 %, tuo tarpu taikant
globalius optimalumo kriterijus iteraciju skaicius liko toks pat, 0 elementy skai¢ius sumazéjo tik
4-14 %.
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7. 1Snagrinéjus esamus poprocesorinio sprendinio paklaidos skaic¢iavimo singuliaraus tasko aplinkoje
metodus, nustatyta, kad ju pritaikymas h-prisitaikanciyju baigtiniu elementy strategijoms
reikalauja dideliy pakeitimy. D¢l Sios priezasties pasitilytas naujas lengval realizuojamas
poprocesorinio sprendinio radimo singuliaraus tasko aplinkoje metodas, tinkantis batent h-

prisitaikan¢ioms baigtiniy elementy strategijoms.

8. Lyginant su tradiciniu poprocesoriniu sprendiniu, pagerintas singuliarus poprocesorinis sprendinys
reikSme, labai artima tiksliam sprendiniui, igyja esant mazdaug 3-6 kartus mazesniam elementy
skaiciui tinkle.

9. Baigtiniy elementy analiz¢ pradéjus nuo pradinio beveik optimalaus tinklo ir kiekvienoje
prisitaikanciyju baigtiniu elementy strategijos iteracijoje suradus pagerinta singuliary
poprocesoring sprendini galuting optimaly tinkla per dvi iteracijas galima gauti ne tik lokaliems
optimalumo kriterijams, bet ir globaliems taip pat.

10. Taikant kartu klasikinj prisitaikanciyju strategiju algoritma, pradinio beveik optimalaus tinklo
generavimo procedira, skirtingu optimalumo kriteriju parinkima bei  sprendinio radimo
singuliaraus tasko aplinkoje metoda, gautas naujas, labai efektyvus algoritmas, pagal kuri
galutinio optimalaus tinklo generavimas jtakojamas dviem badais. iteracijuy, reikalingu
optimaliam tinklui gauti, skaicius bei elementy skaic¢ius tame galutiniame optimaliame tinkle
sumazinamas parenkant pradini beveik optimaly tinkla bel tiksliau apskaic¢iuojant sprendini
singuliariose zonose, 0 elementy dydis bei pasiskirstymas tame galutiniame optimaliame tinkle

reguliuojamas parenkant viena ar kita optimalumo kriterijy.
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