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PAGRINDINIAI ZYMEJIMAI

o — takumo ribos jtempiai;

{ M } —irazy vektorius;

{ M } —ribiniy momenty vektorius;

[ ® ] — takumo salyguy matrica;

[ A]— pusiausvyros lyg€iy koeficienty matrica;
{ F } —apkrovos vektorius;

IT - pilnutiné potenciné energija;

[ K, ] — tangentiné standumo matrica;

{ uy } — poslinkiy vektorius;

{ £ } — deformaciju vektorius;

x — strypo aSies kreivis;

E — medziagos tamprumo modulis;

A —elemento skerspjiivio plotas;

| — elemento ilgis;

{ AF } — apkrovos prieaugiy vektorius;

{ au } — globaliyjy poslinkiy prieaugiy vektorius;
k — statinio neiSsprendZiamumo laipsnis;
K - kontiiry skaiCius;

§ — lanksty skaicius;

{ M, } - liekamuyjy {razy vektorius;

{ M, } — tampriyjy iraZy vektorius;

{u, } — liekamyjy poslinkiy vektorius;
{u, } — tampriyjy poslinkiy vektorius;

[T" ] — konfigtracijos matrica;

I —inercijos momentas;

W), — plastiSkasis atsparumo momentas;

[ D ]- pasiduodamumo matrica.



IVADAS

Pagrindinis tampriyjuy plastiniu geometriSkai netiesiniu sijy optimizacijos tikslas yra
nustatyti toki konstrukcijos projekta, kuris tenkinty stiprumo, standumo, stabilumo salygas ir
tam tikro ekonominio efekto reikalavimus.

Projektuojant stengiamasi, kad konstrukcija biity ne tik optimali, bet ir saugi. Todél
siektina, kad jos skai¢iuojamoji schema iS esmés nesikeisty, elementui ar jy grupei pasiekus
ribing biisena, t. y. konstrukcijos pilnoji ar daling¢ irtis nebuity pasiekta staiga. Tod¢l praktikoje
placiai naudojamos konstrukcinés laikanciosios schemos, sudarytos i§ elementy, turiniy
plastiniy savybiu. Tokie konstrukciniai elementai, pasiekg tampraus atsako riba, toliau
didinant apkrovima, nesuyra staiga. Deformacijas lemiantys parametrai silpnéja, kai
konstrukcijos apkrovimas toliau didinamas, kol susidaro plastiskoji irtis. Sis konstrukcijos
netampraus atsako ivertinimas skai¢iuojant konstrukcijas leidZia kurti ekonomiSkesnes
konstrukcijas [18].

ISspresti optimizacijos uzdavinj, sujungiant] aukS¢iau iSvardintas salygas (stiprumo,
standumo, stabilumo, ekonomiskumo) i bendra formuluotg yra gana sudétinga. Sios uzdavinio
matematinis modelis formuluojamas pagal ekstreminj energijos sklaidos minimumo principa,
taikant matematinio programavimo teorija. Optimizacijos uzdavinio skaiiavimo algoritmas
atliekamas taikant iteracinius skaiciavimus. Kiekvieno optimizavimo ciklo metu, irazos,
nustatytos prie§ tai vykusio optimizavimo ciklo tampriai plastinés netiesinés analizés metu,
yra naudojamos naujiems optimaliems projektuojamiems parametrams nustatyti.

Antros eilés analizé taikoma tuomet, kai norima tiksliau nustatyti itempiy — deformacijy
bivi. Ji grindZiama tangentiniu standumo metodu.

Darbo tikslai yra:

= tobulinti plieniniy konstrukciju (siju) optimizacijos uZdaviniy matematinius
modelius ir skai¢iavimo algoritmus;

= jvertinant plieno netampriasias savybes, konstrukcijos deformuoto biivio jtaka jos
bendrajam standumui ir eksploatacinius reikalavimus;

= sudaryti tangenting standumo matricg atsizvelgiant i vidiniy jégy sukeltus ivairius
konstrukcijos elementy pokycius;

= atlikti skaitinj eksperimenta.



1. STRYPINIU KONSTRUKCILJU NETIESINE ANALIZE

1.1. Geometriskai netiesiniy sistemy optimizacija. Bendrosios pastabos

Optimaliy ir saugiy konstrukciju projektavimo modeliavimas ir sékminga skaitiné
realizacija nuolat yra aktuali problema. Siekiama suprojektuoti optimalia konstrukcija
maZinant jos laikomosios galios rezerva. Sio tikslo siekiama modeliuojant konstrukcijos
geometring forma, iSorés poveikius, adekvacdiau aprasant pati konstrukcijos atsaka iSorés
poveikiams [18]. Seniau optimizavimo uZdaviniai buvo sprendZiami intuityviai, véliau —
matematiniais metodais.

Akademikas A. Cyras sukiiré mechanikos mokykla Lietuvoje, kurioje i§skirtinis démesys
buvo skiriamas matematinio programavimo metody taikymui konstrukcijoms optimizuoti. Sis
tyrimo metodas buvo novatoriskas ne tik Ryty Europoje, bet ir tuometin¢je Soviety Sajungoje.
Jo sukurta mokykla sékmingai tgsia tyrimus ne tik Lietuvoje, bet ir uZsienyje. Tarp ju atstovy
paminétini Vilniaus Gedimino technikos (VGTU) mokslininkai A. Cizas, R. Kadianauskas,
R. Bausys, taip pat A. Borkowski, dirbantis Lenkijos moksly akademijoje. Paminétini ir
VGTU Statybinés mechanikos katedros, kuria ikiiré A. Cyras, mokslininky nuopelnai:
J. Atkocitino konstrukcijy prisitatkomumo srityje, S. Kalantos baigtiniy elementy metodo ir jo
algoritmy taikymo srityje, R. Karkausko geometrinio netiesiSkumo jvertinimo ir iteraciniy
metody taikymo srityje formuluojant ir realizuojant konstrukciju skai¢iavimo uzdavinius [18].

Kompiuteriniy technologiju plétoté, matematikos, fiziniu moksly ir eksperimentiniy
tyrimy sintezé atveria naujas galimybes konstrukcijy analizés ir optimizavimo srityse. Tai
savo ruoztu leidZia sukurti ekonomiskesnes konstrukcijas, adekvaciau perteikiant iSorinius
poveikius ir modeliuojant optimaliy konstrukciju atsaka.

Konstrukcijos elgsenai jtakos turi jvairiis veiksniai, bet ju visu negalime jvertinti
statybinés mechanikos tiesinés teorijos metodais. Taigi, reikia pereiti prie Zymiai platesniy ir
sudétingesniy netiesinés teorijos apibendrinimy. Sudarant optimizacijos uZdavini reikia:
atsisakyti skaiiavimo pagal nedeformuota bivi; ijvertinti konstrukcijos geometrijos
pasikeitimo itaka i jos itempiu — deformacijy btivi; pereiti prie netiesinio jtempiy —
deformacijy rySio ir jvertinti atsirandancias plastines deformacijas [10].

Pastaruosius tris deSimtmecius gana intensyviai buvo plétojama konstrukciju
optimizacijos teorija, metodai ir skaiiavimo algoritmai bei ju integracija su Siuolaikinémis
kompiuterinio modeliavimo ir automatizuoto projektavimo sistemomis. PaZymétina, kad
einamuoju metu pasirodé darbai, kuriuose taikomi genetiniai algoritmai, pagristi biologiniy

principy idiegimu { Kkonstrukciju optimizacijos problemy realizacijos kompiuterines

10



technologijas [12]. Patrauklus $iy algoritmy bruozas yra ju suderinamumas su diskretine
optimizacija, jie nereikalauja projektuotoju nemégstamy funkcijuy iSvestiniy, kurios labai
placiai taikomos klasikiniuose optimizacijos metoduose [10].

Atlikti skai¢iavimai leidzia teigti, kad konstrukcijy optimizacijos metodika, kurioje vienu
metu panaudojama matematinio programavimo teorija, ekstreminiai energiniai principai ir
medZiagos netampriosios savybés yra viena i§ efektyviausiy [1 — 6, 13]. Svarbu atkreipti
démesi, kad optimizacijos rezultatai pagal plastiSkojo suirimo kriteriju ne visuomet yra
lemiami, nes optimalios konstrukcijos ribinis tinkamumo biivis gali biiti prarastas net ir
nepasiekus plastiSkosios suirties dél per dideliy netampriyju deformacijy ir atsirandanciy
poslinkiy. Biitina pazyméti, kad optimalios konstrukcijos standumas neuZtikrina normalaus
jos funkcionavimo, nes daZniausiai optimizacijos uZdavinio apribojimy salygos
formuluojamos neatsizvelgiant | Statybos techninio reglamento [16] reikalavimus.

Darbe sudaromas netiesinio optimizacijos uZdavinio skaifiavimo algoritmas,
suformuojama skaiCiavimams atlikti reikalinga tangentin¢ standumo matrica, atliekama
konstrukcijos optimizacija iki pilnojo plastiskojo suirimo jvertinant geometrini netiesiSkuma,
pasinaudojus simboliniu matematiniu paketu ,,MATLAB®. Sitloma metodika yra

iliustruojama sijy, veikiamy vertikaliy jégu, skaiCiavimu.

1.2. Netiesinio uzdavinio samprata

Netiesiniu vadiname toki uzdavini, kurio baigtiniy elementy formuluotéje lygties kairioji
puse, t.y. vidinés jégos, negali biiti uzrasytos [K,1{u,} pavidalu, o reikia naudoti sudétingesnes
formules [8]. Antros eilés analizé taikoma tuomet, kai norima tiksliau nustatyti jtempiy —
deformacijuy biivi. Nagrin¢jant konstrukciju stabiluma visuomet bitina atlikti antros eilés
analize, kadangi konstrukcijai tampant nepastoviai sistemos geometrija smarkiai skiriasi nuo
nedeformuotos sistemos geometrijos [7].

Konstrukcijos vidiniy savybiy salygoti netiesiSkumai paprastai skiriami { dvi pagrindines
grupes — fizinius ir geometrinius. Fiziniai netiesiSkumai yra salygoti netiesiniy medZiagos
savybiy. Geometriniai netiesiSkumai salygoti netiesinio rySio tarp poslinkiy ir deformaciju.
Zinoma, fiziniai ir geometriniai netiesiSkumai konstrukcijoje gali pasireiksti tuo padiu metu,
kaip paprastai ir biina. Taciau, norint i$siaisSkinti kaip jie apraSomi baigtiniy elementy metodu,
metodiniais sumetimais Sie netiesiSkumy tipai nagrin¢jami atskirai [6].

Netiesin¢ analizé vykdoma naudojant iteraciju procediira — taikomas Zingsninis metodas.
Iteracinio skai¢iavimo esmé tokia, kad sistemos deformuota geometrija, gauta n-1 iteracijoje,

naudojama n iteracijos pusiausvyros lygtims formuoti.
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Geometrinis netiesiSkumas ypac¢ svarbus auksStiems ir liauniems rémams ir esant dideléms
vertikalioms jégoms. DaZniausiai jis vertinamas naudojant ekscentriSkyjy elementy stabilumo
funkcijas ekscentriSkyju elementy metode arba geometrinio standumo matrica baigtiniy

elementy metode.
1.3. Tangentiné standumo matrica

1.3.1. Bendrosios Zinios

Sudarant baigtiniy elementy metodo (BEM) tangenting standumo matrica naudosime
pilnutinés diskretizuoto kiino potencinés energijos IT stacionarumo salyga [15], t. y. pirmaja
funkcionalo IT variacija, kuri yra lygi nuliui: 8IT=0.

Nagrinéjamas kiinas, kurio tiiris V yra apribotas uzdaru pavirSiumi S. Kiinas yra
suskaidomas { baigtinj skai¢iy elementy k, kaip pavaizduota 1 paveikslélyje. ISorinés jégos,

veikiancios elemento taskus, yra paskirstytos tiirinés jégos

{g(x)}=[gl(xl,x2,x3) gz(xl,xz,x3) g3(xl,x2,x3)]T, pavirSiaus S dalyje S, veikiancios

pavir§inés paskirstytos jégos {q(x)}:[ql(xl,xz,x3) 45 (x1, %0, %3) q3(x1,x2,x3)]T ir elementy
tarpusavio saveikos mazginés jégos {F (x)}:[Fl(xl,xz,x3) Fy(x;,x5,%3) F3(x1,x2,x3)]T.
Kino pavirSiaus dalyje S

, baigtiniy elementy bet kurio taSko poslinkiai

{u(x)}z[ul(xl,xz,x3) 1y (xy, X0, 23) uz (3, %5, 23 )]T yra apriboti, t.y. {u(x)}=0. Taigi, Siame

pavirSiuje elemento taskus veikia reakcijos {r({x})}.
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2.1 pav. Kiinas ir jo diskretizavimas baigtiniais elementais

Tamprumo teorijos uzdaviniuose pilnutiné potenciné energija Il susideda i$ potencinés
energijos (vidiniy jégu potencialo) U ir potencinés iSoriniy jégy energijos (iSoriniy jégu
potencialo) Q:

m=U+Q 2.1

Potencing kiino deformavimo energija nulemia paskiry baigtiniy elementy potenciné

deformavimo energija, t. y.:

U=>U, 2.2)

¢ia s — baigtiniy elementy skaiCius; U, — jtempto ir deformuoto baigtinio elemento

potencing energija, iSreiSkiama taip:

Uy =5 [lee o) fouw)av, @3)

[Soriniy jégu potenciala nulemia iSoriniy jégy darbas, atliktas paskiry elementy bet kurio
tasko poslinkiuose {u(x)}= [ul (xp, 20, %3) 10 (31,2, %3) w3 (37, %, %3 )]T ir mazginiy taSky

poslinkiuose, apibiidinamy vektoriumi {u k }T :

13



Q== [ule)f {e()tavi - [lulx)" gl — [luc S {Ffavi. 24)

Vi Stk Vi

Taigi, pilnutiné potenciné energija IT lygi vidiniy ir iSoriniy jégu darbui, atliktam
grazinant deformuota kiing i jo pirmyksti nedeformuota kiino biivi (bet nenukraunant, t.y.

nepasalinant iSoriniy jégy). Tode¢l iSorinés jégos atlieka neigiama galima darba, t.y. iSraiSkoje
(2.4) néra daugiklio 5 Tokiu budu diskretizuoto elemento pilnutiné potenciné energija IT,

bus gauta susumavus paskiry baigtiniy elementy vidiniy ir iSoriniy jégu potencialus (2.3) ir

(2.4):

M= Jloe () o (elave - o)l {glw)av -
- Tl lglolhas, - [l R Javi.

Stk Vi
(2.5)
Pasinaudojus pilnutinés potencinés energijos stacionarumo salygomis (LagranZo

variaciniu principu)

arba

L[ P {ellavi + [l lale s, + [luc} (5 Jave |~o

a{uk} Vi Sf,k Vi

Si lygtis yra baigtinio elemento pusiausvyros netiesin¢ lygtis, kadangi ir jtempiy funkcija
oy (x) taip pat yra iSreiSkiama poslinkiais {uk} Bendruoju atveju Sia lygti galime uZrasyti

taip:
1 (g 1)}~ {ng}‘— {Fqk j—{F.}=0. (2.6)
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¢ia {F gk}‘ — elemento mazginiy jégu vektorius, salygotas paskirstytyjy turiniy jéguy; {F ok }

— elemento mazginiy jégu vektorius, salygotas paskirstytyju pavirSiniy jégu;
Sfe ()]
e = [P o 26

0 jos iSvesting

o1y (fuy ) K. (lu V] 2.7)

yra vadinama baigtinio elemento tangentine standumo matrica. Matome, kad elemento
tangentinés standumo matricos fiziné prasmé yra netiesinés elemento pusiausvyros lygties
(2.6) pirmasis démuo — JAKOBIO matrica, apskaiCiuota esant Zinomiems mazginiams
poslinkiams {i; }. Reikia pazyméti, kad kvadratinés matricos [KT({uk })] matmuo priklauso

nuo elemento mazginiy poslinkiy vektoriaus {i; } ilgio. Jos eilutés narius gauname

diferencijuojant (2.7) pagal viena i$ vektoriaus {uk} komponenty:

el R e
o) 0 ¢ (ol

K- o af{ ] e o9
a{‘f’gi{: })}:ai V{ {5{825(:))}} o (x)av,

Geometriniai netiesiSkumai yra salygoti netiesinés poslinkiy ir deformacijuy
priklausomybés. Vadinasi, Sios matricos (2.8) reikSmé netiesiogiai priklauso nuo mazginiy

poslinkiy {u; }. Nuo ju priklauso deformacijy {e; (x)} reikimé, o nuo Sios savo ruoZtu
priklauso itempiy {o,(x)} reik§mé. Toliau elemento tangenting standumo matrica,
apskaiCiuota esant Zinomoms {uk} reikSméms, transformuojama i globaling koordinaciy

sistema. Po to surenkama viso kiino tangentiné¢ standumo matrica pagal iprastines standumo

matricos surinkimo taisykles.
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1.3.2. Lenkiamas strypinis elementas

1.3.2.1. Formos funkcijos

Nagrinésime sijiniy konstrukciju elementa plokStumoje (2.2 pav.). Deformuojant sija,
jos elementai gali pasislinkti atstumais, Zymiai virSijanciais jo matmenis. Tuo paciu
priimsime, kad paties elemento forma ir ilgis nekinta, t.y. deformacijos lieka nedidelés.

Elementas yra veikiamas tik lenkimo deformacijy.

2.2 pav. Lenkiamas elementas lokalioje koordinaciy sitemoje

Lenkiamo elemento mazginiy poslinkiy vektorius bus parasomas elemento galy

vertikaliais ir kampiniais poslinkiais (2.2 pav.):

{uk}:[ukl U U ukl]r'

Sio vektoriaus komponentai u}d ir u}d yra elemento mazginiy tasky linijiniai poslinkiai,
kuriy teigiamos kryptys sutampa su lokalinés asies x, kryptimi. Komponentai u}(z ir u}€4 yra
kampiniai posiikiai, kuriy teigiamos kryptys sutampa su laikrodZio rodyklés judéjimo
kryptimi. Taigi, Sis elementas lokaliojoje koordinaciy sistemoje xi Oxyz turi keturis laisvumo
laipsnius ir jo bet kurio tasko linijinis poslinkis (ilinkis) uk(x) bus apraSomas netiesine
funkcija. Jai aproksimuoti daZniausiai naudojami Ermito polinomai. Juy neZinant, bet kurio
tasko {linkiy funkcijos u; (x) interpoliavimui per elemento mazginius taskus, Ermito

polinomus galima gauti interpoliacines funkcijas parenkant tam tikro polinomo pavidalu.

16



Zinome, kad lenkiamo strypo i§lenktos asies formos tinkama aproksimuojan¢ioji funkcija

yra kubinis polinomas:

uk(x):a0+a1-x+a2-x2+a3,-x32[1 x x° x3]- :[P]-{a}. (2.9)

Sios jlinkiy (poslinkiy) funkcijos interpoliacijos taskai yra elemento mazginiai tagkai x =
0 ir x = [/, kuriuose yra duotos ne tik ilinkio funkcijos (2.9) reikSmés, bet ir jo pirmosios

1Svestinés (kampiniai poslinkiai):

= —(al +2ay - x+3a3 -xz) (2.10)

Irase 1 funkcijas (2.9) ir (2.10) elemento mazginiy tasky koordinates, gauname tokia

lyg€iy sistema:

g (x=0)=uy = ap,

(Pk(x:()):u}d =—a,

(2.11)
uk(x:l):u}d =day +a1 'l+a2 '12 +a3 '13,
(Pk(.x :l): u}(4 =—q —2a2 l—3a3 'l2.
Matricinéje — vektorinéje formoje lygybiy sistema (2.11) yra uzZrasoma taip:
ulld 1 0 0 0 1 ag
u, 0 0 0 a
- 0 s |4 (2.12)
Uy, 1 ) 12 l a
w, 0 -1 -2 =32 4
arba trumpiau
by (=[] a) (2.12a)
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ISsprendg S$ia lyg€iu sitema, gauname polinomo koeficienty iSraiSkas per elemento

mazginiy tasky poslinkius:

Ay = Uy,
a, =Up,,
3 . . 1
a, _l_zukl + / Uy T Uy +—Uyy,
2 1 . 2 1

1 0 0 0 .
a 0 -1 0 0 Ur1
a 3 2 3 1 U2 [ -1)
— 2 z = S =[] (2.13)
a2 l3 l 12 l I/lk3 { }
as 2 2 Ay
e 2 3 2 k4

Sias polinomo koeficienty iSraiSkas istat¢ 1 (2.9) gauname elemento bet kurio tasko

linijinio poslinkio (ilinkio) iSraiSka per Sio elemento mazginiy tasky poslinkius:

C 3002 3. 1Y, (2 1. 2. 1.3
“k{x}:“kl—“kz'x+ —1—2“k1+7uk2+l—2“k3+;“k4 "XT A+ l_3ukl_l_2“k2_l_3uk3_l_2”k4 X

Sutrauke pana$ius narius gauname:

3x7 2x7) . 2x* X)) 3x7 2x7 ) . x* X
l/lk(.X): (1—1—2—1—3 Uy, T — X+ / _l_2 U, + 1—2—1—3 Uy + T—l—z Upy-

(2.14)

Siy operacijuy matriciné forma, ivertinus auks¢iau vartotus Zymeéjimus, paraSoma taip:

e (2) =[P [CT g = [Ne ) | (2.142)

arba
1 (x) = Ny (x) 1y + No(x) g5 + N3(x) 15+ Ny (x) - 14,

éia
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[N()]=[Ni(x) Na(x) Ns(x) Ny(x)]

yra vadinama elemento formos funkciju matrica, kurios nariai yra Ermito kubiniai

polinomai:

(2.15)

Lenkiamo elemento formos funkciju matricai [N k (x)] apskaiCiuoti, pakanka tiesiog

uzprogramuoti (2.14) formule. Sios paprogramés sistemoje MATLAB fragmentas gali biiti
toks:

\

% LENKIAMO ELEMENTO FORMOS FUNKCIJU MATRICOS Ny (x)
FORMAVIMAS

% L - elemento ilgis, x - bet kurio mazgo koordinaté

% [C] - poslinkiy funkcijos interpoliavimo tasku koordinad¢iuy matrica
(2.12)
% [P] - polinomo kintamujy matrica (2.9)
Syms L x
c =11 0 0 0; O -1 0 0 ;
1 L L~2 L~3; O -1 -2-L -3L"2]
P =11 X X" 2 x"3]

[)

% Formos funkcijuy matrica skaiciavimas

N = P*inv (C)
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1.3.2.2. Deformacijy aproksimacija mazginiais poslinkiais

Nagrin¢jame palyginti dideliy poslinkiy atveja, kai maksimalaus ilinkio ir skerspjivio
o . ” . D e 1
charakteringojo matmens (skerspjiivio auks$¢io h) santykis tenkina Sias ribas: géumf <5.

Tuomet rySys tarp deformacijy ir poslinkiy yra netiesinis. Monografijoje [1] yra iSvestos Sio
rySio formulés bet kokios formos erdviniam apibendrintos formos elementui kreivalinijinéje
ortogonalioje koordinaciy sistemoje. Jos susieja elemento viduriniojo pavirSiaus deformacijas
su §io pavirSiaus tasky poslinkiais. Sias priklausomybes galime panaudoti ir lenkiamos
strypinés sistemos elementui, tarus, kad kreivalinijinés koordinatés sutampa su sta¢iakampe
Dekarto koordinagiy sistema. Siuo atveju adys o, = x,, a, =0, a, = x,. Jas lydingios pirmos
kvadratinés formos koeficienty funkcijos A; = 1 ir A, = 1, o kreivio spinduliai R} =R,= oo.

Tuomet strypo asies iSilginé deformacija

1 81/11 n Uy ) aAl _ Us n 81/13 1 U

11 = - . U + 3 +
Al aal A1A2 80(2 Rl 80L1 AlRl 2Rl

2A12 6(11 aal _aal 2 6)61

Mes jau padaréme prielaida, kad strypo ilgis nekinta, tai reiSkia, kad u; = 0. Tuomet

gauname (ivertinus tai, kad u3 tampa ilinkiy funkcija u(x)):

2

1{ ou(x)

Ay=—l—1| -
2 ox,

Esant palyginti dideliems poslinkiams strypo aSies kreivis

1 ou u, 0A 1 OA duy 1 Ous 1 0A ous _ %u(x)

1 AlRl 80(,1 A1A2R2 80(2 Al3 80(1 80(1 A12 aalz A1A22 80(2 80(3 axlz

Kirchhofo — Lavo (ploksciu pjuviy) teorijoje suming¢ iSilginé deformacija bus gaunama

taip:

6u(x)j2 ry. 62u(x) (2.16)

eE=Aj +Yy- —l(
11ty X 2\ ax Py



¢ia y — atstumas nuo strypo neutraliosios linijos.
Paprastumo délei nagrinéjamas strypinis elementas, kurio simetrinio skerspjavio plotis b,
aukstis A, ilgis [. Tariame, kad elementas yra veikiamas tik tarpelementinémis saveikos

jégomis {Fk } Tuomet strypinio elemento pusiausvyros lygtis (2.6) igaus toki pavidala:

Wi (g )} - {Fi }=0, (2.17)

o elemento vidiniy jégy vektorius (2.6a) bus uzraSomas taip:

=

oy
SAM) bjj{ } .G-dx; - dx,. (2.18)
0

e

Toliau vidiniu jégu vektoriaus deSinigja pusg¢ iSreiSkiame elemento mazginiy tasky
poslinkiais, jras¢ i1 deformaciju ¢ iSraiSka (2.16) poslinkiuy aproksimacijos funkcijas (2.14).

Tam tikslui skai¢iuojame iSvestines:

abéix) - % ([N k (x)]{”k }): [ (x)] {"’k } : (2.19)

azg)f) aax(agi)j 2 fje (i =L (o - (2.20)

(a”(x)f=(a”(x)f'a”(x):{u;}‘[q(x)r-[c1<x>]-{u;}= b el ean

ox ox ox
6 6 2 4 3 2 6 6 2 2 3 2
Cilx)l=|-——x+—x —1+—x—-——x - X—FX —X——=X s 2.22
€1(x)] [ 2P 2T 2T AT T2 } (222)
6 12 4 6 6 12 2 6 ,
[Cz(x)]z[—l—2+l—3x 7—1—2X 1—2—1—3)6 7—1—2 } . (223)

Gauname deformacijy funkcija, iSreikSta mazginiais poslinkiais:

2= i) O3] bifolea (- .24

Poslinkiy funkcijos i§vestiniy skai¢iavimui patartina naudoti MATLAB sistemos

simbolinius skaigiavimus. Sios paprogramés teksto fragmentas gali bati toks:
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% Poslinkiuy formos funkciju isSvestiniu (2.19), (2.20), (2.21)

$SKAICIAVIMAS
Syms L x

Cl = diff (N)
C2 = diff(Cl)
Clt = C1;

C3 = Clt*Cl

1.3.2.3. Elemento tangentiné standumo matrica

Irase (2.24) iSraiska i (2.18), elemento vidiniy jégy vektorius uzrasomas taip:

trtal=o [ [l Sl e steato ) oo

oy

=b /j-[C3(x)]T . {uk }-dedy+b J- J-y[Cz(x)]T -odxdy =
b [ [(es()F - b J+ C2 ()T ) oy (2.25)

Panaudoj¢ 1.3.1 skyrelyje iSdéstyta metodika (2.7), uzraSome elemento standumo matrica

tokiu pavidalu:

Y
a{ b j/ %(([q(xﬂf{m es(F )0 by =
iy W
=b [ [lcs(x)]-oaxdy+b | [ (c3 - {u}( }+ y[Cz(x)]T)-%dXdyZ (2.26)
_% 0 _/o

IS salygu o = E- ¢ ir (1.24) itempiai elemente iSreiSkiami mazginiais poslinkiais:

K ()]=

o= % E{u}( }T [C5(x)]- {u}( }+ y-E[C,(x)] {u}( } (2.27)
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¢ia E — medziagos tamprumo modulis. Gautos jtempimy funkcijos (2.27) deSinéje puséje
pirmasis narys yra pastovus dydis elemento skerspjlivyje, o antrasis — proporcingas atstumui y
nuo neutraliosios linijos.

Skaic¢iuojame itempimy funkcijos (1.27) iSvesting:
o T
ay= i b el Hes] @28)

Irase (2.28) iSraiska 1 (2.26), elemento tangenting standumo matricg uZraSome taip:

l % l '
etel=o | Jlehorsues [ Jlles(o o+
G )£ i Tes@l el javar -
~p [ [P0l ewhady b ] Jlcw] o+

_@é _hzo

"
+bj
-

S}

O —_— )~

([ b a0y 5{CaF b Tes Lol b o s v =

-k +lx] 4k (2.29)

'

Cia vienu brik$niu paZymétas integralas yra matrica [K e] , dviem — marica [K g] ir trim
— matrica [Ku] . Akivaizdu, kad dideliy poslinkiy strypo elemento tangentin¢ standumo
matrica geometrijos kitimo poZitriu susideda iS$ trijy matricy. Pirmoji i ju, t.y. [K e] sutampa

su mazy poslinkiy elemento standumo matrica. Antroji — [Kg] yra vadinama geometrine

standumo matrica. Trcioji matrica, [Ku] , vadinama pradiniy poslinkiy matrica. Toliau

aptarsime jy sudarymo ypatumus.
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1.4. Tangentinés standumo matricos sudarymo ypatumai

1.4.1. Mazy poslinkiy elemento standumo matrica

Pasitelkus (2.29) formulg, mazy poslinkiy elemento standumo matrica, (nuo

geometrijos kitimo nepriklausanti), uZraSoma taip:

oy
[K] Eb | j y2[C, (x)f [C,(x)dxdy (2.30)

_/0

Atlike¢ pointegraliniame reiSkinyje algebrinius veiksmus turime:

r -6 12x) 6 12x
-6 12x 2 ;6_;’_127)6 ﬁ_@ (2+3](2 3\J
7“'[73 2 BNl 2 l l l l

4 6x) (4 6x)
I 72 I 72

ST

[K;]:Eb j zdyi

\

7
R o
[
(

Suintegrave gauname mazy poslinkiy lenkiamo strypinio elemento standumo matica

lokaliojoje koordinaciy sistemoje:
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12 6 12 6
l3 12 13 12
_6 4 6 2
, I? I 12 I
k. |- &1 , 231)
_12 6 12 6
& I? & I*
_6 2 6 4
L 2 ! 12 I

¢ia

o) bn’
=b —+— |=——
24 24| 12

yra skerspjiivio aSinis inercijos momentas.
Mazy poslinkiuy elemento standumo matrica galima gauti tiesiog uZprogramavus
(2.30) formulg sistemoje MATLAB. Siy skai¢iavimy programos teksto fragmentas

atrodyty taip:

% Mazuy poslinkiy elemento standumo matricos sudarymas pagal
(2.30)

% E - tamprumo modulis

% I - inercijos momentas

% L — elemento ilgis

Syms L, x, E, I

c2t = C2.7;

Ke = int (C2t*C2, 0, L)

Kel = E*I*Ke
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1.4.2. Elemento geometriné standumo matrica

Dideliy poslinkiy lenkiamo skerspjuvio elemento geometriné standumo matrica, kaip

pazymeta (2.29) iSraiSkoje, yra uZraSoma taip:

oy
[k, |- [ [les(x)]- oaxdy. (2.32)
0

Re

Si matrica nusako normaliniy itempiy o =0, + 0, itaka lenkiamo strypo standumui.

Dideliy poslinkiy lenkiamo strypo normaliniai jtempiai (2.27) susideda i$ pastoviy elemento

skerspjlivyje tempimo ar gniuzdymo itempiy

1 T ,
EE{Mk} [C3(x)]{uk }: G, (2.33)
ir lenkimo jtempiuy, kintanc¢iy elemento skerspjiivyje pagal tiesini désnj

ElC,( ) =0, . (2.34)

Irase (2.33) ir (2.34) iSraiskas 1 (2.27) ir (2.32), geometring standumo matrica uzZrasome

taip:
/ "
C3 ]dx+b I vdy- sz C3 ]dx—
_ / 0

[

'Gzﬂca(x) X =
_% 0

—
=
I_I
S0
ov_.N

2

Gli[c3(x)]dx+by7

<oy el A7 (o< ol

0 0
(2.35)
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Atlike¢ pointegraliniame reisSkinyje algebrinius veiksmus, turime, kad:

|

N
[K'g]zbhcslj

|

|

2
6x 6x°
2B
—6x 6x2

2B
—6x 6x°
2B
—6x 6x2
2B

—6x 6x2 ) 6x 6x°
NN VT

4x 32\ 6x 6x7
N DL (A
I JE WERRNE

(2.36)

4x_ 3% Y2x 3% ).
VA

Suintegrave gauname dideliy poslinkiy lenkiamo elemento geometring standumo

matrica lokaliojoje koordinaciy sistemoje:

[KQ]ZAGI

, (2.37)

¢ia A — elemento skerspjiivio plotas. PaZymésime, kad geometrinés standumo matricos

iSraiSkoje (2.37) vartojama pastovi elemento skerspjivyje normaliniy itempiy dedamoji o,

yra apskai¢iuojama pagal formule (2.33). Siuo atveju §is normalinis jtempis yra koordinadiy x

funkcija. Jis gali biiti apskai¢iuojamas dviem biidais. Pirmuoju — tai skaitiSkai integruojant

elemento ilgyje /. Tam tikslui suvidurkinta elemente jtempio o, reikSm¢ galime gauti
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panaudojant sistemoje MATLAB keturiy tasky Gauso formule. Programos teksto fragmentas

Siam skai¢iavimui yra toks [8]:

% ELEMENTO ILGYJE SUVIDURKINTAS DIDELIU POSLINKIU SALYGOTAS
ITEMPIS o,

% ukl - Zinomas elemento mazginiy poslinkiy lokaliojoije

sistemoje vektorius

o°

Cl - matrica, sudaryta i$ poslinkiy funkcijos isSvestiniy

(2.19)

o\

DC - duotu konstantu masyvas

o\

DC(1l) - elemento ilgis L

o\

DC(2) - tamprumo modulis E

o\

DC(3) - skerspjtvio plotas A
DC=[];E=DC(1l); A=DC(2);

L=DC(3); ukl=[];

SV=0;

x=L/2+0.339981*L/2;
SV=SV+0.652145*ukl’ *C1l’ *Cl*ukl;
X=L/2-0.339981*L/2;
SV=SV+0.652145*ukl’ *C1l’ *Cl*ukl;
X=L/2+0.8611363*L/2;
SV=8V+0.347855*ukl’ *C1l’ *Cl*ukl;
X=L/2-0.8611363*L/2;
SV=8V+0.347855*ukl’ *C1l’ *Cl*ukl;
SV=SV*L/2;

sigmal=SV*E/2;

Kgl=A*sigmal*[6/5/L -1/10 -6/5/L -1/10;
-1/10 2/15/L 1/10 -1/30/L;
-6/5/L 1/10 6/5/L 1/10;
-1/10 -1/30/L 1/10 2/15/L1;
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Antruoju biidu elemento ilgyje pastovy itempj o, galime gauti analitiSkai integruojant

elemento ilgyje / (2.33) formulés kairiaja pusg, t.y.:

o=y el e b Tl o i)

O —_—) ~

Suintegrave gauname:

6 1 s -1

= 10 -= 10

51 51
2 1 b

vl 10 15 10 30 ¢,
[cl]:lE-{uk} : {uk} (2.38)
2 _6 1 6 1

50 10 51 10
1 1

L 10 —3’—0 10 %

¢ia [ — elemento ilgis, {uk } — Zinomas elemento mazginiy poslinkiy vektorius.

Geometrinés standumo matricos formavimas pagal (2.37) arba (2.38) formules yra

atliekamas, kai skaiiavimo patogumo sumetimais vartojama pastovi (suvidurkinta) elemento

skerspjtivio jtempiy dedamoji o;. Atsisakius pastovaus itempio elemento ilgyje koncepcijos,
dideliy poslinkiy elemento geometring standumo matrica formuojame analitiSkai integruojant
(2.32) formule. Tam tikslui { (2.32) iraSome jtempiuy funkcijos o analiting iSraiSka mazginiais

poslinkiais (2.27) ir gauname:
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(2.39)

nes globaliojoje (2.38) formulés iSraiSkoje integruodami antrojo integralo narius,
padaugintus i kintamojo y, gauname nuli.

Kai elemento mazginiai poslinkiai {uk} yra Zinomi, matrica [Kig] gauname, atlike (2.38)

formulés simbolinius skai¢iavimus MATLAB terp¢je. Programos tekstas yra toks:

\

% GEOMETRINES MATRICOS PAGAL FORMULE (2.39) SKAICIAVIMAS
% naudojame simboliniuy perdirbimy kompiuterine programag
% Cl - poslinkiu funkcijos isSvestine (1.19)
syms x, L, ul, u2, u3, u4, E, A
Cl=[-G*x/L"2+6*x"2/L"3, -1+4"x/L-3*x"2/L"2,
6*x/L"2-6*x"2/L"3, 2*x/6-3*x"2/L"21];
Clt=Cl.”’
U=[ul; u2; u3; u4d]l;
Uut=u."';
% U - mazginiy poslinkiy vektorius lokaliojoje sistemoije
% Skaiciuojame itempiu funkcijos (2.27) reiksme
Sigma=0.5*E*ut*Clt*Cl*u
% Cia (2.27)formulés antrojo nario néra, kadangi
integruodami narius, padaugintus is$ kintamojo y, gauname
nulius, kaip parodyta (2.39).
% Skaiciuojame elemento geometrine standumo matricag
Kgl=int (0.5*E*A*sigma* (C1t*C1l), O, L)

% Galimas ir toks wveiksmas

% Kgl=int (0.5*E*A*ut*Clt*Cl*u* (Clt*Cl), 0, L)
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Suskaiciuota geometrinés matricos simbolin¢ iSraiska:

[K:g] = [3/70*E*A/IN3*(u2"2*172-6 u2*1*ul+6*u2*1*u3+24*ul*2-48*u3*ul-
6*ud**ul+24*u3/2+6*ud*ud*1+ud 2*112),
17280*E*A/IN2#(u2A2*172424*u2*1*ul-24*u2*[*u3-2*u2*1"2*u4-36*u1"2+72*u3*ul -
36*u3/2-u4 2*172), -3/7T0*E*A/IN3*(u2/2*172-6Fu2**ul+6*u2*1*u3+24*ul 2-
48*u3*ul-6*ud*1*ul+24*u3/2+6*u3d*ud*14+ud 2*112),

-17280FE* A/IN2* (22 #1724+ 2*u2*¥1"2*ud+36*ul~2-72*u3*ul-
24*ud4*1*ul+36*u3"24+24*u3*ud*[-u4 2*112)]

[1/280*E*A/IN2* (u2A2*172424*u2 ¥ *ul -24*u2**u3-2*u2*1"2*u4-36*u1*2+72*u3*ul -
36*u3”2-ud 2*112), 1/420%E* A/1#(12*%u2A2*1M 243 %u2**ul-3*u2*1*u3-
3*u2*1A2*u4+18*ul1"2-36*u3*ul-3*ud*1*ul+18*u3/2+3*ud*ud *1+ud 2*112),

-17280FE* A/IN2* (0272 *1M2424 % u2*1*ul-24*u2*1*u3-2*u2*1°2*u4-36*ul2+72*u3*ul -
36*u3/2-u4 2*112), -1/840*E* A*(3*u2"2*1+6*u2*ul-6*u2*u3-
4*u2*ud*1+6*ud*ul-6*u3*ud+3*ud 2*1)]

[-3/T0*E*A/NN3*(u2A2*172-6%u2**ul+6*u2*1*u34+24*ul*2-48*u3*ul-
6*ud**ul+24*u3/2+6*ud*ud*1+ud2*112),

-17280FE* A/IN2* (22 *172424*%u2* 1 *u1-24*u2*1*u3-2*u2*1°2*u4-36*ul1*2+72*u3*ul -
36*u3/2-ud4 2*¥172), 3/T0*¥E*A/NN3* (u2A2*1M2-6%u2*1*ul +6*u2*1*u3+24*ul"2-
48*u3*ul-6*ud*1*ul+24*u3/2+6*u3d*ud*14+ud 2*112),
17280*E*A/IN2%(u2A2*17" 242 u2*1"2*ud+36*u12-72*u3*ul-
24*u4*1*ul+36*u3"24+24*u3*ud*[-u4 2*112)]

[ -1/280*E* ANN2*(u2/A2*1M242*%u2*1M2*ud+36*ul 2-72*u3*ul -
24*u4*1*ul+36*u3"2424*u3*ud*1-ud"2*112),

-1/840*E* A*(3*u2"2*1+6*u2*ul-6*u2*u3-4*u2*ud*1+6*ud*ul-6*u3*ud+3*ud 2*l),
17280*E*A/IN2#(u2A2*17" 24 2% u2*1"2*ud+36*u12-72*u3*ul-
24%u4*1*ul+36*u3"2424*u3*ud*1-ud 2*1°2), 1/420*E* A/1*(u2"2*172-
3*u2*¥1*ul+3*u2**u3-3*u2*1"2*ud+18*ul1*2-36*ud*ul+3*ud*1*ul+18*u32-
3*u3*ud*1+12*ud 2*112)]
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1.4.3. Pradiniy poslinkiy matrica

TreCioji (2.29) formulés matrica  apraso dideliy poslinkiu elemento formos
pasikeitima deformavimosi metu. Ji vadinama pradiniy poslinkiy matrica arba dideliy
poslinkiy matrica ir uzraSoma taip:

LB "
[Ku]:Eb I ydy-“@(x)] {uk }[Cz(x)]dx+ Eb I

_% 0 _%

[Co (] b s () +

ydy -

O —_—) ~

(2.34)

IS iSraiSky (2.33) ir (2.34) matyti, kad geometrinés ir pradiniy poslinkiy matricy iSraiSkos

yra tokios pacios, tik pradiniy poslinkiy matrica yra dvigubai didesné nei geometring.

Simboliniy skai¢iavimy MATLAB terpéje programos tekstas bus toks pats.

Tangentinés standumo matricos transformacija i$ lokaliyju komponenty i globaliuosius

yra atliekama jprastu keliu. Tam tikslui lokaliojoje koordinaciy sistemoje sudaroma elemento

krypties kosinusy matrica [7,] ir gaunama elemento tangentiné standumo matrica

globaliojoje sistemoje:

(K 1=1T)" (K, 1 [Ty 1, (2.35)
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—sina cosa 0O 0 0O O

(Typ 1=
0 0 0 —sina cosa 0O

Tangentinés standumo matricos [K,] formuojamos kiekvienam elementui, véliau
sujungiamos ir gaunama visos sistemos tangentiné standumo matrica [ K, |. Pastaroji matrica

yra inkorporuojama i prieaugiais uzZrasytas pusiausvyros lygtis:

[K, |Au=AF . (2.36)

¢ia AF ir Au m—maciai visos konstrukcijos mazginés apkrovos prieaugiy ir globaliyjy

poslinkiy prieaugiy vektoriai.
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1.5. Netiesiniy uzdaviniy sprendimo metodai

Netiesiniy uzdaviniy sprendimas baigtiniy elementy metodu gali bti atliekamas, taikant
ivairias metodikas. ISskirsime dvi metody grupes: tiesioginiai metodai ir prieaugiy metodai.

Tiesioginiuose metoduose suskaiiuojamas tik vienas galutinis sprendinys, nekreipiant
démesio | visa deformavimo istorija. Sprendimas atkiekamas iteracijomis, kiekvienoje
iteracijoje tikslinant nezinomojo vektoriaus reikSmes [7]. Skai¢iavimas pradedamas priémus
pradini standumg ir atliekamas iki tol, kol pasiekiamas pasirinktas (poslinkiy vektorius)

tikslumas (2.3 pav.).

Apkrova

F

. . >
Uo U+ Uz Un Poslinkis

2.3 pav. Tiesioginio metodo principiné schema

Prieaugiy metoduose skai¢iavimai atliekami Zingsniniu metodu. Zingsniniai metodai,
grindZiami apkrovos prieaugiy seka. Tuomet konstrukcijos itempto - deformuoto biivio
iteracijos gale gauti parametrai yra naudojami kitos iteracijos uzdaviniui. Visoje apkrovimo
sekoje yra sprendZiami tiesiniai uzdaviniai ir po baigtinio skaiCiaus iteracijy yra pasiekiamas
sprendinys [7]. Prieaugiy metodas leidZia nustatyti ne tik galutini fizinés biisenos taska, bet ir

jo susidarymo istorija (2.4 pav.).

2.4 pav. Prieaugiy metodo principiné schema (v — apkrovos prieaugis, i — iteracijos numeris)
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ISskiriami keturi netiesiniy sistemy sprendimo algoritmai:
° apkrovos kontrolés metodas;
= paprastas pakrovos prieaugiy metodas;

= Newton - Raphson metodas;

. poslinkiy kontrolés metodas;
° arkos ilgio kontrolés metodas;
° darby kontrolés metodas.

Paprasty apkrovos prieaugiy metode 1 nesarysi tarp vidiniy ir iSoriniy jégy nekreipiama
démesio. Per viena apkrovos prieaugi néra iteraciju. Pagrindinis metodo privalumas —
paprastas taikymas, taCiau per kiekviena Zingsni kaupiasi paklaidos, kurios gali buti didelés
netiesinése sitemose.

Apkrovos kontrolés Newton — Raphson metode kiekviename apkrovos prieaugio
Zingsnyje daromos iteracijos eliminuoti nesubalansuotas jégas. Sios paklaidos atsiranda
iStiesinant uzdavini, t.y. standumy matrica formuojama pagal paskutinés iteracijos rezultatus.
Jei nesubalansuotos jégos nebus mazinamos, skaiCiavimo rezultatai gali labai skirtis nuo
tikrojo buvio. Iteracijos baigiamos, kai pasiekiamas uzsiduotas irazy ir poslinkiy tikslumas.

Poslinkiy kontrolés metode yra pritmami poslinkiy prieaugiai. Jie didinami iki tol, kol
pasiekiama pridéta apkrova. ReikSmé suteikiama tik vienam poslinkiui, nes sistema yra
netiesin¢ ir poslinkiai kinta netiesiSkai. Iteracijos kartojamos kol gaunamas sprendinio
konvergavimas. Poslinkio numerio ir jo reikSmés pasirinkimas labai nulemia sprendinio
konvergavima.

Arkos ilgio kontrolés metode, kaip ir poslinkiy kontrolés metode, apkrovos prieaugis néra
Zinomas. Prie poslinkio kontrolés metodo lyg€iy papildomai dar uZraSoma ir statmenumo
lygtis (ja apribojamas Zingsniy skaicius).

Darby kontrolés metode parenkamas apkrovos prieaugis. Pusiausvyros paklaidos
iteracijose nustatomos naudojant darby lygti.

Atliekant skaiciavimus bus naudojamas Newton - Raphson apkrovos kontrolés metodas,

kuris placiau ir aptariamas.
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1.6. Newton — Raphson apkrovos kontrolés metodas

Netiesiniy lygCiy sistemos sprendimui naudosime Newton-Raphson iteracini apkrovos
kontrolés metoda [10, 11, 14], kadangi apkrovos - poslinkiy kreivé yra iSkila funkcija.
Konstrukcijos optimizacija atliekama nepasiekus visiS8ko plastiSkojo suirimo. Dél Sios

priezasties tangentiné standumo matrica negali buiti nuliné: [K,]#0.

Aptarsime Newton — Raphson metoda, kurio principiné schema yra parodyta 2.5 pav. Joje
parodyti konstrukcijos netiesing elgsena charakterizuojantieji dydziai. Taikant §] metoda,

apkrovos vektorius {F'} yra skaidomas i dalis ir kiekvieno Zingsnio metu didinamas tam tikru

pricaugiu {AF,} (2.5 pav.). Kiekvieno apkrovos prieaugio Zingsnyje v daromos iteracijos i,

eliminuoti nesubalansuotas jégas {F. }i. Jos atsiranda dé¢l nesubalansuoty mazgo vidiniy ir

iSoriniy jégy (2.5 pav.):

(F. Y, ={F), 1 —{F, }). (2.37)

¢ia {F, }i — nesubalansuoty mazginiy jégu vektorius v-tojo Zingsnio i-tosios iteracijos

gale; {F'},,; — mazgo iSoriniy jégy vektorius v-tojo Zingsnio gale; {F }f, — mazginiy vidiniy
jégu vektorius v-tojo Zingsnio i-tosios iteracijos gale.

Sios paklaidos atsiranda iStiesinant uZdavini, t. y. standumo matrica formuojama
naudojant prie§ tai buvusios iteracijos metu gautus rezultatus.

Aptarsime vieno apkrovos prieaugio (Zingsnio) iteracinio skai¢iavimo metodika.

Darome prielaida, kad globaliyjy poslinkiy vektorius {u}, ir apkrovos lygis {F},
nagrinéjamojo Zingsnio v pradZioje yra Zinomi. Tuomet v-tojo apkrovos Zingsnio metu

skai¢iavimai atliekami vykdant tokias operacijas:
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2.5 pav. Newton-Raphson metodas

1. Nustatomas naujas apkrovos lygio vektorius

{Flyp1 ={F}, +{AF},

¢ia {AF} yra apkrovos prieaugiy vektorius.
2. Suformuojama v apkrovimo Zingsnio i-tosios iteracijos konstrukcijos tangentiné

standumo matrica [K ,]i (i§ paskiry elementy tangentiniy standumo matricy (2.35)) ir

nustatomas jos determinantas. Jeigu determinantas yra neigiamas, teigiam, kad konstrukcija

yra geometriSkai judri ir skai¢iavimai baigiami. Jeigu determinantas yra teigiamas, sudaromos
pricauginés pusiausvyros lygtys (2.36) nesubalansuotoms mazginéms jégoms {F, }i

skaiCiuoti:
(K, T {Aul, = (F, }}. (238)
3. Sprendziama tiesiniy lygc€iu sistema (2.38) ir gaunamas vykdomojo v Zingsnio i-tosios

iteracijos globaliyjy poslinkiy prieaugiy vektorius:
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(aay, = (&, 1) E

(2.39)

4. Skaic¢iuojami nauji globalieji mazgy poslinkiai. Tam tikslui prie nuo nesubalansuoty

mazginiy jégu gautyjy poslinkiy prieaugiy (2.39) pridedamos ankstesnéje iteracijoje gautosios

globaliyjy poslinkiy reikSmeés:

{uhy, = {u}y "+ {Au),.
5. Skaic¢iuojamos naujos mazgy koordinates:

) = ()

(2.40)

(2.41)

Toliau skaiCiuojami nauji elementy aSies pasvirimo kryp¢iy kosinusai, sudaromos

elementy koordinaCiy transformavimo matricos [Tab]f, ir fiktyvioji pusiausvyros lygciu

matrica [Z]f, 1§ paskiry baigtiniy elementy pusiausvyros lyg€iy matricy [A;b ]i .

Tam tikslui uZraSome elemento apkrovos prieaugio v-ojo Zingsnio i-tosios iteracijos

pusiausvyros lygtis tarp elemento galy ir lokaliyju mazginiy jégu:

[Aup T (Sap} = (Fe ).

Cia pusiausvyros lygéiy koeficienty matrica yra tokia:

1

[ [
N
[Agy 1, =

r 1

[ [

6. Nustatomi elementy vidiniy jégy prieaugiy dydZziai

(AS ) = [T (A 10 )TIT, T 1A, 1
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N
[k =
261 4E1
[ l

Sudaromas globaliyjy vidiniy jégy prieaugiy vektorius:
. . . . -
{AS}, ={AS] , AS’ AS' ...ASé’v} ,

1Ly’ 2,v° ab,v’

¢ia § — yra baigtiniy elementy skaicius.

7. Skaic¢iuojami konstrukcijos elementy vidiniy mazginiy jégu prieaugiai:
{AF s}, =[AL[AST, .
8. Nustatomas globalusis mazginiy jégu prieaugiy vektorius
(AF,}, =[C]" [AF ], (2.44)
¢ia [C] — lokaliyjy ir globaliyju mazginiy poslinkiy rySio matrica. Ja sudaro vienetai arba
nuliai.
9. Skaiciuojamos v apkrovos prieaugio Zingsnio i-tosios iteracijos pabaigos suminés

elementy mazginés jégos ir iraZos :

(Fy ), ={F ) (AR, (2.45)

(), ={S, )i +(AsY, . (2.46)

10. Skai¢iuojamos nesubalansuotas (kompensacines) mazginés jégos (2.37).

11. Tikrinama pasirinkto tikslumo konvergencijos salyga:

. -
{F.}, —{F.}, " <eps?
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Jei §i salyga netenkinama, toliau vykdomas Zingsninis skai¢iavimas, t. y. kartojamas
skai¢iavimass apraSytas 1 — 10 operacijose.

Iteracinis ciklas baigiamas, kai nesubalansuoty jégu vektorius {F,.}, yra labia mazas arba
kai tenkinamas pasirinktas tikslumas {Fc}f, —{Fc}i_1 <eps? Po to gaunami konstrukcijos
deformuoto biivio visi reikalingi parametrai ir pusiausvyros lyg€iy koeficienty matrica
{A,}=IC ][Z]V , atitinkanti tam tikra apkrovos lygi {F'}.

Tamprios netiesinés analizés skaiCiavimai atliekami programa MATLAB. Skai¢iavimo

algoritmas pavaizduotas 2.6 pav.

Sudaromas diskretinis modelis

¥

ParuosSiami pradiniai duomenys

¥

Skaiciuojamos elementy mazginiy tasky koordinatés

¥

Sudaromos elementy standumy matricos

¥

Standumy_ (Kgi=t"*Kiok*t) ir pusiauvyros (Agi=Aiok *t)
matricy globalioje sistemoje formavimas.
kur
t — krypties cosinusy matrica

Sudaroma kvazidiagonaliné standumo matrica

¥

Sudaroma lokaliujy ir globaliyjy poslinkiy rySio matrica [H]

¥

Skai€iuojama tangentiné standumo matrica

[ Suskai€iuojamos konstrukcijos Me, ue ir An ]

2.6 pav. Deformuoto bitvio charakteristiky skaiciavimo algoritmo blok — schema

Uzdavinio vykdomasis ,, M.failas “ ir skai¢iavimo rezultatai pateikti 1 priede.
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2. GEOMETRISKAI NETIESINIU TAMPRIU PLASTINIU SLJU
OPTIMIZACIJA IR ANALIZE

2.1. Tampriy plastiniy lenkiamuy strypiniy konstrukcijy optimizacija

paprastojo pakrovimo atveju
2.1.1. Bendrosios Zinios

[vertinant konstrukcijos medziagos plastiSkasias savybes galima daug tiksliau nustatyti
jos darba jvairiais apkrovimo etapais ir sukurti Zymiai racionalesnj projekta. Tuo tikslu reikia
matematiSkai apraSyti konstrukcijos darba jos deformavimosi metu. Tampriosios plastiSkos
sistemos darba galima paaiSkinti atlikus rySio tarp apkrovos ir apibendrinty poslinkiy
kokybing analize.

Deformuojamoji konstrukcija gali biiti {vairiose darbo stadijose ir kiekvienai i$ ju galima

sudaryti ivairius skai¢iavimo uzdavinius ( 3.1 pav.).

Fo
Fel

3.1 pav. Apkrovos ir poslinkiy rySio grafikas

Siame grafike: OA — tamprioji stadija; AB — plastisky deformacijuy stadija, kuri tesiasi iki
taSko B. Toliau atsiranda be galo dideli poslinkiai ir deformacijos, praktiSkai nesikeiCiant
apkrovos reikSmei [9]. Pirmasis konstrukcijos, kaip tamprios sistemos, darbo etapas yra i§
labiausiai i¥nagrinéty kietojo deformuojamojo kiino mechanikos uzdaviniy. Sio uzdavinio
skaic¢iavimo rezultatai reikalingi ivertinant konstrukcijos medZiagos plastiskasias savybes.

Antrasis konstrukcijos darbo etapas priklauso uzdaviniams, kuriuose ivertinamos

medziagos pastiSkosios savybes iki visiSko plastiSko suirimo arba visapusiSko stipréjimo.
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Tokie uzdaviniai vadinami analizés uzdaviniais. Jie buidingi tiek idealiai plastiSkai, tiek ir
stipr¢janciai sistemai.

Treciasis konstrukcijos darbo etapas yra plastiSkasis suirimas. Tokie uzdaviniai vadinami
konstrukcijos laikomosios galios nustatymo uZdaviniais. Sis idealiai tamprios plastiskos
sistemos ribinis biivis aprasomas ekstreminiais energetiniais principais, apibiidinanciais
didZiausigjq iSorinés apkrovos reikSmg.

Visi trys iSvardinti konstrukcijy skai¢iavimo uzdaviniai sprendZiami, kai yra Zinoma
konstrukcijos forma ir fiziniy parametry pasiskirstymas.

Be Siy uzdaviniy yra ir kiti, kuriuose nustatomas ir konstrukcijos itempiy - deformacijy
biivis, ir jos parametrai. Tokie uZdaviniai vadinami kietojo deformuojamojo kiino
optimizacijos uzZdaviniais. Optimizacijos uZdaviniai formuluojami jvairiems tamprios

plastiSkos sistemos biiviams, t. y. visiSko arba nevisiskai plastiSko suirimo atvejams.

2.1.2. Pagrindinés savokos, prielaidos ir priklausomybés

Reta medZiaga pasiekia savo laikomaja galia tamprioje stadijoje. DaZniausiai medZiagos
suyra pasiekusios didziausia laikomaja galia plastingje stadijoje. Todél skaiCiuojant
konstrukcijas kaip tampriai ,,dirbancias“, negalima tiksliai nustatyti ju laikomosios galios ir
patikimumo. Vadinasi, nustatant ribines irazas, reikia jvertinti konstrukcijos darbg ir
tamprioje, ir plastinéje stadijose. Tai yra tamprios plastinés sistemos sqvoka.

Atsiradus konstrukcijoje plastinéms deformacijoms, visa sistema arba atskiros jos dalys
pereina | plasting biikle. Norint apskaiciuoti tokios sistemos jtempius ir deformacijas, negalima
taikyti placiai naudojamos tampriyjy sistemy skaiciavimo teorijos, nes negalioja:

a) tiesiné priklausomybe¢ tarp jtempimy ir deformacijy (Huko désnis);
b) jégu nepriklausomo veikimo (superpozicijos) principas;
¢) savitai formuluojami ekstreminiai energetiniai principai.

Vadinasi reikia aptarti tampriy plastiniy sistemu pagrindines prielaidas ir priklausomybes,
kuriomis grindZiami Sie skai¢iavimo metodai.

Pagrindinés prielaidos:

1) apkrova — kvazistating, atitinkanti paprastaji apkrovima;
2) konstrukcijos medziaga — idealiai tampri plasting;
Pagal $§ia prielaida medZiagoje atsiradus tam tikro dydZio itempiams, deformacijos

didéja neribotai, o ja nukrovus gaunamos liekamosios deformacijos (3.2 pav.).
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3.2 pav. Idealiai tamprios plastinés medZiagos fizinis modelis — Prandtlio diagrama

Sios diagramos pasvirusioji dalis vaizduoja medZiagos darba tamprioje biikléje,
horizontalioji reiSkia idealaus plastiSkumo salygas, kai plastinés deformacijos neapibréztai

did¢ja, esant pastoviems takumo ribos jtempiams o, ;

3) konstrukcijos elementy skerspjiiviai parenkami idealios formos. ISskyrus tuos
atvejus, kai elementy skerspjiivio forma i§ anksto nurodyta.

Strypo skerspjiivio, pazyméto pjiiviu j, itempiy biivis apibiidinamas irazy vektoriumi:

(S)=m )" 3.1

Jo laikomoji galia nusakoma ribine {raza. Ribiné jrqZa — tai tokia itempiy atstojamoji, kai,
esant vienai deformacijy riiSiai, itempiai visame skerspjivyje pasiekia takumo riba. Strypas
tokios {razos kryptimi gali laisvai deformuotis, nes skerspjtivis netenka rysio, atitinkancio $ia
iraza.

Lenkiamas stac¢iakampio skerspjiivio elementas plastiSkai suyra, kai jtempiai virSutingje
ir apatinéje skerspjiivio dalyse pasiekia takumo riba. Sie itempiai yra priesingo Zenklo, ir ju

atstojamyjy lenkimo momentas:

2
M, =(U‘b—jﬁ=0" %=O"W

s s [
2 4 " (3.2)
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Tai ir yra ribiné jraza, kuria, kai elementas lenkiamas, tiesiog vadiname ribiniu momentu.
Jis yra skaliarinis dydis ir visuomet teigiamas, nes strypo stiprumas nepriklauso nuo to, i kuria
pusg ji lenkiame.

Idealus skerspjiivis — tai tokios idealizuotos formos skerspjtivis, kurio plotas sutelktas taip,
kad galéty labiausiai prieSintis atitinkamai deformacijai. Lenkimo atveju idealus skerspjuvis
yra tas, kurio plotas sutelktas kuo toliau nuo neutraliosios aSies. Artimas idealiam skerspjiiviui
yra dvit¢jinis profiliuotis. Lenkimo momenta tokiame pjuvyje labiausiai atlaiko lentynos.

Taigi, lenkiamo strypo idealaus skerspjuivio ribinis momentas:

M, =0 bhh, (3.3)

¢

¢ia h — atstumas nuo neutraliosios aSies iki lentyny centry; h — skerspjtivio lentyny storis.

Veikiant skerspjiivyje ribiniam momentui, strypo galai pasirinktame pjiivyje plastiSkai
deformuojasi ir dél to gali laisvai pasisukti bet kokio didumo kampu. Strypo skerspjiivis Siuo
atveju igyja tam tikry lanksto savybiy. Todél jis vadinamas plastiskuoju lankstu. Toks
lankstas perduoda visa ribini momenta ir leidZia laisvai pasisukti bet kokiu kampu tik
veikiancio lenkimo momento kryptimi.

Tamprios plastiskos sistemos fizinés priklausomybés yra takumo salygos. Takumo salyga
iSreiSkiamas reikalavimas, kad skerspjiivyje veikianc¢iy irazuy bet kurie deriniai neturi virSyti jo
apibendrintos ribinés irazos.

Takumo salygu matriciné forma:

[PI{M}<{M,}, (3.4

¢ia [ @ ] — takumo salygu matrica; {M} — apibendrinta jraza, suprantama kaip lenkimo
momentas; {My} — apibendrinta ribiné {raZa, suprantama kaip ribinis lenkimo momentas.

Be fiziniy priklausomybiy yra dar dvi pagrindinés priklausomybés: pusiausvyros ir
geometrings lygtys.

Pusiausvyros (statikos) lygtys:

[AS}={F}, (3.5

arba
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a,S,+a,S,+..+a,S, =F;
a, S, +a,S, +...+a,, S, =F,;

n

a,S +a,,S,+..+a,S =F,;
¢ia [A] — pusiausvyros lygciy koeficienty matrica; {F} — apkrovos vektorius.

Geometrinés lygtys:
[A] {u} = (g} (3.6)
arba
bu, +bu, +...+b, u, =q;

1m

byu, +bu, +...+b, u =gq;

2mm

bu+b,u,+..+b u =q;

n

2.2. Strypinés konstrukcijos optimizavimo matematinis modelis

Konstrukcijos kaip geometriSkai netiesinés sistemos optimizacijos uzdavinys yra
formuluojamas tokiu budu. Konstrukcijos pradiné konfigiiracija, veikianti isoriné apkrova ir
uZdavinio tikslo funkcija (jos optimalumo kriterijus) yra Zinomi. Reikia rasti tokj strypy
skerspjuviy ploty A (ribiniy jrqzy M,) pasiskirstymq, kuris tenkinty minimalaus tirio
konstrukcijos optimalumo kriterijy, kai atskiri jos elementai deformuojasi netiesiskai.
Optimizacijos uzdavinio apribojimai turi atspindéti salygas, apibiidinancias konstrukcijos
tikraji itempiy ir deformacijy buvi, kai atskiri jos elementai patiria plastiskasias deformacijas,
taCiau visa konstrukcija plastiskai nesuyra. Konstrukcijos tikrojo itempiy ir deformacijy buivio
parametrai yra nustatomi, panaudojus energijos sklaidos minimumo ekstremini energini
principa. Sio paminétos salygos riboja laisva plastidkujy deformacijy plitima, todél optimalios
konstrukcijos elementuose atsiranda ir netiesinés tampriosios, ir plastiSkosios deformacijos,
sukeliamos liekamyjy irazy {M,} ir liekamuyjy poslinky {u, } . Taigi optimali konstrukcija yra
nepasiekusi visiSko plastiSkojo suirimo.

Konstrukcijos skerspjiviy parametry optimizacijos uzdavinio, {vertinus paminétus
apribojimus, matematinis modelis baigtiniy elementy metodo terminais yra uzrasomas taip [1,

10]:

45



rasti

min {L}T {M,}, (3.7)
kai
TH{Mp}-[® .M, } 2[® ]{M,}, (3.8)
(A, {M .} ={F}-[A,]{M,}, (3.9)
(Mo)> (M§2). (3.10)

¢ia 3.7 — tikslo funkcija, 3.8 — takumo salygos, 3.9 — pusiausvyros lygtys, 3.10 —
konstrukciniai apribojimai.
Antros eilés analizés tampraus atsako dydziai {M,}, nustatyti paskutiniame apkrovos

Zingsnyje, atlikus paskuting iteracija, yra naudojami Siame matematiniame modelyje, t.y.
{M,}={M }f,. Jie savo ruoztu funkciskai priklauso nuo konstrukcijos optimizuojamy
parametry. Tiesioginis Sios funkcijinés priklausomybés ivedimas i optimizacijos uzdavinio
matematinio modelio salygas (3.8) ir (3.9) i§ esmés komplikuos uzdavinio netiesiSkuma ir jo
skaitmenine realizacija. Sis kelias nepriimtinas ir problemos praktinei realizacijai siilomas
iteracinis metodas. Kiekvienoje iteracijoje tampraus atsako dydziai yra nustatomi,
atsizvelgiant | nuststytus optimizacijos uZdavinio parametrus. Iteracinis optimizacijos
procesas baigiamas, pasiekus pasirinkta tiksluma.

Kaip jau buvo pazyméta auksciau, optimizacijos uzdavinyje (3.7)—(3.10) biitina Zinoti
funkcijini rySi tarp tampraus atsako dydziy ir optimizuojamu skerspjivio parametry, nuo
kuriy priklauso ribiniy jrazy dydziai, pavyzdZiui, ribinio lenkimo momento M, =0, W,
reikSmé. Taigi jy jungiamasis rySys turi rodyti funkcinj rysi su skerspjuvio plotu A. Standartiniy

dvitéjy atveju Sis rySys reikiamai tiksliai aproksimuojamas laipsninémis funkcijomis:
[=a;A", W, =a;A". (3.11)
¢ia ay, by, a3 ir bz yra koeficientai, kuriy dydZiai priklauso nuo standartinio profiliuocio
tipo.
Akivaizdu, kad tiesioginis gauty funkciju panaudojimas, formuojant matematinio

modelio (3.7)—(3.10) apribojimus duos labai sudétingus reiSkinius. AnalogiSka situacija bus

taip pat gauta formuojant takumo salygu matrica [®.]. Standartiniy plieniniy dvitéjinio

profiliuocio sijy skai¢iuojamojo j-tojo pjuvio takumo salygos yra tokios :
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M;<M,,
-M,<M,,.

Minimalaus tirio konstrukcijos uZdavinio (3.7)—(3.10) sprendimgq atliksime, vykdydami
optimizacijos ciklus. Kiekviename cikle uZdavinio (3.7)—(3.10) sudarymui naudosime
tampraus atsako dydZius, kurie gaunami atlikus antros eilés analize. Ji issprende gauname
einamojo optimizacijos ciklo konstrukcijos elementy ribiniy lenkimo momenty optimalias
reiksmes ir joms atitinkancius skerspjiuvio plotus A ir inercijos momentus I. Su Siais
parametrais yra sudaroma nauja tangentiné standumo matrica ir atliekama naujo ciklo

antros eilés analize (3.3 pav.).
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| Pradiniy fiziniy — geometriniy charakteristiky priemimas (Mo, I, A, Wpi) |«

8 |Tangentinio standumo ( Niwton — Raphson) metodas)
[e)
- | Tangentinés standumo{matricos sudarymas |
Rezultatai: tampriosios jrgzos Me, poslinkiai ue ir geometriskai netiesiné pusiausvyros matrica An
( Optimizacijos uzdavinys ]
(iki pilnojo pIastnskolo suirimo)
g
% Tkrlnama saJyga taip
e onew r‘ >eps

Gauta min turlo konstrukcija

\ 4

Gauti optimalds Mo

v
2 [ Analizés uzdavinys ]
S L
g v

Rezultatai: liekamosios jrazos Mr ir liekamieji poslinkiai ur

3.3 pav. Skerspjitvio optimizacijos ciklinio algoritmo schema
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Konstrukcijos i§ plieniniy valcuoty profiliuociy viena optimizacijos iteracija sudaryta i$

tokiy skai¢iavimo operaciju (3.4 pav):

1. Laisvai parenkamos pradinés skaiCiuojamyjy elementy skerspjiiviu ploty vektoriaus
{Ag} reikSmes;

2. SkaiCiuojamos pradiniy ribiniy momenty M " =0 - a, - AP reikimés;

3. Pagal pradinius ribinius momentus M,, panaudojus Newton-Raphson metoda,
identifikuojamas tampraus atsako vektorius M, nustatomi konstrukcijos deformuoto biivio
parametrai, atatinkantys pasirinkta apkrovos lygi {F} ir pusiausvyros lygciu koeficienty
matrica [A, ] =[C][A],;

4. Suformuojama visos konstrukcijos takumo salygy matrica [®.] pasirinktame

apkrovos lygyje;
5. SprendZiamas minimalaus turio konstrukcijos tiesinio matematinio programavimo

uzdavinys (3.7)-(310), kurio skaiiavimo rezultatas yra naujas ribiniy lenkimo momenty

vektorius M §";

1
6. Gaunami nauji strypy skerspjaviy plotai A,,,, = (M o / ay -a3) fbs ;

7. Tikrinama salyga: ar ribiniy lenkimo momenty skirtumo absoliutiné reikSmeé yra

didesné uz tam tikra pasirinkta maza skai¢iy eps, t.y. tikrinama, ar ‘M o -M{"

>eps?

o« o N . _ nauj()s_ pr - ey . . v
Jei taip —tai A,,,,;=A), 0 M, =My ir skaiiavimas kartojamas nuo trecio punkto
operacijos;

jei ne — tai gauta minimalaus tiirio konstrukcija ir vykdomi tolimesni skai¢iavimai.
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Parenkami pradiniai skerspjaviy plotai A,

v

v

|dentifikuojamas tampraus atsako vektorius Me
(panaudojant Newton - Raphson metoda)

v

Formuojama konstrukcijos takumo salygy matrica @,

v

Gaunamas nauijas ribiniy lenkimo momenty vektorius Mo,new

v
Suskaiciuojami nauji skerspjaviy plotai Ao,new

v

© Tkrmama saJyga

0 new

Gauta min tdrio konstrukcija

3.4 pav. Vienos optimizacijos iteracijos algoritmo schema

UZdavinio vykdomasis ,, M.failas “ ir skai¢iavimo rezultatai pateikti 2 priede.
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2.3. Optimalios konstrukcijos analizés uzdavinio matematinis modelis

UZdavinio formulavimas: konstrukcijos, kurios visi fiziniai parametrai ir iSoriné apkrova
i anksto yra Zinomi, jrqzZy ir poslinkiy nustatymas nepasiekus konstrukcijos plastiskojo
suirimo yra vadinamas analizés uZdaviniu.

Siame uzdavinyje konstrukcijos itempiy biivis apibiidinamas tikrujy jrazy vektoriumi
{M}, liekamyjy iraZy vektoriumi {M,} ir tampraus sprendinio irazy vektoriumi {M.}.

Analizés uzdavinio matematinis modelis atitinka toki energini ekstremini principa:

IS visy statiskai leistiny liekamyjy jrqZy vektoriy sistemoje, nepasiekusioje plastisko
suirimo, tikrasis yra tas, kuriam esant liekamyjy jrqZy vektoriaus {M,} tamprusis potencialas
igauna minimaliq reiksSme [9].

Tamprusis potencialas savo skaitine reik§me yra ekvivalentiSkas potencinei energijai:
1 T
U :E{M’} 0, (3.12)

Cia jraS¢ tamprios sistemos fizikini désni ®,, = DM ,, gausime papildomo deformavimo

energija, iSreiksta liekamyjy irazy kvadratine forma:

U=%{M,}T (DI-{M ), (3.13)

¢ia [D] — konstrukcijos pasiduodamumo matrica, sudaryta i§ visy konstrukcijos elementy
pasiduodamumo matricy.

Sio uZdavinio matematinis modelis:

Rasti min%{M,}T [D]-{M,},
kai  [®.]{M,}<{M,}-[D.]-{M,}, (3.14)
[A,1-{M,}=0.

Siuo atveju pusiausvyros lygéiy koeficienty matrica ir takumo salygy koeficienty matrica

iSlieka tokios pacios. Tikruju irazy vektorius:

{M}y={M,}+{M,}. (3.15)
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Pagrindinis ieSkomasis dydis yra tikryju iraZy vektorius:

(My=[M,My...M,]". (3.16)

Be Sio vektoriaus, itempimy biiviui nustatyti imsime dar du vektorius:

o tampraus sprendinio iraZy vektoriy

{Me}:[Mel’MeZ,'"’Men]T' (3.17)

Tampraus sprendinio vektorius {M} yra toks vektorius, kuris atitinka duotos sistemos

tamprig buklg. Jis gaunamas iSsprendus duota sistema tampraus skai¢iavimo metodu:

{S,)=[KI[AT (TAILKI[AT) {F)} =[al{F}, (3.18)

o liekamuyju irazy vektoriy. Jo fiziking prasme¢ galima paaiskinti tuo,
kad nukrovus plastiSkai deformuota sistema, ji liks deformuota. Vadinasi, kai

apkrova nuling¢, konstrukcijoje yra liekamosios {razos.

. T
(5,1=18,15,205:5,] (3.19)

Liekamuyjuy irazy ir tampraus sprendinio irazy vektoriy suma sudaro tikraji irazy vektoriy {S}.

Deformuota sistemos biivi charakterizuoja tikryjy poslinkiy vektorius:

{u}={u,}+{u,} (3.20)

¢ia {u,} — tampraus spendinio poslinkiy vektorius, {u, } — liekamyjy poslinkiy vektorius.
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Deformuoto biivio charakteristikomis, be poslinkiy, yra ir juy iSvestiniai dydzZiai —

deformacijos. Tarp juy galioja priklausomybe:

0=0,+0,

¢ia O, — tampriosios deformacijos, ®, — liekamosios deformacijos.

(3.21)

Taigi, norint nustatyti tikrasias irazas ir tikruosius poslinkius, analizés uzdavinyje

neZinomaisiais galima laikyti lickamgsias jrqZas ir poslinkius. Sie dydZiai nustatomi pagal

ekstreminius energetinius principus.

Elemento pasiduodamumo matrica kai jvertinami tik lenkimo momentai yra :

Iy g
3(El) 6(EIl)
(D] = k k
I Iy

C6(ED,  3(ED)

Uzdavinio vykdomasis ,, M.failas “ ir skai¢iavimo rezultatai pateikti 3 priede.
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3. SKAITINIS EKSPERIMENTAS

3.1. Konstrukcijos diskretinio modelio sudarymas

Siekiant realizuoti aptarta metodika buvo nagrinéjama daugiaatramé lenkiama sija (4.1
pav.), apkrauta vertikaliomis apkrovomis. Konstrukcija sudaryta i§ dvi skirtingas ribines

iraZas turinCiy siju. Strypu medZiaga — plienas, kurio takumo riba ¢,=235 MPa, tamprumo

modulis E=206 Gpa. Ribinés irazos apraSomos neZinomais lenkimo momentais ( 4.1 pav.):

{Mp}={Mo,;,Mo,}" . 4.1

310kNl 250kN i fZOkN 400KN l

Mo/ Mo/ oMo/ Mot/ Moo/ it Moy Moo/ o

000 | 9000 | 3000 pooo | 4000 | 5000 | 4000
33000

4.1 pav. Konstrukcijos skaiciuojamoji shema

Konstrukcijos diskretinis modelis (4.2 pav.) parenkamas atsizvelgiant 1 jos
skaic¢iuojamaja schema (4.1 pav.). SkaiCiavimuose visi elementai aproksimuojami lenkiamais

elementais. Siuo atveju visy elementy jtempiy baivi apibiidins galuose veikiantys lenkimo

momentai.

IraZy vektorius:
{M}={M; M, M3 M4, M5 Mg, M7 Mg, Mo Mo, Mi1 M2, Mis Mis) 7. 4.2)

Konstrukcijos statinio neiSsprendziamumo laipsnis:
k=3K-8§=3-3-7=2,

¢ia k — statinio neiSsprendZiamumo laipsnis; K — konttiry skaicius; § — lanksty skaicCius.

U1 Us U4 Us Us Ui Uiz
3, St P W U St 5
s @ TU? @ 7 @ @TUS @E.;TJ ’ ; C mTUH @ 7

4.2 pav. Konstrukcijos BEM diskretinis modelis
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Sijos elementai yra i§ valcuotyjy dvitéjuy profiliuociy, kuriy skerspjiiviai atitinka IPE
Europos standarta. Juy skerspjiviy geometriniy charakteristiky pradiniy duomeny

modeliavimui taikome 4.1 lentel¢je pateiktas koeficienty reikSmes.

4.1 lentelé. Priklausomybiy koeficientai

|| Profiliuotis a b, as b,
|| IPE 0,7885 2.3210 0,8411 1,6572

Aptarsime pusiausvyros lygciu sudarymo bendruosius principus baigtiniy elementy

metodo (BEM) diskretiniam modeliui. Pusiausvyros lygciy koeficienty matricos A israiSkoje
(A=CTA) yra dvi savarankiskos matricos. A — sudaroma i3 atskiry elementy pusiausvyros
salygy, o C — logiSkai siejant atskiry baigtiniy elementy mazginiy tasky poslinkius su

diskretinio konstrukcijos modelio globaliaisiais poslinkiais (4.2 lent.).

4.2 lentelé. Poslinkiy rySio matrica C

Uy | Uy | Uy | Uy | Us | Ug | Uy | Ug | Uy | Uy | Uy | Uy
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Siekiant geriau suprasti matricos C struktiira, sudaryta diskreciy sijos elementy lokaliyju
poslinkiy schema (4.3 pav.), kurioje u,...u,, pazyméti globalieji poslinkiai, o u,...ut,, —lokalieji
poslinkiai. Jei nagrinéjamo elemento mazginio tasko lokalusis poslinkis sutampa su
diskretinio modelio mazgo globaliuoju poslinkiu, tame langelyje raSomas 1, o kituose — 0

(reSkia, kad elemento mazgo poslinkis atitinkama kryptimi yra suvarZytas).

Lo U4z Uzz
L7 <._:—-A {2) 10 Llz4 g_-‘ &)
TU& TU‘H Tl.hz
U= Lls Llis LIz L=z Lz
L4 ;. @ <—LE‘.__ U1z 16 Uzs 23
T Lz Lls Ll L7 Llz= Lz

4.3 pav. Sijos elementy lokaliyjy poslinkiy schema globaliojoje koordinaciy sistemoje
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3.2. Skaiciavimo rezultaty analizé

Atlikus lenkiamos geometriSkai netiesinés sijos skerspjiiviu optimizacija (pagal Siame
darbe aparasSyta metodika), nepasiekus visiSko plastiSkojo suirimo, gauta minimalaus tiirio

konstrukcija. Optimizacijos uzdavinio skai¢iavimo rezultatai pateikti 4.3 lenteléje.

4.3 lentelé. Sijos iteracinio skai¢iavimo rezultatai

Iteracijos My, My,
L'M,
nr. (kNm) (kNm)
0 400,0 400,0 29844
1 558,0 14372 29800
2 558,0 1433,8 29800
3 558,0 1433,8 29800
A (cm?) A, (cm’®) V (cm’)
Reikalingi: 120,86 213,59 5193,87
2x116 =
Parinkti: 134,0 5696,0
232,0

Parinkti optimalds skerspjuviai: M ,= IPE 550, M ,= 2xIPE500 (optimizacija atlikta

neribojant poslinkiy) [17]. Optimalus konstrukcijos projektas, atitinkantis uzsiduota tiksluma
pasiektas po trijy iteracijuy. Konstrukcijos minimalus tiiris yra 5696,0 cm’.

Apie gauty rezultaty patikimuma sprendZiame i$ tampriosios plastinés analizés uzdavinio
sprendinio. Buvo atlikta optimalios konstrukcijos elgsenos visoje apkrovimo istorijoje
analizé. Nuo duotos apkrovos konstrukcija dirba tampriai plastiSkai. Pirmieji plastiniai
lankstai konstrukcijoje atsiranda esant 0,64F apkrovai. Plastiniy lanksty susidarymo schema
pateikta 4.4 pav. Didinant apkrova iki F, galima stebéti kur ir prie kokios apkrovos toliau
vystosi plastiniai lankstai. Maksimalus poslinkis yra sijos 2 mazgo. Jis kinta nuo 7,5 cm iki
13,58 cm. Analizés rezultatai pateikti 4.4 lent. (mazgo Nr. Zitiréti 4.2 pav.).

Taip pat pateikti 2 (4.5 pav.) ir 5 (4.6 pav.) mazgy apkrovos ir poslinkiy priklausomybiy

grafikai. Grafikuose pateiktas plastiniy lanksty atsiradimas (pagal 4.4 lent. duomenis).
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4.4 lentelé. Plastiniy lanksty atsiradimas kintant apkrovai

NxF Atsivérusiy Pjivio 2 mazgo 5 mazgo
lanksty skaicius Nr. poslinkis, mm | poslinkis, mm
0,6 0 - -70,335 -22,33
0,64 1 1 -75,039 -23,82
0,7 1 1 -85,505 -26,08
0,75 1 1 -94,227 -27,97
0,8 1 1 -102,948 -29,85
0,85 1 1 -111,670 -31,74
0,9 1 1 -120,391 -33,62
0,936 2 1,11 -126,638 -35,3
1,0 2 , -135,579 -57,06
1(0,64F) 2(0,936F)
3‘1 2 2 4 5 6 7 g 9 19 ‘11 1 13 14

6000

9000

5000

4000

| s000 | 2000 | 4000 |

33000

4.4 pav. Plastiniy lanksty susidarymo schema

Su parinkstais skerspjiiviais atlikus analizés uzdavini, suskai¢iuojamos tikrosios irazy

bei posliniy reik§més ir nubraiZzomos momenty ir ilinkiy diagramos.

5600

556 .5

14330

5 ] 10

=

2874

4.5 pav. Momenty diagrama, kNm

2511

4.6 pav. [linkiy diagrama, mm
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Apkrovos
faktorius F x N

40 60 80 100 120 140
Poslinkis u, mm

20

4.7 pav. Antro mazgo apkrovos ir poslinkiy priklausomybés grafikas
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Apkrovos
faktorius F x N

1.1~

30 40 50 60
Poslinkis u, mm

20

10

4.8. pav. Penkto mazgo apkrovos ir poslinkiy priklausomybés grafikas
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ISVADOS

1. Pirma karta konstrukcijos optimizacijai ribinés pusiausvyros biivyje buvo panaudota
geometriSkai netiesinés sistemos skai¢iavimo koncepcija.

2. Pasiulyta nauja geometrinés ir mazy poslinkiy matricos sudarymo metodika,
panaudojant MATLAB paketo simbolinius skaiCiavimus. Gautos S§iy matricy analitinés
iSraiskos.

3. Sudarytas optimizacijos uZdavinio iteracinio skaifiavimo algoritmas, kuriame
tampraus atsako dydZiai gaunami panaudojant Newton-Raphson apkrovos kontrolés metoda.

4. Pagal pateikta metodika atliktas skaitinis eksperimentas
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