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�VADAS 
 

Pagrindinis tampri�j� plastini� geometriškai netiesini� sij� optimizacijos tikslas yra 

nustatyti tok� konstrukcijos projekt�, kuris tenkint� stiprumo, standumo, stabilumo s�lygas ir 

tam tikro ekonominio efekto reikalavimus. 

Projektuojant stengiamasi, kad konstrukcija b�t� ne tik optimali, bet ir saugi. Tod�l 

siektina, kad jos skai�iuojamoji schema iš esm�s nesikeist�, elementui ar j� grupei pasiekus 

ribin
 b�sen�, t. y. konstrukcijos pilnoji ar dalin� irtis neb�t� pasiekta staiga. Tod�l praktikoje 

pla�iai naudojamos konstrukcin�s laikan�iosios schemos, sudarytos iš element�, turin�i� 

plastini� savybi�. Tokie konstrukciniai elementai, pasiek
 tampraus atsako rib�, toliau 

didinant apkrovim�, nesuyra staiga. Deformacijas lemiantys parametrai silpn�ja, kai 

konstrukcijos apkrovimas toliau didinamas, kol susidaro plastiškoji irtis. Šis konstrukcijos 

netampraus atsako �vertinimas skai�iuojant konstrukcijas leidžia kurti ekonomiškesnes 

konstrukcijas [18].  

Išspr
sti optimizacijos uždavin�, sujungiant� aukš�iau išvardintas s�lygas (stiprumo, 

standumo, stabilumo, ekonomiškumo) � bendr� formuluot
 yra gana sud�tinga. Šios uždavinio 

matematinis modelis formuluojamas pagal ekstremin� energijos sklaidos minimumo princip�, 

taikant matematinio programavimo teorij�. Optimizacijos uždavinio skai�iavimo algoritmas 

atliekamas taikant iteracinius skai�iavimus. Kiekvieno optimizavimo ciklo metu, �r�žos, 

nustatytos prieš tai vykusio optimizavimo ciklo tampriai plastin�s netiesin�s analiz�s metu, 

yra naudojamos naujiems optimaliems projektuojamiems parametrams nustatyti. 

 Antros eil�s analiz� taikoma tuomet, kai norima tiksliau nustatyti �tempi� – deformacij� 

b�v�. Ji grindžiama tangentiniu standumo metodu.                                                                                                                                                   

Darbo tikslai yra: 

� tobulinti plienini� konstrukcij� (sij�) optimizacijos uždavini� matematinius 

modelius ir skai�iavimo algoritmus; 

� �vertinant plieno netampri�sias savybes, konstrukcijos deformuoto b�vio �tak� jos 

bendrajam standumui ir eksploatacinius reikalavimus; 

� sudaryti tangentin
 standumo matric� atsižvelgiant � vidini� j�g� sukeltus �vairius 

konstrukcijos element� poky�ius;  

� atlikti skaitin� eksperiment�. 
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1. STRYPINI� KONSTRUKCIJ� NETIESIN� ANALIZ�  

 

1.1. Geometriškai netiesini� sistem� optimizacija. Bendrosios pastabos 
 

Optimali� ir saugi� konstrukcij� projektavimo modeliavimas ir s�kminga skaitin� 

realizacija nuolat yra aktuali problema. Siekiama suprojektuoti optimali� konstrukcij� 

mažinant jos laikomosios galios rezerv�. Šio tikslo siekiama modeliuojant konstrukcijos 

geometrin
 form�, išor�s poveikius, adekva�iau aprašant pat� konstrukcijos atsak� išor�s 

poveikiams [18]. Seniau optimizavimo uždaviniai buvo sprendžiami intuityviai, v�liau – 

matematiniais metodais. 

Akademikas A. �yras suk�r� mechanikos mokykl� Lietuvoje, kurioje išskirtinis d�mesys 

buvo skiriamas matematinio programavimo metod� taikymui konstrukcijoms optimizuoti. Šis 

tyrimo metodas buvo novatoriškas ne tik Ryt� Europoje, bet ir tuometin�je Soviet� S�jungoje. 

Jo sukurta mokykla s�kmingai t
sia tyrimus ne tik Lietuvoje, bet ir užsienyje. Tarp j� atstov� 

pamin�tini Vilniaus Gedimino technikos (VGTU) mokslininkai A. �ižas, R. Ka�ianauskas, 

R. Baušys, taip pat A. Borkowski, dirbantis Lenkijos moksl� akademijoje. Pamin�tini ir 

VGTU Statybin�s mechanikos katedros, kuri� �k�r� A. �yras, mokslinink� nuopelnai: 

J. Atko�i�no konstrukcij� prisitaikomumo srityje, S. Kalantos baigtini� element� metodo ir jo 

algoritm� taikymo srityje, R. Karkausko geometrinio netiesiškumo �vertinimo ir iteracini� 

metod� taikymo srityje formuluojant ir realizuojant konstrukcij� skai�iavimo uždavinius [18]. 

Kompiuterini� technologij� pl�tot�, matematikos, fizini� moksl� ir eksperimentini� 

tyrim� sintez� atveria naujas galimybes konstrukcij� analiz�s ir optimizavimo srityse. Tai 

savo ruožtu leidžia sukurti ekonomiškesnes konstrukcijas, adekva�iau perteikiant išorinius 

poveikius ir modeliuojant optimali� konstrukcij� atsak�. 

Konstrukcijos elgsenai �takos turi �vair�s veiksniai, bet j� vis� negalime �vertinti 

statybin�s mechanikos tiesin�s teorijos metodais. Taigi, reikia pereiti prie žymiai platesni� ir 

sud�tingesni� netiesin�s teorijos apibendrinim�. Sudarant optimizacijos uždavin� reikia: 

atsisakyti skai�iavimo pagal nedeformuot� b�v�; �vertinti konstrukcijos geometrijos 

pasikeitimo �tak� � jos �tempi� – deformacij� b�v�; pereiti prie netiesinio �tempi� – 

deformacij� ryšio ir �vertinti atsirandan�ias plastines deformacijas [10].  

Pastaruosius tris dešimtme�ius gana intensyviai buvo pl�tojama konstrukcij� 

optimizacijos teorija, metodai ir skai�iavimo algoritmai bei j� integracija su šiuolaikin�mis 

kompiuterinio modeliavimo ir automatizuoto projektavimo sistemomis. Pažym�tina, kad 

einamuoju metu pasirod� darbai, kuriuose taikomi genetiniai algoritmai, pagr�sti biologini� 

princip� �diegimu � konstrukcij� optimizacijos problem� realizacijos kompiuterines 
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technologijas [12]. Patrauklus ši� algoritm� bruožas yra j� suderinamumas su diskretine 

optimizacija, jie nereikalauja projektuotoj� nem�gstam� funkcij� išvestini�, kurios labai 

pla�iai taikomos klasikiniuose optimizacijos metoduose [10]. 

Atlikti skai�iavimai leidžia teigti, kad konstrukcij� optimizacijos metodika, kurioje vienu 

metu panaudojama matematinio programavimo teorija, ekstreminiai energiniai principai ir 

medžiagos netampriosios savyb�s yra viena iš efektyviausi� [1 – 6, 13]. Svarbu atkreipti 

d�mes�, kad optimizacijos rezultatai pagal plastiškojo suirimo kriterij� ne visuomet yra 

lemiami, nes optimalios konstrukcijos ribinis tinkamumo b�vis gali b�ti prarastas net ir 

nepasiekus plastiškosios suirties d�l per dideli� netampri�j� deformacij� ir atsirandan�i� 

poslinki�. B�tina pažym�ti, kad optimalios konstrukcijos standumas neužtikrina normalaus 

jos funkcionavimo, nes dažniausiai optimizacijos uždavinio apribojim� s�lygos 

formuluojamos neatsižvelgiant � Statybos techninio reglamento [16] reikalavimus. 

Darbe sudaromas netiesinio optimizacijos uždavinio skai�iavimo algoritmas, 

suformuojama skai�iavimams atlikti reikalinga tangentin� standumo matrica,  atliekama 

konstrukcijos optimizacija iki pilnojo plastiškojo suirimo �vertinant geometrin� netiesiškum�, 

pasinaudojus simboliniu matematiniu paketu „MATLAB“. Si�loma metodika yra 

iliustruojama sij�, veikiam� vertikali� j�g�, skai�iavimu.  

 

1.2. Netiesinio uždavinio samprata 
 

Netiesiniu vadiname tok� uždavin�, kurio baigtini� element� formuluot�je lygties kairioji 

pus�, t.y. vidin�s j�gos, negali b�ti užrašytos }]{[ euK� pavidalu, o reikia naudoti sud�tingesnes 

formules [8]. Antros eil�s analiz� taikoma tuomet, kai norima tiksliau nustatyti �tempi� – 

deformacij� b�v�. Nagrin�jant konstrukcij� stabilum� visuomet b�tina atlikti antros eil�s 

analiz
, kadangi konstrukcijai tampant nepastoviai sistemos geometrija smarkiai skiriasi nuo 

nedeformuotos sistemos geometrijos [7]. 

 Konstrukcijos vidini� savybi� s�lygoti netiesiškumai paprastai skiriami � dvi pagrindines 

grupes – fizinius ir geometrinius. Fiziniai netiesiškumai yra s�lygoti netiesini� medžiagos 

savybi�. Geometriniai netiesiškumai s�lygoti netiesinio ryšio tarp poslinki� ir deformacij�. 

Žinoma, fiziniai ir geometriniai netiesiškumai konstrukcijoje gali pasireikšti tuo pa�iu metu, 

kaip paprastai ir b�na. Ta�iau, norint išsiaiškinti kaip jie aprašomi baigtini� element� metodu, 

metodiniais sumetimais šie netiesiškum� tipai nagrin�jami atskirai [6]. 

Netiesin� analiz� vykdoma naudojant iteracij� proced�r� – taikomas žingsninis metodas. 

Iteracinio skai�iavimo esm� tokia, kad sistemos deformuota geometrija, gauta n-1 iteracijoje, 

naudojama n iteracijos pusiausvyros lygtims formuoti. 
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Geometrinis netiesiškumas ypa� svarbus aukštiems ir liauniems r�mams ir esant didel�ms 

vertikalioms j�goms. Dažniausiai jis vertinamas naudojant ekscentrišk�j� element� stabilumo 

funkcijas ekscentrišk�j� element� metode arba geometrinio standumo matric� baigtini� 

element� metode. 

 

1.3. Tangentin� standumo matrica 

 
1.3.1. Bendrosios žinios 

 

Sudarant baigtini� element� metodo (BEM) tangentin
 standumo matric� naudosime 

pilnutin�s diskretizuoto k�no potencin�s energijos �  stacionarumo s�lyg� [15], t. y. pirm�j� 

funkcionalo �  variacij�, kuri yra lygi nuliui: .0	�
  

Nagrin�jamas k�nas, kurio t�ris V yra apribotas uždaru paviršiumi S. K�nas yra 

suskaidomas � baigtin� skai�i� element� k, kaip pavaizduota 1 paveiksl�lyje. Išorin�s j�gos, 

veikian�ios elemento taškus, yra paskirstytos t�rin�s j�gos 

� �
 � � � � � � �� � ,,,,,,, 321332123211
Txxxgxxxgxxxgg 	x  paviršiaus S dalyje fS  veikian�ios 

paviršin�s paskirstytos j�gos � �
 � � � � � � �� �Tx,x,xqx,x,xqx,x,xqq 321332123211	x  ir element� 

tarpusavio s�veikos mazgin�s j�gos � �
 � � � � � � �� � .x,x,xFx,x,xFx,x,xFF T
321332123211	x  

K�no paviršiaus dalyje uS  baigtini� element� bet kurio taško poslinkiai 

� �
 � � � � � � �� �Tx,x,xux,x,xux,x,xuu 321332123211	x  yra apriboti, t.y. � �
 � .u 0	x  Taigi, šiame 

paviršiuje elemento taškus veikia reakcijos })}.({{ xr  
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Sf

S

Su

V

k

 
2.1 pav. K�nas ir jo diskretizavimas baigtiniais elementais 

 

Tamprumo teorijos uždaviniuose pilnutin� potencin� energija �  susideda iš potencin�s 

energijos (vidini� j�g� potencialo) U ir potencin�s išorini� j�g� energijos (išorini� j�g� 

potencialo) � : 

��	� U                                                                   (2.1) 

 

Potencin
 k�no deformavimo energij� nulemia paskir� baigtini� element� potencin� 

deformavimo energija, t. y.: 

�
	

	
s

k
kUU

1

                                                                  (2.2) 

 

�ia s – baigtini� element� skai�ius; kU  – �tempto ir deformuoto baigtinio elemento 

potencin� energija, išreiškiama taip:  

 

� �
 � � �
 �� ��	

kV
kk

T
kk dVU xx

2
1

                                                       (2.3) 

 

Išorini� j�g� potencial� nulemia išorini� j�g� darbas, atliktas paskir� element� bet kurio 

taško poslinkiuose � �
 � � � � � � �� �Tx,x,xux,x,xux,x,xuu 321332123211	x  ir mazgini� tašk� 

poslinkiuose, apib�dinam� vektoriumi 
 �Tku : 
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� �
 � � �
 � � �
 � � �
 � 
 � 
 � .dVFudSqudVgu k
V

k
T

kk
S

T
k

V

T
k

kk,fk

��� ���	� xxxx                       (2.4) 

 

Taigi, pilnutin� potencin� energija �  lygi vidini� ir išorini� j�g� darbui, atliktam 

gražinant deformuot� k�n� � jo pirmykšt� nedeformuot� k�no b�v� (bet nenukraunant, t.y. 

nepašalinant išorini� j�g�). Tod�l išorin�s j�gos atlieka neigiam� galim� darb�, t.y. išraiškoje 

(2.4) n�ra daugiklio .
2
1

 Tokiu b�du diskretizuoto elemento pilnutin� potencin� energija k�  

bus gauta susumavus paskir� baigtini� element� vidini� ir išorini� j�g� potencialus (2.3) ir 

(2.4): 

� �
 � � �
 � � �
 � � �
 �

� �
 � � �
 � 
 � 
 � .dVFudSqu

dVgudV
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k
T

kk
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T

k
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T

V
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T
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kk,f
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����	�

xx

xxxx
2
1

               

(2.5) 

Pasinaudojus pilnutin�s potencin�s energijos stacionarumo s�lygomis (Lagranžo 

variaciniu principu)  

0	� k
 , 

 

gaunamos baigtinio elemento pusiausvyros lygtys, parašytos mazginiais poslinkiais: 

 

0
}{
	

�
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k

k

u
, 

arba 
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T
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�
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Ši lygtis yra baigtinio elemento pusiausvyros netiesin� lygtis, kadangi ir �tempi� funkcija 

� �xk�  taip pat yra išreiškiama poslinkiais 
 �ku . Bendruoju atveju ši� lygt� galime užrašyti 

taip: 


 �� �
 � 
 � 
 � 
 � .FFFu kqkgkkk 0	����                                             (2.6) 
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�ia 
 �gkF  – elemento mazgini� j�g� vektorius, s�lygotas paskirstyt�j� t�rini� j�g�; 
 �gkF  

–  elemento mazgini� j�g� vektorius, s�lygotas paskirstyt�j� paviršini� j�g�; 

 

       
 �� �
 � � �
 �

 �

� �
 � kk

T

V k

k
kk dV

u
u

k

xx
��

�
 
!

"
#
$

�
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	� � ,                                        (2.6a) 

 

o jos išvestin�  


 �� �
 �

 �


 �� �� �k
k

kk uK
u

u
�	

�
��

                                                         (2.7) 

 

yra vadinama baigtinio elemento tangentine standumo matrica. Matome, kad elemento 

tangentin�s standumo matricos fizin� prasm� yra netiesin�s elemento pusiausvyros lygties 

(2.6) pirmasis d�muo – JAKOBIO matrica, apskai�iuota esant žinomiems mazginiams 

poslinkiams 
 �ku . Reikia pažym�ti, kad kvadratin�s matricos 
 �� �� �kuK�  matmuo priklauso 

nuo elemento mazgini� poslinki� vektoriaus 
 �ku  ilgio. Jos eilut�s narius gauname 

diferencijuojant (2.7) pagal vien� iš vektoriaus 
 �ku  komponent�: 
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                              (2.8) 

 

Geometriniai netiesiškumai yra s�lygoti netiesin�s poslinki� ir deformacij� 

priklausomyb�s. Vadinasi, šios matricos (2.8) reikšm� netiesiogiai priklauso nuo mazgini� 

poslinki� 
 �ku . Nuo j� priklauso deformacij� � �
 �xk�  reikšm�, o nuo šios savo ruožtu 

priklauso �tempi� � �
 �xk�  reikšm�. Toliau elemento tangentin� standumo matrica, 

apskai�iuota esant žinomoms 
 �ku  reikšm�ms, transformuojama � globalin
 koordina�i� 

sistem�. Po to surenkama viso k�no tangentin� standumo matrica pagal �prastines standumo 

matricos surinkimo taisykles. 
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1.3.2. Lenkiamas strypinis elementas 
 

1.3.2.1. Formos funkcijos 

 

Nagrin�sime sijini� konstrukcij� element� plokštumoje (2.2 pav.). Deformuojant sij�, 

jos elementai gali pasislinkti atstumais, žymiai viršijan�iais jo matmenis. Tuo pa�iu 

priimsime, kad paties elemento forma ir ilgis nekinta, t.y. deformacijos lieka nedidel�s. 

Elementas yra veikiamas tik lenkimo deformacij�. 

0

uk1
'

uk2
'

uk3
'

uk4
'

X2
'

X1
'

l

 
2.2 pav. Lenkiamas elementas lokalioje koordina�i� sitemoje 

 

Lenkiamo elemento mazgini� poslinki� vektorius bus parašomas elemento gal� 

vertikaliais ir kampiniais poslinkiais (2.2 pav.): 

 


 � � � .uuuuu
T'

k
'
k

'
k

'
k

'
k 1111	  

 

Šio vektoriaus komponentai '
ku 1  ir '

ku 3  yra elemento mazgini� tašk� linijiniai poslinkiai, 

kuri� teigiamos kryptys sutampa su lokalin�s ašies '
2x  kryptimi. Komponentai '

ku 2  ir '
ku 4  yra 

kampiniai pos�kiai, kuri� teigiamos kryptys sutampa su laikrodžio rodykl�s jud�jimo 

kryptimi. Taigi, šis elementas lokaliojoje koordina�i� sistemoje '' xx 210  turi keturis laisvumo 

laipsnius ir jo bet kurio taško linijinis poslinkis (�linkis) � �xuk  bus aprašomas netiesine 

funkcija. Jai aproksimuoti dažniausiai naudojami Ermito  polinomai. J� nežinant, bet kurio 

taško �linki� funkcijos � �xuk  interpoliavimui per elemento mazginius taškus, Ermito 

polinomus galima gauti interpoliacines funkcijas parenkant tam tikro polinomo pavidalu. 
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Žinome, kad lenkiamo strypo išlenktos ašies formos tinkama aproksimuojan�ioji funkcija 

yra kubinis polinomas: 

� � � � � � 
 �.aP

a

a

a

a

xxxxaxaxaaxu ok �	

+
+
�

+
+
 

!

+
+
"

+
+
#

$

�	������	 �

3

2

1

0

323
3

2
21 1                      (2.9) 

 

Šios �linki� (poslinki�) funkcijos interpoliacijos taškai yra elemento mazginiai taškai x = 

0 ir x = l, kuriuose yra duotos ne tik �linkio funkcijos (2.9) reikšm�s, bet ir jo pirmosios 

išvestin�s (kampiniai poslinkiai): 

 

� � � � � �.xaxaa
dx

xdu
x k

k
2

321 32 �����	�	,                                     (2.10) 

 

�raš
 � funkcijas (2.9) ir (2.10) elemento mazgini� tašk� koordinates, gauname toki� 

lyg�i� sistem�: 
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Matricin�je – vektorin�je formoje lygybi� sistema (2.11) yra užrašoma taip: 

 

(
(
(
(

)

*

	

+
+

�

+
+

 

!

+
+

"

+
+

#

$

0
1
0
1

'
4

'
3

'
2

'
1

k

k

k

k

u

u

u

u

        

1

0
0

�

l
        

l

l

2

0
0

2

�

        

+
+
�

+
+
 

!

+
+
"

+
+
#

$

�

%
%
%
%
%

&

'

� 3

2

1

0

2

3

3

0

0

a

a

a

a

l

l
                                     (2.12) 

 

arba trumpiau 


 � � � 
 �.aCu'
k �	                                                             (2.12a) 
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Išsprend
 ši� lyg�i� sitem�, gauname polinomo koeficient� išraiškas per elemento 

mazgini� tašk� poslinkius: 

,'
10 kua 	  

,'
21 kua 	  

,
1323 '

4
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122 kkkk u
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l
a ���	  

 

Užraš
 matricomis, turime: 
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Šias polinomo koeficient� išraiškas �stat
 � (2.9) gauname elemento bet kurio taško 

linijinio poslinkio (�linkio) išraišk� per šio elemento mazgini� tašk� poslinkius: 
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Sutrauk
 panašius narius gauname: 
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(2.14) 

Ši� operacij� matricin� forma, �vertinus aukš�iau vartotus žym�jimus, parašoma taip: 

 

� � � � � � 
 � � � 
 �'
kk

'
kk u)x(NuCPxu �	��	 �1                                         (2.14a) 

arba 
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� �� � � � � � � � � �� �xNxNxNxNxNk 4321	  

 

yra vadinama elemento formos funkcij� matrica, kurios nariai yra Ermito kubiniai 

polinomai: 
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                                                  (2.15) 

 

Lenkiamo elemento formos funkcij� matricai � �� �xNk  apskai�iuoti, pakanka tiesiog 

užprogramuoti (2.14) formul
. Šios paprogram�s sistemoje MATLAB fragmentas gali b�ti 

toks: 

 

% LENKIAMO ELEMENTO FORMOS FUNKCIJ� MATRICOS Nk(x) 

FORMAVIMAS 

% L – elemento ilgis,  x – bet kurio mazgo koordinat� 

% [C] – poslinki� funkcijos interpoliavimo tašk� koordina�i� matrica 

(2.12) 

% [P] – polinomo kintam�j� matrica (2.9) 

Syms L x 

C  = [1   0   0   0; 0   –1   0   0 ; 

        1   L   L^2   L^3; 0   –1   –2·L   –3L^2] 

P = [1   x   x^2   x^3] 

% Formos funkcij� matrica skai�iavimas 

N = P*inv(C) 
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1.3.2.2. Deformacij� aproksimacija mazginiais poslinkiais 

 

Nagrin�jame palyginti dideli� poslinki� atvej�, kai maksimalaus �linkio ir skerspj�vio 

charakteringojo matmens (skerspj�vio aukš�io h) santykis tenkina šias ribas: .
h

umax 5
5
1

--  

Tuomet ryšys tarp deformacij� ir poslinki� yra netiesinis. Monografijoje [1] yra išvestos šio 

ryšio formul�s bet kokios formos erdviniam apibendrintos formos elementui kreivalinijin�je 

ortogonalioje koordina�i� sistemoje. Jos susieja elemento viduriniojo paviršiaus deformacijas 

su šio paviršiaus tašk� poslinkiais. Šias priklausomybes galime panaudoti ir lenkiamos 

strypin�s sistemos elementui, tarus, kad kreivalinijin�s koordinat�s sutampa su sta�iakampe 

Dekarto koordina�i� sistema. Šiuo atveju ašys 11 x	. , 02 	. , 23 x	. . Jas lydin�ios pirmos 

kvadratin�s formos koeficient� funkcijos A1 = 1 ir A2 = 1, o kreivio spinduliai .RR /		 21  

Tuomet strypo ašies išilgin� deformacija 
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Mes jau padar�me prielaid�, kad strypo ilgis nekinta, tai reiškia, kad u1 = 0. Tuomet 

gauname (�vertinus tai, kad u3 tampa �linki� funkcija u(x)): 
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Esant palyginti dideliems poslinkiams strypo ašies kreivis 
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Kirchhofo – Lavo (plokš�i� pj�vi�) teorijoje sumin� išilgin� deformacija bus gaunama 

taip: 
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�ia y – atstumas nuo strypo neutraliosios linijos. 

Paprastumo d�lei nagrin�jamas strypinis elementas, kurio simetrinio skerspj�vio plotis b, 

aukštis h, ilgis l. Tariame, kad elementas yra veikiamas tik tarpelementin�mis s�veikos 

j�gomis 
 �kF . Tuomet strypinio elemento pusiausvyros lygtis (2.6) �gaus tok� pavidal�: 

 

� �
 � 
 � ,Fu kkk 0	��                                                        (2.17) 

 

o elemento vidini� j�g� vektorius (2.6a) bus užrašomas taip: 
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Toliau vidini� j�g� vektoriaus dešini�j� pus
 išreiškiame elemento mazgini� tašk� 

poslinkiais, �raš
 � deformacij� �  išraišk� (2.16) poslinki� aproksimacijos funkcijas (2.14). 

Tam tikslui skai�iuojame išvestines: 
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Gauname deformacij� funkcij�, išreikšt� mazginiais poslinkiais: 
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Poslinki� funkcijos išvestini� skai�iavimui patartina naudoti MATLAB sistemos 

simbolinius skai�iavimus. Šios paprogram�s teksto fragmentas gali b�ti toks: 
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% Poslinki� formos funkcij� išvestini� (2.19), (2.20),(2.21)  

%SKAI�IAVIMAS 

Syms L x 

C1 = diff(N) 

C2 = diff(C1) 

C1t = C1; 

C3 = C1t*C1 

 

 

1.3.2.3. Elemento tangentin� standumo matrica 

 

�raš
 (2.24) išraišk� � (2.18), elemento vidini� j�g� vektorius užrašomas taip: 
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Panaudoj
 1.3.1 skyrelyje išd�styt� metodik� (2.7), užrašome elemento standumo matric� 

tokiu pavidalu: 
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Iš s�lyg� �� �	 E  ir (1.24) �tempiai elemente išreiškiami mazginiais poslinkiais: 
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�ia E – medžiagos tamprumo modulis. Gautos �tempim� funkcijos (2.27) dešin�je pus�je 

pirmasis narys yra pastovus dydis elemento skerspj�vyje, o antrasis – proporcingas atstumui y 

nuo neutraliosios linijos.  

Skai�iuojame �tempim� funkcijos (1.27) išvestin
: 
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�raš
 (2.28) išraišk� � (2.26), elemento tangentin
 standumo matric� užrašome taip: 
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�ia vienu br�kšniu pažym�tas integralas yra matrica � �'
eK , dviem – marica � �'

gK  ir trim 

– matrica � � .K '
u  Akivaizdu, kad dideli� poslinki� strypo elemento tangentin� standumo 

matrica geometrijos kitimo poži�riu susideda iš trij� matric�. Pirmoji iš j�, t.y. � �'
eK  sutampa 

su maž� poslinki� elemento standumo matrica. Antroji – � �'
gK  yra vadinama geometrine 

standumo matrica. Tr�ioji matrica, � �'
uK , vadinama pradini� poslinki� matrica. Toliau 

aptarsime j� sudarymo ypatumus. 
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1.4. Tangentin�s standumo matricos sudarymo ypatumai 

 

1.4.1. Maž� poslinki� elemento standumo matrica 

 

Pasitelkus (2.29) formul
, maž� poslinki� elemento standumo matrica, (nuo 

geometrijos kitimo nepriklausanti), užrašoma taip: 
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	                                     (2.30) 

 
Atlik
 pointegraliniame reiškinyje algebrinius veiksmus turime: 
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Suintegrav
 gauname maž� poslinki� lenkiamo strypinio elemento standumo matic� 

lokaliojoje koordina�i� sistemoje: 
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yra skerspj�vio ašinis inercijos momentas. 

Maž� poslinki� elemento standumo matric� galima gauti tiesiog užprogramavus 

(2.30) formul
 sistemoje MATLAB. Ši� skai�iavim� programos teksto fragmentas 

atrodyt� taip: 

 

% Maž� poslinki� elemento standumo matricos sudarymas pagal 

(2.30) 

% E – tamprumo modulis 

% I – inercijos momentas 

% L – elemento ilgis 

Syms L, x, E, I 

C2t = C2.’; 

Ke = int(C2t*C2, 0, L) 

Ke1 = E*I*Ke 
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1.4.2. Elemento geometrin� standumo matrica 

 

Dideli� poslinki� lenkiamo skerspj�vio elemento geometrin� standumo matrica, kaip 

pažym�ta (2.29) išraiškoje, yra užrašoma taip: 
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Ši matrica nusako normalini� �tempi� 21 ��� �	  �tak� lenkiamo strypo standumui. 

Dideli� poslinki� lenkiamo strypo normaliniai �tempiai (2.27) susideda iš pastovi� elemento 

skerspj�vyje tempimo ar gniuždymo �tempi� 
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�raš
 (2.33) ir (2.34) išraiškas � (2.27) ir (2.32), geometrin
 standumo matric� užrašome 

taip: 
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Atlik
 pointegraliniame reiškinyje algebrinius veiksmus, turime, kad: 
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Suintegrav
 gauname dideli� poslinki� lenkiamo elemento geometrin
 standumo 

matric� lokaliojoje koordina�i� sistemoje: 
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�ia A – elemento skerspj�vio plotas. Pažym�sime, kad geometrin�s standumo matricos 

išraiškoje (2.37) vartojama pastovi elemento skerspj�vyje normalini� �tempi� dedamoji 1�  

yra apskai�iuojama pagal formul
 (2.33). Šiuo atveju šis normalinis �tempis yra koordina�i� x 

funkcija. Jis gali b�ti apskai�iuojamas dviem b�dais. Pirmuoju – tai skaitiškai integruojant 

elemento ilgyje l. Tam tikslui suvidurkint� elemente �tempio 1�  reikšm
 galime gauti 
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panaudojant sistemoje MATLAB keturi� tašk� Gauso formul
. Programos teksto fragmentas 

šiam skai�iavimui yra toks [8]: 

 

% ELEMENTO ILGYJE SUVIDURKINTAS DIDELI� POSLINKI� S�LYGOTAS 

�TEMPIS 1�  

% ukl – žinomas elemento mazgini� poslinki� lokaliojoje 

sistemoje vektorius 

% C1 – matrica, sudaryta iš poslinki� funkcijos išvestini� 

(2.19) 

% DC – duot� konstant� masyvas 

%   DC(1) – elemento ilgis L 

%   DC(2) – tamprumo modulis E 

%   DC(3) – skerspj�vio plotas A 

DC=[];E=DC(1); A=DC(2); 

      L=DC(3); ukl=[]; 

      SV=0; 

      x=L/2+0.339981*L/2; 

      SV=SV+0.652145*ukl’*C1’*C1*ukl; 

      X=L/2–0.339981*L/2; 

      SV=SV+0.652145*ukl’*C1’*C1*ukl; 

      X=L/2+0.8611363*L/2; 

      SV=SV+0.347855*ukl’*C1’*C1*ukl; 

      X=L/2–0.8611363*L/2; 

      SV=SV+0.347855*ukl’*C1’*C1*ukl; 

      SV=SV*L/2; 

      sigma1=SV*E/2; 

      Kg1=A*sigma1*[6/5/L   –1/10     –6/5/L      –1/10; 

                    –1/10   2/15/L    1/10        –1/30/L; 

                    –6/5/L  1/10      6/5/L       1/10; 

                    –1/10   –1/30/L   1/10        2/15/L]; 
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Antruoju b�du elemento ilgyje pastov� �temp� 1�  galime gauti analitiškai integruojant  

elemento ilgyje l (2.33) formul�s kairi�j� pus
, t.y.: 

 


 � � �� �
 � 
 � � �� � 
 �� � �		�
l l

'
k

T'
k

'
k

T'
k udxxCuEdxuxCuE

0 0
331 2

1
2
1

. 

 

Suintegrav
 gauname: 
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�ia l – elemento ilgis, 
 �'
ku  – žinomas elemento mazgini� poslinki� vektorius. 

Geometrin�s standumo matricos formavimas pagal (2.37) arba (2.38) formules yra 

atliekamas, kai skai�iavimo patogumo sumetimais vartojama pastovi (suvidurkinta) elemento 

skerspj�vio �tempi� dedamoji 1� . Atsisakius pastovaus �tempio elemento ilgyje koncepcijos, 

dideli� poslinki� elemento geometrin
 standumo matric� formuojame analitiškai integruojant 

(2.32) formul
. Tam tikslui � (2.32) �rašome �tempi� funkcijos �  analitin
 išraišk� mazginiais 

poslinkiais (2.27) ir gauname: 
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(2.39) 

nes globaliojoje (2.38) formul�s išraiškoje integruodami antrojo integralo narius, 

padaugintus iš kintamojo y, gauname nul�. 

Kai elemento mazginiai poslinkiai 
 �'
ku  yra žinomi, matric� � �'

gK  gauname, atlik
 (2.38) 

formul�s simbolinius skai�iavimus MATLAB terp�je. Programos tekstas yra toks: 

 

% GEOMETRIN	S MATRICOS PAGAL FORMUL
 (2.39) SKAI�IAVIMAS 

% naudojame simbolini� perdirbim� kompiuterin� program� 

% C1 – poslinki� funkcijos išvestin� (1.19)    

syms x, L, u1, u2, u3, u4, E, A 

C1=[–G*x/L^2+6*x^2/L^3, -1+4^x/L-3*x^2/L^2, 

    6*x/L^2-6*x^2/L^3,  2*x/6-3*x^2/L^2]; 

C1t=C1.’; 

U=[u1; u2; u3; u4]; 

Ut=u.'; 

% u – mazgini� poslinki� vektorius lokaliojoje sistemoje 

% Skai�iuojame 
tempi� funkcijos (2.27) reikšm� 

  Sigma=0.5*E*ut*C1t*C1*u;   

% �ia (2.27)formul�s antrojo nario n�ra, kadangi 

integruodami narius, padaugintus iš kintamojo y, gauname 

nulius, kaip parodyta (2.39). 

% Skai�iuojame elemento geometrin� standumo matric� 

  Kg1=int(0.5*E*A*sigma*(C1t*C1), 0, L) 

% Galimas ir toks veiksmas 

%  Kg1=int(0.5*E*A*ut*C1t*C1*u*(C1t*C1), 0, L) 
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Suskai�iuota geometrin�s matricos simbolin� išraiška: 

 

 ][ '
gK  = [3/70*E*A/l^3*(u2^2*l^2-6*u2*l*u1+6*u2*l*u3+24*u1^2-48*u3*u1-

6*u4*l*u1+24*u3^2+6*u3*u4*l+u4^2*l^2),                    

1/280*E*A/l^2*(u2^2*l^2+24*u2*l*u1-24*u2*l*u3-2*u2*l^2*u4-36*u1^2+72*u3*u1-

36*u3^2-u4^2*l^2),            -3/70*E*A/l^3*(u2^2*l^2-6*u2*l*u1+6*u2*l*u3+24*u1^2-

48*u3*u1-6*u4*l*u1+24*u3^2+6*u3*u4*l+u4^2*l^2),                   

 -1/280*E*A/l^2*(u2^2*l^2+2*u2*l^2*u4+36*u1^2-72*u3*u1-

24*u4*l*u1+36*u3^2+24*u3*u4*l-u4^2*l^2)] 

[1/280*E*A/l^2*(u2^2*l^2+24*u2*l*u1-24*u2*l*u3-2*u2*l^2*u4-36*u1^2+72*u3*u1-

36*u3^2-u4^2*l^2), 1/420*E*A/l*(12*u2^2*l^2+3*u2*l*u1-3*u2*l*u3-

3*u2*l^2*u4+18*u1^2-36*u3*u1-3*u4*l*u1+18*u3^2+3*u3*u4*l+u4^2*l^2),                    

-1/280*E*A/l^2*(u2^2*l^2+24*u2*l*u1-24*u2*l*u3-2*u2*l^2*u4-36*u1^2+72*u3*u1-

36*u3^2-u4^2*l^2),                     -1/840*E*A*(3*u2^2*l+6*u2*u1-6*u2*u3-

4*u2*u4*l+6*u4*u1-6*u3*u4+3*u4^2*l)] 

[-3/70*E*A/l^3*(u2^2*l^2-6*u2*l*u1+6*u2*l*u3+24*u1^2-48*u3*u1-

6*u4*l*u1+24*u3^2+6*u3*u4*l+u4^2*l^2),                   

 -1/280*E*A/l^2*(u2^2*l^2+24*u2*l*u1-24*u2*l*u3-2*u2*l^2*u4-36*u1^2+72*u3*u1-

36*u3^2-u4^2*l^2),               3/70*E*A/l^3*(u2^2*l^2-6*u2*l*u1+6*u2*l*u3+24*u1^2-

48*u3*u1-6*u4*l*u1+24*u3^2+6*u3*u4*l+u4^2*l^2),                    

1/280*E*A/l^2*(u2^2*l^2+2*u2*l^2*u4+36*u1^2-72*u3*u1-

24*u4*l*u1+36*u3^2+24*u3*u4*l-u4^2*l^2)] 

[ -1/280*E*A/l^2*(u2^2*l^2+2*u2*l^2*u4+36*u1^2-72*u3*u1-

24*u4*l*u1+36*u3^2+24*u3*u4*l-u4^2*l^2),                                         

-1/840*E*A*(3*u2^2*l+6*u2*u1-6*u2*u3-4*u2*u4*l+6*u4*u1-6*u3*u4+3*u4^2*l),                    

1/280*E*A/l^2*(u2^2*l^2+2*u2*l^2*u4+36*u1^2-72*u3*u1-

24*u4*l*u1+36*u3^2+24*u3*u4*l-u4^2*l^2), 1/420*E*A/l*(u2^2*l^2-

3*u2*l*u1+3*u2*l*u3-3*u2*l^2*u4+18*u1^2-36*u3*u1+3*u4*l*u1+18*u3^2-

3*u3*u4*l+12*u4^2*l^2)] 
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1.4.3. Pradini� poslinki� matrica 

 

Tre�ioji (2.29) formul�s matrica  aprašo dideli� poslinki� elemento formos 

pasikeitim� deformavimosi metu. Ji vadinama pradini� poslinki� matrica arba dideli� 

poslinki� matrica ir užrašoma taip: 

� � � �� � 
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(2.34) 

 

Iš išraišk� (2.33) ir (2.34) matyti, kad geometrin�s ir pradini� poslinki� matric� išraiškos 

yra tokios pa�ios, tik pradini� poslinki� matrica yra dvigubai didesn� nei geometrin�. 

Simbolini� skai�iavim� MATLAB terp�je programos tekstas bus toks pats. 

Tangentin�s standumo matricos transformacija iš lokali�j� komponent� � globaliuosius 

yra atliekama �prastu keliu. Tam tikslui lokaliojoje koordina�i� sistemoje sudaroma elemento 

krypties kosinus� matrica abT* ') &  ir gaunama elemento tangentin� standumo matrica 

globaliojoje sistemoje: 

 

][][][][ '
ab

T
ab TKTK ��	 �� ,                                                            (2.35) 
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Tangentin�s standumo matricos ][ '
�K  formuojamos kiekvienam elementui, v�liau 

sujungiamos ir gaunama visos sistemos tangentin� standumo matrica K�* ') &. Pastaroji matrica 

yra inkorporuojama � prieaugiais užrašytas pusiausvyros lygtis: 

 

� �K� 	* ') & u F .                                                     (2.36) 

 

�ia �F  ir �u  m–ma�iai visos konstrukcijos mazgin�s apkrovos prieaugi� ir globali�j� 

poslinki� prieaugi� vektoriai. 
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1.5. Netiesini� uždavini� sprendimo metodai 
 

Netiesini� uždavini� sprendimas baigtini� element� metodu gali b�ti atliekamas, taikant 

�vairias metodikas. Išskirsime dvi metod� grupes: tiesioginiai metodai ir prieaugi� metodai. 

Tiesioginiuose metoduose suskai�iuojamas tik vienas galutinis sprendinys, nekreipiant 

d�mesio � vis� deformavimo istorij�. Sprendimas atkiekamas iteracijomis, kiekvienoje 

iteracijoje tikslinant nežinomojo vektoriaus reikšmes [7]. Skai�iavimas pradedamas pri�mus 

pradin� standum� ir atliekamas iki tol, kol pasiekiamas pasirinktas (poslinki� vektorius) 

tikslumas (2.3 pav.). 

K1

K0

unu2u1u0

F

Poslinkis

Apkrova

 
2.3 pav. Tiesioginio metodo principin� schema 

 

Prieaugi�  metoduose skai�iavimai atliekami žingsniniu metodu. Žingsniniai metodai, 

grindžiami apkrovos prieaugi� seka. Tuomet konstrukcijos �tempto - deformuoto b�vio 

iteracijos gale gauti parametrai yra naudojami kitos iteracijos uždaviniui. Visoje apkrovimo 

sekoje yra sprendžiami tiesiniai uždaviniai ir po baigtinio skai�iaus iteracij� yra pasiekiamas 

sprendinys [7]. Prieaugi� metodas leidžia nustatyti ne tik galutin� fizin�s b�senos tašk�, bet ir 

jo susidarymo istorij� (2.4 pav.). 

v-1

i=1 i=2 i=n

v

i=1 i=2 i=n

v+1

i=1 i=2 i=n... ...
 

2.4 pav. Prieaugi� metodo principin� schema (v – apkrovos prieaugis, i – iteracijos numeris) 
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Išskiriami keturi netiesini� sistem� sprendimo algoritmai: 

0 apkrovos kontrol�s metodas; 

� paprastas pakrovos prieaugi� metodas; 

� Newton - Raphson metodas; 

0 poslinki� kontrol�s metodas; 

0 arkos ilgio kontrol�s metodas; 

0 darb� kontrol�s metodas. 

Paprast� apkrovos prieaugi� metode � nes�ryš� tarp vidini� ir išorini� j�g� nekreipiama 

d�mesio. Per vien� apkrovos prieaug� n�ra iteracij�. Pagrindinis metodo privalumas – 

paprastas taikymas, ta�iau per kiekvien� žingsn� kaupiasi paklaidos, kurios gali b�ti didel�s 

netiesin�se sitemose. 

Apkrovos kontrol�s Newton – Raphson metode kiekviename apkrovos prieaugio 

žingsnyje daromos iteracijos eliminuoti nesubalansuotas j�gas. Šios paklaidos atsiranda 

ištiesinant uždavin�, t.y. standum� matrica formuojama pagal paskutin�s iteracijos rezultatus. 

Jei nesubalansuotos j�gos nebus mažinamos, skai�iavimo rezultatai gali labai skirtis nuo 

tikrojo b�vio. Iteracijos baigiamos, kai pasiekiamas užsiduotas �r�ž� ir poslinki� tikslumas. 

Poslinki� kontrol�s metode yra priimami poslinki� prieaugiai. Jie didinami iki tol, kol 

pasiekiama prid�ta apkrova. Reikšm� suteikiama tik vienam poslinkiui, nes sistema yra 

netiesin� ir poslinkiai kinta netiesiškai. Iteracijos kartojamos kol gaunamas sprendinio 

konvergavimas. Poslinkio numerio ir jo reikšm�s pasirinkimas labai nulemia sprendinio 

konvergavim�. 

Arkos ilgio kontrol�s metode, kaip ir poslinki� kontrol�s metode, apkrovos prieaugis n�ra 

žinomas. Prie poslinkio kontrol�s metodo lyg�i� papildomai dar užrašoma ir  statmenumo 

lygtis (ja apribojamas žingsni� skai�ius). 

Darb� kontrol�s metode parenkamas apkrovos prieaugis. Pusiausvyros paklaidos 

iteracijose nustatomos naudojant darb� lygt�. 

Atliekant skai�iavimus bus naudojamas Newton - Raphson apkrovos kontrol�s metodas, 

kuris pla�iau ir aptariamas. 
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1.6. Newton – Raphson apkrovos kontrol�s metodas 
 

Netiesini� lyg�i� sistemos sprendimui naudosime Newton-Raphson iteracin� apkrovos 

kontrol�s metod� [10, 11, 14], kadangi apkrovos - poslinki� kreiv� yra iškila funkcija. 

Konstrukcijos optimizacija atliekama nepasiekus visiško plastiškojo suirimo. D�l šios 

priežasties tangentin� standumo matrica negali b�ti nulin�: 0][ 1�K .  

Aptarsime Newton – Raphson metod�, kurio principin� schema yra parodyta 2.5 pav. Joje 

parodyti konstrukcijos netiesin
 elgsen� charakterizuojantieji dydžiai. Taikant š� metod�, 

apkrovos vektorius }{F  yra skaidomas � dalis ir kiekvieno žingsnio metu didinamas tam tikru 

prieaugiu }{� vF  (2.5 pav.). Kiekvieno apkrovos prieaugio žingsnyje v daromos iteracijos i, 

eliminuoti nesubalansuotas j�gas i
vcF }{ . Jos atsiranda d�l nesubalansuot� mazgo vidini� ir 

išorini� j�g� (2.5 pav.): 

 

 i
vsv

i
vc FFF }{}{}{ 1 �	 � . (2.37) 

 

�ia i
vcF }{  – nesubalansuot� mazgini� j�g� vektorius v-tojo žingsnio i-tosios iteracijos 

gale; 1}{ �vF  – mazgo išorini� j�g� vektorius v-tojo žingsnio gale; i
vsF }{  – mazgini� vidini� 

j�g� vektorius v-tojo žingsnio i-tosios iteracijos gale. 

Šios paklaidos atsiranda ištiesinant uždavin�, t. y. standumo matrica formuojama 

naudojant prieš tai buvusios iteracijos metu gautus rezultatus. 

Aptarsime vieno apkrovos prieaugio (žingsnio) iteracinio skai�iavimo metodik�. 

Darome prielaid�, kad globali�j� poslinki� vektorius vu}{  ir apkrovos lygis vF}{  

nagrin�jamojo žingsnio v pradžioje yra žinomi. Tuomet v-tojo apkrovos žingsnio metu 

skai�iavimai atliekami vykdant tokias operacijas:  
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2.5 pav. Newton-Raphson metodas 

 

1. Nustatomas naujas apkrovos lygio vektorius  

 

}�{}{}{ 1 FFF vv �	� ,  

 

�ia }{�F  yra apkrovos prieaugi� vektorius. 

2. Suformuojama v apkrovimo žingsnio i-tosios iteracijos konstrukcijos tangentin� 

standumo matrica i
v�K ][  (iš paskir� element� tangentini� standumo matric� (2.35)) ir 

nustatomas jos determinantas. Jeigu determinantas yra neigiamas, teigiam, kad konstrukcija 

yra geometriškai judri ir skai�iavimai baigiami. Jeigu determinantas yra teigiamas, sudaromos 

prieaugin�s pusiausvyros lygtys (2.36) nesubalansuotoms mazgin�ms j�goms i
vcF }{  

skai�iuoti: 

 

 .}{}�{][ v
i

c
i
v

i
v� FuK 	  (2.38) 

 

3. Sprendžiama tiesini� lyg�i� sistema (2.38) ir gaunamas vykdomojo v žingsnio i-tosios 

iteracijos globali�j� poslinki� prieaugi� vektorius: 
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 � � i
vc

i
v�

i
v FKu }{][}{�

1�
	 . (2.39) 

 

4. Skai�iuojami nauji globalieji mazg� poslinkiai. Tam tikslui prie nuo nesubalansuot� 

mazgini� j�g� gaut�j� poslinki� prieaugi� (2.39) pridedamos ankstesn�je iteracijoje gautosios 

globali�j� poslinki� reikšm�s: 

 i
v

i
v

i
v uuu }�{}{}{ 1 �	 � . (2.40) 

 

5. Skai�iuojamos naujos mazg� koordinat�s: 

 

 i
v

i
v

i
vv uxx }{}{}{ 1 �	 � . (2.41) 

 

Toliau skai�iuojami nauji element� ašies pasvirimo kryp�i� kosinusai, sudaromos 

element� koordina�i� transformavimo matricos i
vabT ][  ir fiktyvioji pusiausvyros lyg�i� 

matrica i
vA][  iš paskir� baigtini� element� pusiausvyros lyg�i� matric� i

vabA ][ ' . 

Tam tikslui užrašome elemento apkrovos prieaugio v-ojo žingsnio i-tosios iteracijos 

pusiausvyros lygtis tarp elemento gal� ir lokali�j� mazgini� j�g�: 

 

}{}{][ ''
kab

i
vab FSA 	� . 

�ia pusiausvyros lyg�i� koeficient� matrica yra tokia: 
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vab .                                                            (2.42) 

 

6. Nustatomi element� vidini� j�g� prieaugi� dydžiai 

 

 � � i
vab

i
vab

Ti
vab

i
v

i
ab uTAkS }�{][][][}{� '	 , (2.43) 
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Sudaromas globali�j� vidini� j�g� prieaugi� vektorius: 

 

 Ti
vs

i
vab

i
v

i
v

i
v SSSS }�...,�...,�,�S{}{� ,,,2,1	 , 

 

�ia S – yra baigtini� element� skai�ius. 

7. Skai�iuojami konstrukcijos element� vidini� mazgini� j�g� prieaugiai: 

 

 i
v

i
v

i
vs SAF ][�][}{� 	 . 

 

8. Nustatomas globalusis mazgini� j�g� prieaugi� vektorius 

 

 ,][�][}{� i
vs

Ti
vs FCF 	  (2.44) 

 

�ia ][C  – lokali�j� ir globali�j� mazgini� poslinki� ryšio matrica. J� sudaro vienetai arba 

nuliai. 

9. Skai�iuojamos v apkrovos prieaugio žingsnio i-tosios iteracijos pabaigos sumin�s 

element� mazgin�s j�gos ir �r�žos : 

 

 i
vs

i
vs

i
vs FFF }�{}{}{ 1 �	 � , (2.45) 

 i
v

i
vs

i
v SSS }�{}{}{ 1 �	 � . (2.46) 

 

10. Skai�iuojamos nesubalansuotas (kompensacines) mazgin�s j�gos (2.37). 

 

 

11. Tikrinama pasirinkto tikslumo konvergencijos s�lyga: 

 

 eps?}{}{ 1 -� �i
vc

i
vc FF  
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Jei ši s�lyga netenkinama, toliau vykdomas žingsninis skai�iavimas, t. y. kartojamas 

skai�iavimass aprašytas 1 – 10 operacijose.  

Iteracinis ciklas baigiamas, kai nesubalansuot� j�g� vektorius vcF }{  yra labia mažas arba 

kai tenkinamas pasirinktas tikslumas eps?}{}{ 1 -� �i
vc

i
vc FF  Po to gaunami konstrukcijos 

deformuoto b�vio visi reikalingi parametrai ir pusiausvyros lyg�i� koeficient� matrica 

vn ACA ]][[}{ 	 , atitinkanti tam tikr� apkrovos lyg� }{F . 

Tamprios netiesin�s analiz�s skai�iavimai atliekami programa MATLAB. Skai�iavimo 

algoritmas pavaizduotas 2.6 pav. 

 

c�

Sudaromas diskretinis modelis

Paruošiami pradiniai duomenys

Sudaromos element� standum� matricos

Skai�iuojamos element� mazgini� tašk� koordinat�s

Standum� (Kgl=t’*Klok*t) ir pusiauvyros (Agl=Alok’*t)
matric� globalioje sistemoje formavimas.

kur
t – krypties cosinus� matrica

Sudaroma kvazidiagonalin� standumo matrica

Suskai�iuojamos konstrukcijos Me, ue ir An

Sudaroma lokali�j� ir globali�j� poslinki� ryšio matrica [H]

Skai�iuojama tangentin� standumo matrica

 
2.6 pav. Deformuoto b�vio charakteristik� skai�iavimo algoritmo blok – schema 

 

 

Uždavinio vykdomasis „ M.failas“ ir skai�iavimo rezultatai pateikti 1 priede. 
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2. GEOMETRIŠKAI NETIESINI� TAMPRI� PLASTINI� SIJ� 

OPTIMIZACIJA IR ANALIZ�  

 

2.1. Tampri� plastini� lenkiam� strypini� konstrukcij� optimizacija 

paprastojo pakrovimo atveju 
 

2.1.1. Bendrosios žinios 

 

�vertinant konstrukcijos medžiagos plastišk�sias savybes galima daug tiksliau nustatyti 

jos darb� �vairiais apkrovimo etapais ir sukurti žymiai racionalesn� projekt�. Tuo tikslu reikia 

matematiškai aprašyti konstrukcijos darb� jos deformavimosi metu. Tampriosios plastiškos 

sistemos darb� galima paaiškinti atlikus ryšio tarp apkrovos ir apibendrint� poslinki� 

kokybin
 analiz
. 

Deformuojamoji konstrukcija gali b�ti �vairiose darbo stadijose ir kiekvienai iš j� galima 

sudaryti �vairius skai�iavimo uždavinius ( 3.1 pav.). 

F

U

F0

Fe

0

A
B

 
3.1 pav. Apkrovos ir poslinki� ryšio grafikas 

Šiame grafike: OA – tamprioji stadija; AB – plastišk� deformacij� stadija, kuri t
siasi iki 

taško B. Toliau atsiranda be galo dideli poslinkiai ir deformacijos, praktiškai nesikei�iant 

apkrovos reikšmei [9]. Pirmasis konstrukcijos, kaip tamprios sistemos, darbo etapas yra iš 

labiausiai išnagrin�t� kietojo deformuojamojo k�no mechanikos uždavini�. Šio uždavinio 

skai�iavimo rezultatai reikalingi �vertinant konstrukcijos medžiagos plastišk�sias savybes. 

Antrasis konstrukcijos darbo etapas priklauso uždaviniams, kuriuose �vertinamos 

medžiagos pastiškosios savybes iki visiško plastiško suirimo arba visapusiško stipr�jimo. 
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Tokie uždaviniai vadinami analiz�s uždaviniais. Jie b�dingi tiek idealiai plastiškai, tiek ir 

stipr�jan�iai sistemai. 

Tre�iasis konstrukcijos darbo etapas yra plastiškasis suirimas. Tokie uždaviniai vadinami 

konstrukcijos laikomosios galios nustatymo uždaviniais. Šis idealiai tamprios plastiškos 

sistemos ribinis b�vis aprašomas ekstreminiais energetiniais principais, apib�dinan�iais 

didžiausi�j� išorin�s apkrovos reikšm
. 

Visi trys išvardinti konstrukcij� skai�iavimo uždaviniai sprendžiami, kai yra žinoma 

konstrukcijos forma ir fizini� parametr� pasiskirstymas. 

Be ši� uždavini� yra ir kiti, kuriuose nustatomas ir konstrukcijos �tempi� - deformacij� 

b�vis, ir jos parametrai. Tokie uždaviniai vadinami kietojo deformuojamojo k�no 

optimizacijos uždaviniais. Optimizacijos uždaviniai formuluojami �vairiems tamprios 

plastiškos sistemos b�viams, t. y. visiško arba nevisiškai plastiško suirimo atvejams. 

 

2.1.2. Pagrindin�s s	vokos, prielaidos ir priklausomyb�s 

Reta medžiaga pasiekia savo laikom�j� gali� tamprioje stadijoje. Dažniausiai medžiagos 

suyra pasiekusios didžiausi� laikom�j� gali� plastin�je stadijoje. Tod�l skai�iuojant 

konstrukcijas kaip tampriai „dirban�ias“, negalima tiksliai nustatyti j� laikomosios galios ir 

patikimumo. Vadinasi, nustatant ribines �r�žas, reikia �vertinti konstrukcijos darb� ir 

tamprioje, ir plastin�je stadijose. Tai yra tamprios plastin�s sistemos s�voka. 

Atsiradus konstrukcijoje plastin�ms deformacijoms, visa sistema arba atskiros jos dalys 

pereina � plastin
 b�kl
. Norint apskai�iuoti tokios sistemos �tempius ir deformacijas, negalima 

taikyti pla�iai naudojamos tampri�j� sistem� skai�iavimo teorijos, nes negalioja: 

          a) tiesin� priklausomyb� tarp �tempim� ir deformacij� (Huko d�snis); 

          b) j�g� nepriklausomo veikimo (superpozicijos) principas; 

          c) savitai formuluojami ekstreminiai energetiniai principai. 

Vadinasi reikia aptarti tampri� plastini� sistem� pagrindines prielaidas ir priklausomybes, 

kuriomis grindžiami šie skai�iavimo metodai.  

Pagrindin�s prielaidos: 

1) apkrova – kvazistatin�, atitinkanti paprast�j� apkrovim�; 

2) konstrukcijos medžiaga – idealiai tampri plastin�; 

Pagal ši� prielaid� medžiagoje atsiradus tam tikro dydžio �tempiams, deformacijos 

did�ja neribotai, o j� nukrovus gaunamos liekamosios deformacijos (3.2 pav.). 
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3.2 pav. Idealiai tamprios plastin�s medžiagos fizinis modelis – Prandtlio diagrama 

 

Šios diagramos pasvirusioji dalis vaizduoja medžiagos darb� tamprioje b�kl�je, 

horizontalioji reiškia idealaus plastiškumo s�lygas, kai plastin�s deformacijos neapibr�žtai 

did�ja, esant pastoviems takumo ribos �tempiams pl� ; 

3) konstrukcijos element� skerspj�viai parenkami idealios formos. Išskyrus tuos 

atvejus, kai element� skerspj�vio forma iš anksto nurodyta. 

Strypo skerspj�vio, pažym�to pj�viu j, �tempi� b�vis apib�dinamas �r�ž� vektoriumi: 

 

             
T

jj MS )(}{ 	 .                                                (3.1) 

 

Jo laikomoji galia nusakoma ribine �r�ža. Ribin� �r�ža – tai tokia �tempi� atstojamoji, kai, 

esant vienai deformacij� r�šiai, �tempiai visame skerspj�vyje pasiekia takumo rib�. Strypas 

tokios �r�žos kryptimi gali laisvai deformuotis, nes skerspj�vis netenka ryšio, atitinkan�io ši� 

�r�ž�. 

Lenkiamas sta�iakampio skerspj�vio elementas plastiškai suyra, kai �tempiai viršutin�je 

ir apatin�je skerspj�vio dalyse pasiekia takumo rib�. Šie �tempiai yra priešingo ženklo, ir j� 

atstojam�j� lenkimo momentas: 

 
2

0 2 2 4s s s pl

h h bh
M b W� � �� �	 	 	� �

� � .                                      (3.2) 
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Tai ir yra ribin� �r�ža, kuri�, kai elementas lenkiamas, tiesiog vadiname ribiniu momentu. 

Jis yra skaliarinis dydis ir visuomet teigiamas, nes strypo stiprumas nepriklauso nuo to, � kuri� 

pus
 j� lenkiame. 

Idealus skerspj�vis – tai tokios idealizuotos formos skerspj�vis, kurio plotas sutelktas taip, 

kad gal�t� labiausiai priešintis atitinkamai deformacijai. Lenkimo atveju idealus skerspj�vis 

yra tas, kurio plotas sutelktas kuo toliau nuo neutraliosios ašies. Artimas idealiam skerspj�viui 

yra dvit�jinis profiliuotis. Lenkimo moment� tokiame pj�vyje labiausiai atlaiko lentynos. 

Taigi, lenkiamo strypo idealaus skerspj�vio ribinis momentas: 

 

'
0 sM bh h�	 ,                                                       (3.3) 

 

�ia h – atstumas nuo neutraliosios ašies iki lentyn� centr�; h‘ – skerspj�vio lentyn� storis. 

Veikiant skerspj�vyje ribiniam momentui, strypo galai pasirinktame pj�vyje plastiškai 

deformuojasi ir d�l to gali laisvai pasisukti bet kokio didumo kampu. Strypo skerspj�vis šiuo 

atveju �gyja tam tikr� lanksto savybi�. Tod�l jis vadinamas plastiškuoju lankstu. Toks 

lankstas perduoda vis� ribin� moment� ir leidžia laisvai pasisukti bet kokiu kampu tik 

veikian�io lenkimo momento kryptimi.  

Tamprios plastiškos sistemos fizin�s priklausomyb�s yra takumo s�lygos. Takumo s�lyga 

išreiškiamas reikalavimas, kad skerspj�vyje veikian�i� �r�ž� bet kurie deriniai neturi viršyti jo 

apibendrintos ribin�s �r�žos. 

Takumo s�lyg� matricin� forma:  
 

 }{}]{[ 0MM -� ,                                                   (3.4) 

 

�ia [� ] – takumo s�lyg� matrica;  {M} – apibendrinta �r�ža, suprantama kaip lenkimo 

momentas; {M0} – apibendrinta ribin� �r�ža, suprantama kaip ribinis lenkimo momentas. 

Be fizini� priklausomybi� yra dar dvi pagrindin�s priklausomyb�s: pusiausvyros ir 

geometrin�s lygtys. 

Pusiausvyros (statikos) lygtys: 

 

[ ]{ } { }A S F	 ,                                                     (3.5) 

arba 
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�ia [A] – pusiausvyros lyg�i� koeficient� matrica; {F} – apkrovos vektorius. 

Geometrin�s lygtys: 

                  [ ] { } { }TA u q	                                                      (3.6) 

arba 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 1

1 1 2 2 1

... ;

... ;

.............................................
... ;

m m

m m

n n nm m

b u b u b u q

b u b u b u q

b u b u b u q

� � � 	

� � � 	

� � � 	  
 

 

2.2. Strypin�s konstrukcijos optimizavimo matematinis modelis 
 

Konstrukcijos kaip geometriškai netiesin�s sistemos optimizacijos uždavinys yra 

formuluojamas tokiu b�du. Konstrukcijos pradin� konfig�racija, veikianti išorin� apkrova ir 

uždavinio tikslo funkcija (jos optimalumo kriterijus) yra žinomi. Reikia rasti tok� stryp� 

skerspj�vi� plot� A (ribini� �r�ž� 0M ) pasiskirstym�, kuris tenkint� minimalaus t�rio 

konstrukcijos optimalumo kriterij�, kai atskiri jos elementai deformuojasi netiesiškai. 

Optimizacijos uždavinio apribojimai turi atspind�ti s�lygas, apib�dinan�ias konstrukcijos 

tikr�j� �tempi� ir deformacij� b�v�, kai atskiri jos elementai patiria plastišk�sias deformacijas, 

ta�iau visa konstrukcija plastiškai nesuyra. Konstrukcijos tikrojo �tempi� ir deformacij� b�vio 

parametrai yra nustatomi, panaudojus energijos sklaidos minimumo ekstremin� energin� 

princip�. Šio pamin�tos s�lygos riboja laisv� plastišk�j� deformacij� plitim�, tod�l optimalios 

konstrukcijos elementuose atsiranda ir netiesin�s tampriosios, ir plastiškosios deformacijos, 

sukeliamos liekam�j� �r�ž� }{ rM  ir liekam�j� poslink� }{ ru . Taigi optimali konstrukcija yra 

nepasiekusi visiško plastiškojo suirimo. 

Konstrukcijos skerspj�vi� parametr� optimizacijos uždavinio, �vertinus pamin�tus 

apribojimus, matematinis modelis baigtini� element� metodo terminais yra užrašomas taip [1, 

10]: 
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rasti 

 min }{}{ 0ML T , (3.7) 

kai 

 }]{[}]{[}{][ 0 ecrc MMM 

 2�� , (3.8) 

 }]{[}{}]{[ enrn MAFMA �	 , (3.9) 

 }{}{ min
,00 crMM 2 . (3.10) 

 

�ia 3.7 – tikslo funkcija, 3.8 – takumo s�lygos, 3.9 – pusiausvyros lygtys, 3.10 –

konstrukciniai apribojimai. 

 Antros eil�s analiz�s tampraus atsako dydžiai }{ eM , nustatyti paskutiniame apkrovos 

žingsnyje, atlikus paskutin
 iteracij�, yra naudojami šiame matematiniame modelyje, t. y. 

i
ve MM }{}{ 	 . Jie savo ruožtu funkciškai priklauso nuo konstrukcijos optimizuojam� 

parametr�. Tiesioginis šios funkcijin�s priklausomyb�s �vedimas � optimizacijos uždavinio 

matematinio modelio s�lygas (3.8) ir (3.9) iš esm�s komplikuos uždavinio netiesiškum� ir jo 

skaitmenin
 realizacij�. Šis kelias nepriimtinas ir problemos praktinei realizacijai si�lomas 

iteracinis metodas. Kiekvienoje iteracijoje tampraus atsako dydžiai yra nustatomi, 

atsižvelgiant � nuststytus optimizacijos uždavinio parametrus. Iteracinis optimizacijos 

procesas baigiamas, pasiekus pasirinkt� tikslum�. 

Kaip jau buvo pažym�ta aukš�iau, optimizacijos uždavinyje (3.7)–(3.10) b�tina žinoti 

funkcijin� ryš� tarp tampraus atsako dydži� ir optimizuojam� skerspj�vio parametr�, nuo 

kuri� priklauso ribini� �r�ž� dydžiai, pavyzdžiui, ribinio lenkimo momento plyW	M 	0  

reikšm�. Taigi j� jungiamasis ryšys turi rodyti funkcin� ryš� su skerspj�vio plotu A. Standartini� 

dvit�j� atveju šis ryšys reikiamai tiksliai aproksimuojamas laipsnin�mis funkcijomis: 

 

 1
1

bAaI 	 , 3
3

b
pl AaW 	 . (3.11) 

 

�ia a1, b1, a3 ir b3 yra koeficientai, kuri� dydžiai priklauso nuo standartinio profiliuo�io 

tipo. 

Akivaizdu, kad tiesioginis gaut� funkcij� panaudojimas, formuojant matematinio 

modelio (3.7)–(3.10) apribojimus duos labai sud�tingus reiškinius. Analogiška situacija bus 

taip pat gauta formuojant takumo s�lyg� matric� ][ c� . Standartini� plienini� dvit�jinio 

profiliuo�io sij� skai�iuojamojo j-tojo pj�vio takumo s�lygos yra tokios : 
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Minimalaus t�rio konstrukcijos uždavinio (3.7)–(3.10) sprendim� atliksime, vykdydami 

optimizacijos ciklus. Kiekviename cikle uždavinio (3.7)–(3.10) sudarymui naudosime 

tampraus atsako dydžius, kurie gaunami atlikus antros eil�s analiz
. J� išsprend
 gauname 

einamojo optimizacijos ciklo konstrukcijos element� ribini� lenkimo moment� optimalias 

reikšmes ir joms atitinkan�ius skerspj�vio plotus A ir inercijos momentus I. Su šiais 

parametrais yra sudaroma nauja tangentin� standumo matrica ir atliekama naujo ciklo 

antros eil�s analiz� (3.3 pav.).  
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Pradini� fizini� – geometrini� charakteristik� pri�mimas (M0, I, A, Wpl)

Tangentinio standumo Tangentinio standumo ((NewtonNewton –– RaphsonRaphson) ) metodasmetodas

Tangentin�s standumo matricos sudarymas

Rezultatai: tampriosios Rezultatai: tampriosios ��rr�ž�žos os MMee, poslinkiai , poslinkiai uuee ir geometriir geometrišškai netiesinkai netiesin�� pusiausvyros matrica pusiausvyros matrica AAnn

Optimizacijos uOptimizacijos užždavinys davinys 
(iki pilnojo plasti(iki pilnojo plastišškojo suirimo)kojo suirimo)

Tkrinama s�lyga:
epsMM pronewo 3� ,,

taipne

Gauta min t�rio konstrukcija

Gauti optimal�s M0

AnalizAnaliz��s us užždavinys davinys 

Rezultatai: liekamosios Rezultatai: liekamosios ��rr�ž�žos os MMrr ir liekamieji poslinkiai uir liekamieji poslinkiai urr
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3.3 pav. Skerspj�vio optimizacijos ciklinio algoritmo schema 
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Konstrukcijos iš plienini� valcuot� profiliuo�i� viena optimizacijos iteracija sudaryta iš 

toki� skai�iavimo operacij� (3.4 pav): 

1. Laisvai parenkamos pradin�s skai�iuojam�j� element� skerspj�vi� plot� vektoriaus 

}{ 0A  reikšm�s; 

2. Skai�iuojamos pradini� ribini� moment� 3
030
b

y
pr AaM ��	�  reikšm�s; 

3. Pagal pradinius ribinius momentus 0M , panaudojus Newton-Raphson metod�, 

identifikuojamas tampraus atsako vektorius eM , nustatomi konstrukcijos deformuoto b�vio 

parametrai, atatinkantys pasirinkt� apkrovos lyg� }{F  ir pusiausvyros lyg�i� koeficient� 

matrica vn ACA ]][[][ 	 ;  

4. Suformuojama visos konstrukcijos takumo s�lyg� matrica ][ c�  pasirinktame 

apkrovos lygyje;  

5. Sprendžiamas minimalaus t�rio konstrukcijos tiesinio matematinio programavimo 

uždavinys (3.7)–(310), kurio skai�iavimo rezultatas yra naujas ribini� lenkimo moment� 

vektorius newM 0 ; 

6. Gaunami nauji stryp� skerspj�vi� plotai � � 31
30

b
y

new
new a	MA �	 ; 

7. Tikrinama s�lyga: ar ribini� lenkimo moment� skirtumo absoliutin� reikšm� yra 

didesn� už tam tikr� pasirinkt� maž� skai�i� eps, t.y. tikrinama, ar ?00 epsMM prnew 3�  

jei taip – tai naujiA = ,0A  o naujosM 0 = prM 0 ir skai�iavimas kartojamas nuo tre�io punkto 

operacijos; 

jei ne – tai gauta minimalaus t�rio konstrukcija ir vykdomi tolimesni skai�iavimai. 
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0M

Parenkami pradiniai skerspj�vi� plotai

Skai�iuojami pradiniai ribiniai momentai

Formuojama konstrukcijos takumo s�lyg� matrica 

Identifikuojamas tampraus atsako vektorius Me

(panaudojant Newton - Raphson metod�) 

Gaunamas naujas ribini� lenkimo moment� vektorius Mo,new

Suskai�iuojami nauji skerspj�vi� plotai A0,new

Tkrinama s�lyga: taipne

Gauta min t�rio konstrukcija

0M

0A

epsMM pronewo 3� ,,

c�

 
 

3.4 pav. Vienos optimizacijos iteracijos algoritmo schema 

 

 

Uždavinio vykdomasis „ M.failas“ ir skai�iavimo rezultatai pateikti 2 priede. 
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2.3. Optimalios konstrukcijos analiz�s uždavinio matematinis modelis 

 

Uždavinio formulavimas: konstrukcijos, kurios visi fiziniai parametrai ir išorin� apkrova 

iš anksto yra žinomi, �r�ž� ir poslinki� nustatymas nepasiekus konstrukcijos plastiškojo 

suirimo yra vadinamas analiz�s uždaviniu. 

Šiame uždavinyje konstrukcijos �tempi� b�vis apib�dinamas tikr�j� �r�ž� vektoriumi 

{M}, liekam�j� �r�ž� vektoriumi {Mr} ir tampraus sprendinio �r�ž� vektoriumi {Me}. 

Analiz�s uždavinio matematinis modelis atitinka tok� energin� ekstremin� princip�: 

Iš vis� statiškai leistin� liekam�j� �r�ž� vektori� sistemoje, nepasiekusioje plastiško 

suirimo, tikrasis yra tas, kuriam esant liekam�j� �r�ž� vektoriaus {Mr} tamprusis potencialas 

�gauna minimali� reikšm
 [9]. 

Tamprusis potencialas savo skaitine reikšme yra ekvivalentiškas potencinei energijai: 

 

                                           re
T

rMU 4�	 }{
2
1

                                                      (3.12) 

 

�ia �raš
 tamprios sistemos fizikin� d�sn� rre DM	4 , gausime papildomo deformavimo 

energij�, išreikšt� liekam�j� �r�ž� kvadratine forma: 

 

}{][}{
2
1

r
T

r MDMU ��	 ,                                       (3.13) 

�ia [D] – konstrukcijos pasiduodamumo matrica, sudaryta iš vis� konstrukcijos element� 

pasiduodamumo matric�. 

Šio uždavinio matematinis modelis: 

 

                             Rasti             }{][}{
2
1

min r
T

r MDM �� , 

                            kai         },{][}{}{][ ecorc MMM ���-��                                     (3.14) 

                                                             .0}{][ 	� rn MA                                                              

 

Šiuo atveju pusiausvyros lyg�i� koeficient� matrica ir takumo s�lyg� koeficient� matrica 

išlieka tokios pa�ios. Tikr�j� �r�ž� vektorius: 

 

     }{}{}{ er MMM �	 .                                         (3.15) 
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Pagrindinis ieškomasis dydis yra tikr�j� �r�ž� vektorius: 

 

.]...,,[}{ ,21
T

nMMMM 	                              (3.16) 

 

Be šio vektoriaus, �tempim� b�viui nustatyti  imsime dar du vektorius:  

o tampraus sprendinio �r�ž� vektori�  

 

                                .]...,,[}{ ,21
T

eneee MMMM 	                            (3.17) 

 

Tampraus sprendinio vektorius {Me} yra toks vektorius, kuris atitinka duotos sistemos 

tampri� b�kl
. Jis gaunamas išsprendus duot� sistem� tampraus skai�iavimo metodu: 

 

1{ } [ ][ ] ([ ][ ][ ] ) { } [ ]{ }T T
eS K A A K A F a F�	 	 ,                        (3.18) 

 

o liekam�j� �r�ž� vektori�. Jo fizikin
 prasm
 galima paaiškinti tuo, 

kad nukrovus plastiškai deformuot� sistem�, ji liks deformuota. Vadinasi, kai 

apkrova nulin�, konstrukcijoje yra liekamosios �r�žos. 

 

                                 1 2{ } [ , ,..., ]T
r r r rnS S S S	                                (3.19) 

 

Liekam�j� �r�ž� ir tampraus sprendinio �r�ž� vektori� suma sudaro tikr�j� �r�ž� vektori� {S}. 

Deformuot� sistemos b�v� charakterizuoja tikr�j� poslinki� vektorius: 

 

                                            { } { } { }e ru u u	 �                                            (3.20) 

 

�ia }{ eu  – tampraus spendinio poslinki� vektorius, }{ ru  – liekam�j� poslinki� vektorius. 
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Deformuoto b�vio charakteristikomis, be poslinki�, yra ir j� išvestiniai dydžiai – 

deformacijos. Tarp j� galioja priklausomyb�: 

 

                                                                                         e r4 	 4 �4                                                  (3.21) 

 

�ia e4  – tampriosios deformacijos, r4  – liekamosios deformacijos. 

Taigi, norint nustatyti tikr�sias �r�žas ir tikruosius poslinkius, analiz�s uždavinyje 

nežinomaisiais galima laikyti liekam�sias �r�žas ir poslinkius. Šie dydžiai nustatomi pagal 

ekstreminius energetinius principus. 

Elemento pasiduodamumo matrica kai �vertinami tik lenkimo momentai yra : 
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Uždavinio vykdomasis „ M.failas“ ir skai�iavimo rezultatai pateikti 3 priede. 
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3. SKAITINIS EKSPERIMENTAS 
 

3.1. Konstrukcijos diskretinio modelio sudarymas 
 

Siekiant realizuoti aptart� metodik� buvo nagrin�jama daugiaatram� lenkiama sija (4.1 

pav.), apkrauta vertikaliomis apkrovomis. Konstrukcija sudaryta iš dvi skirtingas ribines 

�r�žas turin�i� sij�. Stryp� medžiaga – plienas, kurio takumo riba 235y	 	  MPa, tamprumo 

modulis 206E 	 Gpa. Ribin�s �r�žos aprašomos nežinomais lenkimo momentais ( 4.1 pav.): 

 

{M0}={M0,1,M0,2}T .                                                  (4.1) 

 

 
4.1 pav. Konstrukcijos skai�iuojamoji shema 

 

Konstrukcijos diskretinis modelis (4.2 pav.) parenkamas atsižvelgiant � jos 

skai�iuojam�j� schem� (4.1 pav.). Skai�iavimuose visi elementai aproksimuojami lenkiamais 

elementais. Šiuo atveju vis� element� �tempi� b�v� apib�dins galuose veikiantys lenkimo 

momentai. 

�r�ž� vektorius: 

 

{M}�{M1, M2, M3, M4, M5, M6, M7, M8, M9, M10, M11, M12, M13, M14}T .        (4.2)   

                                                                         

Konstrukcijos statinio neišsprendžiamumo laipsnis: 

k = 3K - š =3 � 3 – 7 = 2, 

�ia k – statinio neišsprendžiamumo laipsnis; K – kont�r� skai�ius; š – lankst� skai�ius. 

 
 

4.2 pav. Konstrukcijos BEM  diskretinis modelis 
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Sijos elementai yra iš valcuot�j� dvit�j� profiliuo�i�, kuri� skerspj�viai atitinka IPE 

Europos standart�. J� skerspj�vi� geometrini� charakteristik� pradini� duomen� 

modeliavimui taikome 4.1 lentel�je pateiktas koeficient� reikšmes.  

 

                      4.1 lentel�. Priklausomybi� koeficientai 

Profiliuotis 1a  1b  3a  3b  

IPE 0,7885 2,3210 0,8411 1,6572 

 

 

Aptarsime pusiausvyros lyg�i� sudarymo bendruosius principus baigtini� element� 

metodo (BEM) diskretiniam modeliui. Pusiausvyros lyg�i� koeficient� matricos A išraiškoje 

( ACA T	 ) yra dvi savarankiškos matricos. A  – sudaroma iš atskir� element� pusiausvyros 

s�lyg�, o C – logiškai siejant atskir� baigtini� element� mazgini� tašk� poslinkius su 

diskretinio konstrukcijos modelio globaliaisiais poslinkiais (4.2 lent.). 

 

                           4.2 lentel�. Poslinki� ryšio matrica C 

 1u  2u  3u  4u  5u  6u  7u  8u  9u  10u  11u  12u  

1u              

2u              

3u              

4u              

5u   1           

6u  1            

7u              

8u   1           

9u  1            

10u              

11u              

12u    1          

13u              

14u              

15u    1          

16u              

17u      1        

18u     1         

19u              

20u      1        
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21u     1         

22u              

23u        1      

24u       1       

25u              

26u        1      

27u         1     

28u              

29u              

30u          1    

31u              

32u              

33u          1    

34u              

35u            1  

36u           1   

37u              

38u            1  

39u           1   

40u              

41u              

42u             1 
 

 

Siekiant geriau suprasti matricos C strukt�r�, sudaryta diskre�i� sijos element� lokali�j� 

poslinki� schema (4.3 pav.), kurioje 121...uu pažym�ti globalieji poslinkiai, o 421...uu  – lokalieji 

poslinkiai. Jei nagrin�jamo elemento mazginio taško lokalusis poslinkis sutampa su 

diskretinio modelio mazgo globaliuoju poslinkiu, tame langelyje rašomas 1, o  kituose – 0 

(reškia, kad elemento mazgo poslinkis atitinkama kryptimi yra suvaržytas). 

 

 
4.3 pav. Sijos element� lokali�j� poslinki� schema globaliojoje koordina�i� sistemoje 
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3.2. Skai�iavimo rezultat� analiz� 
 

Atlikus lenkiamos geometriškai netiesin�s sijos skerspj�vi� optimizacij� (pagal šiame 

darbe aparašyt� metodik�), nepasiekus visiško plastiškojo suirimo, gauta minimalaus t�rio 

konstrukcija. Optimizacijos uždavinio skai�iavimo rezultatai pateikti 4.3 lentel�je. 

 

                             4.3 lentel�. Sijos iteracinio skai�iavimo rezultatai 

Iteracijos 

nr. 
01M  

(kNm) 

02M  

(kNm) 0MLT
 

0 400,0 400,0 29844 

1 558,0 1437,2 29800 

2 558,0 1433,8 29800 

3 558,0 1433,8 29800 

 1A  (cm2) 2A  (cm2) V  (cm3) 

Reikalingi: 120,86 213,59 5193,87 

Parinkti: 134,0 
2x116 = 

232,0 
5696,0 

 

 

Parinkti optimal�s skerspj�viai: 1,0M = IPE 550, 2,0M = 2xIPE500 (optimizacija atlikta 

neribojant poslinki�) [17]. Optimalus konstrukcijos projektas, atitinkantis užsiduot� tikslum� 

pasiektas po trij� iteracij�. Konstrukcijos minimalus t�ris yra 5696,0 cm3. 

Apie gaut� rezultat� patikimum� sprendžiame iš tampriosios plastin�s analiz�s uždavinio 

sprendinio. Buvo atlikta optimalios konstrukcijos elgsenos visoje apkrovimo istorijoje 

analiz�. Nuo duotos apkrovos konstrukcija dirba tampriai plastiškai. Pirmieji plastiniai 

lankstai konstrukcijoje atsiranda esant 0,64F apkrovai. Plastini� lankst� susidarymo schema 

pateikta 4.4 pav. Didinant apkrov� iki F, galima steb�ti kur ir prie kokios apkrovos toliau 

vystosi plastiniai lankstai. Maksimalus poslinkis yra sijos 2 mazgo. Jis kinta nuo 7,5 cm iki 

13,58 cm. Analiz�s rezultatai pateikti 4.4 lent. (mazgo Nr. ži�r�ti 4.2 pav.). 

 Taip pat pateikti 2 (4.5 pav.) ir 5 (4.6 pav.) mazg� apkrovos ir poslinki� priklausomybi� 

grafikai. Grafikuose pateiktas plastini� lankst� atsiradimas (pagal 4.4 lent. duomenis). 
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              4.4 lentel�. Plastini� lankst� atsiradimas kintant apkrovai 

N x F Atsiv�rusi� 
lankst� skai�ius 

Pj�vio 
Nr. 

2 mazgo 
poslinkis, mm 

5 mazgo 
poslinkis, mm 

0,6 0 - -70,335 -22,33 
0,64 1 1 -75,039 -23,82 
0,7 1 1 -85,505 -26,08 

0,75 1 1 -94,227 -27,97 
0,8 1 1 -102,948 -29,85 

0,85 1 1 -111,670 -31,74 
0,9 1 1 -120,391 -33,62 

0,936 2 1, 11 -126,638 -35,3 
1,0 2 1, 11 -135,579 -57,06 

 

 
 

4.4 pav. Plastini� lankst� susidarymo schema 

 

Su parinkstais skerspj�viais atlikus analiz�s uždavin�, suskai�iuojamos tikrosios �r�ž� 

bei poslini� reikšm�s ir nubraižomos moment� ir �linki� diagramos. 

 

 
 

4.5 pav. Moment� diagrama, kNm 

 

 
 

4.6 pav. �linki� diagrama, mm 
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4.7 pav. Antro mazgo apkrovos ir poslinki� priklausomyb�s grafikas 
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4.8. pav. Penkto mazgo apkrovos ir poslinki� priklausomyb�s grafikas 
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IŠVADOS  
 

1. Pirm� kart� konstrukcijos optimizacijai ribin�s pusiausvyros b�vyje buvo panaudota 

geometriškai netiesin�s sistemos skai�iavimo koncepcija. 

2. Pasi�lyta nauja geometrin�s ir maž� poslinki� matricos sudarymo metodika, 

panaudojant MATLAB paketo simbolinius skai�iavimus. Gautos ši� matric� analitin�s 

išraiškos. 

3. Sudarytas optimizacijos uždavinio iteracinio skai�iavimo algoritmas, kuriame 

tampraus atsako dydžiai gaunami panaudojant Newton-Raphson apkrovos kontrol�s metod�.  

4. Pagal pateikt� metodik� atliktas skaitinis eksperimentas 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 61

LITERAT�ROS S�RAŠAS 

 
1. �yras, A.; Borkowski, A.; Karkauskas, R.  Theory and methods of optimization of              

rigid-plastic systems. Vilnius: Technika, 2004. 354 p. 

2. �yras, A. Mathematical models for the analysis and optimization of elastoplastic 

structures. Chichester: Ellis Horwood Lim., 1983. 121 p. 

3. Kalanta, S. New formulations of optimization problems of elasto-plastic bar structures 

under displacements constraints. Mechanika, 1997, Vol 4, No 11, p. 11–16. 

4. Karkauskas, R. Analysis of non-holonomic behaviour of geometrically nonlinear elastic-

plastic framed structures. Mechanika, 1997, Vol 4, No 11, p. 11–16. 

5. Karkauskas, R., Norkus, A. Truss optimization under stiffness, stability constraints and 

random loading. Mechanics Research Communications, 2006, Vol 33, p. 177–189. 

6. Norkus, A.; Karkauskas, R. On direct and stepped optimization problems of flexural steel 

frame and their numerical realization considering strength and stiffness conditions. 

Mechanika, 2005, Vol 5, No 5, p. 41–50 

7. Dani�nas, A. Paskait� konspektas. Rankraštis, 2009 

8. Barauskas, R. Baigtini� element� metodo pagrindai. Kaunas: Technologija, 1998. 375 p. 

9. �yras, A. Statybin� mechanika. – V.: Mokslas, 1990  

10. Karkauskas, R. 2007. Optimisation of geometrically non-linear elastic-plastic structures in 

the state prior to plastic collapse. Journal of civil engineering and management: 

international research and achievements.. Vol. VIII, no. 3 p. 183-192 

11. Kalinauskas, R. 2008. Darbas su program� paketu Matlab7. Technika, 35 p. 

12. Karkauskas, R. 2004. Optimization of Elastic-Plastic Geometrically Nonlinear Light-

Weight Structures under Stiffness and Stability Constraints. Journal of Civil Engineering 

and Management, Vol X, No 2,. 97–106. 

13. Karkauskas, R. 1998. Tampriai plastini� geometriškai netiesini� strypini� konstrukcij� 

analiz�. Statyba [Civil Engineering], IV t., Nr. 4, 36–42. 

14. Belytscho, T.; Liu, W. 2000. Nonlinear finite elements for continua and structures. John 

Wiley & Sons Ltd., 300 p. 

15. Atko�i�nas, J.; Nagevi�ius, J., Tamprumo teorijos pagrindai. Vilnius: Technika, 2004.  

     528 p  

16. STR 2.05.08:2005. Plienini� konstrukcij� projektavimas. Vilnius: 2005 

17. Profil ARBED. Plienini� skerspj�vi� sortimentas. 

18.  Netampri�j� konstrukcij� analiz�s ir optimizavimo metodai ir konstrukcij� projektavimas 

[ži�r�ta 2008 balandžio 10 d.]. Prieiga per internet�: 

<http://neris.mii.lt/mt/straipsniai/200605/netamp.doc>. 
 


