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Santrauka

Disertacijoje nagrinéjami nestacionariy matematiniy modeliy nestandarti-
nése srityse skaitiniai sprendimo algoritmai. UZdavinio formulavimo sritis yra
Sakotosios struktliros (ang. branching structures), kuriy i$siSakojimo taskuose
apibréZiami tvermés désniai. Tvermés désniy skaitiné analizé ir nestandartiniy
krastiniy salygy analizé skiria nagrinéjamus uzdavinius nuo klasikiniy aprasy-
ty literatiiroje matematinés fizikos uZdaviniy.

Disertacijoje suformuluoti uzdaviniai apima skaitiniy algoritmy Sakotose
struktiirose su skirtingais srauty tvermeés désniais stabilumo ir konvergavimo
tyrima, lygiagreciujy algoritmy sudaryma ir taikyma, skaitiniy schemy uZzda-
viniams su nelokaliomis integralinémis salygomis tyrima. Disertacijoje spren-
dZiami taikomieji neurono suzadinimo ir impulso relaksacijos lazerio apSvies-
tame puslaidininkyje uZdaviniai, netiesinio modelio identifikavimo uZdavinys.

Disertacija sudaro ivadas, penki skyriai, rezultaty apibendrinimas, litera-
taros Saltiniy saraSas ir autorés publikacijy disertacijos tema sarasas.

Ivadiniame skyriuje formuluojama problema, aprasytas tyrimy objektas,
darbo aktualumas, formuluojami darbo tikslai ir uZdaviniai, apraSoma tyrimy
metodika, darbo mokslinis naujumas, darbo rezultaty praktiné reikSmé, pateik-
ti ginamieji teiginiai ir disertacijos struktiira. Pabaigoje pristatomi praneSimai
konferencijose disertacijos tema.

Pirmajame skyriuje pateikta matematiniy modeliy nestandartinése srityse
arba su nestandartinémis salygomis apZvalga. Antrajame skyriuje aprasyti trys
skaitiniai algoritmai tiesiniam paraboliniam uZdaviniui Sakotose strukturose:
svorinis neiSreikStinis algoritmas ir du prediktoriaus — korektoriaus tipo algo-
ritmai, grindZiami skirtingu srities padalijimu. Pateikiama algoritmy stabilumo
ir konvergavimo analizé. TreCiajame skyriuje apraSytos lygiagrecios algoritmy
versijos, lygiagreciy algoritmy efektyvumo ir iSple¢iamumo analizé, apraSytas
neurono suzadinimo skaitinis eksperimentas. Ketvirtajame skyriuje nagrinéja-
mas vienmatis parabolinis uzZdavinys su nelokaligja integraline kraStine salyga.
Neisreiktinés schemos analiz¢ atliekama su skirtingomis nelokaliosios salygos
koeficienty reikSmémis. Penktajame skyriuje istirtas krtivininko rekombinaci-
jos lazerio apsSviestame puslaidininkyje uZdavinys, kuris dél savo netiesiSku-
my pavidalo yra panasus i jaudrios lastelés modeliavimo uzdavini, pateikiama
skaitinés schemos analizé, sprendZiamas modelio identifikavimo uzdavinys.

Tyrimy rezultatai paskelbti septyniuose moksliniuose straipsniuose, i§ ku-
riy $edi — recenzuojamuose mokslo leidiniuose. Sie rezultatai pristatyti tryliko-
je konferencijy.



Abstract

The numerical algorithms for non-stationary mathematical models in non-
standard domains are investigated in the dissertation. The problem definition
domain is represented by branching structures with conjugation equations con-
sidered at the branching points. The numerical analysis of the conjugation equ-
ations and non-classical boundary conditions distinguish considered problems
among the classical problems of mathematical physics presented in the litera-
ture.

The scope of the dissertation covers the investigation of stability and con-
vergence of the numerical algorithms on branching structures with different
conjugation equations, the construction and implementation of parallel algori-
thms, the investigation of the numerical schemes for the problems with non-
local integral conditions. The modeling of the excitation of neuron and photo-
excited carrier decay in a semiconductor, also the problem of the identification
of nonlinear model are considered in the dissertation.

The dissertation consists of an introduction, five chapters, main conclu-
sions, bibliography and the list of the author’s publications. Introductory chap-
ter covers the problem formulation and the object of research, the topicality
of the thesis, the aims and objectives of the dissertation, the methodology of
research, scientific novelty and the practical value of the achieved results. The
defended thesis and structure of the dissertation are given in this chapter. The
first chapter presents the overview of mathematical models in the non-standard
domains or with non-classical boundary conditions. In second chapter the 6-
implicit algorithm and two predictor-corrector algorithms for the linear para-
bolic problems on branching structures are given. The stability and conver-
gence analysis of these algorithms is performed. The third chapter presents
the parallel versions of the algorithms, the efficiency and scalability analysis
of parallel algorithms, and the numerical simulation of neuron excitation. The
fourth chapter deals with the one-dimensional parabolic problem with nonlocal
integral boundary condition. The analysis of the implicit scheme is performed
with different values of coefficients of the nonlocal boundary condition. The
nonlinear model of excited carrier decay in a semiconductor is presented in
chapter five. The analysis of the linearized numerical scheme and the results of
the model fitting experiment are presented.

The research results have been published in 7 scientific articles, 6 of them
in the reviewed scientific journals. The results have been presented at 13 con-
ferences.
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lvadas

Problemos formulavimas

DidZiosios dalies Siuolaikiniy mokslo ir technikos uzdaviniy sprendimo
ir tyrimo nejmanoma isivaizduoti be matematinio modeliavimo. SprendZiant
taikomuosius uzdavinius matematinis modelis daugeliu atvejy yra lygciy da-
linémis iSvestinémis sistema, atspindinti esminius tiriamojo objekto elgesio
ypatumus tam tikroje taikymo srityje. Sistema turi buti papildoma apibrézi-
mo sritimi, kurioje ieSkomas sprendinys, ir reikalingais pradiniais ir krastiniais
duomenimis, uZtikrinanciais sprendinio vienati.

Tiesioginis analizinis tokiy modeliy tyrimas yra imanomas tik labai re-
tais atvejais. Dazniausiai jis leidZia gauti tik kokybinius objekto elgesio ypatu-
mus, kurie yra svarbiis, bet nepakankami. Tokiu biidu, plétojantis matematinio
modeliavimo sri€iai, atsirado skai¢iavimo metodu, leidZianciy gauti uzdavi-
nio pakankamai tiksly skaitini sprendini, poreikis. Kita vertus, bitent spartus
kompiuteriniy technologijy naSumo ir prieinamumo augimas salygojo toki pla-
ty sudétingy matematiniy modeliy naudojima mokslo, medicinos, inZinerijos
ir verslo srityse.

Formaliai skaitiné analizé gali biiti apibiidinama, kaip bendra matemati-
kos ir kompiuteriniy technologijy sritis, kuri kuria, analizuoja ir igyvendina
matematiniy uzdaviniy skaitinio sprendimo algoritmus (Atkinson 1989). Skai-
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tinés analizés sritys apima jvairius klausimus nuo grynai teoriniy matematikos
moksly iki techninés ir programinés jrangos itakos atskiry specifiniy algoritmy
realizacijai tyrimy.

Didelé Sios disertacijos dalis skirta krastiniy uzdaviniy diferencialinéms
lygtims grafuose skaitiniam sprendimui. Matematiniy modeliy grafuose ypa-
tumas yra uzdavinio apibréZimo sritis — matematinés lygtys formuluojamos $a-
kotose struktiirose, kurios gali biiti apraSomos pasitelkus grafy teorijos termini-
ja (zr. 2.1 poskyri). Tokios strutiiros pasiZymi sudétingesne geometrija, kurios
supaprastinimui yra taikomi srities skaidymo metodai. Taip pat i§siSakojimo
taskuose atsiranda papildomi tvermés désniai, kuriy aproksimacija ir tyrimas
inesa savo specifika ir papildomus klausimus i uZdavinio skaiting analize. To-
kiose strukttirose yra formuluojami transportavimo siaurais vamzdziais, elekt-
ros grandinés modeliavimo ir kiti uzdaviniai, taciau placiausiai Zinomi ir tiria-
mi modeliai Sakotose struktiirose yra neurono suZadinimo modeliai. Jau seniai
Zinoma, kad neuronas gali biiti sékmingai aprasytas Sakota struktiira (1 pav.).

1 pav. Neurono strukttiros vaizdavimas grafu

Fig. 1. Neuron represented by graph

Dél neurony geometrijos ypatumuy, kai Iastelés segmenty ilgiai yra Simtus
karty didesni uz skersmenis, taikomi lokaliai vienmaciai modeliai. Konstruo-
jant reakcijos — difuzijos modelio Sakotose struktlirose skaiting aproksimacija
svarbiu uZdaviniu tampa srauty tvermés désniy iSsiSakojimo taSkuose skaitiné
aproksimacija. Sis uzdavinys yra panasus i paraboliniy lyg&iy antrojo ir tre¢io-
jo tipo krastiniy salygy aproksimacija, taciau dar sudétingesnis. Tokie modeliai
daZnai pasiZymi netiesinémis savybémis ir reikalauja papildomy skaic¢iavimy
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norint apraSyti sprendinj tiesiniy lyg€iy sistema ir kitomis algebros operacijo-
mis. Modeliuojant Iasteliy, sujungty sudétingais sinapsiniais rySiais, grupes,
smarkiai didéja strukttira kartu su skai¢iavimy apimtimi. Todél atsiranda po-
reikis ieSkoti biidy, kaip efektyviai spresti tiesinés algebros uzdavinius ir algo-
ritmy lygiagretinimas yra vienas i§ sprendimo varianty.

Skaiciavimy apimtis taip pat sparciai auga sprendziant modelio identifi-
kavimo uZdavini, kai uzZdavinys yra sprendZiamas Simtus ar tiikstancius karty,
siekiant nustatyti modelio parametry reik§mes, su kuriomis gauti rezultatai ge-
riausiai atitinka eksperimentinius duomenis. Modelio identifikavimo uzdavi-
mo optimizavimo algoritmo parinkimo bei riboty parametry identifikuojamu-
mo galimybiy.

Klasikiniai uzdaviniai gali buti formuluojami ne tik nestandartinése srity-
se, bet ir su nestandartinémis krastinémis salygomis. Pastaraisiais deSimtme-
¢iais aktyviai tiriami nelokalieji uzdaviniai diferencialinéms lygtims dalinémis
iSvestinémis, kuriuose vietoje klasikiniy kraStiniy salygy naudojami sarysiai
tarp ieSkomos funkcijos ir jos iSvestiniy ant srities kontiro ir srities viduje. Be
abejo, uzdaviniy su neklasikinémis kraStinémis salygomis skaitiné analizé yra
netrivialus uZdavinys.

Darbo aktualumas

Darbe nagrinéjami paraboliniai modeliai nestandarinése srityse arba su
nestandartinémis kraStinémis salygomis. Nagrinéjamas vienmatis parabolinis
reakcijos — difuzijos modelis Sakotose struktiirose yra apibendrintas suzadini-
mo modelis, kurio vienas i§ konkretesniy ir pla¢iausiai Zinomy pavyzdZiy yra
HodZkino ir Hakslio (Hodgkin, Huxley 1952) netiesinis modelis, apraSantis
aksono suzadinima. HodZkino ir Hakslio modelis yra pagrindas daugeliui kity
matematiniy modeliy, kurie apraso skirtingy jony kanaly, ne tik kalio ir nat-
rio, veikima. Kiekvienas i§ papildomy jony kanaly gali biti modeliuojamas
analogiSkai kalio ir natrio kanalams HodZkino ir Hakslio modelyje. Todél Sis
modelis yra aktyviai tiriamas pra¢jus daugiau nei 60 mety po paskelbimo, uz
$i darba kairéjai gavo Nobelio premijq fiziologijos srityje.

Tolimesniame modelio vystyme galima i$skirti dvi pagrindines kryptis:

1. Modelio pritaikymas skirtingy tipy lasteléms jtraukiant naujy jony ka-
nalus, ty kanaly parametry nustatymas ir veikimo tyrimas. Kanalo lai-
dumo koeficientas, sklendziy kintamyjy pavidalas ir peréjimo greicio
funkcijy pavidalas yra dazniausiai neZinomi ir nustatomi priderinant
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modelij prie eksperimento duomeny.

2. Modelio lygciy sprendimas sudétingose didelése struktiirose, aprasan-
¢iose neurony, sujungty sudétingais sinapsiniais rySiais, grupes. To-
kiuose uzZdaviniuose formuluojami skirtingi tvermés désniai i$siSako-
jimo taSkuose, kurie reikalauja papildomos analizés ir tyrimuy.

Abiem atvejais skai¢iavimai gali biiti labai didelés apimties, todél reikalingi
specialiis skai¢iavimo algoritmai ir Siuolaikinés lygiagreciosios technologijos.
Taip pat pastaraisiais metais dél sparciai besivystanciy eksperimentiniy tyrimy
metodiky paskelbta gausybé informacijos apie neurony anatomines ir biofizi-
kines savybes, todél, siekiant pritaikyti vis sudétingesnius modelius prie ekper-
imentiniy duomeny, reikia spresti didelés apimties identifikavimo uzdavinius.
Nors $ioje srityje yra sukurti modeliavimo paketai, taciau dél kompromisy tarp
skaiciavimy kasty ir algoritmy universalumo paketuose naudojami algoritmai
turi savo spraguy.

Siame darbe nagrin¢jama paraboliné vienmaté netiesiné reakcijos — difu-
zijos lygtis Sakotose struktiirose su dviejy tipy tvermeés désniais iSsiSakojimo
ta§kuose. Sie désniai leidZia aprasyti kaip ir paprasta srauty persiskirstyma i3-
siSakojimo taskuose, taip ir sudétingesni mazga, kuriame vyksta reakcija. Ant-
rasis tvermeés désnis gali buiti naudojamas apraSant soma neurono modelyje.

Tyrimy eigoje iStirtos svoriné ir dviejy tipy prediktoriaus ir korektoriaus
baigtiniy skirtumy schemos, aproksimuojanc¢ios matematini modelj. Atlikta
§iy schemy stabilumo ir konvergavimo analizé, sudaryti ir realizuoti algorit-
mai. Nuoseklieji algoritmai yra iSlygiagretinti, pateikta lygiagreciyjy algoritmy
efektyvumo ir iSple¢iamumo analizé.

Klasikinio parabolinio uZdavinio analizé tampa sudétingesne ne tik nag-
rinéjant nestandarting sriti, bet ir naudojant nestandartines krastines salygas.
Pastaraisias deSimtmeciais ypac aktyviai tiriamos nelokalios krastinés salygos.
Siy uzdaviniy tyrimai salygojami ne tik teorinio intereso, bet ir praktinés bi-
tinybés: daugelis fizikiniy, cheminiy, biologiniy ir ekologiniy procesy apraso-
mi diferencialinémis lygtimis su nelokaliosiomis krastinémis salygomis. Darbe
atlikta vienmacio parabolinio uZdavinio su integraline kraStine salyga analizé,
istirtas skai¢iavimo schemy stabilumas ir konvergavimas.

Nagrinéjant netiesini suZadinty kriivininky apSviestame puslaidininkyje
rekombinacijos modelj jrodytas diferencialinio sprendinio apriorinis jvertis,
atlikta linearizuotos schemos analizé, sprendZiamas netiesinio modelio para-
metry nustatymo uzdavinys.
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Tyrimy objektas

Darbo tyrimo objektas yra skaitiniai metodai, skirti procesy modeliavimui
Sakotose struktiirose, sudaryty diskreciyju schemy stabilumas ir konvergavi-
mas, jy pagrindu sudaryti lygiagretieji algoritmai; diskreciyjuy schemuy, skirty
uzdaviniams su nelokaliosioms krastinéms salygoms aproksimuoti stabilumas
ir konvergavimas; netiesinio modelio identifikavimo uZdavinys.

Darbo tikslas

Disertacijos tikslas yra sudaryti ir realizuoti skaitinius algoritmus, skir-
tus paraboliniams uZdaviniams nestandartinése srityse arba su neklasikinémis
kraStinémis salygomis spresti, iSnagrinéti sudaryty skaitiniy schemy stabiluma
ir konvergavima; atlikti algoritmy lygiagretinima ir iStirti lygiagreciujy algorit-
my efektyvuma ir iSpléCiamuma; iSnagrinéti netiesinio matematinio modelio
identifikavimo uzdavinj.

Darbo uzdaviniai

Igyvendinant numatytus darbo tikslus buvo sprendZiami Sie uZdaviniai:

1. Sudaryti ir iStirti skaitinius algoritmus tiesiniam paraboliniam mode-
liui Sakotose struktlirose su skirtingais srauty tvermés désniais iSsiSa-
kojimo taSkuose.

2. Atlikti neurono suzadinimo skaitini modeliavima, pritaikyti Siam uZz-
daviniui ir i8tirti lygiagreciuosius algoritmus.

3. Atlikti parabolinio uzdavinio su nelokaligja integraline krastine salyga
skaiting analizg, iSnagrinéti skirtingus nelokalios salygos koeficienty
reikSmiy atvejus.

4. Atlikti netiesinio impulso relaksacijos puslaidininkyje skaitini mode-
liavimag ir skaiting analizg. Atlikti modelio identifikavimo eksperimen-

ta.
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Tyrimy metodika

Darbe atlikty tyrimy eigoje buvo taikomi diferencialiniy lygc¢iy dalinémis
iSvestinémis skaitiniai sprendimo metodai, jy konvergavimo ir stabilumo anali-
z¢s metodai, taikomosios funkcinés analizés metodai, lygiagreCiyjy algoritmy
konstravimo ir jy analizés metodai, globalios optimizacijos ir netiesiniy ma-
tematiniy modeliy parametry identifikujamumo nustatymo metodai. Skaitiniy
eksperimenty programos paraSytos C++ kalba, naudojant lygiagreciaja biblio-
teka MPI, grafy dalijimo jrankj Met is; kai kurie skai¢iavimo rezultatai lygi-
nami su NEURON paketo pagalba gautais rezultatais.

Darbo mokslinis naujumas

Disertacijoje iSnagrinéti trys matematiniy modeliy Sakotose strukttirose
skaitinio sprendimo algoritmai ir jy lygiagretieji analogai. Atlikto darbo re-
zultatai papildo iki Siol gautus rezultatus tiriant Siuos ir panasius uZdavinius.

Didelis démesys yra skiriamas tiesiniams modeliams grafuose, nes laste-
liy suZadinimo modeliai pasiZymi salyginiu tiesiSkumu ir gali biti skaidomi 1
kelias tiesines sistemas. Daug mokslininky nagrinéja skaitinius metodus suZa-
dinimo modeliams, taciau apsiribojama uZdaviniais viename segmente. Diser-
tacijoje iStirti du tvermés désniai iSsiSakojimo taskuose, ju skaitinei analizei
atlikti pritaikyti biidai, naudojami tiriant antrojo ir treCiojo tipo krastines sa-
lygas. Be tradiciSkai taikomos Sio tipo uZdaviniams svorinés schemos istirtos
dvi prediktoriaus — korektoriaus tipo schemos, irodytas $iy schemy stabilumas
ir salyginis konvergavimas.

Atliktas realizuoty skai¢iavimo algoritmy grafuose lygiagretinimas ir ly-
giagreciyjy algortimy analizé. Skaiiavimo paketuose realizuoti lygiagretieji
algoritmai néra universals ir kai kuriais atvejais netinkami naudoti. Parody-
ta, kad superpozicija grindziamos neisreikstinés skai¢iavimo schemos lygia-
gretinimo efektyvumas yra pakankamai auksStas, todél ji gali buti sékmingai
naudojama lygiagreciuose skai¢iavimuose.

Atlikta taskinio netiesinio uZdavinio, aprasyto paprastyjy diferencialiniy
lygciy sistema, analizé: irodytas sprendinio apriorinis jvertis, pasitilyta lineari-
zuota skai¢iavimo schema, irodytas schemos stabilumas ir konvergavimas.

Disertacijoje taip pat nagriné¢jamas uZzdavinys su nelokaligja integraline
krastine salyga. Atlikta sisteminga tokio tipo nelokalios salygos analizé visoje
parametry (a,b) plokStumoje. Pateikiama diskreciosios neiSreikstinés Eulerio
schemos stabilumo analizé maksimumo normoje, pagerinti Zinomi stabilumo
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rezultatai. Integralinés krastinés salygos atveju irodytas uZdavinio jautrumo in-
tegralinés salygos atzvilgiu jvertis, parodantis tik salygini konvergavima, ir pa-
sidilytas reguliarizuojantis sarySis tarp diskreCiyjy Zingsniy.

Darbo rezultaty praktiné reikSmé

Sudaryti ir realizuoti skaitiniai algoritmai, kurie leidZia modeliuoti reak-
cijos — difuzijos procesus Sakotose struktlirose, tarp ju neurono suZadinimo
procesa. Dideliy struktiry tyrimams realizuoti lygiagretieji algoritmai, pagristi
duomeny lygiagretumo principu.

Realizuotas netiesinio suZadinty kriivininky rekombinacijos modelio opti-
mizavimo algortimas. Pateikti parametry identifikuojamumo tyrimo rezultatai
rodo, kad ne visus modelio parametrus imanoma nustatyti.

Ginamieji teiginiai

1. Diskreciyjy matematiniy modeliy grafuose tyrimui taikytini metodai,
naudojami tiriant diskreciuosius modelius su antrojo ir treciojo tipo
krastinémis salygomis.

2. Realizuoty lygiagreciyjy algoritmy grafuose efektyvumas daugiausiai
priklauso nuo duomeny paskirstymo kokybés ir branduoliy konkuren-
cijos del bendros atminties.

3. Vienmatés parabolinés lygties su nelokaligja integraline salyga diskre-
¢iosios schemos stabilumo ir konvergavimo sritis priklauso nuo nelo-
kaliosios salygos koeficienty Zenkly.

4. Netiesinio kruvininky rekombinacijos modelio diskretusis sprendinys
atkartoja pagrindines diferencialinio sprendinio savybes. Modelio pa-
rametry identifikuojamumas su naudojamais eksperimentiniais duo-
menimis yra ribotas.

Darbo rezultaty aprobavimas

Tyrimai atlikti Vilniaus Gedimino technikos universitete. Su disertacijos
tema susije rezultatai paskelbti 7 moksliniuose straipsniuose: 6 straipsniai pub-
likuoti recenzuojamuose mokslo leidiniuose, i$ jy 5 — leidiniuose itrauktuose i
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MII Web of Science duomeny baze. Autorés publikacijos pateiktos disertacijos
pabaigoje.
Disertacijos tema perskaityti 13 praneSimy Lietuvos ir kity Saliy konferen-

cijose:

1.

10.

Tumanova, N. Netiesiniai modeliai grafuose, 11-0ji Lietuvos jaunuyju
mokslininky konferencija ,,Mokslas — Lietuvos ateitis“. Vilnius, 2008-
03-28.

Tumanova, N. Hodgkin ir Huxley modelio grafuose skaitiniai spren-
dimo metodai, Lietuvos Matematikos Draugijos XLIX konferencija.
Kaunas, 2008-06-25.

Ciegis, R.; Tumanova, N. On Predictor-Corrector Algorithms for Para-
bolic Problems on Graphs, in 8th European Conference on Numerical
Mathematics and Advanced Applications, ENUMATH 2009. Uppsala,
Sweden, 2009-06-29.

Tumanova, N. Lygiagretus prediktoriaus-korektoriaus algoritmas para-

bolinéms lygtims grafuose spresti, 13-0ji Lietuvos jaunyjy mokslinin-
ky konferencija ,,Mokslas — Lietuvos ateitis*. Vilnius, 2010-04-09.

. Tumanova, N.; Ciegis, R. Parallel predictor corrector algorithms for

systems of parabolic equations on graphs, 15th International Conferen-
ce Mathematical Modelling and Analysis. Druskininkai, 2010-05-26.

Tumanova, N. Lygiagretus algoritmas paraboliniams uZdaviniams gra-
fuose spresti, 1-0ji jaunyjy mokslininky konferencija ,,Fiziniy ir tech-
nologijos moksly tarpdalykiniai tyrimai*. Vilnius, 2011-02-08.

Tumanova, N. Visiskai neiSreikstinés schemos parabolinéms lygtims
grafuose konvergavimo analizé, 14-0ji Lietuvos jaunyjy mokslininky
konferencija ,,Mokslas - Lietuvos ateitis“. Vilnius, 2011-04-08.

Tumanova, N.; Ciegis, R. Parallel fully implicit algorithm for systems
of parabolic equations on graphs, in 16th International Conference
Mathematical Modelling and Analysis. Sigulda, Latvia, 2011-05-25.

Tumanova, N.; Ciegis, R. Visiskai neiSreikStinés schemos paraboli-
néms lygtims grafuose konvergavimo analizé, Lietuvos Matematikos
Draugijos LII konferencija. Vilnius, 2011-06-16.

Ciegis, R.; Tumanova, N. Parallel algorithms for nonlinear parabolic
problems on graphs, in 9th International Conference on Parallel Pro-
cessing and Applied Mathematics. Torun, Poland, 2011-09-11.
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11. Tumanova, N. Prediktoriaus ir korektoriaus srities skaidymo algorit-
mas parabolinéms lygtims grafuose spresti, 2-0ji jaunyjuy mokslininky
konferencija ,,Fiziniy ir technologijos moksly tarpdalykiniai tyrimai®.
Vilnius, 2012-02-14.

12. Tumanova, N.; Meiliunas, M.; Ciegis, R. Netiesinio suzadinty krivinin-
ky rekombinacijos modelio skaitiné analizé, 15-o0ji Lietuvos jaunuyjy
mokslininky konferencija ,,Mokslas — Lietuvos ateitis“. Vilnius, 2012-
04-26.

13. Tumanova, N.; Ciegis, R. The numerical analysis of nonlinear model of
excited carrier decay, in 17th International Conference Mathematical
Modelling and Analysis. Tallinn, Estonia, 2012-06-06.

Tyrimo rezultatai buvo pristatyti 4 Vilniaus Gedimino technikos universi-

teto Matematinio modeliavimo katedros seminaruose.

Disertacijos struktura

Disertacija sudaro ivadas, 5 skyriai, iSvados ir literatliros sarasas. Skyriai
yra suskaidyti i poskyrius. Disertacijoje naudojama numeracija ,,skyrius.pos-
kyris®, ,,skyrius.paveikslélis®, ,,skyrius.lentelé” ir t. t. Formulés yra numeruo-
jamos kiekviename skyriuje atskirai, t. y. ,,skyrius.numeris®.

Darbo apimtis yra 135 puslapiai, kuriuose pateikta 209 formulés, 14 pa-
veiksly ir 26 lentelés. Disertacijoje remtasi 98 kity autoriy literatiiros Saltiniais.

Padéka

Esu dékinga savo mokslinio darbo vadovui prof. habil. dr. Raimondui Cie-
giui uz skirta laika, pagalba ir padrasinimg. Dékoju doc. dr. Mecislavui Meilt-
nui uzZ recenzavima ir patarimus, padéjusius patobulinti disertacijg, prof. habil.
dr. Vladimirui Gavriu$inui uz konsultacijas. Dékoju Matematinio modeliavimo
katedros kolektyvui uz pagalba ir palaikyma, taip pat uz gera atmosfera darbe.
ACill mano artimiesiems uz kantrybe ir supratinguma.






Matematiniai modeliai
nestandartinése srityse arba su
neklasikinémis krastinémis
salygomis

Diferencialiniy lygciy dalinémis iSvestinémis teorijos pagrindinés savo-
kos susiformavo tiriant klasikinius matematinés fizikos uzdavinius ir $iai die-
nai yra pakankamai gerai iStirtos. Pagrindiniy krastiniy salygy korektiSkumas
elipsinéms, parabolinéms ir hiperbolinéms lygtims yra nuodugniai iSnagrinétas
daugelyje knyguy ir straipsniy (Ladyzhenskaya 1973; Samarskii 2001). Taciau
Siuolaikiniai gamtos moksly tyrimai salygoja kokybiSkai naujy uzdaviniy for-
mulavimo ir analizés bitinybg. Tai gali biiti uZzdaviniai su neklasikinémis kras-
tinémis salygomis arba uZdaviniai, formuluojami nestandartinése srityse. Sio
darbo interesy sritis yra reakcijos — difuzijos modeliai Sakotose struktiirose,
bei uzdaviniai su nelokaliomis papildomomis salygomis.

11



12 1. MATEMATINIAI MODELIAI NESTANDARTINESE SRITYSE ...

1.1. Matematiniai modeliai grafuose: neurono
suzadinimo modeliai

Vienas Zinomiausiy taikomyjy uZdaviniy, apraSomas reakcijos — difuzijos
— perneSimo lygtimis Sakotose struktiirose, yra neurono simuliacijos modeliai,
grindZiami HodZkino ir Hakslio netiesiniy lyg¢iy sistema (Hodgkin, Huxley
1952):

oV a 0%V
™9t 2R, 012 R(V), (D

R(V) = ggn*(V = Vi) 4+ gnamh(V — Vo) + 51(V — W), (1.2)
W = 0 (V)(1 =)~ BV, (13)
B (V)= m) = B (Vym, S = (V)1 h) = V),
an(V) = 2OU0=V) 5 ) 0125 exp(—V/80),

oo (957) — 1
am(V) = —2MBZV) g vy = dexp(—V/18), (L4)

exp (2516V> —1

1

ap(V) =0,07exp(—V/20), Br(V) =

exp (3016V> 1

Sio modelio lygtyse V' Zymi membranos veikimo potenciala, C,, — membra-
nos elektring talpa, R, — specifing varZa, a — aksono spinduli. Netiesinis narys
R(V') zymi bendra jony srovés, einancios per membrana, tanki, o joniné sro-
veé yra visy dalyvaujanciy jony rusiy individualiy inaSy algebriné suma. g,
JNq ir g; yra maksimalios pastovios joniniy komponenciy laidumo reik§més,
Vi, Vg ir V yra pastoviis joniniy komponenciy pusiausvyros potencialai.
Kintamieji m, n ir h yra bedimensiniai dydziai, Zymintys membranos kanaly
,atvirumo* laipsni, jie kinta nuo 0 iki 1. Siy dydZiy poky¢&iai apra§omi pirmos
eilés kinetinémis lygtimis (1.3), kuriy koeficientai priklauso nuo membranos
potencialo V. Kadangi 0V /0x yra proporcingas aSinei srovei dydis, daZniau-
siai taikomos antrojo tipo krastinés salygos. PavyzdZiui, salygos
2% RoI ov

- — 7 =0
Oz lz=0 ma?’ Oz lz=L
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rodo, kad taske x = 0 lastelé suZadinama I mA srove, ir aSiné srové nenu-
teka per taSka x = L. Kartais skai¢iavimuose naudojama nutekancios srovés
(ang. leaky end) kraStiné salyga:

:Eal - Raglv(xat)
or Ta? '

Pritaikytas vienam kalmaro aksono segmetui modelis tapo visos teorijos,
paaiSkinan&ios jtampos poky¢ius lasteléje, pagrindu. Sis darbas paskatino ki-
ty Iasteliy elektriniy sqvybiy teorinius ir eksperimentinius tyrimus. FitzHugh
(1961) pasiiilé supaprastintag modelj, palengvinantj dideliy neurony grupiy si-
muliacijg ir potencialo generavimo dinamikos matematini supratima:

av 9V

— = V-V W,
dt 8x2+ +
Td—W:V—a—bI/V,

dt

¢ia V' Zymi membranos veikimo potenciala, W — atkiirimo kintamaji, [ —
stimuliuojancios srovés tanki, o a ir b yra konstantos. Sio modelio paprastu-
mas leidZia istirti sprendinio savybes, geometriskai pavaizduoti svarbias neu-
rony suzadinimo ir smailiy generavimo mechanizmo biologines savybes. Fi-
tzHugh modelio pagrindu sukurta nemazai neurono modelio variaciju, pavyz-
dZiui, Morris-Lecar, Hindmarsh-Rose modeliai. Daug modeliy yra aprasyta
neuromodeliavimui skirtose monografijose (Izhikevich 2007; Koch, Segev
1998; Koch 1999), kur yra nuodugniai iSdéstyta modeliavimo eiga ir biofi-
zikinis pagrindas.

Taciau, nepaisant daugybés kity modeliy, HodZkino ir Hakslio modelis
yra placiai taikomas ir dabar, kaip tiksliausiai aprasantis lastelés veikimo po-
tencialo mechanizma (Koch 1999). Siuolaikiniai sudétingi modeliai apraSo
dideli jony kanaly skaiciy (paprastai vir§ 10), o taikomiesiems skai¢iavimams
yra sukurti skai¢iavimo paketai. Hodzkino ir Hakslio modelio pagrindu mode-
livojami Sirdies audiniai ir kitos lastelés.

1.1.1. Skaitiniai sprendimo metodai ir analizé

Hodzkinas ir Haksli aproksimavo netiesing sistema baigtiniais skirtumais
ir apskaiciavo skaitinj sprendinj taikydami neisreikStini metodg ir iteracijas.

Hodzkino ir Hakslio modelis pasiZymi taip vadinamu salyginiu tiesiSkumu
(ang. conditionally linearity). Tai reiSkia, kad itampos lygtis (1.1) yra tiesiné,
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jei zinomi dydZiai m,n ir h. Taip pat lygtys (1.3) yra tiesinés, jei Zinoma jtam-
pos reik§mé. Si savybé yra bendra netiesiniy neuroniniy modeliy savybé. Ji
leidZia suskirstyti netiesini uZdavini i du paprastesnius tiesinius uzdavinius.
Kai sprendiniui aproksimuoti taikomas neisreikstinis Eulerio metodas, netie-
siSkumui paprastai taikomos Pikaro iteracijos. Mascagni (1990) jrodé Pikaro
iteracijy metodo kartu su neiSreikStiniu Eulerio metodu konvergavima L9 nor-
moje HodZkino ir Hakslio lygtims, kai laiko diskretusis Zingsnis yra pakanka-
mai mazas.

Vieni pirmyjy Cooley, Dodge (1966) pasitilé skaitini algoritma HodZki-
no ir Hakslio sistemai spresti naudojant Kranko-Nikolsono iteracing schema.
Tai biivo pirmasis kartas, kai HodZzkino ir Hakslio lygtims buvo pritaikytas
antros tikslumo eilés metodas. Taikant Kranko-Nikolsono metoda, lygciy (1.3)
sprendinys apskaiciuojamas laiko sluoksnio viduriniame taske, o lygties (1.1)
sprendinys — naujame sluoksnyje. Sis metodas taikomas be iteraciju, kai siste-
ma yra salygiskai tiesiné. Sio metodo stabiluma ir konvergavima suZadinimo
modeliy klasei jrodé Chiegis (1992). Tame padiame darbe yra jrodytas neis-
reikStinio Eulerio metodo su Pikaro iteracijomis stabilumas ir konvergavimas
maksimumo normoje.

Kranko-Nikolsono metodas yra vienas placiausiai taikomy neuromodelia-
vime. Pastebima, kad taikant Kranko-Nikolsono metoda su pakankamai dideliu
laiko diskretizacijos Zingsniu, kartais atsiranda svyravimy (Koch, Segev 1998),
vis délto yra atvejuy, kai Zingsnio pasirinkimas yra ribojamas.

Nors neisreikstinis Eulerio ir Kranko-Nikolsono metodai yra populiariau-
si, kai kurie tyréjai taiko kitus, daZniausiai paprastesnius iSreikStinius metodus.
Hanslien et al (2005) irodé salygini iSreikstinio Eulerio metodo stabiluma ir
konvergavima netiesiniam HodZkino ir Hakslio modeliui. Koch, Segev (1998)
savo monografijoje skiria visa skyriy skaitiniams metodams neuromodeliavi-
me. Be paminéty populiariausiy metody, ¢ia galima rasti kity metody — kaip,
pavyzdziui, iSreiksStinio Eulerio, Rungés-Kuta, Giro, — apraSyma ir nuomong
apie jy tinkamuma Sio tipo uzZdaviniams spresti.

1.1.2. Sakotos struktiiros

ApibréZziant struktiira, vienas neuronas gali turéti Simtus briauny, vadina-
my dendritais. Aksonai daZnai irgi pasiZymi sudétingesné geometrija ir Sako-
jasi medzio pavidalu. Dendritai gali buti nagrinéjami kaip stipriai Sakota struk-
tira, kur kiekvienas kabelio segmentas gali biiti nusakomas skirtingu spinduliu
ir membranos savybémis.

Pirmas bandymas modeliuoti elektrostimuliacijos tyrima dentrity medyje
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buvo apraSytas Rall (1962). Jis apraseé taip vadinama ,d3/? desni®, kuris teigia,
kad dendrity medis gali biiti pakeistas ekvivalenciu cilindru, jei yra iSpildytos
salygos:

1. visy Saky elektrinés varzos yra vienodos;

2. visuose galuose galioja vienodos krastinés salygos;

3. visi galai yra vienodai nutolg nuo medZio kamieno pradZios;
4

. kiekviename iSsiSakojimo taske galioja sarysis tarp pirminés ir dukte-
riniy Saky skersmenuy:

3/2 _ 3/2
dp/ _dej :
J

Sakotos struktiiros transformavimas 1 ekvivalenty cilindra i§saugo duomenis
apie membranos pavir§iy, t. y. medzio membranos pavirSiaus plotas yra toks
pat, kaip ir ekvivalentaus cilindro, kurio skersmuo lygus medZio kamieno
skersmeniui, o ilgis lygus viso medZio ilgiui. D¢l to transformacijos metu ne-
sikeiCia visi kintamieji, susieti su membranos ploto vienetu, t. y. jony kanaly
tankiai, membranos varza ir elektriné talpa (Koch 1999). Savo tyrimuose Rall
pritaike Sia technika tyriant katés o motoneuronus, kur somantinis lastelés po-
tencialas buvo modeliuojamas kaip vienas ekvivalentus cilindras.

Realiis dendritiniai medziai retai atitinka visas salygas, reikalingas Siai
transformacijai atlikti, dauguma neurony paZeidZia maZiausiai viena salyga.
Todél buvo sukurti metodai, leidziantys nustatyti tiksly itampos atsaka i stimu-
liacija elektros srove. Tiksliy metody grupé naudoja superpozicijos principa,
todél daroma prielaida apie membranos tiesines savybes. Koch, Poggio (1985)
pasiiilé algoritma, apskaic¢iuojanti itampos taske j atsako i stimuliacija elekt-
ros srove taSke ¢ Laplaso transformacija bet kurios geometrijos dendritiniame
medyje. Abbott ef al (1991) pasitle kita buida, kai itampos taSke j atsakas i
stimuliacijg srove taske ¢ nustatomas jvertinant kabelio Gryno funkcija visuose
keliuose nuo j iki i. Sie metodai, nors ir yra tikslis, taciau turi eil¢ trikumy: kai
srové ateina i§ n tasky, skaiiavimy apimtis auga n? grei¢iu, metodai naudo-
ja membranos tiesines savybes ir negali buti taikomi, kai membranos savybés
priklauso nuo jtampos.

Populiariausias §iuo metu metodas, grindZiamas skai¢iavimo srities dis-
kretizavimu, buvo aprasytas Rall (1964). Jis vadinamas sekcijiniu modeliavi-
mu (ang. compartmental modeling) ir yra grindZiamas struktiros skaidymu i
mazas dalis, kuriy membranos yra izopotencialinés. Fizikiniy savybiy poky-
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¢iai ir itampos poky¢iai atsiranda ne sekcijose, o tarp ju. Kiekvienoje sekcijoje

Ia

1.1 pav. Neurono lastelés sekcija

Fig. 1.1. The compartment of the neuron

galioja Kirchhofo désnis, kuris i§ esmés yra elektros srovés sekcijoje tvermés

désnis: p
v Vg — U
¢j gy T fion; = >
w ik

Sakota lastelés struktiira atkuriama sujungiant sekcijas, i$ kuriy kiekviena gali
turéti skirtingas anatomines ir biofizikines savybes, diskretizacijos tasky skai-
¢iy. Didelis sekcijinio metodo privalumas yra galimybé kombinuoti membra-
nas, pasizymincias skirtingomis savybémis: taip neurono modelyje atsiranda
somos, dendritai, aksonai, turintys ivairias savybes ir galintys turéti daug si-
napseés tasky.

Siuo metodu remiasi populiariausi neuromodeliavimo paketai NEURON
(Hines, Carnevale 1997) ir GENESIS (Bower, Beeman 1998).

1.1.3. Algoritmai Sakotose strukturose

Aproksimuojant netiesini modeli vienoje $akoje neiSreikStiniu Eulerio ar
Kranko-Nikolsono metodu gaunama trijstrizainé tiesiniy lygc¢iy sistema, kuri
yra efektyviai sprendZiama perkelties metodu. Aproksimuojant diferencialing
lygti Sakotoje struktiiroje gaunama lygc€iy sistemos matrica néra triistrizainé del
mazgy, kurie jungia daugiau nei dvi Sakas. Tokios sitemos sprendimas, ypac
dideliy realiyjy taikomyjy uzdaviniy atveju, reikalauja specialiy metody.

Hines (1984) pasialé metoda, skirta Sakotoms medZio tipo struktiiroms
be uZdary kontiiry. Metodo esmé yra tam tikras Saky numeracijos eiliSkumas,
kuriuo gauta specialaus pavidalo tiesinés sistemos matrica sprendZiama atlikus
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O(N) operacijy, kur N yra bendras diskreCiyjy tasky skaicius, t. y. taip pat
efektyviai, kaip ir nesiSakojacios struktiiros atveju. Taciau taikant §i metoda,
perskaiciuojamas sprendinys visoje struktiroje, nors didZioji neurono dalis gali
biti ramybés biisenoje.

Mascagni (1991) pasitilé algoritma, grindZiama superpozicijos principu.
Reakcijos — difuzijos lygtis yra aproksimuojama neiSreikStiniu Eulerio meto-
du, tada taikant modifikuota faktorizacijos algoritma, sprendinys kiekvienoje
briaunoje yra iSreiSkiamas sprendiniy briaunos galuose suma. Gauname re-
dukuota tiesiniy lygciy sistema, kurios dydis yra lygus skirtingy sekcijy su-
jungimo taSky skaiciui. Kai sprendinys briauny galuose yra apskaiciuotas,
sprendinys kiekvienoje briaunoje randamas atlikus O(N) aritmetiniy veiks-
muy, nes kiekvienoje atskiroje briaunoje sprendinys apraSomas triistriZaine sis-
tema. Skirtingai nei Hines pasitlytas metodas, Sis algoritmas leidZia nagrinéti
struktiiras su uzdarais ciklais. Si skai¢iavimo schema nagrinéjama 2 skyriuje.

Naudojant Mascagni visiSkai neiSreiksting baigtiniy skirtumy schema, ku-
ri pasiZymi geromis stabilumo savybémis, kiekvienu laiko momentu reikia
spresti lygciy sistema, kuri gausiai Sakotos struktiiros atveju gali buti didelé.
Todél, sprendZiant realius didelés apimties uzdavinius, aktualiu tampa sprendi-
mo algoritmo iSlygiagretinimas, kad biity galima efektyviau panaudoti Siuolai-
kines daugiaprocesorines technologijas ir sutrumpinti skaiciavimo laika, arba
sékmingai iSspresti didesni uZdavini per ta patj laika. Geromis lygiagretini-
mo savybémis pasiZzymi prediktoriaus ir prediktoriaus — korektoriaus schemos,
realizuojancios srities skaidymo (ang. domain decomposition) principa.

Prediktoriaus — korektoriaus metodas ir srities skaidymo metodai yra pla-
¢iai naudojami sprendZiant elipsines ir parabolines lygtis dalinémis iSvestiné-
mis daugiamatése srityse (Dryja, Tu 2007; Mathew 2008; Quarteroni, Valli
1999; Zhuang 2006). Nauji Siy idéjy plétojimai yra pateikti darbuose (Vabish-
chevich 2008, 2011), kur nagrinéjami nestandartiniai srities skaidymo meto-
dai su persidengianciomis ir nepersidengianciomis sritimis. Srities skaidymo
ir prediktoriaus — korektoriaus metodai gali buti pritaikyti ir uZdaviniams gra-
fuose (Rempe, Chopp 2006; Shi, Liao 2006).

Rempe, Chopp (2006) aprase prediktoriaus — korektoriaus schema Hodz-
kino ir Hakslio lygtims Sakotose struktiirose. ApibréZimo sritis yra skaidoma
iSsiSakojimo taskuose i vienmates briaunas, o sprendinys atskirose briaunose
apskai¢iuojamas perkelties metodu. Tokiu badu algoritmo kastai yra O(N).
Publikacijoje pateiktos prediktoriaus — korektoriaus algoritmo realizacijos kar-
tu su neiSreiksStine Eulerio ir Kranko-Nikolsono schemomis. Parodg, kad skai-
¢iavimo procedira, kuri taikoma sritims su uZdarais konturais, yra lengvai rea-
lizuojama ir lygiagretinama, o taip pat lengvai leidZia neskaiciuoti pusiausvy-
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ros busenoje esanciy sri¢iy, skai¢iavimo schemos stabiluma ir konvergavima
autoriai nagrinéjo tik eksperimentiskai. Pateikti skaiciavimy rezultatai rodo
toki pat prediktoriaus — korektoriaus algoritmo konvergavima, kaip ir neis-
reik$tinés schemos. Taciau be teorinés analizés liko atviras klausimas, ar visais
atvejais i8reikStinis prediktoriaus Zingsnis neineSa reikSmingos paklaidos.

1.1.4. NEURON paketas

NEURON yra atskiry neurony ir neurony tinkly modeliavimo terpé, lei-
dZianti konstruoti ir tirti modelius nesigilinant i skaitiniy metody ir progra-
mavimo klausimus. NEURON yra efektyvus jrankis, tiriant atskiras lasteliy
dalis ir maZas lasteliy grupes, kurioms svarbi yra lastelés geometrija ir memb-
ranos savybeés. Jis gerai pritaikytas medzio pavidalo struktiiroms (be uzdary
kontiiry), kuriose membrany kanaly parametrai aproksimuojami dalimis to-
lydziomis funkcijomis. Vartotojo nustatytos membranos biofizikinés savybés
(pavyzdZiui, jony kanalai) ir citoplazmos savybés (buferiai, perne$¢jai) apra-
Somos diferencialinémis ir kinetinémis lygtimis, kurios yra sprendZiamos ne-
iSreikStiniais metodais (Hines, Carnevale 1997).

Vartotojas gali pasirinkti i$ keliy integravimo metody priklausomai nuo
skaiciavimo prioritety: tikslumo, stabilumo ar greitaveikos. Integravimo meto-
das pagal nutyléjima yra neiSreikstinis Eulerio metodas, kuris yra besalygiskai
stabilus ir rodo pakankamai gerus rezultatus net su gana dideliais integravi-
mo Zzingsniais. Netiesiniams modeliams §is metodas naudojamas iteruojant.
Kitas paketo skai¢iavimo metodas su fiksuotu laiko diskretizavimo Zingsniu
yra Kranko-Nikolsono metodas, kurio tikslumo eilé laiko diskreciojo Zings-
nio atzvilgiu yra antroji. Sis metodas naudojamas be iteracijy net ir netiesi-
niams modeliams. Nors Kranko-Nikolsono metodas formaliai yra stabilus, ta-
¢iau kartais stebimi dideli amplitudés svyravimai, kai diskretizavimo Zings-
nis yra didelis arba sprendinys kinta labai greitai. Taciau daugumoje situaci-
ju Kranko-Nikolsono metodas veikia korektiskai ir didesniu tikslumu, nei ne-
iSreikStinis Eulerio metodas. UZdaviniams, kuriems tinka Kranko-Nikolsono
metodas, taip pat gali buti pritaikytas CVode adaptyviyju Zingsniy metodas
(Cohen, Hindmarsh 1996). Sis metodas labiausiai tinka simuliacijoms, kai las-
telé yra Zadinama impulsy serija, tarp kuriy egzistuoja pakankamai ilgas laiko
tarpas (ang. spiking neuron model).

NEURON paketas naudoja specialy sekcijy iSdéstymo algoritma, pasiiilyta
Hines (1984), kurio suformuotos matricos Gauso eliminavimo algoritmas at-
lieckamas per O (V) operacijy kiekviename laiko sluoksnyje. Nors §is metodas
pasizymi puikiomis grei¢io savybémis, taciau netinka modeliams su uZzdaru
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kontiiru.
1.1.5. Lygiagretieji skai¢iavimai

Gerai Zinoma, kad smegeny veikla gali buiti modeliuojama kaip sudeétin-
ga elektros grandiné. Taciau norint apraSyti smegeny veikima, turime paisy-
ti sudétingos sinapsiniy ryS$iy tarp atskiry neurony architektiros ir neurony
netiesiniy elektriniy savybiy. Tokie modeliai priklauso nuo labai didelio pa-
rametry skaiCiaus. Neuronai gauna signalus i$ tiikstan¢iy kity neurony, kurie
yra sujungti i sudétingus medZius ir kuriems tiksliai aprasyti reikia tiikstanciy
sekciju. Jeigu sprendZiamas atvirkstinis uzdavinys, kuriuo siekiama nustaty-
ti parametry reikSmes pritaikant skai¢iavimus prie eksperimentiniy duomenu,
skai¢iavimy apimtis didéja eksponentiniu greiciu su kiekvienu papildomu pa-
rametru.

Akivaizdus §ios problemos sprendimas yra lygiagrec¢iujy technologijy, ku-
rios dabar yra vis labiau prieinamos kiekvienam tyréjui, naudojimas. Miglio-
re et al (2006) aprasé NEURON terpei sukurta moduli (MPI technologijos
pagalba), skirtg lygiagretiems skai¢iavimams. Pateikti skai¢iavimo testai rodo
beveik tiesinj iSlygiagretinty skaiciavimy efektyvuma. Zhuang (2006) aprasé
dar vieng Hines algoritmo lygiagretinimo biida.

Labai idomus projektas Sioje srityje yra Siuo metu vykdomas Blue Brain
projektas (Markram 2006), kurio vienas i§ tiksly yra smegeny veiklos mo-
deliavimas ir virtualiy smegeny kiirimas. Modeliavimo eigoje naudojami bio-
logiskai tikslis, taciau daug skaiciavimy reikalaujantys HodZkino ir Hakslio
tipo modeliai su daugiau nei de§imtimi skirtingy jony kanaly. Siuo metu pas-
kelbta, kad pavyko sumodeliuoti Ziurkés smeigtuko galvutés dydZio smegeny
Zieves skilties (apie 10000 neurony, sujungty 3 - 107 sinapsiniais rySiais) veik-
la. Siame eksperimente buvo naudojamas Blue Gene kompiuteris, turintis 8192
procesorius.

1.2. Nelokaliosios krastinés sglygos

Situacija, kai elektros srove yra leidZiama viename aksono gale, o atsakas
matuojamas kitame aksono segmente, yra idomi tik kaip modelinis uzZdavinys.
Realiai kiekvienas neuronas biina sujungtas su Simtais ar net tukstanciais ki-
ty neurony taip vadinamais sinapsiniais rysiais. Dauguma §iy sujungimy tasky
iSsidéstg ant dendrity ir somu, taciau pasitaiko ir ant aksony. Sinapsiy modelia-
vimas ir tyrimas yra palyginus nauja ir dabar sparciai besivystanti neuromoks-
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lo Saka. ApraSyta jvairiausiy sinapsiy iSdéstymo budy: pavienés ir didelémis
grupémis, daZnai ne dendrity galuose, o vidiniuose taSkuose. Neurono gauna-
mas kriivis yra sumuojamas taikant netiesines erdvinio sumavimo (ang. spatial
summation) arba sumavimo laike (ang. temporal summation) taisykles (Koch
1999); daznai taip pat tenka paisyti sudétingy plastiSkumo efekty (ang. plasti-
city), kai rysys tarp dviejy neurony gali stipréti arba silpnéti priklausomai nuo
gaunamy signaly arba net nuo signaly, gaunamy arti iSdéstytose sinapsése.

IS esmés tai panaSu i nelokalias salygas, siejancias ieSkomos funkcijos ir
jos iSvestiniy ant srities kontiiro ir srities viduje reikSmes. UZdaviniai su ne-
lokaliosiomis krastinémis salygomis placiai studijuojami Siais laikais tokiose
srityse, kaip Silumos laidumas ir termodinamika (Bouziani 1999; Cannon,
Matheson 1993; Day 1992), plazmos fizika (Sun 1996), ir kitos (Dehghan
2005; Samarskii 1980). Daug pavyzdZiy ir placia jvairiy salygu tipy apZvalga
savo vadovélyje pateiké Sapagovas (2007).

Tarp nelokaliyjy uZdaviniy galima i$skirti klas¢ uZdaviniy su integraliné-
mis salygomis. Nelokalias integralines salygas galima traktuoti, kaip neloka-
liyju salygy apibendrinima. Diferencialiniy lygéiy dalinémis iSvestinémis su
integralinémis salygomis tyrima pradéjo Cannon (1963), nagrinédamas $ilu-
mos laidumo lygti su salyga

/bg(x,t)U(ﬂzt)dx =E(t), 0<t<T.

Nelokalias integralines salygas savo darbuose nagrinéjo (Ciegis et al 2001,
2002; Day 1983; Dehghan 2005; Ekolin 1991; Fairweather, Lopez-Marcos
1996; Pecliulyté et al 2005; Sapagovas 2008) ir daug kity autoriy. Be to-
kiy populiariy pritaikyty Sioje disertacijoje diskreciyjy schemy stabilumo ty-
rimo metody, kaip maksimumo principas ir energetiniai metodai, placiai uz-
daviniams su nelokaliosiomis salygomis yra taikomas discrec¢iojo operatoriaus
matricos spektro tyrimas (Ivanauskas et al 2009; Jachimaviciené et al 2009;
Sapagovas 2008): diskreciojo uzdavinio su nelokaligja salyga operatorius yra
nesimetrinis, o jo tikrinés reik§més gali buiti neigiamos ir kompleksinés.

Diferencialiniy uZdaviniy su nelokaliomis salygomis sritis yra labai plati,
o iSnagrinéti, nors ir svarbiis, bet tik atskiri atvejai. Todél aktualts yra tyri-
mai su jvairiomis nelokaliomis salygomis. 4 skyriuje nagriné¢jamas parabolinis
uzdavinys su trimis integralinés salygos koeficienty variantais, pateikiama de-
talesné atskiry nagrinéjamy uzdaviniy apZvalga.
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1.3. Modelio identifikavimas

Matematinio modeliavimo proceso galutinis rezultatas daznai yra ne tik
sumodeliuoti sistemos biisena arba atsaka i suZadinima, bet ir nustatyti neZino-
mus modelio parametrus, pritaikant sprendinj prie fizinio eksperimento metu
gauty duomeny.

Neurony modeliy parametry nustatymas yra sunkus uZdavinys. Nors, i$
vienos pusés, skai¢iuojamoji kompiuteriy galia nuolat auga, leisdama tirti pla-
¢ias parametry reikSmiy aibes, taciau tuo pat metu auga modeliy sudétingumas,
o parametry skaicius kartais skaiiuojamas Simtais. Todél neurony modeliy
identifikavimas reikalauja automatizuoty sprendimy (Prinz et al 2003).

Achard, De Schutter (2006) parodé, kad pakankamai sudétingos nervo
lastelés optimizacijos funkcijos pavirSius pasizymi daugybe lokaliy minimu-
my, todél bendru atveju pirmenybé turi biiti teikiama globalios optimizacijos
metodams. Van Geit et al (2008) pateiké apzvalga globaliy optimizavimo me-
tody, pritaikyty jaudriy neurony modeliams identifikuoti, tarp kuriy yra tokie
populiariis globalios paieskos metodai, kaip atkaitinimo modeliavimas (ang. si-
mulated annealing) ir evoliuciniai algoritmai (ang. evolutionary search). Be
abejo, Sios technikos gali biiti sékmingai taikomos ir kitiems sudétingiems ne-
tiesiniams uZdaviniams spresti.

Achard, De Schutter (2006) naudojo evoliucinj algoritma, Tikidji-Hambu-
ryan (2008) pateiké genetinio algoritmo modifikacija, pritaikyta suZadinty ne-
urony identifikavimo uZdaviniui. Toth et al (2011) aprasé neurony parametry
nustatyma variaciniais metodais. Yra darby, kur kartu taikomi keli optimizavi-
mo metodai, pavyzdZiui, globaliis metodai kombinuojami su lokaliais. Tai dar
karta patvirtina, kad neegzistuoja vieno optimizavimo algoritmo, tinkancio vi-
siems uZdaviniams. Modeliy ivairové salygoja skirtingy metody naudojima,
daZnai metoda, sékmingai pritaikyta vienam uzdaviniui, sunku pritaikyti ki-
tam. Optimizavimo uZdavini dar apsunkina tikslo funkcijos parinkimas, nuo
kurio gali Zenkliai priklausyti optimizavimo rezultatai (Hayes et al 2005).

Parametry identifikuojamumas

Kadangi atvirksStinis uZdavinys yra nekorektiSkas, prie§ atliekant modelio
identifikavimo skaiciavimus reikia isitikinti, kad modelio parametrai apskritai
gali buti nustatyti naudojant turimus eksperimentinius duomenis. Jei ne visi
parametrai gali biiti identifikuoti, ar galima nustatyti bent dalj ju?

Parametry identifikuojamumo klausimai yra labai aktyviai vystomi pasta-
ruoju metu. Prie§ investuojant laika ir pastangas i realiuosius eksperimentus,
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bitina isitikinti, ar parametrai gali biiti vienareikSmiSkai nustatyti naudojant
eksperimento duomenis.

Miao et al (2011) pateiké placia netiesiniy paprastyjy diferencialiniy lyg-
¢iy sistemy identifikavimo metody apZvalga, kur taikomus metodus suskirsté i
tris pagrindines grupes: struktiiriné (teorin¢) modelio analizé, praktiné anali-
z¢ ir jautrumo analizé. Nors struktiirinés analizés metodai leidZia spresti apie
globaly parametry identifikuojamuma, taciau dinaminiams netiesiniams mode-
liams neegzistuoja vieningo universalaus metodo. Daugiau informacijos apie
struktiirinius metodus netiesinéms sistemoms galima rasti (Chis et al 2011)
darbe.

Daznai teoriskai identifikuojamas parametras gali biiti labai jautrus mata-
vimo paklaidoms ir jo nustatymas pagal eksperimento duomenis gali buti ne-
imanomas. Todél sitiloma jvairius metodus derinti tarpusavyje. Taikomuosiuo-
se uzdaviniuose modeliai kartais nusakomi dideliu parametry skai¢iumi ir visi
parametrai negali biiti nustatyti vienu metu. Svarbus klausimas yra kaip nusta-
tyti parametry reikSminguma modeliui ir atskirti nereik§mingus parametrus. |
Siuos klausimus gali atsakyti jautrumo analizé (Saltelli 2008), nors jos metodai
leidZia nustatyti identifikuojamuma tik tam tikro parametry rinkinio atZvilgiu.
Praktiniai identifikuojamumo metodai, naudojantys eksperimentinius duome-
nis, leidZia ne tik spresti identifikuojamumo uZdavini, bet ir naudojami projek-
tuojant skaitinius eksperimentus bei parenkant optimizavimo algoritmus.

Parametry identifikuojamuma modeliuojant neurony veikla nagrinéjo
Schierwagen (1990); Toth ef al (2011).

1.4. Pirmojo skyriaus iSvados ir disertacijos
uzdaviniy formulavimas

Atlikta literatiiros apZvalga leidZia padaryti tokias iSvadas:

1. Paraboliniai netiesiniai modeliai yra placiausiai taikomi Sakotose
struktlrose, nes biitent tokiais modeliais apraSomi neurono suZadinimo
uzdaviniai. Dauguma §iy modeliy pasiZymi salyginio tiesiSkumo savy-
be, tod¢l gali buti suskaidyti i kelis tiesinius uZdavinius, kuriy spren-
dimui taikomi iteraciniai metodai. Placiai taikomy neuromodeliavimo
paketuose neiSreikstinio Eulerio metodo ir Kranko-Nikolsono metodo
stabilumas ir konvergavimas yra irodyti tokio tipo uZdaviniams, taciau
tik vienmaciu atveju.

2. SprendZiant realius uZdavinius bitina jvertinti §akotos strukttiros geo-
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metrija, dél kurios atsiranda tvermés désniai i$siSakojimo taSkuose.
Neuromodeliavimo paketuose naudojamas Hines Sakoty strukttiry seg-
menty numeracijos algoritmas yra efektyvus, taiau néra tinkamas
struktiroms su uzdarais kontiirais. Skai¢iavimams supaprastinti siu-
lomi srities skaidymo metodai, taciau jy stabilumas ir konvergavimas
analizuotas tik eksperimentiskai.

3. Modeliuojant neurony grupes dél didelés skai¢iavimy apimties yra bu-
tinas lygiagrec¢iyjy technologijy taikymas.

4. Netiesinio modelio optimizavimas daugiamatéje srityje daznai yra ne-
trivialus dél optimizacijos funkcijos sudétingo pavirSiaus, todél bendru
atveju pirmenybé turi biiti teikiama globalios optimizacijos metodams.
Deél optimizacijos uZdavinio nekorektiSkumo turi biti atliekama para-
metry identifikuojamumo analizé.

5. Egzistuoja procesai, kur klasikinés krastinés salygos neleidZia jvertinti
visy sudétingy veikimo mechanizmy, todél modeliuojant naudojamos
nelokalios salygos. Tokiy uZdaviniy sritis yra labai plati, o iSnagrinéti,
nors ir svarbiis, bet tik atskiri atvejai.

Sios disertacijos tikslai yra sudaryti ir realizuoti skaitinius algoritmus, skirtus
uzdaviniams Sakotose struktiirose arba su neklasikinémis krasStinémis salygo-
mis spresti, iSnagrinéti sudaryty skaitiniy schemy stabilumg ir konvergavima,
lygiagreciujuy versijuy efektyvuma, taip pat iSnagrinéti netiesinio matematinio
modelio parametry nustatymo uZdavini. Igyvendinant numatytus darbo tikslus
formuluojami tokie uZdaviniai:

1. Sudaryti ir iStirti skaitinius algoritmus tiesiniam paraboliniam mode-
liui Sakotose struktiirose su skirtingais srauty tvermés désniais i$siSa-
kojimo taskuose. Dominantys algoritmai yra populiariis neisreikstinio
Eulerio ir Kranko-Nikolsono metodai ir prediktoriaus — korektoriaus
tipo schemos, realizuojancios srities skaidymo metoda ir pasizymin-
¢ios geromis lygiagretinimo savybémis.

2. Atlikti neurono suzadinimo skaitinji modeliavima, pritaikyti Siam uz-
daviniui ir i8tirti lygiagreciuosius algoritmus.

3. Atlikti sisteminga parabolinio uzdavinio su nelokaligja integraline
kraStine salyga skaiting analizg, iStirti diskreciojo sprendinio stabilu-
mo ir konvergavimo priklausomybg nuo nelokalios salygos koeficienty
zenkly.

4. Netiesinis impulso relaksacijos lazeriu apSviestame puslaidininkyje
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modelis Siame darbe yra aktualus dél Siuo metu sparciai besivystan-
¢iy bioelektronikos tyrimy, nagrinéjanciy elektriniy prietaisy ir gyvuju
Iasteliy saveika. Be to, netiesiniai §io modelio nariai yra tokio pat pavi-
dalo, kaip ir neurono suZadinimo modelio, tai leiZdia apibendrinti kai
kuriuos penktojo skyriaus rezultatus lastelés suZadinimo modeliams.
Todel iSkeltas uzdavinys atlikti netiesinio impulso relaksacijos puslai-
dininkyje skaitini modeliavima ir skaiting analiz¢, netiesinio modelio
identifikavimo eksperimenta.



Parabolinis uzdavinys grafuose

Siame skyriuje pateiktas parabolinio uzdavinio $akotose struktiirose ap-
raSymas su dviejy tipy srauty tvermés désniais i$siSakojimo taskuose. Tiesi-
nis parabolinis uzdavinys Sakotose struktirose su dviejy tipy tvermés désniais
iSsiSakojimo taskuose apraSytas 2.1 poskyryje, modelio lygciy diskretizacija
baigtiniy skirtumy metodu, svoriné diskrecioji schema, sprendinio vienaties
ir konvergavimo analizé maksimumo principo, energetiniais ir maZoruojanciy
funkcijy metodais pateikti 2.2 poskyryje. Dvi prediktoriaus — korektoriaus dis-
kreciosios schemos tiesiniam paraboliniam uZdaviniui bei jy analizé pateiktos
2.3 poskyryje ir 2.4 poskyryje. Nagrinéjamos schemos skiriasi padalijimo stra-
tegija: pirmuoju atveju struktiira dalinama pjaunant kai kurias briaunas, taip
gauname aibe uZdaviniy pografiuose, kurie gali biiti sprendZiami 2.2 poskyryje
apraSytais metodais; antruoju atveju strukttira dalinama skaidant iSsiSakojimo
taskus, taip gauname aib¢ vienmaciy paraboliniy uZdaviniy, kuriy sprendiniai
efektyviai apskaic¢iuojami perkelties algoritmu.

25



26 2. PARABOLINIS UZDAVINYS GRAFUOSE

Sio skyriaus rezultatai skelbti autorés publikacijose (Ciegis, Tumanova
(2010b,c, 2012); Tumanova, Ciegis (2012)).

2.1. Tiesinis parabolinis uzdavinys grafe

Nagrinésime tiesinj parabolinj uzdavinj $akotoje struktiiroje. Si struktiira

2.1 pav. Zyméjimai grafe

Fig. 2.1. Graph notations

gali buti apraSyta naudojant orientuoty grafy terminija. Tegul P = {p;, j =
1,...,J} yra vir§iniy aibé. Kai kurios vir§unés yra sujungtos orientuotomis
briaunomis (lankais), kurios sudaro briauny aibe

E:{ek:(pks7pkf)7 pksapk’fepa kle,...,K},

Cia py,, yra briaunos ey, pradzios virsune, o py, yra tos pacios briaunos pabaigos
vir§ané (2.1 pav.). Tegul [, = |eg| Zymi briaunos ey, ilgi, o z Zymi atstuma nuo
briaunos pradzios ir keiciasi intervale (0, [ ). Grafo briaunos yra orientuotos,
tai yra biitina salyga formuluojant tvermeés désnius. Kiekvienoje vir§unéje p; €
P apibréziamos jeinan¢iy ir iSeinanciy briauny aibés N=(p;):

N+(pj) = {ek Dep = (pjs,pj) ekl s=1,.. .,Sj},

N_(pj) = {ek S (p]7p]f) € Ev f = 17 s 7F‘j}

Visada nagrinésime jungyji orientuota grafa.

Aprasytoje struktiroje (F, P) nagrinéjamas tiesinis parabolinis uzdavinys



2. PARABOLINIS UZDAVINYS GRAFUOSE 27

funkcijy aibei {u*(x,t)}:

ok 9 ;s ouF
e 1 G
0<dy <df(zt) <dm, ¢"(zt)>0, fF"=fFat), (2.2)

uF(2,0) =ul(z) O<z<ly, k=1,...,K. (2.3)

>—qkuk+fk, O<a<ly k=1,...,K, (1)

Cia funkcija u* (x,t) apibréziama kiekvienoje briaunoje e, o koeficienty funk-
cijos kiekvienoje briaunoje gali skirtis.

Visy grafo virStiniy aibé dalijama i tris poaibius P = T'U P; U P, kuriuos
sudaro krastinés vir§tinés 7' ir vidinés pirmojo ir antrojo tipo vir§iinés. VirStné
priklauso krastiniy vir§tiniy aibei, jeigu egzistuoja tik viena grafo briauna, kuri
prasideda ar baigiasi toje virSuinéje:

T={pj: pj€P, N"(pj)=0 arba N~ (p;) =0}.
Pirmojo tipo krastinés salygos gali biiti aprasomos tokiu budu:

uF(pjit) = uF(by,t) = p;(t), Vpj €T, (2.4)

¢ia by, Zymi briaunos pradZios arba pabaigos taska, t. y. sujungimo su krastine
virSiine koordinate:

bk _ 07 Jel €L = (p]7pf)a
lk, jeiex = (ps,pj)-

Pirmojo tipo arba paprastose vidinése vir§inése P; apibréZiamas srauty
tvermés désnis (Major ef al 1993):

ouk mou™
PO D DR

eneNY (p) em€N" (pj)

s ij € b. (2.5)

z=0

Antrojo tipo vidinés vir§iinés apraSo soma neurono modelyje, joje formuluoja-
mas sudétingesnis tvermés désnis:

Ous B o ou™ , OuP
e Taus= ) dM| = ) A

em€EN " (ps) ek€N+(ps)

+f87 vaGPQ-

CE:lk

(2.6)
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Sio tipo viriiinése atsizvelgiama i relaksacijos laika c ir tiesinj sugérimo narj
qsUs:
c>0, gs(t)>0. 2.7)

Visose grafo virStnése yra iSpildytos tolydumo salygos:

+
u™(pj,t) = uF(pj,t), Vp; € P, em,ex €N (p;), (2.8)
+
us(t) = um(p57t)7 va S P27 em € N (ps)~

2.2. Neisreikstiné schema

Kiekvienoje grafo briaunoje e, &k = 1,..., K apibréZiamas tolygus dis-
kretusis tinklas

Wh(k):{.f(:? x?:]hk7 j:l’,Nk—l}’ x?vk:lk‘v

kurio taskai Zymimi xf, o zingsnis — hy. Taip pat apibréZiamas tolygus laiko

tinklas w;:
wr={t": t"=nr, n=0,...,N, Nr=T}
kurio Zingsnis yra 7. Tinkluose wy, (k) X w, apibréZiamos diskre¢iosios funk-
cijos
UPt = Uk, t"), k=1,... K,

cia U Jk ™ aproksimuoja sprendinj 1" briaunoje ej, laiko momentu ¢". Taip pat
apibréZiame skirtuminius operatorius:

k,n k,n k.n k,n

ur—un! k Uity — Uy’ k Uy = U5
U = ———— QU= gk 9L
t T ) j hk: ) j hk

Svorinei schemai aprasyti taip pat apibréziame vidurkinimo operatoriy
-1
ApUj = 0U} + (1 — 9)UJ7-L ,
Cia parametras 6 € [0,1].

Tada diferencialiné lygtis (2.1) aproksimuojama naudojant svoring baigti-
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niy skirtumy schema:
oUE™ = 0, (dff;e/axAng’?’") — g AU 4 i 2.9)
2
Z;j Gwh(k), k=1,...,K,

ia parametras ' = 1 — 6. Toliau nagrinésime matematini modelj su pirmojo
tipo krastinémis salygomis:

Ubn(p;) = pi(t™), Vpj € T. (2.10)

Norédami iSlaikyti bendra viso modelio lygciy antros eilés aproksimacijos
tiksluma erdvinés koordinatés atzvilgiu, srauty tvermés désni (2.5) iSsisakoji-
mo taskuose P; aproksimuojame baigtiniy tiriy metodu:

k,n—0’ k,n hg rrkn | kn—6 kn  pkn—0
Z[de_%afAeUNﬁ?(atUNk AT o | I AT
er€NT (p))

/ h, / /
m,n—0 m,n m (o 7rm,n m,n—0 m,n m,n—0
=3 [y oAU =S (DU gy AU = £ .
em€N" (p;)

ij € Py.

Panasiai gauname antrosios tikslumo eilés aproksimacijos formule antrojo tipo
virSinése (2.6):

/ n—0’ n h n
cOUT + qr AU ™" 43 [d’;v’ri 0z AgUN" + ?’“ (0N (2.12)
)
ek€NT (p;)
k,n—0’ k,n k,n—0' m,n—0’ m,n
+tay, AUy, — I, )} - [d1/2 9z AgUy
em€N" (pj)

h —0 -0 /
_ Tm(anOmm + q(T)mn 0 AgUgn,n _ 671,71 0 )} _ f;‘l,fg . Vps € Py
Visose virstinése galioja tolydumo salygos

U™™(p;) = U™(p;), Vp; € Pi, emrex € N (p;), (2.13)
U™ = U™"(p,), Vps € P, em €N (ps).

2.1 lema. Diskretusis uZdavinys (2.9)—(2.13) turi vienintelj sprendinj.
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Irodymas. Lemos irodymas seka i$ fakto, kad kiekviename laiko Zingsnyje ¢"
diskretusis uzdavinys apibréziamas tiesiniy lyg¢iy sistema su M tipo matrica
(Berman, Plemmons 1994), kadangi matricos jstriZainé yra vyraujanti, o visi
nediagonaliniai elementai yra neigiami arba nuliniai. ]

2.2.1. Neisreikstinés schemos realizacija
Diskreciojo uzdavinio (2.9)—(2.13) sprendinys gali bti veiksmingai ap-

skaiciuotas per tris Zingsnius (Mascagni 1991):

o Pirmajame Zingsnyje, taikant modifikuotg faktorizacijos algoritma,
sprendinys briaunoje U™ uZra§omas suma sprendiniy gretimose vir-
Siinése

k, k, k, k, .
UP" ="V + VR 4 B k=1, K, j=0,.... N,

(2.14)
¢ia Vi*, j = 1,...,J ir yra neZinomos diskreciojo sprendinio vir-
sunése reik§més. Faktorizacijos algoritmo sudétingumas yra O(Ny +

... Ng).

o Antrajame Zingsnyje, istatant diskretyji sprendini (2.14) i srauty tver-
més lygtis (2.11), (2.12) ir naudojant tolydumo salygas (2.13), gauname
tiesiniy lygciy sistema

¢iaV" = (V",...,V})ir A" yra iSretinta matrica dydZio J x J. Sis-
temos dydis dar labiau sumazinamas naudojant krastines salygas (2.10)
krastinése vir§iinése 7. Tokia sistema gali biiti veiksmingai sprendZia-
ma taikant iteracinius metodus. Zingsnio sudétingumas priklauso nuo
sistemos sprendimo metodo parinkimo.

o Paskutiniame Zingsnyje diskretusis sprendinys U*™ apskai¢iuojamas
naudojant (2.14) ir vektoriy V™. Sito Zingsnio sudétingumas irgi yra
O(Nl + NK)

Jei antrajame Zingsnyje naudojame paprasciausia jungtiniy gradienty metoda
su diagonaliniu matricos salygotuma gerinanciu operatoriumi (PCG, ang. Pre-
conditioned Conjugate Gradient), tai gauname tokj pilng nuosekliojo algorit-
mo sudétingumo iverti

W =Ws+W,=0(>_ Ng)+0O(umlJ),
k
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Cia Wy yra faktorizacijos Zingsniy sudétingumas, o W yra tiesiniy lygciy sis-
temos sprendimo PCG metodu sudétingumas. Sios sistemos dydis yra J x J,
m yra nenuliniy elementy eilutéje skaicius, p yra PCG iteracijy skaicCius.

2.2.2. Aproksimacijos tikslumo analizé

Siame poskyryje aptarsime diskre&iosios schemos (2.9)—(2.13) aproksima-
cijos tiksluma. Pirma, apibréZkime diskreciojo sprendinio paklaidos funkcija:
ZEm = Ut k(g th), k=1 K, z; € wp(k)

j j 7 3 PRI S ) J h )
Z0 =Ur —us(t"), Vps € Po.

Istate Sias funkcijas i baigtiniy skirtumy schema gauname disretyji paklaidos
funkcijos uZdavini:

kn n—0' k,n k.n—60' k,n k.n
O Z;" = s (dj+% DeAgZy™) — ;" " AgZ7" + T (2.15)
T Ewh(k:), k=1,....K
Zmn(p;) =0, Vp; €T, (2.16)
’ h ’
k,n—0 k,n k (a_r7kn k,n—0 k,n
3 [dNF% AgdsZy! + 5 (D2 + a, 4,257 2.17)
ek €N (py)

_0' h _n
= 7 [ A0z = S0z g Az )] = 6" ),
em€N" (pj)

VPJ‘ S Pl,
O Z0 + q " AgZT (2.18)
ke.n—6/ R ken—0' k,

+ Z [dN:—% 8@AQZN: + T(atZN: + qN: A@ZN:)}
€k€N+ (ps)

g h o
— Z {d’l’}; o Apd Z)" — 7’”(8ng1’" +q5"" o AgZ{)”’")} = ¢"(ps),
em€N" (ps)

vps € P27

&ia funkcijos %™, o™ and ¢™ nusako aproksimacijos netiktj.
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Visose virSiinése paklaidos funkcijos tenkina tolydumo salygas:

+
Z™"(p;) = Z8"(p;), Yp; € Pi, em,er € N (pj), (2.19)
+
Z? = me(ps)a VPS S P27 em € N (ps)~

2.2 lema. Tarkime, kad (2.1)—(2.8) sistemos pradiniai duomenys, koeficientai ir
tikslusis sprendinys yra pakankamai glodiis. Tada baigtiniy skirtumy schemos
(2.9)—(2.13) netiktis gali butti {vertinta taip:

Wit < O + b)), wjewn(k), k=1,...,K, n>0, (220)
l©" (p)] SC(TUQ—l—T"@h—i—hQ), pj € P1, n>0, h:m]?xhk,
|¢" (ps)| < C(7°° + 77°h + h2), ps € Py, m >0,

Cia og = 2, kai 0 = 1/2, visais kitais atvejais o9 = 1. Kai 0 = 1 arba difuzijos
koeficientai d* (z,t) nepriklauso nuo laiko, teisingas jvertis

™ (pj)| < C(T7°h + h?), p; € P1. 2.21)

Irodymas. Netikties jvertinimas grindziamas Teiloro skleidinio formule. Pir-
masis (2.20) ivertis yra standartiné svorinés schemos netiktis, kurios analiz¢
galima rasti (Samarskii 2001). Panagrinékime detaliau netikties jverti pirmojo
tipo virSiinése, kai tvermés désnis jose aproksimuojamas (2.5) formule. Pagal
apibréZima

n— h n— n—0’
¢ ) = = 30 AT A+ 5 Ora Ao — 1)
ekeN (pJ)
m,n— m,n hm m,n m,n—0’ m,n m,n—0’
J“Z[duz 98149“0’ *7(85“0’ +t4q’ HAGUO’ —fo 9)]
em €N (pj)

Pasinaudoj¢ Teiloro skleidiniu

ou(t .
u(z;,t") = u?_l + 7 g(t ), <t < ™,

jvertiname svertinio vidurkinimo operatoriaus tiksluma:

Agu™ = 0u™ + (1 — O)u" ' =u" — (1 — H)Tagi )
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Visiskai taip pat jvertiname koeficienty ir laisvojo nario aproksimacijos tikslu-
ma, pavyzdziui:

20

m—0’ mn
. A 1 -
d dj —(1—0)r "

J

Naudodamiesi koeficienty eliptiSkumo salyga (2.2) ir darydami prielaida, kad

Ou 8d Oq Bf
iSvestinés 57, 57, 5/, gp yra apréztos, gauname

d”_9/8xA9u” =d"0,u" + O(1), q”_elAgu” =q"u" + O(1),
;i7" =7+ o).

Taikydami Teiloro skleidinio formule gauname ivercius

ou™ hy, O ou™
=dn— dm—— h?
1/20:0° 9z lemo T 2 02 < Ox ) x:0+(9( )
ouk hy O ouk
k - _ ik e O g 2
d 1690 uy, = d Oz le=N, 2 Oz <d 8x> x:Nk+O(h )
0
Ol = 2 (25,7) + O(7),

ot

Istate Sias iSraiskas i netikties formule ir padare¢ prielaida, kad diferencialiné
lygtis (2.1) galioja iki pat apibréZimo srities kraSto, irodome (2.20) antraji tei-
ginj. O

2.2.3. Stabilumas ir konvergavimas maksimumo principu

Panagrinékime baigtiniy skirtumy schemos (2.9)—(2.13) diskreciojo spren-
dinio stabiluma. Parodysime, kad klasikinis maksimumo principas (Samarskii
2001) nors ir patvirtina schemos (2.15)—(2.19) besalygini stabiluma maksimu-
mo normoje

| Z]|cc = max max |Z|
1<k<K 0<j<Nj,

be jokiy apribojimy laiko ir erdvés zZingsniams 7 ir h, taciau neleidZia tiksliai
ivertinti schemos konvergavimo greic¢io. Analizéje apsiribosime tik atveju, kai
0=1.

Pazymékime hg = ming hj ir padarykime prielaida, kad diskretusis tink-
las wy, yra beveik tolygus, t. y. h/hy < Cp.



34 2. PARABOLINIS UZDAVINYS GRAFUOSE

2.3 lema. Tegul Z" yra sistemos (2.15)—(2.19) sprendinys. Tada

Co 1
Zn < tn ( ’?,n I PN - n )
12" |oo < t" max e Og%m !+Ig1€a;,<1 Y !%Hcgg]gzw (ps)]

Irodymas. Parinkus tam tikrus indeksus ko, jo galime prilyginti || Z" || =
|Z]]-€O°’" . Jei didZiausia paklaida yra vidiniame briaunos diskreciojo tinklelio
taSke (0 < jo < Nj,), tada i§ formulés (2.15) gaunamas paklaidos jvertis

ko, ko,n—1 ko,
12" 00 = |2} ()

1+ 7¢g ko’

<||Zz"~ 1Hoo+7‘ max max_ |1 ].
1<k<K 0<j<N; 7

Panasiai, jei didZiausia paklaida yra antrojo tipo virSingje (Z7 = Zfoo’n, ps €
P,), i§ formulés (2.18) gauname iverti

[c—I—TqS + YT (1+¢q]’“v’:) + ) %m<1 —I—qé"’")} |22

exeNT (ps emeN’( s)

<[er X% X ]z ol ),

ekGN ( e) em€EN" ( )

18 kurio seka jvertis

_ T
1200 < 112" Mloo + - max 9" (ps)].
Jei Z"(p;) = Zko’ ,pj € P, tada i formulés (2.17) gauname jvertj

{ Z (%Jrqu\}:)wL Z (hTerTan’n)] ]Z”(pj)}

er€NT (pj) em€N" (pj)

<( X %+ > %m)\Z"*l(p»HTI%"

er€NT(pj))  em€N" (p;)

i§ kurio seka stabilumo ir paklaidos jvertis

_ 7Ch
127 < 127 e + T2 a7 (03]
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Sujunge gautas nelygybes gauname pagrindinj stabilumo iverti

120 < 12" oo + 7 max max |u"
1<k<K 0<j<Nj

Co
+ max — |¢7
pjelgi h ‘90]‘

1
+ = ma; n )
C;flelg;kb (ps)]

Pakartotinai pritaike iverti gauname norima rezultata. O
Dabar suformuluosime konvergavimo iverti.

2.1 teorema. Tarkime, Uf yra diskreciojo uZdavinio (2.9)—(2.13) su 6 = 1
sprendinys ir u” (z,t) yra tiesinio uZdavinio (2.1)—(2.8) sprendinys. Tada

T+ h% kai P, =0,

U™ — "o < CT" .
T+ h, kai P #0.

Irodymas. Konvergavimo jvertis gaunamas i§ stabilumo jvercio, irodyto le-
moje 2.3 ir netikties jverciy, irodyty lemoje 2.2. O
Taigi, pirmojo tipo virSiinése diskretusis sprendinys yra tik pirmosios tiks-

lumo eilés h atzvilgiu. Sis ivertinimas néra optimalus, taciau rodo svarby fakta,
kad visiskai neiSreikstiné diskrecioji schema yra besalygiskai stabili.

2.2.4. Konvergavimo analizé normoje L,

Siame poskyryje panagrinésime diskre¢iosios schemos (2.9)—(2.13) stabi-
luma ir konvergavima Lo normoje. Tegu

Vi={V:V={V}, k=1,... K, j=0,...,Ny, V}' =0, 2} € T}.

Kiekvienam V' € V}, apibreZiame Lo norma, I pusnormg ir energijos funk-
cionala:

K 1 Np—1 1 1
2
V1= [ D b (V82 + D2 2+ 5IVE )]
k=1 j=1
Ny

K 1 K Nk 1
Vie= [ 3o 0VIP VI = [ 3wy joeviE]
k=1 k=1 j=1

=1
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Pirmiausia irodysime dviejy gerai Zinomy nelygybiy apibendrinimus.

2.4 lema. Kiekvienam V &€ V}, galioja jverciai:

K
[Vl <CV]1, C= (Zlk)l/z, (2.22)
k=1
Voo < 2V )21V]32. (2.23)
VI < CilV]ser VI < Cal V] (2.24)

Irodymas. Tegu i, m yra tokie, kad galioja lygybé |V;"| = ||V||. Kadangi
grafas yra jungus, panagrinékime seka briauny {es,, €s,, . . . , €5, }, jungianciy
x;" su krastine virStine. Taikydami Kosi-Svarco nelygybe gauname jverti:

Nom, M Nsy
V=1 3 V=V H 3L D (V- )
j=i+1 k=2 j=1
K Ng K Ng
k=1 j=1 k 1j=1

i§ kurio seka nelygybés (2.22) irodymas.

Panagiai jrodoma nelygybé (2.23). Taikydami Kogi-Svarco nelygybe gauname
pverty

N,
VP =] (Vv v =V

j=it1
M Nsk K Ng
DD (VE VI =V Y0 Y IV + V102V
k=2 j=1 k=1 j=1
K N K Ny
< (ZZ“/;k_l —|—ij|2hk)1/2 (Zzwfcvjkphk)lh
k=1 j=1 k=1 j=1
K Ny K Ng
<2(ZZ (VL + [VEP) ) (S0 10V 2hi) 2.
k=1 j=1 k=1 j=1

Nelygybiy (2.24) irodymas grindZiamas diskreciosios normos Lo apibrézimu
ir formule (2.22). Lema irodyta. O
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Galioja ir Gryno sumavimo formulé (Samarskii 2001):

2.5 lema. Kickvienai porai tinklo funkcijy V, W &€ V}, galioja formulée

m—1

9 ( 1av Wjh=— Zd 10:Vi0:Wjh (2.25)

j=n j=n

+ dm_%Wmaij — dn_% n—10zVp,.

<.

Toliau nagrinékime baigtiniy skirtumy schemos (2.9)-(2.13) sprendinio
stabiluma.

2.6 lema. Tegul Z™ yra schemos (2.15)—(2.19) sprendinys. Jei parametras 6 €
[2.1), tada galioja jvertis

1Z72 +e Y 1207 < Ct" max (||1/1 P+ el @20
psEP pi€P
+> 16" ps)?)
ps€EP2

Irodymas. Padauging lygti (2.15) i$ 2rhkAgZJ]?’” ir susumave rezultatg vi-
siems :z:;C € wp(k), k =1,..., K, taip pat pritaikg formulg (2.25) ir paprasta
lygybe

k, kn—1 k, k, kn—1 I\ o ok,
2(Z0n — Zhn=hy Ay Zbn — | g2 | Zhn 12 o (9 - 5) 0,25 7,

gauname

K Np—1 ,
Z [hk Z |ZJI?:”|2 + 272 (9 _ 5) |6{Z]l-€’n|2 + 27'(];-{’”—9 |A9Zf’n|2)
k=1 7j=1
(S A o~ Y A

2
7j=1

+ i 402570, 4025 |

2

Nj,—1

K
=S om[ D (12 2rel Azl

k=1 j=1
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Pasinaudoj¢ krastinémis salygomis Zf’n = 0, kai x;‘: € T, ir diskre¢iosiomis
tvermés lygtimis (2.17), (2.18) gauname

K Ny,
1271+ 271V 402" + 20 3 a3 (0 A0 Z )

k=1  j=1
, 1
+ 3 ez 4 2rqr | A0 Z2 P + 207 (0 - 5 ) 0,22 2]
pseP2
1
+ 272 (9 - §>H8EZ"||2
K Np—1
_ _ .
2 ST ez e Y by Y Az
ps€P2 k=1 7j=1
+2r( D0 A2 ) + Y 6 (0 AeZE).
p;€P Ps€EP2

Taikydami Kogi-Svarco nelygybe, e-nelygybeg ir jdéjimo jvertj (2.22) jrodome
tokius réZius:

K Np—1

k,n k,n n n n n
Sohe Y UETA0ZE" < 14027 < 511402 % + 1l
k=1 7=1

> @ () AeZ™(ps) < D 19" )| 1402 loo <C Y J&™(05)| 1 402" 1

p;€EP p;€P p;€EP1
1
< gHAeZ"H%JrCE > ")l
p;€P
1
D ") A ZY < Sl A0Z" |+ Cs Y 16" ()
ps€EP2 psE€EP

IS $iy jverCiy, turédami omeny, kad 6 > % gauname pagrindini stabilumo

pverti:

1ZM2 e Y 1Z2P <12 P e Y 1227

psEP2 pseP2
+7C(" 1P+ D 1" )P+ D 16" s)P).
pjEP1 psEP>

Taikydami §j ivertj pakartotinai gauname norima rezultata. O
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Dabar galime ivertinti schemos (2.9)—(2.13) konvergavima.

2.2 teorema. Tegul funkcija Ujl-“ apibrézta diskrecigja schema (2.9)—(2.13), o
uF(x,t) yra diferencialinio uZdavinio (2.1)~(2.8) sprendinys. Jei parametras
0 € [1.1), tada

U™ —u™| < Cﬁ(TUG + hz),
Cia o9 = 2, jei 0 = 1/2, kitaip o9 = 1.
Irodymas. Sis konvergavimo jvertis gaunamas i3 lemoje 2.6 jrodyto stabilumo

jvercio ir lemoje 2.2 apibrézty netikciy jverciy. O

PASTABA: Taikydami paprasta idéjimo iverti

C
IVl < IV

i§ 2.2 teoremos gauname schemos (2.9)—(2.13) diskreciojo sprendinio paklai-
dos ivertj maksimumo normoje:

YV eV, (2.27)

U™ — 0| < C\/T”(T/U% + h3/2).
Jei § = 1, tada, su salyga, kad 7 = Ch?, gauname jverti
10" — "o < CVERY,
kuris rodo geresni konvergavimo iverti, nei gavome taikydami maksimumo

principa 2.1 teoremoje. Kai 0 = %, tas pats jvertis teisingas su salyga, kad
7 =Ch.

2.2.5. Konvergavimo analizé normoje H;

Siame poskyryje tirsime diskre¢iosios schemos (2.9)—(2.13) konvergavima
normoje H;. Paprastumo délei nagrinésime atveji, kai modelio koeficientai
d*(z) ir ¢* (x) nepriklauso nuo laiko .

2.7 lema. Tegul Z™ yra schemos (2.15)—(2.19) sprendinys. Jei parametras 6 €
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[£.1), tai galioja jvertis

127115 + Vaz" | + 3 |22 < Ct" max ([[v*]? (2.28)
PsEP>
+ D7 Lok o) + > 165 (o) ).
p.76P1 ps€P>

Irodymas. Padauging lygti (2.15) i$ 27'hk8;Zf’", susumave rezultatg visuose
xf € wp(k), k=1,..., K ir pritaike Gryno formule (2.25), gauname

K Ni—1

> {hk > (27\354'-“’”!2 +qb |2+ 2r (9 - %)qﬂagzj’?w)

k=1 j=1
Z (a2 h + 27 (0 - 7) Zd’i% (050,25 Iy

vor(—d 1agzx:afAGZ,’%§+d’;652§’”8erZ§’")]

K Nk Ny—1
Z [de (s an 1 2 Z qj|an 1|2+2T¢knazkn)}
k=1 j=1 Jj=1

V¢él, panaudoje krastines salygas Z]]?C’” =0 fo € T ir diskrecigsias tvermés
lygtis (2.17), (2.18), gauname

1ZM0% + IVaz" 1>+ ) asl 2P + 27 (10:271 + ) cloeZe )

psGPQ psEPQ
vor (0 2) (I3 + Ivaorz" I + 3 aslorze )
psEPQ
= 12"+ Ivaz P+ Y gl ze
p.sep2

Nj—1

HT(Z DAL AP EADEDY O"(p)OSZ2).
Jj=

p;€P ps€EP
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Taikydami Kogi-Svarco nelygybe, idéjimo nelygybe (2.27) ir jver&ius (2.2),
(2.7), irodome stabilumo jvertj

1Z"% + IIVaz™ 1>+ Y alZ2P <127 ME + Ivaz P (229

DPs EPQ
_ 1
+ ) a2l P ro(et1P+ Y E\@”(m)? + > 16"ps)?).
psGPQ Pjepl psePQ
Taikydami jverti pakartotinai gauname norima rezultata. O

Dabar galime ivertinti konvergavima.

2.3 teorema. Tegul funkcija U j'? yra apibrézta diskrecigja schema (2.9)—(2.13),
0 uk(x,t) yra diferencialinio uZdavinio (2.1)—(2.8) sprendinys. Jei parametras
0 € [1,1] ir koeficientai d*(xt) nepriklauso nuo laiko t, tada

U™ — ™y < CVEn (170 + 132,
Cia 09 = 2 kai 0 = 1/2, visais kitais atvejais o9 = 1.
Irodymas. Sis konvergavimo jvertis gaunamas i§ lemoje 2.7 jrodyto stabilumo

ivercio ir lemoje 2.2 apibréZty netik¢iy jverciy. O

PASTABA: Jeigu 7 = Ch?, kai 6 > %, arbaT™ = Ch,kai 0 = %, tai taikyda-
mi Sobolevo nelygybe (2.23) i§ 2.2 ir 2.3 teoremy gauname tikslesnj schemos
(2.9)—(2.13) diskreciojo sprendinio paklaidos jvertji maksimumo normoje:

U™ — u"™|oe < CVERRT/A.
2.2.6. Konvergavimo analizé normoje L,

Siame poskyryje nagrinéjamas diskre¢iosios schemos (2.9)—(2.13) stabi-
lumas normoje L,. Nagrinésime tik visiskai neisreikstini metoda, kai § = 1.
Sioje analizéje naudojama maZoruojanéiy funkcijy ir palyginimo teoremy tech-
nika (Hundsdorfer, Verwer 2003; Samarskii 2001).

Tegul koeficientai d*(x) ir ¢ () yra nepriklausomi nuo laiko . Tada kiek-
viename laiko sluoksnyje ¢t" globalios paklaidos uzdavinys (2.15)—(2.18) yra
abibréZiamas tiesiniy lyg€iy sistema, kurios matrica yra M -matrica. Todél glo-
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balioji paklaida Z*™ gali biiti apréZta i§ virSaus

k,n
1z <

o k=1,..., K, :L‘jEwh(k:), (2.30)
&ia V¥ yra stacionaraus uzdavinio sprendinys:

—aj(d§+%ax1/j’f)+qjvk Uhoxjewn(k), k=1,...,K, (23D

V™(p)) =0, Vp;eT, (2.32)
h
> [k, oevE, + Sk (2.33)
exeNT (p;)
hm my;m
- Z [ 17202 V5" _7QOVO ] =®;, Vp; € b,
EmENi(pj)
V. a5 0.V + Mgl
oVt Y [Nk_% SV + a5, V4, (2.34)
ek€N+(p9)
m m hm my;m £
- Z { 1/23:1:% _7%‘/0 } = ®;, Vps € Pa.
emEN" (ps)

Siame uzdavinyje netiktys yra apibréztos taip:
k
\llj—11<1111a<XN|¢ ", k=1,...,K, z; €wp(k),
;= 13}1a<XN|gpj| Vpj € P, P, = 1I<1r1a<xN|q5 |, Vps € Pa.
Padauging lygti (2.31) i§ thjk ir susumave rezultata visuose :1/:2’C cwp(k), k=
., K, pritaike¢ Gryno formule (2.25) ir pasinaudoje krastinémis salygomis
ir diskreciaisiais tvermés désniais, gauname jverti:

thde @V +IvaVIP+ Y aslVal?
psEP2

Ni—1

K
Z STUVE L ST e V) + Y BV (). (239)

Jj=1 piE€P ps€EP>
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Taikydami koeficienty a priori ivercius (2.2), (2.7), gauname

thde SOV IVaVIE+ Y al Vil 2 do V.

psEPQ

Panaudoj¢ Kogi-Svarco nelygybe ir idéjimo jverti (2.22) gauname, kad

K Np—1
D he YO EVE <@ |V < Cl[®|[[V]s.
k=1  j=1

Taikydami idéjimo jvertj (2.22), i§ virSaus jvertiname dvi paskutines (2.35)
sumas:

S ovie) < (D @)V < (X ) Vi,

p;€P p;€EP p;EP
S Ve) < (X 8)IVIe < (X &) VI
ps€P2 ps€P2 ps€P2

Panaudoj¢ gautas nelygybes, gauname pagrindini stabilumo iverti
vi<ce(lwl+ Y e+ Y &),
p;€P ps€EP
Tada, pritaike idéjimo jvertj (2.22), gauname stabilumo jvertj maksimumo nor-
moje
Vie (1wl + > @5+ 3 &) (2.36)
p;€P Ps€EP

IS nelygybés (2.30) ir netik¢iy jverciy (2.20) seka rezultatas:

1Z 0o < |Vlloo < C(r+h?), n=1,...,N.

Toliau nagrin¢kime bendresnj atveji, kai ¢* = ¢*(z,t) > 0. Sio atvejo
analizé atlikta dviem Zingsniais. Pirma, suformuluokime pagalbini diskretuji
uzdavinj

17k k k.n k.nyr-k,n k
zjewp(k), k=1,...,K,
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Wt (p;) =0, Vp;eT, (2.38)
> [k, o+ (8tW]]f,: + i) (2.39)
k€N (p))

m,n P m,n m,nyysm,n
= D [t = @+ g W) | = @5, s € P,
emENi(pj)
cOW + qi W, (2.40)
n n h n n
+ Y [d’“ LW+ SO + NI WAT)]
€k€N+(ps)
m,n m,n hm m,n m,nyy,sm,n n
- Y [amma.w (0 W) =2, Vs € P
em€EN" (ps)

I§ maksimumo principo seka, kad bet kuriamn = 1, ..., IV galioja nelygybé

WEr >0, |2 < WP k=1, K, x; € wy(k). (2.41)

Dabar abibrézkime nauja funkcija RF™ tenkinandia diskretyji uzdavini (2.37)—
(2.40), kai ¢*™ = 0. Vél, pagal maksimumo principa

W]k’néR?’na kzla---aK7 ijwh(k)'

Tam, kad jvertinti R*", galime vél taikyti (2.36). Gauname, kad
k?
RISV < C(r+ 7).

Galutinis paklaidos jvertis yra || Z"||c < C(7 + h?).
2.2.7. Skai¢iavimo eksperimentas

Siame poskyryje pateikiami skai¢iavimo eksperimento rezultatai. Nagri-
néjamos diskreciosios schemos stabilumas ir konvergavimas patikrinti skaicia-
vimais paprastoje struktiiroje, kuri pavaizduota 2.2 pav. Grafa sudaro dvi vir§i-
nés, sujungtos SeSiomis briaunomis. Testavimo uZdavinys apibréZiamas reak-
cijos — difuzijos lygtimi (2.1) su koeficientais d*(x,t) = 14z +t, ¢*(z,t) =
t(x+1), k=1,...,6,0 funkcija f¥,k=1,...,6parenkama taip, kad dife-
rencialinj uZdavinj tenkinty sprendinys u* (x,t) = 22(l;, —x)? exp'*!. Briauny
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2.2 pav. Skaic¢iavimo eksperimente naudojoma struktiira

Fig. 2.2. The branched structure for the test problem

ilgiai yra
1
h=l=Il=1, l2:§’ I3 =1 =2.
KraStiniuose taSkuose p; € 1" apibréziamos kraStinés salygos

u'(0,t) = u*(0,t) = ut(0,t) = u’(I5,t) = ub(lg,t) = 0.

Grafo virSiinése galioja tvermeés désnis (2.5):

dl% d2(97u2 — d387u3 ’
ox =l ox z=lg 0x lz=0
L Quty 50w 6 O’
ox r=l3 ox x=ly o0z lz=0 ox x:O'

Skaiciavimuose naudojamas tolygus tinklelis.

Kranko-Nikolsono metodo (8 = 0,5) skai¢iavimo eksperimento rezultatai
pateikti lentelése 2.1, 2.2, 2.3.

2.1 lenteléje pateiktos globaliosios paklaidos reikSmés normose Lo, Lo ir
H laiko momentu 7" = 1, kai zingsnis h yra labai maZas ir fiksuotas. Lenteléje
taip pat pateikiama konvergavimo eilé p, kuri yra apskaiciuojama, kaip dviejy
gretimy paklaidos reikSmiy santykio logaritmas log,. Matome, kad konverga-
vimo eilé yra antroji 7 atzvilgiu.

2.2 lenteléje pateikta globalioji sprendinio paklaida normose Lo, Lo ir Hy
laiko momentu 7" = 1, kai Zingsnis 7 yra labai maZas ir fiksuotas. Matome, kad
konvergavimo eilé yra antroji ir h atZvilgiu.

2.3 lenteléje pateikta globalioji sprendinio paklaida normose Lo, Lo ir
H, laiko momentu 7" = 1 kai abu Zingsniai susieti sarySiu 7 = 2h.

Pateiktieji rezultatai patvirtina, kad konvergavimo greitis yra O(72 + h?)
visose trijose normose. Todél normoje H; skai¢iavimai rodo geresnij rezultata,
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2.1 lentelé. Sprendinio paklaida, priklausanti nuo laiko Zingsnio 7, momentu 7" = 1,

suf =0,5

Table. 2.1. Time errors of the solution at ' = 1, for § = 0.5 with a sequence of step

sizes T

T 1Z2(T =1l p

12T =1l p

1Z(T'=1h p

0,2 0,0339248

0,1 0,0084788 2,000
0,05  0,0021206 1,999
0,025 0,0005302 2,000

0,0421266

0,0105331 2,000
0,0026351 1,999
0,0006589 2,000

0,0791588

0,0194756 2,023
0,0048801 1,997
0,0012205 1,999

2.2 lentelé. Sprendinio paklaida, priklausanti nuo laiko Zingsnio h, momentu T’ = 1,

suf =0,5
Table. 2.2. Spatial errors of the solution at 7" = 1, for § = 0.5 with a sequence of step
sizes h
h 1Z2(T = Dlloc p 12T =1l p Z(T=1)h p
0,1 0,122789 0,128898 0,308883

0,05 0,0307451 1,998
0,025  0,0076893 1,999
0,0125 0,0019225 2,000

0,0321106 2,005
0,0080205 2,001

0,0020047 2,000

0,0773825 1,997
0,0193558 1,999
0,0048396 2,000

2.3 lentelé. Sprendinio paklaida, kai 7 = 2h, momentu 7" = 1,su § = 0,5

Table. 2.3. Space-time errors of the solution at 7' = 1, for § = 0.5 with a sequence of

step sizes 7 = 2h

h 12(T = Dlloc P

1Z(T =1 p

Z(T=1)h p

0,1 0,126457

0,05 0,0293907 2,105
0,025  0,0074549 1,979
0,0125 0,0018770 1,990

0,137753

0,0343402 2,004
0,0085921 1,999
0,0021489 1,999

0,295027

0,0659181 2,162
0,0168333 1,969
0,0042504 1,986

nei irodytas 2.3 teoremoje. Modelio koeficientai, naudojami skai¢iavimuose,
priklauso nuo laiko, taciau tai skaiiavimy rezultaty nepablogino.
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2.4 lentelé. Sprendinio paklaida, priklausanti nuo laiko Zingsnio 7, momentu 7' = 1,
suf =1
Table. 2.4. Time errors of the solution at 7' = 1, for # = 1 with a sequence of step

sizes T
T 1Z(T =1 p 1Z(T'=1) p Z(T =1 p
0,2 0,0891525 0,138519 0,147333
0,1 0,0464869 0,940 0,0722722 0,939 0,0767286 0,941
0,05 0,0237421 0,969 0,0369202 0,969 0,0391584 0,970
0,025 0,0119984 0,985 0,01866 0,985 0,0197814 0,985

Panasis rezultatai buvo gauti visiskai neisreikStinei schemai su 6 = 1.
Skai¢iavimai patvirtina konvergavimo greitj O (7 + h?) visose trijose normose.
2.4 lenteléje pateikiamos globalios paklaidos reik§més esant jvairiems laiko
Zingsnio 7 reikSméms, kai Zingsnis h yra mazas ir fiksuotas. Skaic¢iavimo eks-
perimento rezultatai patvirtina pirmos eilés konvergavimo greiti.

2.3. Prediktoriaus — korektoriaus algoritmas |

Realizuojant neiSreiksting schema (2.9)—(2.13) kiekviename laiko sluoks-
nyje t" tenka spresti tiesiniy lygciy sistema. SprendZiant taikomuosius uZdavi-
nius §i sistema biina didelé, tada jos sprendimas gali pareikalauti daug skaicia-
vimo resursy. Siame poskyryje nagrinéjami algoritmai, leidZiantys i§skaidyti
uzdavini i aibe maZesniy uzdaviniy, kuriuos galima iSspresti greiciau ir pa-
pras¢iau, taip pat ie uzdaviniai gali biiti sprendZiami lygiagreGiai. Si savybé
yra labai svarbi sprendZiant didelés apimties uZdavinius ir netiesinius uzdavi-
nius, kai lygiagreciyjy algoritmy taikymas gali i§ esmés sumaZinti skai¢iavimo
laika.

Disertacijoje nagrinéjami du prediktoriaus — korektoriaus tipo algoritmai.
Siame skyriuje nagrinéjama schema grindZiama grafo padalijimu i pografius
pjaunant kai kurias grafo briaunas.
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2.3.1. Parabolinis uzdavinys
Grafe (F, P) apibrézkime tiesinj parabolinj uzdavinj be sugérimo nario:

ouk 0 ouk
A GO

- - ) + R, (2.42)

O<z<ly, k=1,...,K, te(0,Ty]
su pakankamai glodZiomis funkcijomis d¥, f*, tenkinan¢iomis salyga
0 < do < d¥(x) < dy. (2.43)
Krastinés salygos formuluojamos krastinése virSiinése taip:

ukj (bkj,t) = [ (t), ij € T, (2.44)

Cia pj funkcijos yra Zinomos. Vidinése virStinése apibréZiami tvermés désniai:

ouk
k m
P Z o WeP, (2.45)
exeNt(p;) em€N" (pj)
Ous kau

m = P (2.4
o T Pl 2 d Js(),  Vps € P (2.46)

ek€N+(ps) em€EN" (ps)

Visose grafo virS§tinése galioja tolydumo salygos
+
um(p]7t) :uk(p]7t>7 vpj Eph €m, €k eN (pj>7 (247)
+
us = uF(ps,t), Vps € Pa, e € N (ps). (2.48)
Pradinés salygos formuluojamos, kai ¢ = 0:

W2, 0) =ul(zx), 0<a<ly, k=1,... K. (2.49)

Kaip ir 2.2 poskyryje, pagrindinés lygtys (2.42)—(2.49) diskretizuojamos
taikant baigtiniy tiriy metoda. Kiekvienoje brianoje ex, k = 1, ..., K apibré-
Ziame diskretyji tolyguji tinkla

wp(k) = {x? : xf =jhg, j=1,..., Ny — 1}, $§€Vk =,
wn(k) = wn(k) U {g, 2, }
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ir tolyguji laiko tinklg w, = {t" : t" =n7,n=0,...,N, N7 =T}}.
Diferencialiné lygtis (2.42) aproksimuojama tokia skirtumine lygtimi:

k,n k,n k,n
o = af(d§+%axUj )+ 57" afewnk), k=1,...,K, n>1
(2.50)

KraStinés salygos apibréZiamos kraStinése vir§iinése
U™ (p;) = p;(t"), Vp; € T. (2.51)

Tvermés désniai (2.45)—(2.46) aproksimuojami diskreciosiomis tvermés lygti-
mis:

n h n n
> [d?vk_%aﬂfﬁk + jk(azU]kvk - fka,)} (2.52)
exeNt(pj)
m m,mn hm m,n m,n
= [ T20:Ug"" = = (005" = fo" )}7 Vp; € P,
em€N" (pj)
n h/ n n
QUL+ Y |dh 1 OsUN" + S (OUN — )] (2.53)
ek6N+(pS)
m,n hm m,n m,n n
- > [ 1720:Up —7(35(]0’ —fo )] = f, Vps € Pa.
em€N" (ps)

Visose virStiinése galioja tolydumo salygos
+
U™"(p;) = U""(p;), Vp; € P, em,ex € N (p;) (2.54)
+
Ul =U""(ps), Vps€ P2, em € N (ps). (2.55)

Akivaizdu, kad 2.2 poskyryje irodyti rezultatai galioja ir diskreciajam uz-
daviniui (2.50)—(2.54).

2.3.2. Lygiagretus prediktoriaus — korektoriaus algoritmas

Lygiagretus algoritmas sukurtas nuosekliojo diskreciojo algoritmo (2.50)—
(2.54) pagrindu taikant srities skaidymo metoda.
1. Grafo skaidymo Zingsnis. Pirmajame Zingsnyje skai¢iavimo sritis —
grafas — dalinama i posri¢ius. PaZymékime aib¢ briauny, jungianciy
virStines skirtinguose posric¢iuose D = {es eEFE s=1,...,8 } Ta-
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da kiekvienas tinklas wy,(s) Siose briaunose dalinamas i du potinklius
pjaunant briaung per vidurio taska

B ={zj, €wy(s), js=Ns/2, s=1,...,5}.

2. Prediktoriaus Zingsnis. Lygiagreciai apskai¢iuojamos naujos spren-
dinio reik§més dalijimo taskuose x;, € B. Diferencialiné lygtis (2.42)
aproksimuojama isSreikStine Eulerio schema:

ﬁs,n . Us,nfl
Js Js o s,n—1 s,n o
= 8j(dj.s+%axUjs )+ s=1,...,5. (2.56)
3. Srities skaidymo Zingsnis. Sprendiniai pografiuose apskaic¢iuojami
lygiagre€iai naudojant neiSreiksting baigtiniy skirtumy schema (2.50)—
(2.54). Apskaiciuotos prediktoriaus Zingsnyje reikSmeés U Jsgn naudoja-
mos kaip krastinés salygos.

4. Korektoriaus Zingsnis. Taikant neisreik$ting baigtiniy skirtumy sche-
ma ir naudojant antrame Zingsnyje apskaiciuota sprendinj U™, lygia-
greciai atnaujinamas sprendinys padalijimo taskuose:

U§,n . Ug,n—l
e = 9 (d5 L OUS) + f s =15 (2.57)

T ]s+2 Js

2.3.3. Konvergavimo analizé normoje H;

Nagrinékime diskretaus prediktoriaus — korektoriaus algoritmo stabiluma
ir tiksluma. Vidinése virSinése p; € P U P nagrinésime tik pirmojo tipo
tvermés désni, nes antrojo tipo vir§tinéms taikomi 2.2 skyriaus rezultatai:

Apibrézkime potinklius
wp (k) = wp(k) \ {zj,+1,s=1,...,8}, k=1,... K.

Kaip ir anstesniame poskyryje, diskreciojo sprendinio globalia paklaida Zymé-
sime

ZPr = U — ("), k=1,...,K, 2% €m(k),

ER K ) S(0. 4n o
Z;7" =U" —u(z,t"), s=1,...,5

Istate paklaida i baigtiniy skirtumy schema, gauname, kad Z tenkina diskretuyji
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uzdavinj:
0p 25" = 0 ( J+la ZEN) it abedy(k), k=1,... K, (258
Z™"(p;) =0, Vp;eT, (2.59)
h
k k.n k o 7kn
3 [de_%afZNk + 7atZNJ (2.60)

er€NT (pj)

- Z [ 12022 — h;nafzén’n} =¢"(pj), Vpj € P,
em€N" (pj)

051 = 0 (d} 41410075 041) (2.61)
7S, n_Zs,n
tdy g YTy, @ € B
jsi% h2 sl s )
S
Zs,n_Z§,n—l _
Zis s Tﬂs = 9;(d 1O ZP ) 498", @y, € B, (2.62)

&ia funkcijos 1%, 125’” ir ™ Zymi baigtiniy skirtumy schemos netikti.
Visose virstinése paklaidos funkcijoms galioja tolydumo salyga

m,n n +
ZmM(p;) = Z8"(pj), Vp; € P, em,er € N (p;). (2.63)

Tarkime, kad pradiniai duomenys, koeficientai ir uzdavinio (2.42)—(2.49)
sprendinys yra pakankamai glodus. Taikydami Teiloro skleidinio formule baig-
tiniy skirtumy schemos (2.56)—(2.57) netiktis jvertiname taip:

Wit < O(r+h3), alewn(k), k=1,...,K, n>0,  (2.64)
" (p)] < C(rh+1h?), pj € P, n>0, h=maxhy,

s,n Tsn
;" = < Cr, Vxj, € B.
Pirmieji du jverciai gaunami i$ 2.2 lemos, kai parametras § = 1. Panagrinéki-
me treciaji iverti. Susumave netik¢iy iSraiskas turime

Js

szs,n _ ws," — —ai(dij%ax’U,jss, n) + aj(djer%amuj;nfl)

s,n s,n—1
U —u

_ —7’8@((l‘7s<|>%axu)7

T
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¢ia skirtuma galime uZraSyti integraline forma:

s,n s,;n—1 n n
u; =y 1 [ ou(z,s 1 [t
L Juiz;»s) )ds = - vj(s)ds.
T T Jin—1 aS T Jgn—1
C e e . 53 . .
Taigi, jei daliné iSvestiné 8(3:2%15 aprézta, dydis
us,n _,sn—1 1 mn
Op(d, 10, 2— 2 )=" O0z(d; 10;v;)ds
#(d),+10: T ) T Jn—1 #(d),+10:03)

irgi yra apréztas.

Gerai Zinomas faktas, kad iSreikstiné Eulerio schema yra tik salygiskai
stabili, todél taikyti maksimumo principo prediktoriaus — korektoriaus schemai
negalime. Analizg atliksime energetiniu metodu (Shi, Liao 2006). Tegu

Vi={V:V={Vf}, k=1,...K, j=0,...,N,, VF=0, 2l eT}.
Galioja paprastas apibendrinimas gerai Zinomos idéjimo teoremos: kiek-
vienam V' € V), teisingas jvertis
K

1 1/2
IVlee < ClIVllE, €= (dT] Sou) (2.65)
k=1

2.8 lema. Tegul Z"™ tenkina uzdavinj (2.58)—(2.63). Tada galioja nelygybé
- J
0 12 1 L\ 2
B" < B+ 7y {IWIP+ 50 D 16 )l (2.66)
=1 p;E€EP1

-3 [ ey (R ) -]}

¢ia J1 = |Py|, o funkcionalas E™ yra apibréZtas taip
5. a3 2
B = ||z |f +2r7 ) (ax(djs_maizjf)) :
s=1 %

[rodymas. Padauging lygti (2.58) i$ 2hkTagZ]]?’n, a:f cwp(k),k=1,...,K,
o lygti (2.61) i§ 2h5785Z;;11, xs € B, susumave rezultatus gauname
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K Ni—1 Ni—1
21> " hy > 102" = 272 hu, Z 0p 25" O +%agczj’?%") (2.67)
k=1 j=1 ) . 5
+2ry (4, 102 & 055
P
+2rY he Y T oz"
k=1 j=1

Taikydami Gryno formulg, gauname

Nj—1

K K Ny,
D hi Y 02y Oa(d) 1 0:Z7") = = Y <hk > dy 0502 0: 25"
j=1 k=1

k=1 j=1
k _rkn k.n k o 7kn k.n
—di, 02N OsZN] + di0iZy" 0,257,
Atsizvelge i kraStines salygas kraStinése vir§iinése, srautus kitose virStnése
p; € P sugrupuojame taip:

K
k k,n k’,n k o k;,n k’7n
(k202N 0s2) — di0uZg™ 0. 25"

k=1

- Z ( Z dk 1aanp] Z {90z Zmn(pj))at "(pj)-

pi€PL €k€N+(pj) em€N" (p )
I§ (2.67), pritaike lygybe 22" = Z™ + Z"~! + 10;Z™ ir lygti (2.60), gauname
27|0pZ"|1* + 7210, 2" 1 + 12" = 1277 (2.68)
+27—Z %(ds 1at Sn +ds 13,5 j+1)

Nj—1

+27'thz¢kn8an+2TZ<p (pj) OcZ" (pj)-

k=1 7=1 p;EP1
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Pritaike Kogi-Svarco nelygybe ir e-nelygybe, gauname

K Ni—1
203 " hyy Yy W02 < Tl|ogZ" P + Tl (2.69)
k=1 j=1

PanaSiai gaunamas jvertis

21 3 () 2 ) <2 Y ( 10:2" ()2 (2.70)
p; P p; P
Ji n 2 _on |2 7.J1 n 2
+ 5l P)?) < TIBZM P+ T Y 1" ()
p;EP

Telieka jvertinti prediktoriaus Zingsnyje ineSta paklaida. IS lygciy (2.58), (2.62)
seka, kad

Z3" — 75" = —720;0, (d;,-10:25") + Tt — "), @, € B

Perrasome narj dj 1 atZ L+ dS 11 0; 7 i +1 dviem biuidais:
sT3

& 1at "L+ d 1at Ny = h20;0, (djs_%aijs’”) +2d3 0; 27"
= 120;0; (di-%é‘ﬂi;”) + 25 (0:(d5 1 0:25") + 05",

dia st = (dj 1+ dj. 41 )/2. Tada suskaidome likusj jvertj i penkias dalis
s 5 Ej 5

(25 = 25 10625 s 1062 ) = T+ To+ Ty + Ty + T,
S

T — 95, (a,;ar (d;sféajzznn%

47'3d3 on \ o

T2 = hsjka (ds 58 Z )ata (djs—%aizj; )
27’2d55 . s 2 T
= (el Ly 2 = 0u(s_y2u 7))

(00, (5,1 0:25"))°).-
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Pritaike Kogi-Svarco nelygybe ir e-nelygybe, gauname jvercius:

47’3d5 s
15 = I > 070, (djs_%ajZ;S’ ) sz’n
27'4d 272d8

<

s s,n 2 s 5,1\ 2
(at-ax (5, _10:2;, )) + T] (5"
T4 _ 27_2hs 8{633 (d;’s_%ﬁfZZn) (l’bvjs,n _ wss’n)
Thy

2

2

@ i)

2
< 20 (030, (45,1 0:23") )
Pritaike idéjimo jvertj (2.65), ivertiname paskutini nari

4’7’2675- ~ 4 Qd
Ty = — == (05" — 05 92" < =
S

" = 51052
< = O =192 |

S
4d3,C 572

T S,n
g”athHE‘F 2 (T/) -5 )
Istate lygtis (2.69), (2.70) i lygti (2.68) ir naudodami gautas nelygybes T,

m =1,...,5, ivertiname

_ 2
< B (4 5 Y 1o o) |2+Z[ )

pjepl

()@ -

Kartodami §ig procediira gauname norima rezultata (2.66). O

Pritaike 2.8 lemoje pateikta stabilumo jverti ir netik¢iy ivercius (2.64),
gauname konvergavimo rezultata.

2.4 teorema. Tegul U yra baigtiniy skirtumy schemos (2.56)—(2.57) sprendi-
nys, o u(x,t) yra diferencialinio uZdavinio (2.42)—(2.49) sprendinys. Tada

|07 = |l < Ot (7 + b3 + Tf) 2.71)

PaZymésime, kad konvergavimo jvercio (2.71) pirmoji dalis 7 + h3 atitin-
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ka neiSreikstinés schemos paklaida. Poskyryje 2.2.5 irodéme ta pati neiSreiks-
tinés schemos konvergavimo greiti, taciau poskyryje 2.2.6 §j jvertj pagerinome
taikant maZoruojanciy funkcijy metoda. Taigi, galime teigti, kad tikétinas kon-
vergavimo greitis §iuo atveju yra (7‘ +h%+ # )

IS lemos 2.8 ir jvercio (2.71) seka, kad baigtiniy skirtumy schema (2.56)—
(2.57) yra besalygiskai stabili, ta¢iau schemos aproksimavimo tikslumas susi-
jusioje normoje yra tik salyginis.

2.3.4. Konvergavimo analizé normoje L,

Siame poskyryje panagrinésime skai¢iavimo schemos (2.56)—(2.57) stabi-
luma normoje L. Paprastumo délei apsiribosime vienmaciu paraboliniu uz-
daviniu:

ou 0 ou
Egzaiﬂ@a)—ﬁmm@w+ﬂam O<z<l1, t>0, 272

0 <do <d(z) <dm, q(x)>0,
u(z,0) = uo(z), 0<z<1,
u(0,t) = pr(t), u(l,t)=pr(t), 0<t<T.

Pazymésime, kad (2.72) lygtis turi tiesinj sugérimo nari g(x)u(x).
Sritj Q2 = [0, 1] daliname i dvi dalis

2
U =101, Q=1[,1], 0<l<1.

Pagal srities padalijima erdvinis tinklas dalinamas i potinklius &y, = U wh,
k=1
dia
_k . . . .
wp ={xj: xj=jh, j=jk—1,--- k)t Zj=0, x5 =1, xj =1

PaZymésime, kad Siame uZdavinyje naudojame globaly tinklo mazgy Zyméji-
ma.
Paimkime koeficienty reik§mes a(z) = 1, ¢(x) = 0 ir apibrézkime

= ma. ma. n — ma n G: ~ .
9= 1<n<XN96 Eui |7vbj ‘7 g= B <XN lor — U7, g+g

Taikydami mazoruojanciy funkcijy metoda, suformuluojame stacionaryji pre-



2. PARABOLINIS UZDAVINYS GRAFUOSE 57

diktoriaus — korektoriaus uzdavinj:

*xf':71<.la 7$f':>l . 17
{ 0,0:W, = g j< { B,0:W; =g, 1<j< 07

Wo =0, W =W, WP =W, Wy =0,
W, — W,
175_@@m+a
_axafvvl:g7 Jj=m

Skaiciuojant perkelties metodu, diskretaus uzdavinio (2.73) sprendinys gali bu-
ti uZraSytas iSreikStinéje formoje:

Aﬁ+3%u—xm0§jga
wy={ f2
J= 1—ux;

| A_2(azl—9}vll h/2)g
1_x+2x](1 xj), 1 <j <1,
Matome, kad sprendinys W yra apréZtas i§ virSaus

2
|W”§CQ+hWP%) (2.74)

ir Sis konvergavimo greitis yra geresnis, nei irodytas 2.4 teoremoje.
2.3.5. Srities skaidymo metodas

Sioje dalyje palyginsime auk3¢iau gautus rezultatus su rezultatais, kuriuos
pateiké Vabishchevich (2011). Cia prediktoriaus — korektoriaus schemos stabi-
lumas tiriamas naudojant srities skaidymo metoda, grindZiama adityvaus skai-
dymo schemomis (ang. additive splitting schemes).

Daug Zinomy ir naujy schemy galima uZrasyti operatoriniy — skirtuminiy
schemy pavidalu. PavyzdZiui, §is biidas taikomas uzrasant schemas su loka-
livoju laiko ar erdvés tinklelio smulkinimu arba srities skaidymo metodu gau-
namas schemas, skirtas realizuoti lygiagre¢iuose kompiuteriuose. Operatori-
niy — skirtuminiy schemy teorijoje daugiausia démesio skiriama dviejy ir trijy
sluoksniy schemoms. Apsiribosime vienmaciu uzdaviniu (2.72).

Srities skaidymo algoritmas panasSus i lygiagrety prediktoriaus — korekto-
riaus algoritma, iSdéstyta 2.3.2 poskyryje:

1. Prediktoriaus Zingsnis. Sprendinys bendruose dviejy posriciy taskuo-
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se apskai¢iuojamas naudojant iSreikStini Eulerio metoda

e prn—1
Ujl Ujl

T

— 0, (d

1 +10:U” D—q Uit 1 @275)

2. Srities skaidymo Zingsnis. Sprendiniai kiekviename posrityje apskai-
Ciuojami lygiagreciai naudojant neiSreiksting baigtiniy skirtumy sche-
ma (2.76), o prognuzuojamos reikSmes U naudojamos kaip krastines
salygos:

U = aj(dﬂ%a UM = qUl" + f', Va; € wf, k=1,2, (2.76)
U = p(t™), UR =0}, Uj=pr().

3. Korektoriaus Zingsnis. Sprendinio reik§Smés posri¢iy bendruose tas-
kuose atnaujinamos taikant neiSreikSting baigtiniy skirtumy schema
(2.76) ir naudojant apskaiciuota antrame Zingsnyje sprendini U™:

OUjy = 0z (dj,, 10:U5, ) — 4, Ujy + £, (2.77)

Remiantis (Vabishchevich 2011), galime uZraSyti $ig prediktoriaus — ko-
rektoriaus schema kaip adityvaus skaidymo schema. Vienetinio operatoriaus
adityvy pateikima susiejame su diskreciosios srities wy, padalijimu:

2
doxi=1, x;20, j=12

Tada apibréZiame diskreciuosius operatorius:
ApU™ = —&,—;(dﬁ%amU;‘) +qU},  Apa =XoAn, a=12.

Operatorius Aj, yra savijungus (skaliarinés sandaugos atzvilgiu) ir teigiamai
apibréztas:

4 h
Ap=A,, Ap>Xol, Moo= 73 sin (%) (2.78)

Operatoriai Ay, , nepaveldi Siy pagrindiniy savybiy, todél skaidymo schemy
konstravimas ir analizé yra pakankamai netriviali uzZduotis.

Prediktoriaus — korektoriaus schema (2.75)—(2.77) gali biiti uZraSyta kaip
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Douglas schema

g2 _gn-l

L AUl p AUl = 10y ewp, (279)
ur -yt -
% + Apa Uy V24 ApaUP = P, x5 € wn.

Eliminave tarpinj sprendinj U"~1/2, gauname ekvivalencia faktorizuota sche-
ma

(I +7An 1) (I +7An2)0:UF + AU = [T, xj € wp. (2.80)

= f7,
Atitinkamas paklaidos Z' = U —u(z;, t") uzdavinys apibréZiamas taip:
(I+7Ap )T +TAp)0: 27+ Ap 27 = o, Z9 =0,  wj € wy, (2.81)
¢ia ¢™ yra netiktis
Vi =f1 = (U +7Ap1)[ + TAp2)07u; — Ahu}l*l, Tj € wh.

Darbe (Vabishchevich 2011) irodytas toks konvergavimo jvertis (daugiau
rezultaty tyriant Douglas schemy stabiluma galima rasti darbuose (Hundsdor-
fer, Verwer 2003; Samarskii 2001)):

(T +7An2) Z" |4, < (T + 7AR1) """ 4,5 (2.82)

&ia energetiné norma apibrézta taip: || Z||a, = (AnZ, Z)Y/2.

Netiktj i8skaidome i dvi dalis ¢} = ¢7'; + 13 ;. Pirmasis narys apraso
neisreikstinés Eulerio schemos netiktj

n n n n
¢1’j = f,] — af-uj — Ahuj, l‘] S Wh,

antrasis narys apraso skaidymo zZingsnio netikti (t. y. prediktoriaus — korekto-
riaus netiktj):
2
¢£L7j =T Ah,lAh,Qan?-

Skaidymo Zingsnio paklaida gali biti jvertinta taip (Vabishchevich 2011):

~1.n T
I+ 7AR1) " 5 4, < C7lix2lla, < C—. (2.83)

Vh
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2.5 lenteléje surinkti trys gauti skaidymo schemos (2.75)—(2.77) aproksimavi-
mo paklaidos 15 jverciai, Sie jverciai pritaikyti skirtingiems sarySiams tarp 7
ir h.

2.5 lentelé. Srities skaidymo paklaidos )% teoriné analize

Table. 2.5. Theoretical analysis of the domain decomposition error 1)y

2
(2.74) O <7) 2.71) O (T\ﬁ> (2.83) O <T>

h h Vh
T = h? O(h?) O(h?) O(h3/?)
r=h O(h) O(Vh) O(Vh)
r=+vh 0(1) O(h~1/%) 0(1)

Pateiksime skaiciavimo eksperimento rezultatus. Sprendéme vienmatj pa-
rabolinj uzdavinj su pastoviu difuzijos koeficientu d(x) = 1 ir ¢(x) = 0.
Tikslusis diferencialinio uzdavinio sprendinys yra u = tx(1 — x). Siuo at-
veju 7 = 0, taigi analizuojama yra tik srities skaidymo paklaida 15 . Kadangi
paklaidos Z" elgsena yra tokia pat visose testuotose normose, 2.6 lenteléje
pateiktos tik paklaidos energetinéje normoje || Z" || g reikSmés, kai t = 1.

2.6 lentelé. Skaiciavimo eksperimento rezultatai: paklaidos 1% analizé

Table. 2.6. Results of computational experiments: analysis of approximation error 13

T=50n2  h=002 h=001 h=0005 h=0,0025
1Z(t=1)|p 0039264 0,0049497 0,0006218  0,0000779

P 29878 29928 2,9968
r=h h=002 h=001 h=0005 h=0,0025
1Z(t=1)|p 0039264 0019799 0,009950  0,004987

p 098778 099266  0,99652

r=01vh h=004 h=001 h=0,0025 h=0,000625

|Z(t=1)]lg 0,019174 0,019799  0,019950  0,019987
p -0,02313  -0,00548  -0,00134
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Matome, kad Siuo atveju skaidymo Zingsnio paklaida yra % eilés.

Lenteléje 2.7 pateikti skai¢iavimo eksperimento rezultatai, kai sprendzia-
mas uzdavinys grafe su koeficientais d(x) = = + 1, ¢(z) = x + 1. Tikslusis
diferencialinio uZdavinio sprendinys v = 22 (I — x)% exp(t + 1), taigi Eulerio
metodas irgi inesa savo paklaida.

2.7 lentelé. Skaiciavimo eksperimento rezultatai: paklaida || Z(t = 1)||co

Table. 2.7. Results of computational experiments: global error || Z(t = 1)||oo

T 0.1 012 014 018 01/16 0,1/32 0,1/64

h =0,05 0,0771 0,0626 0,0586 0,0575 0,0572 0,0571 0,0571
h=0,05/2 0,1382 0,0382 0,0172 0,0151 0,0146 0,0144 0,0144
h =0,05/4 02565 0,0792 0,0206 0,0055 0,0040 0,0037 0,0036
h =0,05/8 03773 0,1659 0,0416 0,0107 0,0028 0,0011 0,0009

Pirmajame stulpelyje, kai 7 yra pakankamai didelis, dominuoja paklaidos
dalis %: mazindami h du kartus paklaida padidiname apie du kartus, — o pas-
kutiniame, kai 7 yra maZas, dominuoja paklaida h?: maZindami h du kartus
paklaida sumaZiname apie keturis kartus. Paskutiné lentelés eiluté, kai h yra
pakankamai mazas ir fiksuotas, rodo konvergavima 72 eilés: maZindami 7 du
kartus paklaida sumaZiname apie keturis. Galime padaryti iSvada, kad skaicia-
vimo eksperimento sprendinys konverguoja grei¢iu C'(h? + %), tai patvirtina
teorinius konvergavimo ivercius.

2.4. Prediktoriaus — korektoriaus algoritmas Il

Siame skyriuje nagrin¢jama dar viena prediktoriaus — korektoriaus tipo
schema paraboliniam uZdaviniui grafuose, grindZiama kitu srities padalijimu.
Siuo atveju garafas yra skaidomas vir§iinése, tokiu biidu gauname aibe vienma-
¢iy paraboliniy uZdaviniy, kurie yra efektyviai sprendZiami perkelties metodu.
Sprendziamas parabolinis uzdavinys (2.42)—(2.49).

Diferencialinéms lygtims aproksimuoti naudojame iSreiksting ir neiSreiks-
ting baigtiniy skirtumy schemas. Prediktoriaus — korektoriaus algoritmas api-
bréZiamas taip:

1. Prediktoriaus Zingsnis. Apskaic¢iuojame sprendinj grafo virSiinése
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p;j € P1 U P, aproksimuodami lygtis (2.45), (2.46) iSreikStine Eulerio
schema ir naudodami tolydumo salygas:

rk.n kn—1
B he Uxn — Uy
k k,n—1 k N N k.n
Z[de_%&iUNk e N ess
er€NT (pj)
m m,n—1 hm Um,n_Um,nfl m,n
= S [tpowet - S - ) v e
em€N" (p;)
ur —urt k kn—1
e Y dy U, (2.85)
erENT (p))
rk,n kn—1
Ry, UN7 _UN7 k,n m m,n—1
+y ()] - X |apa;
em€N" (p;)
hm U(;nn_ (;n’n_l m,n n
- (e — 13| = 2 s € P

. Srities skaidymo Zingsnis. Apskai¢iuojame sprendinj kiekvienoje bri-

aunoje pagal neiSreiksting baig}iniq skirtumy schema (2.50) naudoda-
mi prognuzuojamas reik§més U™ kaip kraStinés salygas.

. Korektoriaus zingsnis. Atnaujiname sprendinio reik§Smés grafo vir-

Sinése pagal neiSreikSting Eulerio schema (2.52)—(2.53), naudodami
apskaiCiuota antrame Zingsnyje sprendinj U".

Sis algoritmas jdomus tuo, kad sékmingai gali biiti taikomas ir nuoseklus jo va-

riantas, siekiant palengvinti ir pagreitinti skai¢iavimus ir iSvengti tiesiniy lyg-
¢iy sistemos sudarymo ir sprendimo. Be to, Rempe, Chopp (2006) teigia, kad
toks sprendiniy reik§miy iSsiSakojimo taSkuose prognozavimas leidzia elimi-
nuoti i§ skaiciavimy dalj grafo briauny. Gerai Zinoma, kad, impulsui sklindant
didele lastele, ne visos lastelés sritys suzadinamos vienu metu. Taigi, jei Iaste-
lés dalis tam tikru laiku yra poilsio biisenoje, o itampos reik§mé i§siSakojimo
taskuose atitinka pusiasvyros itampa, Zinoma, ta lastelés dalis nebus suzadinta,
ir tikslus sprendinio radimas Sioje briaunoje nereikalingas.

Nuosekliojo algoritmo sudétingumas §iuo atveju yra

W =0(>_ Ny)+0(J).
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Konvergavimo analizé normoje H,

Taikysime ta pacia metodika, kaip ir 2.3 poskyryje. Diskretusis uZdavinys
paklaidos funkcijai Z yra:

kn k k.n k,n
Z;" = 0z (dj +%aggzj ) + 95", (2.86)
x?Ewh(k‘)\{xl,xNk_l}, kZl,...,K,
Z™"(p;) =0, Vp;eT, (2.87)
3 [d’“ 102N+ —at } (2.88)
ex€NY (p))

hm m,n n
-2 [ 120: 20" — 50 Zy " } =¢"(pj): Vpj € P,

em€N" (p;)
h
ozl + Y [d’;k_%aizj’ypr?’“at—zm (2.89)
ek€N+(pj)
o Z [ 1/28 Zmn - 78t mn} = ¢n(ps)7 Vps € P,
em€N" (p;)
O Zy"™ = 05 (dS 10, 27") + di i + 97 (2.90)
t<1 T 1+% 1 5 h% 1> .
~k, k,
aZkTL 6‘ ds 8 an d N:_ N: n
t“N—1 — 1‘( Nk_% Ny — 1)+ Nk—l hz +'¢Nk:_1’
7an 1
k k-1, he 4N N
> [k, oezi T %] 2.91)
ek€N+(pj)
B h Em,n . Zm,n—l _
X [ -2 BB gy e
em€N" (pjy)
Sk.n kn—1 —k,n kn—1
Zs — g k kn 1 thNk_ZNk
cC—— + Z {d 18 Zy f] (2.92)
ekGN ( )
_ h Zm,n_Zm,n 1 _
- Z [d?angn,n t— %%] = ¢n(ps)v vps S P2>

emEN " (ps)
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&ia funkcijos *7, @, @7, " ir 5" Zymi baigtiniy skirtumy schemos netikti.
Visose virstnése paklaidos funkcijoms galioja tolydumo salygos

+
Zm"(p;) = Z8"(p;), Vp; € Pi, em,er € N (p;), (2.93)
+
Z" = 78" (py), Vps € Pa, e € N (ps). (2.94)

Nesunku isitikinti, kad Siuo atveju galioja panaSus netik¢iy iverciai, kai
pradiniai duomenys, koeficientai ir uzdavinio (2.42)—(2.49) sprendinys yra pa-
kankamai glodis:

WP < C(r+h2), 2Fewp(k), k=1,...,K, n>0,  (2.95)
J k J
lp"(p;)| < C(th+h?), pj€ P, n>0, h = max hy,

o @l <Or pen.
|¢n(ps)| SC(T+7h+h2)> ps € Po, m >0, h:m]?thn

" — g | <CT, ps € Py

2.9 lema. Tegul 7 kn tenkina uzdaving (2.86)—(2.93). Tada teisinga nelygybé

n J 1
EnSEO—i—TZ{HTZJZHZ‘Fﬁl D 1 @)+ 5 D 16w 296)
=1

p;EP1 psEP>
4TdM 1 2 47'(1?\40J1 1 ~1 l 2
+Z[ 3(g0.)+< T + )(go.—cp.)}
piEPL Cuhy *™ h;j Cihg/ 70 0
+ Z |:C’1h§) ((bps) +< hlsl + Clhs ( Ps ps) ’
psEPQ
ia J1 = ’Pl , i ekeN*(p;) hr, pj € P,

hs = mingren+(p,) i, s € Pa, 0 funkcionalas E™ yra apibréZtas taip

2
E" =2} + 4% Y 52( S Aoyt = Y diy 1024

pj epP, emEN™ (ps) erENT (pj
D 2
par S (S arezg - S iy 0.7k
ps€P2 % e, €N~ (ps) ex€ENT(ps)

_( Z hk)7 p]epla HS:(2C+ Z hk)) p8€P27
ex€N*(p;) e €EN*(ps)
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dk d7
Di:< Z h i), p; € PLU Ps.

h;
exENT(p;) em€EN—

[rodymas. Padauging lygtis (2.86) ir (2.90) i$ 2hk7'8gZ;€’n, :cé“ € wp(k) ir
susumave rezultatus gauname

Nk 1 Nk 1
kn kn k.n
2T§ th 0523 _zr§ hk§ 052" 0 ( %&EZ]- )

K 7kn  skn

" Zk,n an k: " N N
§ : 0 0 n k k
k=1

Nj—1

+2¢Z hy, Z q,z)’“”at ’“".
Jj=

Taikydami Gryno formule, diskreciuosius srauty tvermeés désnius (2.88)—
(2.89), krastines salygas ir lygybe 22" = Z" + Z"~! + 70;Z", gauname

27)|0: 2" 1P + T30 2" | E + 1271 = 127 I3 (2.97)
_ dy 1
+2r Y (2M0) ~ 2 ))| Y o+ Z 2at Zn
pjeplUPZ eveN+(p;)  F emeN-—
Ni—1
+2TZ hie > WSO ZE 420 0" (pg) 052" (p))
k=1 j 1 p]€P1
+2TZ ¢" (ps) s Z" (ps) —2762 |0: 2" (ps) .
ps€P2 ps€P2

Pritaike Kogi-Svarco nelygybe ir e-nelygybe, jvertiname narius

K Ni—1
20 he Y U 02" < 7|02 A Tl
k=1 j=1
n n 2 TJl
213" " () 02" () <TI0 2P+ = D e (),
pj€P1 pjEP

20 Y ¢"(p) 02" (ps) < 2re Y %2 (PP + 5 D 167 ()

ps€EP psEP PsEP
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Prediktoriaus Zingsnyje ineStos paklaidos ivertinima pateiksime tik antrojo tipo
virS§tinése. Nesunku isitikinti, kad prediktoriaus paklaidos iverti pirmojo tipo
vir§inése gausime su koeficientu ¢ = 0.

Naudodami lygtis (2.89), (2.92) gauname ivertj:

2(p0) = 2"0s) = - [P Brld, 30:257)
S ekeN+(pa)
—7? Z a{(d%angn,n) +T(¢~5(ps) - ¢(ps)):|7 ps € Pa.
em €N (ps)

Taip pat naudodami iverti
dk’
N
> ez Y oapn -
erENT(ps) emEN—(p )

k.mn _m m,n —n
> 8gd’;vk_%8g—cZNk + > T 025" + DsOsZ" (ps),  ps € P,
ekeN+(ps) emGNf(Ps)

suskaidome jverti i penkias dalis

_ dy 1 dy
QT(Zn(pS)—Z"(pS))( > 28tZN: —— h?@zm")
exEN*(ps) emEN=(ps) "

=T +To+ T3+ Ty +T5,

kur

_ 43
Ty = ff ( Y. KdTOZ5 — Y agd’;kaéajzgkf,

% emEN~(ps) erENT(ps)
—873
= H?2 D8< Z at_d?axzén’n_ Z 8Edka7%(955Z§,’:>
s emEN_(ps) 6k€N+(ps)

(X 702" = Y db 105 zy)

57nEN7(ps) 5k6N+ p.s
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_47_2 m,n k kn 2
:HSQDS[( S dro.zyt = Y di 1025

emEN_(ps) ek€N+(ps)

( d70.25" " = N dh 02N 1)2

em€EN™(ps) er€NT(ps)

(N vz = Y oy lajZ]@:)Q]

em€EN~(ps) exr€NT(ps)

Taikydami Kosi-Svarco nelygybe ir e-nelygybe, gauname jver&ius:

= _52 D D 0dronzy =" dudly10:2%, )" (ps)
em €N~ (ps) er€N*(ps)
2
= %DS (S ora.zy - Y ondh, \0: 78, ) + (67 0)7)
° em€EN~(ps) ex €N (ps)
Ts= ( Z &:dm@ 28 =37 ok, 10573, ) (6" (0s) — " (vs)
emEN ek ENT(ps)
< gl Z autgo. 7 =3 o y07%,)
emEN~ erENT(ps)

" Z(<z>”<ps> ~o'(mn) .

Pritaike idéjimo iverti (2.65), paskutini narj {vertiname taip

T5 = 7DS($n(pS) — ¢"(ps))9rZ" (ps)

472D2C Jy ~

2
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Istate gautus jvercius i lygti (2.97), gauname

n n— n J n 1 n
E"<E 1+T(H1/1 1P+ D0 @)+ o D 16"

pjEPL ps€P2
47D 4 D cJ 1
Y [T @) (Fr ) @ - )]
p;EPL J J
47Dy 47D2CJ 1y, n
5[ (TR @)
PsE€EP2 ° ’
J 1
< (05 X 0P + g, 3 10 wP
pjEPL psEP>
+Z[C7'—h]\§ Pp; 2+< T]l\;[‘! 1+Clh->(s@pj_(ppj)2}
pjEP J !

3 (B (o + (TR 4 L) G- o))

psGPQ

¢ia h; = mlnekeNi(p)hk, pj € P1, 0 hy = mingken+(p,) ks ps € P
Kartodami §ig procedura gauname norima rezultata (2.96). O

Pagaliau, naudojant stabilumo jverti i§ 2.9 lemos, ir netik¢iy jvercius gau-
name tokj konvergavimo rezultata.

2.5 teorema. Tegul U yra baigtiniy skirtumy schemos (2.56)—(2.57) sprendi-
nys, o u(x,t) yra diferencialinio uZdavinio (2.42)—(2.49) sprendinys. Tada

||U“—u”HE§Ct"(T+hz+x/ +;l2[) (2.98)

Priminsime, kad konvergavimo iverc¢io (2.98) pirmoji dalis 7+ h3 atitinka
neisreikstinés schemos paklaida, ir $ita rezultata galime pagerinti.

Nors konvergavimo jverc¢io (2.96) narys, apraSantis prediktoriaus Zings-
nio netikti, yra prastesnis, nei jvercio (2.71), ta¢iau baigtiniy skirtumy schema
(2.56)—(2.57) irgi yra besalygiSkai stabili, o jos konvergavimas yra salyginis.
Taigi, rezultatai abiems prediktoriaus — korektoriaus algoritmo versijoms yra
labai panasis, o realizacija versijos, kai prediktorius — korektorius yra taikomas
tvermés lygtims, yra paprasciausia.
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Pateiksime skaiCiavimo eksperimento rezultatus. Sprendéme parabolini
uzdavinj su pastoviu difuzijos koeficientu d(x) = 1 grafe, kurj sudaro viena
pirmojo tipo vir§iiné, jungianti tris vienetinio ilgio briaunas. Tvermés désnis
Siuo atveju yra

out B ou? ou?
0z lz=1 N oz lz=0 Ox lz=0
Tikslieji diferencialinio uZdavinio sprendiniai yra u! = t(2? + z), u?> =

t(2,52% + = + 2), ud = t(1,522 + 22 + 2). Akivaizdu, kad neisreikstinés
schemos paklaida Siuo atveju yra 0. Kadangi paklaidos Z" elgsena yra tokia
pat testuotose normose L ir Hy, 2.8 lenteléje pateiktos tik paklaidos energe-
tingje normoje || Z" || g reik§més, kai t = 1.

2.8 lentelé. Skaiciavimo eksperimento rezultatai: prediktoriaus Zingsnio paklaidos
analizé
Table. 2.8. Results of computational experiments: analysis of predictor step error

T=50h2  h=002 h=001 h=0,005 h=00025
1Z(t=1)|g 0107544 0,0133817 0,00167633 0,000209847

P 3,007 2,997 2,998
r=h h=002 h=00l h=0,005 h=0,0025
1Z(t=1)||g 0,107544  0,0537681 0,0268904  0,0134475
P 1,000 1,000 1,000

7=0,1vh h=004 h=001 h=0,0025 h=0,000625

1Z(t=1)|g 00527034 0,0537681 0,0540625 0,0541507
P 20,029 -0,007 -0,003

Matome, kad ir Siuo atveju skaidymo Zingsnio paklaida yra % eilés.

2.9 lenteléje pateikti skai¢iavimo eksperimento rezultatai, kai sprendZia-
mas uzdavinys grafe su koeficientais d(x) = x + 1, ¢(z) = x + 1. Tikslusis
diferencialinio uzdavinio sprendinys u = 22 (I — )% exp(t + 1), taigi Eulerio
metodas irgi inesa savo paklaida.

Matome, kad Sie rezultatai yra labai panasus i skai¢iavimo eksperimen-
to su prediktoriaus — korektoriaus I schema rezultatus, pateiktus 2.7 lenteléje,
todel galime daryti ta pacia iSvada, kad skaiiavimo eksperimentai rodo skai-
dymo Zingsnio paklaidg 7~ eiles.
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2.9 lentelé. Skaiciavimo eksperimento rezultatai: paklaida || Z (¢t = 1)|co

Table. 2.9. Results of computational experiments: global error || Z(t = 1)

T

0,2 022 02/4 02/8 02/16 02/32 0,2/64

h=0,1 0,3069 0,1667 0,1312 0,1226 0,1206 0,1201 0,1201
h=0,1/2 04336 0,1323 0,0553 0,0361 0,0314 0,0303 0,0301
h=0,1/4 008310 02214 0,0610 0,0206 0,0106 0,0082 0,0077
h=0,1/8 16199 04344 0,1119 0,0292 0,0086 0,0035 0,0022

2.5. Antrojo skyriaus iSvados

Siame skyriuje sprendéme parabolini uZdavini $akotoje struktiiroje, ku-

rios iSsiSakojimo taSkuose galioja dviejy riiSiy tvermés désniai. Nors parabo-
linis uZdavinys su klasikinémis kraStinémis salygomis yra pakankamai iStirtas
ir apraSytas literatiiroje, tokiose nestandartinése srityse, kaip grafai, sunkumai
atsiranda dél tvermés désniy virSiinése aproksimacijos ir analizés. Apibenrin-
sime pasiektus rezultatus:

1. Aprasyta neisreikstiné svoriné schema, skirta spresti parabolines lyg-

tis grafuose su dviejy risiy tvermés désniais grafo vir§inése. [rodytas
Sios schemos besalyginis stabilumas, kai svorinés schemos parametras
0 € [%,1]. Taikant energetini metoda ir maZoruojanciy funkcijy me-
toda iSnagrinétas schemos stabilumas ir konvergavimas normose L.,
Lo, Hy. Pavyko pagerinti gautus maksimumo principo pagalba rezulta-
tus ir jrodyti, kad konvergavimo greitis grafo vir§iinése, kuriose galioja
paprastas tvermeés désnis, taip pat yra O(77¢ 4 h?). Teoriniai rezultatai
patvirtinti skaic¢iavimo eksperimento rezultatais.

. Siekiant palengvinti skai¢iavimus ir sutrumpinti skai¢iavimo laika, tai-

kant lygiagrecias technologijas, paraboliniam uzdaviniui grafuose pri-
taikyta populiari srities skaidymo paradigma. ApraSytos dvi predikto-
riaus — korektoriaus schemos, kurios grindziamos skirtingu skaiciavi-
mo srities padalijimu. Taikant energetinius metodus irodyta, kad abi
prediktoriaus — korektoriaus schemos yra besalygiSkai stabilios, ta-
¢iau deél prediktoriaus Zingsnyje ineStos paklaidos pasiZymi tik saly-
giniu konvergavimo grei¢iu. Naudojant prediktoriaus — korektoriaus
ir Douglas schemy ekvivalentiSkuma, gauti rezultatai palyginti su Zi-
nomu Douglas schemos konvergavimo iver¢iu. Skaiciavimy rezultatai
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rodo, kad pavyko gauti tikslesni skaidymo Zingsnio paklaidos jverti.
Atlikto skaiciavimo eksperimento rezultatai patvirtina, kad predikto-
riaus Zingsnio netiktis yra O(72/h).






Lygiagretieji algoritmai

Siame skyriuje pateikiamos lygiagre¢ios aprasyty 2 skyriuje algoritmy
versijos, ju efektyvumo ir iSple¢iamumo analizé ir skai¢iavimo eksperimenty
rezultatai. Visos lygiagreciyjy algoritmy versijos grindZziamos duomeny lygia-
gretumu.

3.1. Neisreikstinis algoritmas

Siame poskyryje pateikiamas lygiagretus algoritmas, realizuojantis neis-

reiksting schema (2.9)—(2.13), aprasyta 2.2.1 poskyryje.

1. Srities padalijimas. Skaiciavimo sritis dalinama i posricius skaidant
virSunes (3.1 pav.). Pirmame Zingsnyje sprendZiame skaiiavimo uz-
duociy tolygaus paskirstymo uzdavini. Siekiame garantuoti, kad kiek-
vienas procesas turés mazdaug vienoda skai¢iy diskreciojo tinklo tas-
ku, nes Sis skaic¢ius nusako diskreciojo algoritmo sudétinguma, kuri
sudaro faktorizacijos Zingsniy veiksmai Wy = (’)( >k Nk) ir tiesi-
niy lygCiy sistemos sprendimas PCG metodu W, = O(umJ) (r.
2.2.1 poskyri). Dél baigtiniy tiriy schemos diskretizavimo Sablono
skirtingy procesy skai¢iavimo sritys persidengia. Procesai turi ap-
sikeisti duomenimis, priklausanciais persidengiancioms sritims. Bet
duomeny persiuntimo kastai yra lygiagreciojo algoritmo papildomieji

73



74 3. LYGIAGRETIEJI ALGORITMAI

3.1 pav. Neisreikstiné schema: grafo padalijimas procesams

Fig. 3.1. The implicit scheme: distribution of the graph to the processes

kastai. Todé¢l antras tikslas ieSkant optimalaus paskirstymo yra suma-
Zinti persidengianciy sri¢iy skai€iy. Svertinio grafo padalijimui naudo-
jome Met is jranki (Karypis, Kumar 1999), o briauny svorius nusta-
téme pagal diskreciojo tinklo taSky skaiCiy briaunose .

2. Faktorizacijos tiesioginés eigos Zingsnis. Faktorizacijos algoritmas
vykdomas lygiagreciai.

3. Tiesinés lyg¢€iy sistemos sprendimas. Po faktorizacijos Zingsnio pro-
cesai apskaiciuoja lokaliuosius vir§tiniy matricos koeficientus. Gauna-
ma tiesiné lygCiy sistema sprendZiama naudojant lygiagrety jungtiniy
gradienty metoda su diagonaliniu matricos salygotuma gerinanciu ope-
ratoriumi (PPCG, ang. Parallel Preconditioned Conjugate Gradient).

4. Faktorizacijos atbulinés eigos Zingsnis. Kiekvienas procesas lygia-
greciai apskaiciuoja sprendini jam skirtose briaunose.

Tokiu budu lygiagretaus algoritmo aproksimacijos tikslumas ir stabilumas
yra toks pat, kaip ir nuoseklaus algoritmo. Gerai Zinoma, kad lygiagretaus ite-
racinio PCG algoritmo konvergavimas neZymiai priklauso nuo apvalinimo pa-
klaidy dél slankiojo kablelio aritmetikos ir MPI duomeny persiuntimo proto-
koly.

Lygiagrecdiojo algoritmo iSplé€iamumo analizé

Panagrinékime lygiagrec¢iojo algoritmo sudétingumo ir efektyvumo jver-
¢ius. Faktorizacijos Zingsnis (2.14) yra pilnai lygiagretinamas, o §io Zingsnio
sudétingumas yra T , = Wy /p, ¢ia p yra procesy skaicius.

Dabar jvertinkime PPCG algoritmo sudétinguma. Po faktorizacijos Zings-
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nio procesai apskaiciuoja lokaliuosius matricos koeficientus ir apsikeicia vir-
$aniy, priklausanciy keliems procesams, duomenimis. Sio Zingsnio sudétingu-
mas yra T, = fy(oz + vmﬂ), ¢ia v = y(p) Zymi didZiausia skaiciy kaimynuy,
t. y. procesuy, su kuriais reikia keistis duomenimis, v Zymi didZiausia skaiciy
vir§uniy, priklausanciy kuriam nors i§ kaimynuy, o Zymi praneSimo parengi-
mo laika, o 8 Zymi laika, reikalinga duomeny vienetui nusiysti. Siekiant pa-
slépti persiuntimo kastus, skai¢iavimuose naudojamas asinchroninis duomeny
siuntimas, tuo pat metu atliekant skaiciavimus su lokaliais duomenimis tarp
persiuntimo operacijy.

Atliekant matricos ir vektoriaus daugyba kiekvienas procesas apsikeicia
su kaimynais Seséliniais vektoriaus elementais. Seseéliniy elementy aibe $iuo
atveju sudaro grafo virStniy, kurias su iSskaidyta keliems procesams virStne
sieja viena briauna, duomenys (t. y. iSskaidytos vir§iinés ,kaimynés*). Todél
matricos ir vektoriaus lygiagrecios daugybos kasStai apibréZiami taip:

T3, = m[i—‘ + 'y(a + ’UB)

Dviejy vektoriy skaliarinés sandaugos lygiagretus skaiciavimas reikalau-
ja visy procesy globalios komunikacijos sumuojant lokalias sandaugy sumas.
Skaiciavimuose naudojome MPI_Allreduce operacija, kurios kaStai priklau-
so nuo konkrecios bibliotekos realizacijos algoritmy ir kompiuterio architek-
taros. Todél pazymékime duomeny vieneto paskleidimo p procesams kaStus
Bip = Ra(p)(a+ B).

Kai lygciy sistemos sprendinys yra apskaiciuotas, kaimyniniai procesai
apsikeicia sprendinio reik§mémis bendrose vir§iinése, §io Zingsnio kastai yra
v (a4 vp).

Susumave gautus jvercius gauname lygiagretaus neisreikstinio algoritmo
sudétingumo jverti:

1%

W s
T, = Tfé + 00+ v(a+ov(m+1)p)

+u(2RB(p)(a +8) +7(a +v5)) +y(a+vB),

¢ia 0 zymi lokaliy skaiiavimo uZduociy virStnése paskirstymo koeficienta,
06 = 0(pc) yra gaiSinimo koeficientas, priklausantis nuo branduoliy skai-
¢iaus procesoriuje. Butina atsizvelgti i §i koeficienta, nes bendrosios atminties
kompiuteriuose dél magistraliy pralaidumo apribojimy gali kilti problemu, kai
daug procesy bando vienu metu skaityti ar rasyti i globalia atminti (ang. bott-
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leneck effect). Darydami prielaida, kad vykdomas paprastas duomeny mainy
algoritmas, ir Zinodami, kad o > 3, gauname jvertj

W, W,
T, ~ ?fé T ?95 +vya(p+2) + 2Rp(p)pa. 3.1)

Galime padaryti i§vada, kad lygiagretaus algoritmo efektyvumas didZiaja
dalimi priklauso nuo vir$iiniy balansavimo koeficiento . Did¢jant skaiciavimy
apimciai, lygiagretaus algoritmo efektyvumas turéty geréti, taciau §ig tenden-
cija gali bloginti blogesnis duomeny paskirstymas ir konkurencija dél atminties
skaitymo tarp vieno skaiiavimo mazgo branduoliy.

Abibrézkime lygiagretaus algoritmo papildomus kastus:
H(W,p) = W06 —1) + Wy(616 — 1) —i—p’ya(u + 2) + 2pRp(p)pa.

Tada algoritmo izoefektyvumo funkcija W = g(p,F) apibréZiama lygtimi

E
W= _——H{pW
1 _ E (p Y ))
¢ia E yra fiksuotas algoritmo efektyvumas. Atlike nesudétingus skaiiavimus
gauname

Wy +08) + Wil +019) = O(p1(0) + pR()).

Tai rodo, kad lygiagretaus algoritmo iSpleCiamumas taip pat priklauso nuo pa-
skleidimo operacijos realizacijos: dydis R(p) kei¢iasi ribose nuo log, p iki p
priklausomai nuo lygiagrecios bibliotekos realizacijos ir kompiuterio ar tinklo
architektiiros.

3.2. Prediktoriaus — korektoriaus algoritmas |

Lygiagretus prediktoriaus — korektoriaus algoritmas, kai grafas yra dalina-
mas | pografius pjaunant kai kurias briaunas, yra detaliai apraSytas 2.3.2 po-
skyryje. Realizacija yra labai paprasta:

1. Srities padalijimas. Realizuojant prediktoriaus — korektoriaus sche-
mas, grafas dalinamas | pografius pjaunant kai kurias briaunas
(3.2 pav.). Siuo atveju skaiGiavimo sritys persidengia. Kaip ir neis-
reikstinés schemos atveju, siekiant tolygiau paskirstyti skaic¢iavimo tas-
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29

3.2 pav. Prediktoriaus — korektoriaus schema: grafo padalijimas procesams

Fig. 3.2. Predictor — corrector scheme: distribution of the graph to the processes

ky skaiciy procesams ir sumazinti pjaunamy briauny skaiciy, svertinio
grafo padalijimui naudojome Met is iranki.

2. Srities skaidymo Zingsnis. Visi kiti skai¢iavimo Zingsniai vykdomi
lygiagreciai pagal 2.3.2 poskyryje pateikta apraSyma.

Lygiagreciojo algoritmo iSplé¢iamumas

Panagrinekime $§io algoritmo savybes. PPCG algoritmo sudétingumas yra
O(pumJ). Kai uzdavinys dalinamas p procesams, lokalios matricos dydis tam-
pa % X %, nes kiekvienam procesui atitenka apie % grafo vir§iiniy. Taciau
nenuliniy elementy eilutéje skaiius m lieka beveik nepakites, nes nenulinis
elementas matricoje rodo, kad dvi vir$iinés yra sujungtos briauna. Siekant op-
timaliai padalinti grafa, taip pat siekiame ir minimizuoti pjaunamy briauny
skaiciuy, taigi Sis skaifius yra gana mazas, o tai reiskia, kad sarysiy tarp vir-
Stiniy skaicius sumaZzéja neZymiai. Todél lygiagreciojo algoritmo sudétinguma
jvertiname
Wrg

1, =

P)5(p0) + 2 20.0)5(00) +2(p)(a+ 5)
~ ‘2/9(10)5(1%) + V?@s(p)(s(pc) +7(p)a

Algoritmo sudétingumo jvertis rodo, kad lygiagretaus algoritmo efektyvumas
labausiai priklauso nuo srities padalijimo kokybés.
[verting algoritmo sudétinguma gauname papildomy kasty iverti:

H(Wp) = W06 — 1) + Wy(0s6 — 1) + pya.
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Tada izoefektyvumo funkcija apibréZiama taip:

Wy — 00) + Wil — 6:6) = © (11(p)).

Kaip ir neiSreikstinio algoritmo atveju, prediktoriaus — korektoriaus algorit-
mo iSpléciamumas labiausiai priklauso nuo padalijimo kokybés ir branduoliy
konkurencijos dél atminties.

3.3. Prediktoriaus — korektoriaus algoritmas Il

Prediktoriaus — korektoriaus algoritmo, aprasyto 2.4 poskyryje, lygiagre-
¢ioji versija irgi grindZiama srities skaidymo metodu. Siekiant kuo labiau su-
mazinti persiunciamy tarp skirtingy procesy duomeny kiekius, papildomai da-
liname briaunas, kuriy virstinés priklauso skirtingiems procesams (3.2 pav.).
Skirtingai, nei taikant 2.3.2 poskyryje apraSyta schema, Siuo atveju skaiciavi-
mo sritys nepersidengia.

Visi kiti skai¢iavimo Zingsniai vykdomi lygiagrec€iai: naudojant iSreikSting
schema procesai apskaiciuoja numatomas sprendinio reik§mes grafo virSiinése,
tada sprendZia vienmacius parabolinius uZdavinius grafo briaunose. Briauno-
se, kurios vir§iinés priklauso skirtingiems procesams, standartinis trijstriZai-
nés matricos faktorizacijos algoritmas pakei¢iamas lygiagrecia versija, skirta
dviems procesams (Ciegis 2005). Vykdant iy briauny faktorizacija procesai
apsikeicia dviem faktorizacijos koeficientais, taciau Sio modifikuoto faktoriza-
cijos algoritmo sudétingumas lieka 8N eilés.

Lygiagreciojo algoritmo iSplééiamumas
Lygiagreciojo algoritmo sudétingumo jvertis yra
w w
T, = ?5+'y(a+2ﬁ) R~ ?6+7a.

Matome, kad duomeny persiuntimo kasSty itaka gali biiti nereik§minga, jei
skai¢iavimy apimtis yra pakankamai didelé. Efektyvumo ivertis rodo, kad ly-
giagretaus algoritmo efektyvumas gali maZzéti labiausiai dél gaiSinimo koefi-
ciento J. Atlike nesudétingus skai¢iavimus gauname lygiagretaus algoritmo



3. LYGIAGRETIEJI ALGORITMAI 79

papildomy kasty H (W,p) ivertj ir izoefektyvumo funkcijag W:

HWp) =W (6 —1)+py(p)o, W =0(py(p)/(1/E, —9)).

Kai v(p) < 40, lygiagretaus algoritmo i$ple¢iamumas yra tiesinis.

3.4. Skaic¢iavimo eksperimentas

Siame poskyryje pateikiami skai¢iavimo eksperimenty rezultatai. Parabo-
linis uzdavinys sprendziamas grafe, kuris pavaizduotas 3.3 pav. Tai yra tikro
neurono, kurj sidaro sudaro 16089 sekcijos ir 15316 Sakojimosi taSkai, rekonst-
rukcija (Ascoli et al 2007). Briauny ilgiai pasiskirste intervale 0.24 < [, <
51.5,k = 1,..., K, o diskretusis tinklas yra tolygus. Tokiu atveju, kai briau-
ny ilgiai skiriasi daugiau nei 200 karty, lokaliy uZzduociy tolygus paskirstymas
tampa labai svarbiu. PaZymésime, kad pakankamai dideliy grafy paskirstymo,
padaryto Met i s bibliotekos pagalba, kokybé visada buvo labai artima 1.

3.3 pav. Skaiciavimo eksperimentuose naudojama struktiira

Fig. 3.3. Structure used in the numerical experiments

Skai¢iavimo eksperimento rezultatai gauti sprendZiant tiesinj uZdavinj.
Kai sprendZiamas salygiskai tiesinis uZdavinys, kurio koeficientai apskai¢iuo-
jami sprendZiant paprastyjy diferencialiniy lygciy sistemas, lokaliy skaiciavi-
my apimtis tik padidéja dél papildomy PDL sprendimo ir Pikaro iteracijy, to-
del paprastas tiesinis uzdavinys yra blogiausias atvejis lygiagreciyjy algoritmy
efektyvumui testuoti.

Skaiciavimai atlikti Vilniaus Gedimino technikos universiteto kompiuteriy



80 3. LYGIAGRETIEJI ALGORITMAI

3.1 lentelé. Lygiagretaus visiSkai neiSreikStinio algoritmo vykdymo rezultatai

Table. 3.1. Performance results for the parallel fully implicit solver

p(nxc) 1x2 2x1 1x4 2x2 4x1 2x4 4x2 8x1 4x4 8x2 8x4

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
01 1,02 1,02 1,05 1,05 1,05 1,13 1,13 1,13 1,15 1,15 1,17
yXxov 1x5 1x5 5x4 5x4 5x4 5x4 5x4 5x4 Tx4 7Tx4 7Tx3

h = 0,03, J = 15316, Tp = 1123

576 565 328 293 285 166 148 142 85 79 44
1,95 1,99 3,42 3,83 3,94 6,77 7,59 791 1321 14,21 25,52
D 0,97 0,99 0,86 0,96 0,99 0,85 0,95 0,99 0,83 0,89 0,80

h = 0,015, J = 15316, Ty = 2172

SRR

Ty 1107 1089 620 559 546 312 284 276 161 150 83

Sp 1,96 1,99 3,50 3,89 3,98 6,96 7,65 7,87 13,49 14,48 26,17
E, 0,98 1,00 0,88 0,97 0,99 0,87 0,96 098 0,84 091 0,82
0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

01 1,04 1,04 1,05 1,05 1,05 1,07 1,07 1,07 1,10 1,10 1,17
Yxv 1x5 1x5 3x3 3x3 3x3 5x4 5x4 5x4 8x5 8x5 7Tx3

h = 0,015, J = 30632, T = 2250

Ty 1152 1133 644 588 568 331 297 286 165 157 86
Sp 1,95 1,99 3,49 3,83 3,96 6,80 7,58 7,87 13,64 14,33 26,16
E, 0,98 0,99 0,87 0,96 0,99 0,85 0,95 098 0,85 090 0,82

klasteryje Vilkas, naudojant mazgus Intel®Core™ su procesoriais i7-860 @
2,80 GHz ir 4 GB DDR3-1600 RAM.

Visiskai neiSreikstinio (@ = 1) lygiagretaus algoritmo vykdymo rezultatai
pateikti 3.1 lenteléje. Procesy skaicius Zymimas p = n X ¢, ¢ia n yra skaicia-
vimo mazgy skaiius, o ¢ yra branduoliy skaicius kiekviename mazge. Lente-
leje pateikiami spartinimo koeficientas .S, = T/}, ir efektyvumo koeficien-
tas £, = Sp/p. T, Zymi procesoriaus laika, reikalinga sprendZiant uZdavinj
su p procesais. Diskreciojo tinklo generavimui buvo naudojamos dvi Zings-
nio h reik§més, tokiu biidu gaunami skirtingo dydzio uzdaviniai. Paskutiniame
skai¢iavimy bloke nagrinéjama PPCG algoritmo kasty itaka, tam grafo vir$u-
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3.2 lentelé. Lygiagretaus prediktoriaus — korektoriaus algoritmo I vykdymo rezultatai

Table. 3.2. Performance results for the parallel predictor-corrector I solver

pnxc) 1x2 2x1 1x4 2x2 4x1 2x4 4x2 8x1 4x4 8x2 8x4

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0, 1,02 1,02 1,05 1,05 1,05 1,09 1,09 1,09 1,13 1,13 121
~ 1 1 3 3 3 7 7 71 9 9 9

h =10,03, J = 15316, Tp = 1123

D 604 591 335 303 293 168 150 143 83 75 41
Sp 1,86 1,90 3,35 3,71 3,83 6,68 749 7,85 13,53 14,97 27,39
E, 0,93 095 0,84 093 096 0,84 0,94 098 0,85 094 0,86

h = 0,015, J = 15316, Ty = 2172

T, 1156 1136 639 580 567 322 291 284 162 151 82
Sp 1,88 191 3,40 3,74 3,83 6,75 7,46 7,65 134 144 26,5
E, 0,94 096 0,85 094 0,96 0,84 0,93 0,96 0,84 0,90 0,83

6 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
05 1,03 1,03 1,06 1,06 1,06 1,15 1,15 L,15 L17 1,17 121
1 1 3 3 3 7 7 7 8 8 7

h = 0,015, J = 30632, Ty = 2250

T, 1224 1186 671 618 595 338 313 295 169 158 &4
Sp 1,84 1,90 3,35 3,64 3,78 6,66 7,19 7,63 13,3 14,2 26,8
E, 0,92 095 0,83 091 095 0,83 0,90 0,95 0,83 0,89 0,84

niy skaicius padidinamas du kartus, iterpiant papildomas virSiines kiekvienoje
briaunoje.

Skaiciavimo eksperimento rezultatai patvirtina teorinius lygiagreciojo al-
goritmo sudétingumo jverc¢ius. Naudojant skai¢iavimuose branduolius n x 2 ir
ir n x 4 atsiranda efektyvumo sumazéjimas dél atminties magistralés isotinimo,
o didinant skai¢iavimy apimti branduoliy efektyvumas mazéja. Si tendenci-
ja prieStarauja bendram iSpleciamumo jverciui, kuris teigia, kad lygiagreciojo
algoritmo efektyvumas turéty didéti, didinant skai¢iavimo uzdavinj fiksuotam
procesy skai¢iui. Sis efektas pla¢iau yra nagrinéjamas darbe (Starikovicius ez al
2011).

3.2 lentel¢je pateikiami lygiagreciojo prediktoriaus — korektoriaus algo-
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3.3 lentelé. Lygiagretaus prediktoriaus — korektoriaus algoritmo II vykdymo rezulta-
tai
Table. 3.3. Performance results for the parallel predictor-corrector II solver

pnxc) 1x2 2x1 1x4 2x2 4x1 2x4 4x2 8x1 4x4 8x2 8x4

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
07 4 4 8 8 8 13 13 13 12 12 10

h = 0,03, J = 15316, Th = 945

T, 479 470 275 241 234 137 126 114 69 62 33
Sp 1,97 2,01 3,44 3,92 4,04 6,90 7,50 8,29 13,70 15,24 28,64
E, 0,99 1,01 0,86 098 1,01 0,86 094 1,04 0,86 095 0,89
h = 0,015, J = 15316, T = 1801
T, 915 898 526 459 450 263 236 224 131 122 64
Sp 1,97 2,01 3,42 3,92 4,00 6,85 7,63 8,04 13,75 14,76 28,14
E, 0,98 1,00 0,86 0,98 1,00 0,86 0,95 1,01 0,86 092 0,88
0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0 6 6 9 9 9 10 10 10 10 10 9

h = 0,015, J = 30632, Ty = 1897

1) 963 945 555 487 472 276 244 235 138 123 68
Sp 1,97 2,01 3,42 390 4,02 6,87 7,77 8,07 13,75 15,42 279
E, 0,98 1,00 0,85 0,97 1,00 0,86 0,97 1,01 0,86 0,96 0,87

ritmo [ skai¢iavimo rezultatai. Matome, kad algoritmo efektyvumas yra gana
artimas lygiagre¢iojo neireikstinio algoritmo efektyvumui. Siuos rezultatus
galima paaiSkinti faktu, kad net lygiagre¢iam neiSreikStiniam algoritmui duo-
meny mainy kasty itaka buvo labai maza, lygiant su efektyvumo sumazéjimu,
kai naudojami 2 ar 4 branduoliai procesoriuje.

3.3 lenteléje pateikiami lygiagreciojo prediktoriaus — korektoriaus algo-
ritmo II, kai grafas yra dalinamas i vienmacius uzdavinius, skai¢iavimo rezul-
tatai. Matome, kad visy trijy iSnagrinéty algoritmy testy rezultatai yra panasus.

Pazymésime, kad naudojant daugiau skaic¢iavimo mazgy (ne branduo-
liy), pastebimas didesnis nei tiesinis lygiagregiojo algoritmo pagreitéjimas. Si
efekta galima paaiSkinti geresniu duomeny talpinimu sparcioje atmintyje, kai
sprendZiamas mazesnés apimties uZdavinys. Tam, kad patikrinti §j efekta, pa-
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teiksime skai¢iavimo eksperimento rezultata, kai nuosekliai buvo sprendZiami
uzdaviniai dydzio N, N/2, N/4 and N/8. Gavome toki procesoriaus laika (s):

Ty(N) = 945, Ty(N/2) = 467, T\(N/4) =225, Ti(N/8) = 112.

Sie rezultatai aikiai rodo efektyvaus atminties naudojimo spartinimo efekta.

3.5. Netiesinio uzdavinio skaic¢iavimas

Siame poskyryje pateikiami netiesinio uzdavinio skai¢iavimo rezultatai.
Skai¢iavimo eksperimente naudojama Ziurkés piramidinio neurono struktiira
(Ascoli et al 2007), pavaizduota 3.4 pav. Piramidiniai neuronai yra pagrindi-
niai galvos smegeny didZiujy pusrutuliy Zievés ir hipokampo neuronai. Nagri-
néjama grafa sudaro 250 skirtingy skersmeny briaunos, 173 Sakojimosi taskai
ir 1 soma.

3.4 pav. Ziurkés piramidinis neuronas; pirmoji rodyklé Zymi soma, antroji
— jtampos stebéjimo taska skaitiniame eksperimente
Fig. 3.4. Pyramidal neuron of a rat; the first arrow indicates soma, the second —

voltage observation point performing numerical experiment
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3.5.1. Algoritmy tikslumo eksperimentinis palyginimas

Nagrinéty skaiciavimo algoritmy tiksluma palyginome, atlike skaiciavi-
mus su netiesiniu uZdaviniu:

k k
du 2(d’“al)— Bk gy ff 0<a<ly, k=1,..., K,

ot Oz ox
0<dy<di(x)<dp, ¢"(xmmnh)>0 = rfkammnh),
Mo ph), T peh), 0= ),

uF(2,0) =uf(z) O<z<ly, k=1,...,K
uF(pjit) = py(t), Vpj €T

Uzdavinio sprendinys yra Zinomas:

Wk (zt) = (;’;)2(1 - Z)z exp(t).

Modelio koeficientai ir funkcija f*(x,t) buvo parinkti taip, kad galima biity
i¥skirti netiesinius koeficientus, priklausan¢ius nuo funkcijos u* (x,t), taip su-
formuluotas salygiskai tiesinis uzdavinys:

@) =1+, ¢"=m,

I
k 2t (o, T3 x\2 x
famanh) =n-ths =5 (8" =3(G)" 4G +1).
d7_ dn . ko dh
i e

Grafo briauny ilgiai yra nuo 0,5 iki 488 mikrony, todél tolygaus diskre-
¢iojo tinklelio naudojimas reikalauja labai maZzo Zingsnio h. Eksperimentiniai
skaiciavimai rodo, kad dalimis tolygus tinklelis duoda tokio pat tikslumo re-
zultatus, kaip ir tolygus, per trumpesni skai¢iavimo laika, todél Zemiau pa-
teikti rezultatai apskaiciuoti su dalimis tolygiu tinkleliu, kai kiekviena briauna
dalinama { N daliy. Skai¢iuojant uZdavini neisreikStiniu Eulerio metodu algo-
ritmas buvo iteruojamas 2 kartus kiekviename laiko sluoksnyje. Skaiciavimy
rezultatai pateikti 3.4 lenteléje, skliausteliuose nurodytas skaiciavimo laikas
sekundémis.

Matome, kad konvergavimo greitis islieka 7 + h? eilés, ir, sumazine h du
kartus, o 7 - keturis, paklaida sumaZiname apie keturis kartus. Skai¢iavimo



3. LYGIAGRETIEJI ALGORITMAI 85

3.4 lentelé. Netiesinio uzdavinio skai¢iavimo Eulerio metodu paklaida || Z(t = 2)||oo

Table. 3.4. Global errors || Z (¢t = 2)|| of the solution of nonlinear problem for imp-
licit Euler scheme

N 7=0,2 T=0,1 T=20,05 7= 10,0125 7 = 0,003125

10 0,19201 (<1) 0,08783 (<1) 0,04110 (<1) 0,03387 (1) 0,03583 (5)
20 0,19201 (<1) 0,08783 (<1) 0,04110 (<1) 0,00967 (2) 0,00954 (8)
40 0,19201 (<1) 0,08783 (<1) 0,04110 (1) 0,00967 (3) 0,00244 (15)
80 0,19201 (<1) 0,08783 (1) 0,04110 (2) 0,00967 (7) 0,00238 (29)

rezultatai, kai 7 < 0,05, rodo, kad dominuoja paklaida C'r, todél, norédami
apskaiciuoti uzdavini su pakankamai maza paklaida, turime smulkinti laiko
zingsnj. PavyzdZiui, norédami apskai¢iuoti sprendinj 10~2 tikslumu, Eulerio
metodui turétume parinkti Zingsni 7 = 0,0125, ir skai¢iavimo laikas biity apie
2s.

Kranko-Nikolsono algoritmas buvo taikomas be iteracijy. Tam, kad ba-
ty iSlaikytas antrosios eilés aproksimacijos tikslumas laiko Zingsnio atzvilgiu,
paprastyjy diferencialiniy lygciy sprendiniai m, n ir h skai¢iuojami pagal tra-
pecijy formule. Skaiciavimy rezultatai pateikti 3.5 lenteléje, skliausteliuose nu-
rodytas skaic¢iavimo laikas sekundémis.

3.5 lentelé. Netiesinio uzdavinio skai¢iavimo Kranko-Nikolsono metodu paklaida
12(t = 2)]loo-

Table. 3.5. Global errors || Z(t = 2)]| « of the solution of nonlinear problem for Crank-
Nicolson scheme

N 7=02 7=0,1 =005 7=0025 7=00125

10 0,03579 (<1) 0,03633 (<1) 0,03643 (<1) 0,03646 (<1) 0,03646 (<1)
20 0,00998 (<1) 0,01002 (<1) 0,01002 (<1) 0,01001 (<1) 0,01001 (1)
40  0,00405 (<1) 0,00302 (<1) 0,00302 (<1) 0,00301 (1) 0,00301 (2)
80  0,00324 (<1) 0,00123 (<1) 0,00095 (1) 0,00095 (2) 0,00095 (3)
1000 0,00339 (3) 0,00089 (6) 0,00023 (12) 0,00006 (23) 0,00002 (47)

Konvergavimo greitis iSlieka 72 + h? eilés, ir, sumaZine abu Zingsniu du
kartus, paklaida sumaziname apie keturis kartus. Matome, kad sprendinys, ap-
skaiciuotas Kranko-Nikolsono metodu yra tikslesnis, nei apskaiciuotas neis-
reik§tiniu Euleio metodu, net ir su dideliu 7 Zingsniu dominuoja paklaida C'h?,
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todél, norédami apskaiciuoti sprendinj 10~ tikslumu, Kranko-Nikolsono me-
todui pakanka Zingsno 7 = 0,2, ir skai¢iavimo laikas biity maZesnis nei sekun-
de.

3.6 lenteléje pateikiami prediktoriaus — korektoriaus algoritmo, aprasyto
2.4 poskyryje, rezultatai (grafas yra skaidomas issiSakojimo taskuose i vien-
macius uzdavinius). Algoritmo konvergavimo greitis sprendZiant tiesinj uZda-
vinj yra 7 + h? + % eilés.
3.6 lentelé. Netiesinio uzdavinio skai¢iavimo prediktoriaus — korektoriaus metodu
paklaida || Z(t = 2)|| o-

Table. 3.6. Global errors ||Z(t = 2)||o of the solution of nonlinear problem for
predictor-corrector scheme

N 7=0,2 T=0,1 7 = 0,05 T=0,0125 7=0,003125

5 01763 (<1) 0,13090 (<1) 0,12542 (<1) 0,12621 (<1) 0,12705 (<1)
10 0,19201 (<1) 0,08783 (<1) 0,04110 (<1) 0,03461 (1) 0,03588 (4)
20 0,28073 (<1) 0,08783 (<1) 0,04110 (<1) 0,00968 (1) 0,00960 (8)
40 0,47006 (<1) 0,16544 (<1) 0,04459 (1) 0,00967 (3) 0,00260 (14)
80 0,66175 (<1) 0,29959 (1) 0,09359 (2) 0,00967 (7) 0,00238 (28)

Prediktoriaus — korektoriaus metodo rezultatai demonstruoja salyging ap-
roksimacija. Pirmajame stulpelyje dominuojanti paklaidos dalis yra % pasku-
tiniajame - C'h2, Aisku, $iuo atveju paklaida galime sumaZinti ne tik maZinda-
mi Zingsnj 7, bet ir didindami h. Siame skai¢iavimo eksperimente maZiausia
paklaida, kuria galime pasiekti didinant A, yra dalinant briaunas i 5 dalis. Jeigu
reikia didesnio tikslumo, tenka skai¢iuoti su maZesniu Zingsniu 7, pavyzdZiui,
su7 = 0,0125 gauname 102 tikslumo sprendinij per 1s, kaip ir skai¢iuojant
visiSkai neiSreikstiniu metodu. Prediktoriaus — korektoriaus metodo paklaidos
dinamika su jvairiomis fiksuotomis 7 Zingsnio reikSmémis pavazduota 3.5 pav.
b) dalyje pavaizduota paklaida su tolygiu erdviniu tinklu, tadiau ir $iuo atveju
tinklas i$ tiesy nevisur yra vienodas: trumpesnés briaunos, kuriy ilgis I, < 2h,
vistiek yra dalinamos i dvi dalis. Kadangi trumpiausia briauna yra 0,5 mikro-
no ilgio, didZiausias imanomas visur vienodas Zingsnis yra h = 0,25, taciau
matome, kad dél salyginés aproksimacijos paklaida su tokiu Zingsniu yra labai
didele.

Prediktoriaus — korektoriaus metodas yra nezymiai greitesnis uZ neisreiks-
tini Eulerio metoda, nes Siuo testo metu sprendZiama tiesiniy lygciy sistema yra
nedidelé (174 x 174), todél jos sprendimas nereikalauja daug laiko. Taciau, tai-
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3.5 pav. Prediktoriaus — korektoriaus metodo paklaida || Z (t = 2)||c su
fiksuotu Zingsniu 7: a) dalimis tolygus erdvinis tinklas (horizontali aSis rodo
padalijimy skaiciy IN); b) tolygus erdvinis tinklas (Zingsnis h). 7 reik§més
0,2, 0.1, 0,05, 0,0125
Fig. 3.5. Predictor — corrector error || Z(t = 2)|| with fixed step 7: a)

kwazi-uniform spatial grid (horizontal axis indicated division number N); b) uniform
spatial grid (step h). Values of 7 are 0.2, 0.1, 0.05, 0.0125

kant sprendimo metodus, pritaikytus iSretintoms matricoms (pavyzdZiui, jung-
tiniy gradienty metoda), $i dalis yra apskai¢iuojama atliekant O(.J) veiksmy ir
dideléms stipriai Sakojanc¢ioms struktiroms. Todél, turint omeny salyging me-
todo aproksimacija, darome iSvada, kad prediktoriaus — korektoriaus metodas
néra geresnis uZ klasikinius Eulerio ir Kranko-Nikolsono metodus.

Rempe, Chopp (2006) teigia, kad vienas i$ Sio metodo privalumy yra ga-
limybé neskaiGiuoti ramybés biisenoje esanciy briauny. Si galimybé yra nau-
dinga sprendziant modelinius uZdavinius, kai lastelé yra suzZadinoma vienu ar
keliais signalais, ir yra stebimas ty signaly sklidimas. Ta¢iau modeliuojant su-
détingas dideles sistemas, tokias kaip Blue Brain projekte (Markram 2006),
kiekviena lastelé yra sujungta tiikstanciais sinapsiniy ryS$iy su kitomis lastelé-
mis, ir nuolat gauna didelj skaic¢iy impulsy, todél yra bitinas visos struktiiros
skaiciavimas kiekviename laiko sluoksnyje.

3.5.2. Neurono suzadinimo skaitinis eksperimentas

Neurono suZadinimo skaitinis eksperimentas buvo atliktas taikant Kranko-
Nikolsono metoda. Skai¢iavimuose naudojome klasikini HodZkino ir Hakslio
modelj, apraSyta 1.1 poskyryje. Modelio parametrai pateikiami 3.7 lentel¢je.

Skaitinio eksperimento metu 100 nA dydZio elektros srové buvo jterpiama
i soma (pazyméta 1 rodykle 3.4 pav.) laiko intervale iki 0,2 ms. Lastelés at-
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3.7 lentelé. Klasikinio HodZkino ir Hakslio modelio parametrai

Table. 3.7. Parameters of classical Hodgkin-Huxley model

Membranos elektriné talpa C,, 1 pf/cm?
Specifiné citoplazmos varza R, 35,4 Q cm
Maksimalus natrio laidumas gy, 120 mmho/cm?
Natrio pusiasvyros potencialas Vi 115 mv
Maksimalus kalio laidumas gx 36 mmho/cm?
Kalio pusiasvyros potencialas Vi -12 mv
Nespecifinis nuotekio laidumas g; 0,3 mmho/cm?

Nuotekio srovés pusiasvyros potencialas V; 10,6 mv

sakas buvo matuojamas vieno i$ aksony vidurio taske (paZymétame 2 rodykle
pav. 3.4). Skaitinio eksperimento rezultatai pateikti pav. 3.6 a. Palyging gauta
sprendinj su NEURON paketu apskaic¢iuotu sprendiniu (3.6 pav. b) matome,
kad sprendiniai kokybiskai sutampa.

a0f;
2001
oF

, mv

—200
> i
—400

60}

-80

a) | b)

3.6 pav. Skaitinio eksperimento rezultatas: a) apskaiCiuotas
Kranko-Nikolsono metodu, apraSytu 2.2 poskyryje; b) apskaiciuotas
NEURON paketu. Brik$niné kreivé rodo jtampos pokycius somoje, iStisiné
— matavimo taske
Fig. 3.6. The results of numerical experiment: a) calculated with Crank-Nicolson

method described in subsection 2.2; b) calculated with NEURON environment. The
dashed curve shows voltage change in somma, the solid line — in the control point

Auksciau pateikti rezultatai gauti su pakankamai stambiu diskreciuoju
tinklu, kiekvieng briauna dalinant i 20 daliy (briauny ilgiai nuo 0,5 mikrono
iki 488 mikrony), todél skaiiavimo laikas yra trumpas. LygiagreCiam testui
apjungéme 100 tokiy Igsteliy i viena grupe (Siuo atveju nenaudojome sudé-
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3.8 lentelé. Lygiagretaus Kranko-Nikolsono algoritmo vykdymo rezultatai skaiciuo-
jant netiesini HodZkino ir Hakslio modelj

Table. 3.8. Performance results for the parallel Crank-Nicolson solver for the
Hodgkin-Huxley model

pnxc) 1x2 2x1 1x4 2x2 4x1 2x4 4x2 8x1 4x4 8x2 8x4

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,02
yxv 1x4 1x4 2x4 2x4 2x4 3x6 3x6 3x6 4x8 4x8 4x9
Ty = 947

T, 478 470 273 240 235 138 121 114 69 63 34
Sp 1,98 2,01 3,47 3,95 4,03 6,86 7,83 8,31 13,7 15,0 279
E, 0,99 1,01 0,87 0,99 1,01 0,86 0,99 1,04 0,86 0,94 0,87

tingy sinapsés mechanizmy, paprastumo délei pasinaudojome tiesiog srauty
tvermeés désniais), o sprendinj skai¢iavome pakankamai ilgame laiko intervale
T = 80ms.

Lygiagreciojo algoritmo efektyvumas gali btti palygintas su lygiagreciojo
neiSreikstinio Eulerio rezultatais 3.1 lenteléje, nes atliekama tik viena iteraci-
ja. Tikétina, kad efektyvumas turi didéti, nes netiesinio modelio skai¢iavimas
padidina lokaliy skai¢iavimy apimti, kadangi koeficienty skai¢iavimas yra pil-
nai iSlygiagretinamas, o komunikacijy dalis nepadidéja. Lygiagreciojo Kranko-
Nikolsono algoritmo vykdymo rezultatai pateikti 3.8 lenteléje.

Kaip ir tikéjomes, lygiagreciojo algoritmo efektyvumo rodikliai yra geres-
ni netiesinio uZdavinio atveju. Kai skai¢iavimo mazguose naudojama po viena
branduoli, stebimas supertiesinis pagreitéjimas.

Pateiksime dar kelis skaitiniy eksperimenty rezultatus (3.7 pav.), kai soma
yra stimuliuojama dviems 2 ms trukmés srovés impulsais, kai ¢ = 0 ir ¢ =
6 ms.

Pirmoji kreivé rodo veikimo potenciala somoje, antroji — matavimo tas-
ke. Pirmuoju atveju srové yra 100 nA, matome veikimo potencial sklidima.
Antruoju antveju srové yra 7 nA — permaza jveikti bangos inicijavimo slenksti
ir sukelti bangos propagavima (matavimo taske itampa nesikeicia). Skaiciavi-
mai rodo, kad 8 nA srovés pakanka slenksciui jveikti.
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3.7 pav. Skaitinio eksperimento rezultatas, kai soma stimuliuojama 2
kartus 2 ms trukmés srove: a) I = 100 nA ; b) I = 7 nA, bangos
inicijavimo slenkstis néra pasiektas ir banga nesklinda
Fig. 3.7. Numerical experiment, when soma is stimulated twice for 2 ms:

a) I =100 nA ; b) I = 7 nA, the threshold is not reached and no peak is initiated
3.6. Trec€iojo skyriaus iSvados

Siame skyriuje nagrin¢jome lygiagre&ias algoritmy versijas ir neurono su-
Zadinimo skaitinj eksperimenta. Apibendrinsime pasiektus rezultatus:

1. Pateikti trys lygiagretieji algoritmai, skirti spresti parabolini uZdavini
grafuose. Visi algoritmai grindZiami duomeny lygiagretumo paradig-
ma ir realizuoja neiSreiksting ir prediktoriaus — korektoriaus schemas.
Atlikta algortimy efektyvumo ir iSple¢iamumo analizé. Teoriné ana-
lizé ir skai¢iavimo eksperimentai rodo gera algoritmy iSple¢iamuma.
Irodyta, kad skaiciavimy efektyvumas daugiausiai priklauso nuo duo-
meny paskirstymo kokybés ir atminties magistralés riboto pralaidumo,
kai yra naudojami 2 ar 4 branduoliai skai¢iavimo mazge.

2. Naginéjamy algoritmy eksperimentinis tikslumo palyginimas rodo,
kad prediktoriaus — korektoriaus schema pasiZymi ne tik salygine ap-
roksimacija, bet ir maZesniu tikslumu.

3. Atliktas skaitinis eksperimentas, nustatant Ziurkés piramidinio neuro-
no atsaka i stimuliacija elektros srove. Skai¢iavimy rezultatai kokybis-
kai sutampa su NEURON paketu apskaiciuotu atsaku.

4. Pateikti lygiagreciojo Kranko-Nikolsono algoritmo vykdymo rezulta-
tai. Kaip ir tikétasi, lygiagretusis algoritmas rodo geresnius efektyvu-
mo rodiklius netiesiniam uzdaviniui, o naudojant po 1 branduolj skai-
¢iavimo mazge stebimas supertiesinis pagreitéjimas.
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Parabolinis uzdavinys su
nelokaligja integraline krastine

salyga

Siame skyriuje nagrinéjamas parabolinis uzdavinys su nelokalia integrali-
ne salyga:

?;Z = i(d(m)?i) —q(x)u(z)+ f(z), 0<z<l, t>0, (41
1

u(0,t) = po, au(lt)+ b/ y(@)u(z,t)de = g(t), t>0, (4.2)
0

u(z,0) =up(z), 0<az<1. (4.3)
UZdavinio koeficientai tenkina salygas:

0<dy<d(z)<dy, q(x)>0, ~(x)>0.

91
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Tolygiajame tinkle cy, X w,, kur

wp={x;j: x;=7h, j=1,...,J =1}, hJ =1, &y = wp U{xo, 2},
wr={t": t"=nr, n>0}

apibréZkime skirtumini operatoriy:

J-1

h
SpU = 5(’70U0 +v5U7) + Z;%Ujh-
j:

UZzdavinij 4.1 — 4.3 aproksimuojame neiSreikstine Eulerio schema:

85Uf:85<dj+%8sz> —qu]”—i-fJn, Tj € Wp, n >0, 4.4)
US = 1, aU} +bSyU" = ", n >0, (4.5)
U) = ugj, xj € @p. (4.6)

R. Ciegio, A. Stikono, O. Stikonienés ir O. Subo¢ straipsniuose (Ciegis
et al 2001, 2002) nagrinéjami stacionarus ir nestacionarus uzdaviniai su dviem
nelokaliosiomis salygomis bendresnio pavidalo:

1
u(lt) = oy <ﬁl(t)u(:il(t),t) —l—/o ’yl(ﬂs,t)u(x,t)d:b) +a(t), 1=0,1,

¢ia 0 < ; < 1, o parametrai oy > 0. Darbuose rastos vienintelio neneigiamo
sprendinio egzistavimo sritys, pakankamos diskretaus uZdavinio iSsprendZia-
mumo salygos.

Vienmacio parabolinio uZdavinio su dviems integralinémis salygomis i$-
reikstinés ir neiSreikstinés Eulerio schemy stabilumo analizé diskre¢iojo ope-
ratoriaus matricos spektro pagrindu aprasé Sapagovas (2008). Darbe parodyta,
kad diskreciosios schemos yra stabilios (neiSreikstiné schema besalygiskai, o
iSreikStiné — salygiSkai) su bet kokiomis laiko diskreciojo Zingsnio reik§mémis,
kai diskreciojo operatoriaus tikrinés reikSmeés yra realios ir teigiamos, ir stabi-
lios su pakankamai mazomis diskreciojo Zingsnio reikSmémis, kai diskreciojo
operatoriaus tikriniy reikSmiy realiosios dalys yra teigiamos. Darbe nuodug-
niai i$nagrinéti keli funkcijos v(z) atvejai. Parabolinis uzdavinys su Bicadzés-
Samarskio tipo nelokaliosiomis salygomis Siuo metodu yra nagrinéjamas darbe
(Ivanauskas er al 2009).

Nelokalios integralinés salygos taip pat nagrinéjamos darbuose (Day
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1983; Dehghan 2005; Ekolin 1991; Fairweather, Lopez-Marcos 1996), kur
abi krastinés salygos yra nelokalios integralinés. Diskrec¢iyju schemy analizé
daugiausia pagrista maksimumo principu.

Darbe (Ekolin 1991) irodyta, kad iSreikstinés ir neiSreikStinés Eulerio
schemy diskretusis sprendinys egzistuoja ir konverguoja i diferencialinio uz-
davinio sprendini, jei iSpildytos salygos

1 1
[ m@ds<p<t [ppeircp<t @
0 0

Kranko-Nikolsono schemos analizé atlikta energetiniu metodu ir reikalaujama,
kad bty iSpildyta salyga

(/01 |71(:c)|2dx)2 + (/01 |72(£U)|2dx>2 < \gg (4.8)

Kaip teigiama darbe (Friedman 1986), salygos (4.7) yra pakankamos, norint
jrodyti ir diferencialinio uZdavinio su integralinémis krastinémis salygomis
monotoninio sprendinio egzistavima ir vienatj. Darbe (Fairweather, Lopez-
Marcos 1996) Kranko-Nikolsono Galerkino aproksimacijos konvergavimas
irodytas, jei iSpildytos salygos

1 1
/ Ivi(2))%de < p? < 1, / Iy2(2)|?de < p? < 1. (4.9)
0 0

Funkcijy 71 2(x) Zenklas Siose salygose néra nagriné¢jamas. Taciau nagrinéda-
mi Siy funkcijy Zenkla integralinése salygose galime jrodyti tikslesnius jver-
cius.

Sio skyriaus rezultatai skelbti autorés publikacijoje (Ciegis, Tumanova
(2010a)).

41. Koeficientaia =1, = —1

Siame poskyryje atliekama baigtiniy skirtumy schemos (4.4)—(4.6) anali-
z¢é maksimumo principu. Naudojant aprasyta darbuose (Ciegis 2006,a; Sapa-
govas, Ciegis 1987) metodologija vietoje salygu (4.7)—(4.9) gali biti gautos
maziau ribojancios salygos.
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Pirma nagrinékime pagalbini stacionary diskretyji uZdavini
= 02(d; 10.W;) + ;W = F, ;€ wp, (4.10)
Wo=0, Wj;—S,W=dG, (4.11)
¢ia konstantos F, G > 0.

4.1 lema. Kai v(z) < -~ yra pakankamai maZas, diskretusis uZdavinys
(4.10)—(4.11) turi vienintelj sprendinj

0<W;<C, j=0,....J. 4.12)

Irodymas. PerraSome diskretyji sprendinj pavydalu W, = le + chQ, Cia
W ir W? apibréziami taip:

—850(dj+%aijl) + qujl = F, Tj € Wwp,
Wi =0, Wj=0,
ir
—ai(dj%&;Wf) + quj2 =0, z; €wp,
Wg=0, W?=1.
IS maksimumo principo seka, kad
0<SW,<aF, 0<W;<1, 0<j<.J
Naudodami nelokalios krastinés salygos iSraiska (4.11) gauname

c= (G + Shwl)/(l — ShWQ).

Kai y(x) < ) yra pakankamai mazas, galioja jvertis 1 — S,W?2 > § > 0,
todel jvertis (4.12) tesingas su konstanta C' = ¢; F' + (G + v F) /6. O

Toliau nagrinékime antra pagalbini diskretyji uzdavini
OV = 05 (dj+%61Vj”> VIl mEwn, n>0,  (413)

Vit=0, Vi—SV"=¢} n>0, (4.14)
V)=0, =z €y (4.15)

4.2 lema. Tegul p; > 0,j = 1,...,J. Tada apréZtoms v(x) < A egzis-
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tuoja pakankamai mazi laiko ir erdveés tinklelio Zingsniai T < T1o(ypr) ir
h < ho(Jnr), tokie, kad diskretusis uZdavinys (4.13)—(4.15) turi vientintelj
sprendinj, ir V]" > 0 visiems (x,t) € Wp, X wr.

Irodymas. IS pradiniy salygy (4.15) seka, kad V}O > 0. Padarykime prielaida,
kad lemos teiginiai yra teisingi, kai 0 < k < n — 1. Taikydami standartinj
perkelties metoda, uZrasome diskretuji sprendini pavydalu V" = o; V" + Bj,
kur

n— h? .
o = dj+%/6j, B = (V] 17+<,0jh2+,8j_1dj7%>/cj, j=1,...,J-1,
2

h
¢ = +di1+di 1+ " —ajad a0 = 0,60 =0.

_1,
2

Kadangi matrica, apibréZta diskreciosiomis lygtimis (4.13) yra M-matrica, ga-
lioja jverciai 0 < o; < 1ir 8; > 0. Tada, parinke pakankamai maZa laiko
zingsni 7 < h?/dy;, gausime o < %

Antrajame perkelties algoritmo Zingsnyje uzraSome diskretyji sprendini suma

an =a,; Vi + ﬁj, kur

d] = ajdj+17 dJ = 17 73] = /8j+a]6~]+17 B] = 07 ] = J_17 s 71'

Istate perkelties formules i nelokialig kraSting salyga (4.14), gauname lygti

J—1 J—1
YJ ~ 5
[1 - h(g + Z%‘%‘)} Vi =5+ vibih.
j=1 j=1
I8 auksciau pateikty iverciy seka, kad

Bi>0, aj;<(1/2), j=1,...J-1L

Tada pakankamai maziems erdves tinklelio Zingsniams h < 1/(37,/) teisingas
pvertis
J-1
Vg - 3. 1
b5+ ) < Giuh < 5.
7=1
Todel egzistuoja vienintelis diskretusis sprendinys V", x; € dp, ir teisingas
ivertis V" > 0. Lemos jrodymas baigiamas taikant matematines indukcijos
metoda. O
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Dabar galime irodyti pagrindini baigtiniy skirtumy schemos (4.4)—(4.6)
rezultatg.

4.1 teorema. Kai parametras v(x) < ~ps yra pakankamai maZas, diskretusis

uZdavinys (4.4)—(4.6) turi vienintelj sprendinj, kuris konverguoja i diferencia-

linio uZdavinio (4.1)—(4.3) sprendinj, ir teisingas toks paklaidos jvertis:
lu(z;,t") = Uj'| < C(r + h?),  (x,t) € @ X wr. (4.16)

Irodymas. Paklaidos funkcijos diskretusis uZzdavinys yra

7} = 05 (44 10:27) = 27 + 07, @y €wn, >0, (@4I7)

Zy =0, Z7—SpZ" =97, n>0, (4.18)
Z) =0, x;€p, (4.19)
Cia Y7 yra diskreCiosios schemos (4.4)-(4.6) netiktis, vertinama |¢§‘| <C(r+
h?),j =1,...,J. Netikties réZius apibréZiame taip:
F = n 5 G = n .
o 7| max [¢]]

Tada galime pritaikyti stacionaraus uzdavinio (4.10)—(4.11) sprendini paklaidos
funkcijai apreézti |Z]”] < W;. Tam pakanka panagrinéti funkcijas Vji’" = W;=x
Z;" ir pritaikyti lema 4.2. O

PasTaBA: Teoremoje 4.1 paklaidos réZis yra jrodomas tik pakankamai maZai
0 < v(x) < 7y, nors lemos 4.2 rezultatai teisingi bet kuriai apréztai (),
nes tik tada teisingi lemos 4.1 jver¢iai. Kai y(x) > -y, diskretaus uzdavinio
(4.4)—(4.6) operatorius turi vieng teigiama tikring reikSme, todél tokiu atveju
diskretusis sprendinys auga O (exp(At)) greiciu (4.1 pav.).

4.2. Koeficientaia =1,b=1

Tokio tipo nelokalios salygos savo skai¢iavimuose naudojo Dehghan
(2005); Ekolin (1991); Martin-Vaquero, Vigo-Aguiar (2009,a). Funkcijos
~1(x), y2(x) buvo parinktos taip, kad galima bity taikyti ankstesnio posky-
rio prielaidas.

Siame poskyryje nagrinéjamas baigtiniy skirtumy schemos (4.4)—(4.6) su
koeficientais a = 1, b = 1 konvergavimas. Pirma, taikant modifikuota perkel-
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4.1 pav. Diskretaus sprendinio U taske x = 1, ¢ = 1 priklausomumas nuo
~(z) reik§més. Tikslusis sprendinys «(1,1) = 2. Skai¢iavimai atlikti su
Zingsniy reik§mémis h = 0,04, 7 = 0,001
Fig. 4.1. The dependance of the discrete solution U at a point x = 1, ¢ = 1 on v(x).
The exact solution u(1,1) = 2. Calculations performed with step values h = 0.04,
7 =0.001

ties algoritma, galime jrodyti diskre¢iojo sprendinio egzistavima ir vienati su
bet kuriomis diskreciyjy Zingsniy 7 ir A reikSmémis. Globaliosios paklaidos
Z} = U} — u(x;,t") diskretusis uzdavinys yra

O} = 05 (441027 ) = 75 + 0, @y €wn n>0,  (420)
Z0 =0, Z%4SpZ" =% n>0, (4.21)
Z)=0, x;€wp, (4.22)

¢ia 7 yra diskre¢iosios schemos (4.4)—~(4.6) netiktis, vertinama |¢§”| <C(r+
h?),j=1,...J.

4.2 teorema. Kai parametras v(x) < Aps yra apréitas, o diskreiojo uZda-
vinio operatoriaus tikriniy reiksSmiy realiosios dalys yra neigiamos, baigtiniy
skirtumy uZdavinys (4.4)—(4.6) turi vienintelj sprendinj, kuris konverguoja i
diferencialinio uZdavinio (4.1)—(4.3) sprendini, ir yra teisingas jvertis

u(z; t") = UP| < C(T +h?), (a,t) € @p X wr. (4.23)

Irodymas. Uzrasykime globaliaja paklaida dviejy funkcijy suma Z; =Vi'+
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W', kur funkcija V" tenkina diskretuji uZdavini

OV = 0 (dj+%anj") —qVi"+ 47, zj€wp, n >0,
Vi=0, VP=4" n>0, (4.24)

Vjo =0, T € Wp.

Taikydami maksimumo principa ir netikties jverti gauname, kad |V]"| < C(t+
h?), (x,t) € @), x w,. Pagalbiné funkcija W tenkina diskretyji uzdavini

oW} = 0 (41 0] ) = W), wj€wn, n>0, (425
Wy =0, Wi+S,W"=¢7 n>0, (4.26)
WP =0, x; €, (4.27)

ia @ = —SpV". Asizvelgdami i V" jverti, gauname, kad |¢"| < C(7+h?).
Tarkime, kad egzistuoja apriorinis ivertis

|S,WW™ < By, n>0. (4.28)
Tada i§ nelokalios salygos (4.26) seka, kad
W3 < |5+ |SyW"| < C(r + h*) + By.

Taikydami maksimumo principg diskreciajam uzdaviniui (4.25) su pirmojo ti-
po krastinémis salygomis, irodome iverti

Wi <C(r+ h?) + By, (x,t) € @p X wr.

Dabar reikia pagristi (4.28) jverti. Padarykime prielaida, kad dydis ¢’} yra ap-
réztas: || < G. Nagrinékime pagalbinj krastinj uzdavini

O = 0 (4, 10.P)) = P, wj €wn >0,
Py =0, Pi=p>0, n>0,
PJO =0, Tj € Wp.

Sio uzdavinio sprendinys yra monotoniné funkcija

P'>0, P!> Pf—l, (z,t) € @p X wr,
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monotoniSkai priklausanti nuo krastiniy salygy

Kadangi v > 0, tai funkcionalas Sy, P irgi yra didéjanti funkcija P; atZvilgiu:

oS, P .
=hvy; >0 =1,...,J.
8PJ ’Y]— ) .] I 9

Todeél S, P™* < Sy B, ¢ia B yra atitinkamo stacionaraus krastinio uzdavinio
sprendinys.

Pagal teoremos salyga visy diskreciojo operatoriaus tikriniy reik§miy rea-
liosios dalys yra neigiamos, todél stacionarusis uZdavinys apibéZia dydZio
|Sp, W™ | virSutini rezi, t. y. [S,W™| < SyR, Cia R; yra stacionaraus diskre-
taus uZdavinio su nelokaliomis kraStinémis salygomis

— Oz (dj+%aij> + qj‘Rj =0, T; € Wh,
Ry=0, Rj+ SpR=G,

sprendinys. Kadangi R; > 0, i§ nelokalios krastinés salygos seka paprastas
jvertis S, R < G < C(7 + h?). Teorema jrodyta. O

4.3. Koeficientaia =0,b =1

Siame poskyryje nagrin¢jamas parabolinis uzdavinys su paprasta integra-
line kraStine salyga. Tokius uZdavinius nagrinéjo Cannon et al (1990); Cannon,
Matheson (1993); Goolin et al (2001); Ionkin (1980), darydami prielaida apie
uZdavinio koedicienty ir sprendinio gloduma ir transformuodami integraling
salyga i kita nelokalig krasting salyga. Parodysime, kad tokios transformacijos
gali biti traktuojamos, kaip parabolinio uZdavinio su nelokalia integraline saly-
ga reguliarizacija. Nagrinésime diskretaus uzdavinio (4.4)—(4.6) konvergavima
darydami minimalias prielaidas apie sprendinio gloduma.

Taikydami modifikuota perkelties algoritma gauname, kad baigtiniy skir-
tumy schema (4.4)—(4.6) turi vieninteli sprendini su bet kuriomis diskre¢iujy
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Zingsniy 7 ir h reikSmémis. Paklaidos funkcijos diskretusis uzdavinys yra

O} = 05 (d;4 1020 ) = 25 + 0, wj€wn n>0,  (429)
73 =0, SpZ" =4, n>0, (4.30)
Z)=0, x;€wp, (4.31)

¢ia Y7 yra diskre¢iosios schemos (4.4)—(4.6) netiktis, vertinama ]1/1?\ <C(rt+
h?), 7 = 1,...,J. Vél uzraSome globaliaja paklaida dviejy funkcijy suma
Z]” = Vj” + Wj”, kur funkcija V™ tenkina diskretyji uZdavini (4.24). Pagalbiné
funkcija W™ tenkina diskretyji uZdavini

oW} = 0 (d; 1 0W]) = W), wj€wn, n>0,  (432)
W =0, SW"=4l, n>0, (4.33)
WO=0, €, (434

Sia "t = —Sp V™. Atsizvelgdami i V™ jverti, gauname, kad |¢"| < C(7+h?).

I8 pateiktos ankstesniame poskyryje analizés seka, kad diskreciosios sche-
mos sprendinio stabilumas priklauso nuo W7 jautrumo 'y atZvilgiu. Stabilu-
mo konstanta gaunama sprendZiant pagalbini uZdavini

= 0 (d;410.P) + Py =0, a; € w, (4.35)
P=0, Py=1, (4.36)

Cia qg; = % + gj, ir apskaiCiuojant stabilumo daugikli ¢ = 1/S,P. Siame
poskyryje irodysime, kad duota diskrecioji schema bendru atveju konverguoja
tik esant tam tikram santykiui tarp laiko ir erdvés Zingsniy. Todél apsiribojame
asimptotine analize ir darome prielaida, kad d(z) = dy, q(z) = qo, v(x) = 0.
IS standartinés baigtiniy skirtumy schemos, aproksimuojancios krastinj uzda-
vinj su pirmojo tipo kraStinémis salygomis, analizés seka, kad

P, — exp(lz) — exp(—Ilx) " (’)(h2), l=+/(Q1/7+q0)/do = O(1//T),

exp(l) — exp(—1)

SuP = 10(1) = O(V7), e=O0(1/y7).

Todel, jei tikriniy reik§miy realioji dalis yra neigiama, diskreciosios schemos
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(4.4)—(4.6) sprendinio paklaida gali buti jvertinta taip:

h2
1Z}| < Ct"(VT + 7T
Dél salyginio konvergavimo diskreciosios schemos reguliarizacija turi ba-
ti atlikta susiejant 7 ir h. Optimalus konvergavimo greitis pasiekiamas, kai
T = Ch?.

PASTABA: Stacionari diskrecioji schema (4.4)—(4.6) yra besalygiskai stabili,
t. y. $iuvo atveju ¢ = O(1).

) j=1,....J

4.3.1. lonkino diskrecioji schema

Kai v(z) = 11ir g(x) = 0, lonkinas pasialé keisti integraling krasting
salyga (4.5) ekvivalenciomis. Jis naudojo transformacija, gautg diferencijuojant
nelokalig salyga pagal laiko kintamaji, ir taikant diferencialing lygti (4.1). Tada
nauja nelokalioji kraStiné salyga formuluojama taip:

U U !
Tu = d(l)gx(l,t) —~ d(o)gx(o,t) =4'(t) - /0 fzt)dz.

Si salyga aproksimuojama diskre&igja lygtimi
n n h n n
LUt =dy 1 0,U5y = d .U + 5 (8{UO + a,gUJ) (4.37)
h
= (")~ Suf" + 5 (3 + 1),

Diskreciojo sprendinio stabilumo nelokalios kraStinés salygos (4.37) atzvilgiu
analizé rodo, kad

T,P =10(1) = O(1/y/7), c¢=0(/),
todél diskrecioji schema (4.4), (4.37) yra stabili, o paklaida jvertinama taip
1ZP| < C(r+h?), j=1,...J.

Pagrindiniai Ionkino schemos apribojimai yra biitinos prielaidos dél diferen-
cialinio uzdavinio koeficienty ir funkcijos g(¢) pakankamo glodumo reikalavi-
mas.

Uzdavinio reguliarizavimui siilome dar vieng metoda: diferencijuojame
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integraling salyga pagal laika:

0

1
Tu := Z%/o y(x)u(z,t)dr = ¢'(t)

ir ja aproksimuojame diskreciaja lygtimi
TyU := SpU" = 74'(t") + SU" .

Stabilumo daugiklis $iuo atveju irgi yra ¢ = O(1/7).
4.3.2. Skai¢iavimo eksperimentas

Siame poskyryje pateikiami uzdavinio su nelokalia integraline salyga skai-
¢iavimo rezultatai. Nagrinéjamas uzdavinys (4.1)—(4.3) su koeficientais:

dlz)=1, q(z)=0, f(z)=2, w(x)=2z 0<z<I,

’Y(CC):]_, a:O, b:l, g(t):(1+t)/27 0<t<17

o uzdavinio sprendinys yra funkcija u(x,t) = (1 + t)x. Diskrecioji krastiné
salyga (4.5) sutrikdyta funkcija

gn(t™) = 10h3(=1)".

Kadangi funkcija g (™) yra triki, teoriné analizé garantuoja tik salygini kon-
vergavima O(h?/./7) eilés. 4.1 lenteléje pateiktos diskre¢iojo uzdavinio (4.1)—
(4.3) sprendinio paklaidos maksimumo normoje.

4.1 lentelé. Diskre¢iojo uzdavinio (4.1)—(4.3) sprendinio paklaida ||U — /|
Table. 4.1. Global errors ||[U — u||s of the solution of the discrete scheme (4.1)-(4.3)

h  7=004 7=002 7=001 7=0005 =0,0025

0,04 0,1122 0,1569 0,2177 0,2971 0,3939
0,02 0,0283 0,0400 0,0560 0,0784 0,1089
0,01  0,0071 0,0100 0,0141 0,0199 0,0280

Sie rezultatai patvirtina diskreciojo sprendinio konvergavima O(h2//7).
4.2 lenteléje pateiktos tokio pat diskreciojo uzdavinio sprendinio paklaidos
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su kraStiné salyga

9
ot

1
| reanae =g+ ). o0 =3

4.2 lentelé. Diskreciojo uzdavinio (4.1)—(4.3) su diferencijuota krastine salyga spren-
dinio paklaida ||U — u/|eo

Table. 4.2. Global errors ||U — ul|« of the solution of the discrete scheme (4.1)-(4.3)
with differentiated boundary condition

h =004 7=002 7=001 7=0005 7=0,0025

0,04 2,884-1073 1,2491-10~3 9,287 -10~% 6,628 -10~% 4,524-10*
0,02 7252-10~* 3,181-10~% 2,401 -10~% 1,7612 -10~* 1,2608-10*
0,01 1,8157-10~* 7,988-107° 6,053-10"° 4475-10~° 3251-10°°

Sie rezultatai rodo geresnj diskregiojo sprendinio konvergavima

O(J/7h?).

4.4. Ketvirtojo skyriaus iSvados

Siuolaikiniai taikomieji uzdaviniai daZnai reikalauja neklasikiniy krati-
niy salygy taikymo matematiniuose modeliuose. Siame skyriuje nagrinéjome
vienmatés parabolinés lygties su nelokalia integraline krastine salyga aproksi-
macijq neiSreistine Eulerio baigtiniy skirtumy schema. Apibenrinsime pasiek-
tus rezultatus:

1. Atlikta stabilumo analizé maksimumo normoje ir irodyta, kad diskre-
¢iosios schemos standumas ir stabilumo srities spindulys priklauso nuo
nelokalios krastinés salygos koeficienty Zenkly.

2. Pagerinti Zinomi stabilumo rezultatai. Kai nelokalios salygos koefi-
cientai a = 1, b = %1, irodytos maZziau ribojancios stabilumo salygos.

3. Paprastos integralinés kraStinés salygos atveju irodytas salyginis kon-
vergavimas ir pasiiilytas reguliarizuojantis sarySis tarp diskreciyjy
Zingsniy. Teoriniai rezultatai patvirtinti skai¢iavimo eksperimento re-
zultatais. Pateiktas naujas reguliarizavimo algoritmas, kai g(t) yra glo-
di funkcija.






Kruvininky rekombinacijos
modelis

Siame skyriuje nagrin¢jamas suZadinty kriivininky lazeriu ap$viestame
puslaidininkyje rekombinacijos modelis. Elektrinio laidumo reiskinys puslaidi-
ninkiuose visada yra lydymas kravininky pagavimo i lokalizuotas energetines
biisenas. Sias lokalizuotas energetines biisenas sukuria priemai3os ir struktiiros
defektai puslaidininkyje. Tokie kriivininkai veliau gali biiti i§laisvinti (Sviesos,
elektrinio lauko, temperatiiros pagalba) (toks lygmuo vadinamas prilipimo cen-
tru) arba gali rekombinuoti su prieSingo Zenklo krivininkais (rekombinacijos
centras). Dél $iy prilipimo ir rekombinacijos centry Sviesa apsviesto puslaidi-
ninkio laidumo kitimo procese atsiranda netiesiniai efektai: nors pagauti kru-
vininkai tiesiogiai nedalyvauja elektriniame laidume, taiau stipriai ji itakoja,
nes lokalizuotas kriivis pakeicia elektrinio lauko pasiskirstyma, tuo paciu ir
laidumo salygas jame. Rekombinacijos proceso kinetika yra apraSoma naudo-
jant Shockley-Read-Hall (SRH) rekombinacijos modelj (Hall 1952; Shockley,
Read 1952). Sis modelis jungia elektrony laidumo juostoje, skyluciy valenti-

105
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néje juostoje ir pagauty krivininky tankius. Toks vykstancio proceso trakta-
vimas iSlieka aktualus ir miisy dienomis ir yra taikomas kituose modeliuose
(Schmerler et al 2008). Mums Sis modelis yra idomus dar ir tuo, kad modelio
netiesiSkumai yra kvadratiniai, todél dauguma gautyjy teoriniy rezultaty gali
biti apibendrinti netiesiniams lastelés suZadinimo modeliams. Be to, pasta-
ruoju metu vystomi bioelektronikos tyrimai, nagrinéjantys elektriniy prietaisy
ir gyvuyju lasteliy saveika. Samardak ef al (2010) paskelbé, kad sukonstravo
puslaidininkinj neurona, kurio atsakas imituoja tikrojo neurono elektrines sa-
vybes (eksperimento rezultatai atitinka FitzHugh-Nagumo modelio veikima).
Ir kas Zino, gal laidumo relaksacijos modeliavimo uzdavinys bus sprendZiamas
stipriai Sakotose struktiirose?

Siame skyriuje nagrinésime netiesinj matematinj modelj ir linearizuota
skaiting schema. Sis tyrimas yra rezultaty, publikuoty straipsnyje (Pincevi-
¢ius, Meiliinas, Tumanova (2007)) vystymas, kurio pagrindinis tikslas yra gau-
ti apriorinius sprendinio ivercius ir irodyti integravimo metodo konvergavima.
Kitas sprendziamas uZdavinys yra modelio identifikavimas, nustatant giliyjy
centry parametrus ir nagrinéjant jy identifikuojamumo galimybes.

Netiesinis kriivininky rekombinacijos puslaidininkyje matematinis mode-
lis apraSomas 5.1 poskyryje. Aprioriné analizé rodo, kad uZdavinio sprendinys
yra neneigiamas ir apréztas. 5.2 poskyryje pateikiama linearizuota neisreiksti-
né Eulerio schema. [rodysime, kad diskretusis sprendinys atkartoja pagrindines
diferencialinio uZdavinio sprendinio savybes, taip pat irodysime nagrinéjamos
schemos konvergavima. 5.3 poskyryje sprgsime modelio identifikavimo uzda-
vinj. Identifikavimo procediira atlickama naudojant genetinj algoritma, kuris
nereikalauja Ziniy apie optimizuojamos funkcijos gradienta. Genetinis algo-
ritmas yra atsitiktinés paieskos variacija, todél identifikavimo procediira gali
biti lengvai lygiagretinama taikant Seimininko — darbininky algoritma. Siame
skyriuje taip pat nagrinéjamos modelio identifikuojamumo galimybés.

5.1. Matematinis modelis

Nagrinésime suZadinto puslaidininkio trumpalaikio atsako matematini
modeli, kuri pasitlé Ichimura (2006). 5.1 pav. parodyti galimi krivininky
(elektrony ir skyliy) uoliai p-tipo puslaidininkyje. Siuo atveju prilipimo cent-
ras saveikauja tik su laidumo juosta, todél prilipimo koeficientas of, yra artimas
0. Paprastumo délei nagrinésime po viena prilipimo ir rekombinacijos lygmen;.
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E, Laidumo juosta
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5.1 pav. Supaprastinta schema procesy, aprasyty modelyje; rodyklés Zymi
galimus kravininky Suolius
Fig. 5.1. A simplified diagram of processes considered in the mathematical model;
arrows indicate possible transitions of carriers

Sprendziame netiesiniy diferencialiniy lygc€iy sistema

dn
i Ip(t) — abvli n(Ny—ny) + el ng—ol vl n(N,. — n,.) 5.
., n
+ ennr — T
70

dry t,n t
o = o, vn(Ny — ng) — e;ng, (5.2)
dn”’ . r.n N T r, P T N 5 3
- = oV (Ne = 1) — epny — opvg piy + ep(Np — i), (5.3)
dp r . p
i Ir(t) — opuppne + ep(Np — ny) — p (5.4)
n(0) =0, n(0)=0, n.(0)=0, p(0)=0, (5.5)

¢ia n yra pertekliniy elektrony koncentracija laidumo juostoje, p yra pertekli-
niy skyliy koncentracija valentingje juostoje, n; ir n,. yra uzpildyty elektronais
prilipimo ir rekombinacijos centry koncentracijos. ¢ yra giliojo centro kriivi-
ninko pagavimo skerspjiivis, ¢ia indeksas n ar p Zymi elektrona arba skylg, o
indeksas ¢ ar r Zymi prilipimo arba rekombinacijos centra. N; ir NV, yra pri-
lipimo ir rekombinacijos centry koncentracijos, vy, yra vidutinis kravininky
S$iluminio judéjimo greitis, 7y yra vidutiné kriivininky gyvavimo trukmé, t. y.
vidutinis laikas, kurj iSbtina elektronas laidumo juostoje arba skylé valentinéje
juostoje iki rekombinacijos. Lazerio impulsu generuojamas fotony skaicius yra
I, = Ipexp ( — (ﬁ)Q), ¢ia Iy yra maksimalus fotony skaicius. Kriivininky



108 5. KRUVININKUY REKOMBINACIJOS MODELIS

iSlaisvinimo koeficientai e susieti su pagavimo koeficientais lygtimis

t

E
el = e, = 0, UpNeexp < - = ),

E) Er
KT/’ kT
E, - Er)

kT ’

O'Z’Utth exp ( —
T =

T
€p Up’Utth exp ( —

¢ia E nurodo prilipimo centro, rekombinacijos centro ir draustinés juostos
energijos lygmenis, T' Zymi temperatiira, [N, ir NV, yra laidumo ir valentinés
juosty efektiniai biisenos tankiai.

Apriorinis sprendinio jvertinimas

Siame poskyryje irodysime netiesinés sistemos (5.1)—(5.5) sprendinio ap-
riorinj jverti. Sio jver&io ivedimas i§ esmés naudoja kvadrating netiesiniy na-
riy forma.

5.1 lema. PDL pradinis uZdavinys (5.1)—(5.5) turi neneigiamq ir apréitq
sprendinj:

0<n(t) <Cp, 0<n(t) <N, 0< n(t) <N, 0<p(t) <Cp, (5.6)
Cia konstantos
Cy = 10(Io + e, Nt + e, N,),  Cp = 7o(Ip + epNy).
Irodymas. Dviems papildomoms funkcijoms
my(t) = Ny —ne(t), my(t) = Ny —n,(t)

apibréZkime papildomas lygtis, kurias gauname pasinaudojg (5.2) ir (5.3):

dm
d—tt = —olvlhnmg + el ny, 5.7
dm?‘ r,n T T r, D

7 = =0,V MMy — €My + €Ny + 0V, PNy (5.8)

Norédami irodyti sprendinio teigiamuma, pasinaudosime tokiu rezultatu (Ge-
risch, Chaplan 2006; Hundsdorfer, Verwer 2003): sistemos

dUdf) = F(t,U(t), U®t)= (ui(t),...,un(t))"
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sprendinys yra neneigiamas tada ir tik tada, kai su bet kurivo U > 0 teisingas
teiginys
wi(t)=0 = fi(t,U(t)) > 0. 5.9

Sios teoremos taikymas lygtims (5.2), (5.3), (5.7) ir (5.8) irodo ivercius:
ng(t), n.(t) >0, ny <Ny, np <N,

Tada teigiamumas n(t) > 0, p(t) > 0 akivaizdziai seka i§ lyg¢iy (5.1), (5.4).
Telieka jvertinti funkcijy n(t) ir p(t) apréztuma. Panagrinékime detaliau tik
vieng i§ funkcijy p(t), nes n(t) analizé atliekama panasiai. ApibréZkime kons-
tanta P = 79(Io +e€;,N;). Tada funkcija 2(t) = P —p(t) tenkina diferencialing
lygti

dz
_ p
i Ip—Ip(t) + OV PNy + €Ty — g
Ivercio (5.9) taikymas rodo, kad z(¢) > 0, t. y. p(t) < P. O

Sis matematinis rezultatas turi aiskia fizikine prasmg: uZpildyty elektro-
nais centry koncentracijos negali virSyti bendry centry koncentracijy, o pertek-
liniy kriivininky skaiciai negali biiti didesni uz lazerio sugeneruoty ir giliujy
centry iSlaisvinty kriavininky skaiciy.

5.2. Skaitinis integravimas

Siame skyriuje pateiksime netiesinés sistemos (5.1)—(5.5) skaitinio integ-
ravimo schema. Egzistuoja daug skaitinio integravimo metody, skirty spres-
ti standZias ir nestandZias PDL (Gerisch, Chaplan 2006; Hairer et al 1993;
Hairer, Wanner 1996; Hundsdorfer, Verwer 2003). Apsiribosime linearizuotu
neiSreiStiniu Eulerio metodu, kaip gera pradZia prie§ konstruojant veiksmin-
gesnius skaitinius sprendimo metodus.

Apibrézkime tolygy laiko tinkla w,:
wr={tF: t* =kr, k=0,... K, Kt =1Ty}.

Sprendinio tiksliyjy reik§miy tinklo taskuose n(t*), n,.(t*), ni(t*), p(t*) ap-

roksimacijas Zymésime n¥, n¥_, n¥_ir p¥ .
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Linearizuota neiSreikStiné Eulerio schema apibréZiama taip:

k k—1
Ny — T t k—1 k to k
% - Unv?hnf (Nt - ntT) — EpNirs (5.10)
k k—1
Nypr — Ny . r.n k:—lN k r k r.p k—1_k 5.11
T = OpUpnr ( T an) = EpNpr — OpUy Py Tyr (5.11)
k
T en(N, = nk,),
k k—1
nr—nr = _ k t,mn  k k to ok
. = I7(t") — o, vy (Ne — ng) + epnyg: (5.12)
k P
r,n T
- JnvthnT(N’f - ) + ennr'r )
70
k k—1 k
pr =P k k p
% =1I.(t") — oy vthan,,T +ep(Nr —nyy) — T—g. (5.13)

Sios schemos realizacija yra labai paprasta, nes nereikalauja iteracijy.

Toliau parodysime, kad lemos 5.1 ivertis yra teisingas diskrec¢iojo uZdavi-
nio (5.10)—(5.13) sprendinio atzvilgiu.

5.2 lema. Jei nt~! nfT L nk=1ir nk=1 tenkina (5.14), tai diskretus uZdavinys

(5.10)—(5.13) turi neneigiamaq ir apréztq sprendinj:
O<n <C’n,0<ntT§Nt,0<n §1\7T,0<pT<C'p7 (5.14)
Cia konstantos C,, ir C, apibréZtos 5.1 lemoje.

Irodymas. Irodymas seka i$ sprendiniy iSreikstinés formos. Pavyzdziui, pa-
nagrinékime lygti (5.10). Jos sprendinys gali biiti uZraSytas iSreikstine forma

ko ntT 'y 1ot Uthnk LN,
tr —
1+ 71(ctv th”T -l—et)

Funkcijos nfT teigiamumas ir apréZtumas seka i§ lemos prielaidy. Funkcija n*_
galime tirti panagiai. Dabar panagrinékime p¥. Lygties (5.13) sprendinj galime
uZrasyti taip:

K phl 4 T(IL(tk) + e;(Nr — nfT))

= . (5.15)
1+ 7(opvp,nk +1/70)
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Funkcijos p¥ neneigiamumas seka i§ prielaidos, kad p~1 > 0, I (tF) > 0
ir i$ jau lrodyto jver¢io 0 < n¥_ < N,. Dabar, jstatg nelygybes n¥_ > 0,
IL(tF) < Ig,nk > 0irpF=! < 7o(Ip + epNr) ilygti (5.15), gauname jvercius

k T()([Q—l-e;Nr) —|—T(I0—|—e;NT) <

< 1 "Ny).
Pr = 1+7/710 7o(lo + €,

Funkcijos n¥ jvertis jrodomas tokiu pat baidu. O
Konvergavimo analizé

Siame poskyryje panagrinésime stabilumo ir konvergavimo jver&ius. Api-
brézkime paklaidos funkcijas:

k= (i) —nk, o, = m(t)—nf, ok = () -k, 2k = p(t) b

n nt Ny rTy  “p T

(2F 2k 2F | 2F) apibréziame taip:

: k_
Vektoriaus norma Z% = (zp, 2y, , 2, 5 %p

1ZF)| = max (|25, |25, |, |25 |, |25)).

Konvergavimo analizé pagrista maksimumo principu ir diskreciyjy netie-
siniy nariy forma. Istate paklaidos funkcija i diskreciasias lygtis (5.10)—(5.13)
gauname paklaidos diskretyji uzdavini:

k k—1
“ng — *n t k-1 k k—1_k
: T — = O-nvglh (Zn (Nt - ntT) - N Znt) - enznt + QIZ)m, (5.16)
k k-1
Zy —Z
r - k-1 k k-1 _k k
- . = opuh (2 (Ny — ) —ni e ) — ey (5.17)
r,.p k—1_k k—1_k
—opub, (ahInk 4 btk ) — ek 4k
k k—1
ZTL_ZTL _ _t,n kN_ kN _ k +Tk (518
T = 0V (Zn( t ntT) nT ng + enzm €nZn, . )
k
ron (kN k k_k Zn k
— OpUtp (Zn( r nm—) - nTan) - 0 + 'Qbm
k k—1 k
zy — Z z
P P _ k k k_k Sk P k
Tt = —opup, (zpny + Pz, ) — epzn, — o Vs (5.19)

dia z/) @Z}m, 1/1,’%, @ZJ]’; yra atitinkamy diskreciyjy lygc€iy netiktys.
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5.3 lema. Egzistuoja konstanta M , su kuria teisinga nelygybé
1Z¥) < (L+ M) 28 + 7 max ([, v, [on, s [op]), (5200
¢ia M = max (My,, My,, My, , M,) ir

M, = (o}, + o},)vihCn + ehen, My, = apv Ny, (5.21)

— T,n r,P _ .r,P T
My, = (opviy, + opv ) Ne, My = 0,0, Cp + e,

Jrodymas. Taikydami apriorinius jvercius, irodytus lemoje 5.2, i§ diskreCiyjy
lygciy (5.16)—(5.19) gauname

lznl < (L4 M) Z5 M+ 7l Lz, | < (14 My, DI Z5 |+ 7y,
20| < (L4 Mo, DI ZE 7+ 7y |, l2p] < (L+ M) | 2574 + 7,

¢ia konstantos yra apibréZtos (5.21). Pritaik¢ maksimumo principa gauname
stabilumo rezultata (5.20). Lema jrodyta. O

5.1 teorema. Tegul diferencialinio uZdavinio (5.1)—(5.5) sprendiniai yra pa-
kankamai glodZios funkcijos. Tada egzistuoja konstanta C = C(M, tk), su
kuria teisingas jvertis

1Z¥| < Ccr, k=1,2,... K. (5.22)

Irodymas. Kai sistemos sprendiniai yra pakankamai glodzios funkcijos, ne-
tiktis galime apréZti i§ virSaus

[UF|| = max (|F], [WF |, [WF |, [05]) < Car, k=1,2,... K.

Kartodami jvertj (5.20), taip pat pritaike netikéiy jverti ir lygybe Z 0 =0,
gauname

k—1
I1Z¥) < (14 M)FZ0) + 7> (1 + Mr)T @+
=0
Mtk ;
< SPME) o |09 < C(M, ).

M 1<j<k

Teorema irodyta. |
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5.3. Modelio identifikavimas

Virtualusis eksperimentas daZnai yra naudojamas spresti modelio identifi-
kavimo uzdavini. Parenkant modelio parametry rinkinj skai¢iavimo rezultatas
yra lyginamas su atliktais eksperimentiniais bandymais, taip nustatomas ge-
riausiai tinkantis parametry rinkinys. Siame poskyryje sprendziamas giliyjy
centry parametry nustatymo uzdavinys.

Gilusis centras modelyje yra nusakomas kriivininky pagavimo skerspjii-
viais o ir koncentracija N. ApibréZkime koeficienty, kuriy reikSmes norime
nustatyti, vektoriy 6 = (afl, or, O';, Ny, N,). Stebimy dydziy vektoriy y suda-
ro dydZiai, kuriuos galime iSmatuoti eksperimento metu: y = (n(t))

Kai reikia nustatyti arba patikslinti abiejy centry parametrus, arba draus-
tinéje juostoje egzistuoja daugiau nei vienas centras, keliamas optimizavimo
uZdavinys daugiamatéje erdvéje (galio arsenido laidumo relaksacijos modelis,
aprasantis 4 prilipimo lygmenis, aprasytas Pinceviciaus, Meiltino ir Tumanovos
(2007) darbe). Priklausancio nuo keliy parametry netiesinio modelio paklaidos
funkcija daZnai yra labai sudétinga ir pasiZymi daugybe lokaliyjy minimumuy.
Deja, daugiaparametrinés paieskos atveju sunku jvertinti lokaliy minimumy
skaiCiy, todél daznai pirminybé teikiama globalios optimizacijos metodams.
Weise (2009) pateiké sudétingy optimizuojamy funkcijy pavyzdZziy ir apZvel-
gé globalios optimizacijos metodus.

Skaiciavimo eksperimentui atlikti parinkome genetini algoritma. Lyginant
su optimizacijos metodais, grindZiamais funkcijos gradientu, genetinis algorit-
mas yra labiau tinkamas, kai funkcija yra triiki, netiesiné ir/ar pasiZymi kitais
sudétingumais. Genetinio algoritmo mutacijos mechanizmas leidZia neuZstrig-
ti ties lokaliojo minimumo tasku ir padidina tikimybe pasiekti globaly mini-
mumg (Goldberg 2002). Barth (1992); Charbonneau (2002); Paterakis et al
(1998) nagrinéjo genetiniy algoritmy pritaikyma sprendZiant sudétingesnius
parametry identifikavimo uzdavinius ir palygino optimizavimo rezultatus su at-
kaitinimo modeliavimo metodu (ang. simulated annealing) ir tradiciniais laip-
tiniais algoritmais (ang. hill climbing). ApraSyta daug pavyzdZziy $io optimi-
zavimo metodo naudojimo taikomiesiems parametry nustatymo uZdaviniams
spresti, pavyzdZiui, optimizuojant skaitmeninius filtrus (Yao, Sethares 1994)
ar konstruojant eksperimentus (Barth 1992).

D¢l panasumo | gamtoje egzistuojancius gyvybeés evoliucinius mechaniz-
mus genetiniai algoritmai operuoja tokiomis sgvokomis, kaip individas (atski-
ras sprendinys), chromosoma (optimizuojamy parametry rinkinys), genai (op-
timizuojamy parametry reikSmiy aibés), sukryZminimo ir mutacijos procesai
(naujy sprendiniy konstravimo biidai) ir t.t. Individui ivertinti naudojama tin-
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kamumo funkcija, sukonstruota maZiausiy kvadraty metodu:

1 k k nin) 2 .
gi:K;(nEzp—n(t 09, i=1,....,P, k=1,....K, (523)

¢ia P Zymi nagrin¢jamos populiacijos dydi (sprendiniy aibés dydi), o K —
matavimo tasky skaiciy. Norédami rasti parametrus 6, sprendZiame minimiza-
vimo uzdavinj

0* = arg min ¢;.

5.3.1. Parametry identifikuojamumas

Pries atliekant skai¢iavimus reikia isitikinti, kad modelis yra identifikuo-
jamas. Struktiirinés identifikuojamumo analizés metodai reikalauja, kad nagri-
néjamy lygciy iSraiSkose nebiity nestebimy dydZiy. Kai ne visi modelio kinta-
mieji yra stebimi, nestebimi kintamieji eliminuojami, skai¢iuojant auksStesnés
eilés stebimy kintamuyjy iSvestines ir atliekant algebrinius pertvarkius. Tokiu
btidu gaunamos lygtys, kurias sudaro stebimi kintamieji ir ieSkomi parametrai.
Nors struktirinés analizés metodai daZnai leidZia spresti apie globaly mode-
lio parametry identifikuojamuma, taciau jie néra placiai taikomi sudetingiems
modeliams dél skaiiavimy sudétingumo. Siuo atveju, kai stebimas tik vie-
nas dydis i$ keturiy, o lygtyse yra kvadratiniai netiesiSkumai, tokios funkcijos
konstravimas tikrai yra sudétingas.

Jautrumo analizés (ang. sensitivity analysis) metodai, klasifikuojami kaip
tarpiniai tarp struktiirinés analizés ir praktiniy identifikuojamumo nustatymo
metoduy, leidZia daryti iSvadas apie parametry identifikuojamuma tam tikro pa-
rametry vektoriaus tasko atZvilgiu (ang. at-a-point analysis). Sia analize atli-
kome tasko 6* = (1,5-10719,1,7-10719,2.1071,35.106, 35-1016) atzvilgiu,
nes bitent Sios parametry reik§Smés buvo siiilomos fiziky. Jautrumo matricos
elementai skai¢iuojami pagal formulg

sij(te) = Ouilti )
00;
¢iai = 1,...,d Zymi sistemos stebimy kintamyjy indeksa, j = 1,...,q — pa-
rametro indeksa, o k = 1, ...,K — matavimo tasko indeksa. ISvesting skaicia-
vimuose pakeitéme baigtiniais skirtumais. Siuo atveju vektorius y = (n(t)),
o matricos reikSmeés apskaic¢iuojamos 30 taSky: £ = 1, ..., 30. Dalis jautrumo

matricos duomeny pateikta 5.1 lenteléje.
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5.1 lentelé. Jautrumo matrica tasko 6* = (1,51071°,1,7.10719,2.10~1°, 35-10'6, 35.
1016) atzvilgiu
Table. 5.1. Sensitivity matrix at a point 6* = (1.5-10719,1.7-10719,2.1071,35-
1016, 35-1016)

k iy, ns ob on o N, N,

1 10 —5,35-10% —5,72-10% —7,34-10%" —2,37-1073 —2,78-1073
2 20 —9,30-10%% —1,10-10%* —7,17-10%® —4,34.1073 —5,34.1073
3 30 —1,08-10%* —1,43-10%* —2,19-10* —5,38-10% —6,97-1073
4 40 —1,09-10%* —1,63-10%* —4,43-10% —5,79-10"3 —7,96-103
5 50 —1,00-10%* —1,74-10%* —7,26-10* —5,80-10~% —8,51-1073
6 60 —8,62-10% —1,79-10%* —1,05-10%0 —5,54.10% —8,75-10~3
7 70 —7,02-10% —1,79-10%* —1,39-10%° —5,14-1073 —8,79-1073

30 300 2,98-10%% —9,77-10%3 —7,51-10%° 6,01-10~* —4,85-1073

Koreliacijos metodas jautrumo matricos pagrindu leidZia istirti parametry
pory priklausomybg. Parametry koreliacija skai¢iuojama kaip koreliacija tarp
dviejy matricos stulpeliy reikSmiy, nes matricos stulpelis parodo sistemos at-
sakg | parametro pokycius. Jei apskaiCiuotas dviejy parametry koreliacijos ko-
eficientas yra artimas vienetui, Sie du parametrai laikomi neatskiriamais, jy nu-
statyti kartu nejmanoma. Sitiloma arba viena i$ jy fiksuoti, arba keisti matema-
tinj modelj paSalinus parametra. Apskaiciuoti koreliacijos koeficientai pateikti
5.2 lenteléje.

5.2 lentelé. Koreliacija tarp parametry

Table. 5.2. Correlation between parameters

ol oy o, Ny N,
ol - 047 -091 094 046
o, 047 - -0,53 0,72 1,00
o, -091 -053 - -0,94 -0,51

N 094 072 -094 - 0,71
N, 046 100 -0,51 0,71 -

Matome, kad artimiausios vienetui koreliacijos reik§més yra tarp koefici-
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enty pory (afl, Ny) ir (o5,, N;). Todél tolimesniuose skai¢iavimuose koeficien-
tus V; ir N, fiksuosime.

ReikSmingumo nustatymo (ang. funing importance) metodas, irgi priklau-
santis jautrumo analizés metody grupei buvo sukurtas tam, kad jo pagalba gali-
ma biity atskirti nereikSmingus koeficientus ir taip supaprastinti identifikavimo
procesa. Sis metodas naudoja normalizuota jautrumo matrica, kurios elementai
apskai¢iuojami pagal formule
0; Oyi(t,0") _ Olny;(ty,0")

Sz‘j(tk):; 09;  0Olnb;

Naudodami normalizuota jautrumo matrica, apskai¢iuojame bendra sistemos
jautruma parametrui (ang. overall sensitivity) pagal formule

k=1 1i=1

Kuo didesnis jautrumo koeficientas, tuo didesnis yra sistemos atsakas i §io pa-
rametro trikdZius. Literatiiroje rekomenduojama parametrus, kuriems bendras
jautrumas yra labai mazas, laikyti neidentifikuojamais.

5.3 lentelé. Sistemos jautrumas parametry pokyciui

Table. 5.3. Overall sensitivity for the parameters

ot o’ or N N,

n n p

2,15 31,7 114107° 156 32,8

5.3 lenteléje pateiktos bendro sistemos jautrumo parametrams reik§mes.
Matome, kad jautrumas parametrui o, yra labai mazas, tode¢l tiketina, kad jo
nustatyti nebus jmanoma. Siai prielaidai patikrinti atlikome Monte Carlo testa,
priklausanti praktiniy identifikuojamumo metody grupei (Miao et al 2011).
Sis metodas leidZia istirti parametry identifikuojamumo priklausomybe nuo
eksperimento matavimy paklaidy ir jvertinti identifikavimo algoritma. Taikant
Monte Carlo metoda generuojami ivairsis sistemos atsakai su skirtingu tikslu-
mu arba matavimo paklaida. Tokie daugybiniai matavimai daZnai yra neima-
nomi praktiskai. Sugeneruoti duomenys naudojami patikrinimui, ar ijmanoma
patikimai nustatyti parametry reikSmes prie skirtingy salygy. Bendru atveju
Monte Carlo algoritmas apibréZiamas taip:
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« Nustatyti nominaly parametry rinkini 6y, kuris gali bati parenkamas i$
literatiiros ar kity Saltiniy.

o Apskaiciuoti stebimy dydZiy reik§mes numatytuose taSkuose su nomi-
naliu parametry rinkiniu.

« Naudojant apskaiciuotas stebimy dydziy reikSmes sugeneruoti N dy-
dZio aibg eksperimentiniy duomeny su tam tikra nustatyta matavimo
paklaida.

o Priderinti modeli kiekvienam sugeneruotam duomeny rinkiniui, taip
nustatyti parametry rinkinj 6;, = 1,2,...,N.

« Kiekvienam parametrui apskaiciuoti viduting santyking jvertinimo pa-
klaida pagal formule

\9 ”\
ARE = 100% - z :

¢iaj =1,...,q yra parametro indeksas.

ARE reikSmés rodo, ar parametro reikSmé gali biiti nustatyta pakankamu tiks-
lumu. Su labai maZomis eksperimentiniy duomeny paklaidomis parametrai tu-
ri biiti nustatomi pakankamai tiksliai ir juy ARE paklaidos turi bati labai ma-
70s. Esant didesnéms eksperimentiniy duomeny paklaidoms, ARE paklaida
irgi bus didesné. Jei ARE reik§mé yra netoleruotina, parametro nustatymas yra
neimanomas. Taigi, §is metodas leidZia ne tik nustatyti, ar parametras gali bu-
ti identifikuojamas, bet ir numatyti kriting eksperimento duomeny matavimo
paklaida, prie kurios identifikavimo uZdavinys tampa nejmanomas. Be to, $is
metodas leidZia i§ dalies jvertinti ir suderinti optimizavimo algoritmo paramet-
rus: atlikus serija skai¢iavimy, parenkami optimizavino algoritmo parametrai,
leidZiantys tiksliausiai nustatyti modelio parametry reik§mes. Pagrindinis Sio
metodo triikumas yra biitinybé atlikti didelés apimties skai¢iavimus, nes opti-
mizavimo procediira atliekama daug karty.

Atlikome Monte Carlo testa patikrinti parametry (o!,07 0 ) identifika-
vimo galimybes. ARE paklaidos apskaic¢iuojamos atlikus 960 optimizavimo
bandymy. Rezultatai pateikiami 5.4 lentel¢je. Testo rezultatai patvirtina, kad
parametras o, §iuo atveju negali buti identifikuojamas, nes jo paklaida statis-
tiSkai yra labal didelé net tada, kai lyginama su visiSkai tiksliais eksperimento
duomenimis. O esant net nedideliam triukSmui, paklaida Zenkliai iSauga, ir
parametras tampa neidentifikuojamas. Toks jautrumo sumaZzéjimas gali bati
paaiskintas, pavyzdziui, rekombinacijos centro jsotinimu, dél ko sumazéja jo
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5.4 lentelé. Praktiné identifikuojamumo analizé¢ Monte Carlo metodu

Table. 5.4. Practical identifiability by Monte-Carlo method

Eksperimento duvomeny ARE,: ARFEy:; AREU;
matavimo paklaida (%)

0 0,13 0,20 27,19

2 1,19 0,40 1,5-10°
5 4,95 0,50 1,1-10°
10 739 2,62 1,0-106
20 83,8 6,00 1,7-106

efektyvumas. Sistema yra labai jautri parametro o,, trikdZiams, todel Sis pa-
rametras nustatomas pakankamai tiksliai net su labai dideliu triuk§mo lygiu.
Parametras ¢!, gali biiti nustatyti esant eksperimento duomeny matavimo pa-
klaidai iki 10%.

5.3.2. Skaic¢iavimo eksperimentas

Ankstesniame poskyryje isitikinome, kad tik du giliyjy centry paramet-
rai gali biti patikimai nustatyti. IeSkomy parametry vektorius sumazéja iki
0 = (ol ,0"). Sprendéme diskreciosios paieskos uzdavini, o kiekvieno para-
metro reik§miy ie§kojome placiame intervale [10723,10~ 1] dviejy reikimingy
skaiCiy tikslumu. Naudojomo genetinio algoritmo parametrai pateikti 5.5 len-
teléje. Sitie parametrai buvo parinkti vadovaujantis literatiiroje duotomis reko-
mendacijomis ir patikslinti taikant Monte Carlo testa.

5.5 lentelé. Genetinio algoritmo parametrai

Table. 5.5. Parameters of genetic algorithm

Populiacijos dydis 300
Reprodukcijai atrinkty geriausiy individy skai¢ius 200
Reprodukcijos operatorius 1 tasko
Reprodukcijos tikimybé 1
Mutacijos tikimybé 0,1

Elito atranka Taip
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5.6 lentelé. Skaic¢iavimuose naudojamy SiC parametry reikSmés

Table. 5.6. Values of SiC parameters used in the calculations

Temperatiira T’ 300 K
Draustinés juostos plotis F, 2,38 eV
Prilipimo centro energijos lygmuo F; 0,1eV
Rekombinacijos centro energijos lygmuo F, 1,2eV
Prilipimo centry koncentracija /Vy 3510'6cm—3
Rekombinacijos centry koncentracija N, 3510'6cm—3
Kriivininko vidutiné gyvavimo trukmé 7 2000 ns
Elektrony efektiné masé 0,35

Skyliy efektiné masé 0,6

Lazerio stiprumas I, 2,6 mJ

Rekombinacijos centro skylés pagavimo skerspjivis o], 210~ Ycm?

Toliau pateiksime skaiiavimo eksperimento rezultatus, gautus modeliuo-
jant lazerio apSviesto p-tipo silicio karbido (SiC) kraivininky rekombinacija.
Skai¢iavimy rezultatus palyginsime su fiziky pasitilytomis parametry reik§me-
mis, kurios buvo nustatytos vadovaujantis Ziniomis apie tiriama medZiaga, li-
teratliroje pateiktomis apytikslémis reikSmémis ir bandant priderinti skaiciavi-
my rezultatus prie eksperimento duomeny. Parodéme, kad dalis parametry ne-
gali buti patikslinti, todél naudosime labiausiai tikétinas reikSmes, pasitlytas
fiziky. Silicio karbido ir kiti modelio parametrai, naudojami skaiiavimuose,
pateikti 5.6 lenteléje.

5.7 lentelé. Modelio identifikavimo rezultatai

Table. 5.7. Results for parameters identification

Parametry reikSmeés €

Fiziky nustatyti parametrai  {1,5-1071%,1,7.107%}  3,98-10%8
GA nustatyti parametrai {1,7-1071°,1,7-.10719}  3,43-10%8

Pritaikant skai¢iavimo rezultatus prie eksperimento metu gauty duomeny
buvo nustatytos likusiy parametry reikSmés. Rezultatas pateikiamas 5.7 lente-
léje. Matome, kad Sie rezultatai yra labai artimi, o lyginant su eksperimenti-
niais duomenimis vidutiné paklaida skaiciavimo rezultaty, atlikty su paieSkos
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algoritmo nustatytu parametry rinkiniu, yra mazesné.

4.0x10%

1.2x 10} \
3.5x10%F,
1.0x10% \

15 .\\ .
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6.0x 10*° 2.5x10%
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0 4
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5.2 pav. Sprendinys n(t): iStisiné kreivé atitinka skai¢iavimo rezultatus su
pirmuoju parametry rinkiniu lenteléje 5.7, bruk$niné — su antruoju, taskiné
— eksperimentinius duomenis
Fig. 5.2. Electron decay n(t): the solid curve corresponds to the calculation results

for the first parameters set in Table 5.7, dashed curve — for the second, dots — to the
experimental data

5.2 pav. pavaizduotas sprendinys su parametry rinkiniais, pateiktais
5.7 lenteléje. Grafikas patvirtina, kad sprendiniai su abiem parametry rinki-
niais pakankamai gerai atitinka eksperimentinius duomenis.

5.4. Penktojo skyriaus iSvados

Siame skyriuje analizavome kriivininky rekombinacijos modelj, kuri ap-
ra$o netiesiniy diferencialiniy lygciy sistema. Buvo pasiekti tokie rezultatai:

1. Atlikta aprioriné diferencialinio uzdavinio sprendinio analizé ir paro-
dyta, kad sprendinys yra neneigiamas ir apréZtas. Pasiiilyta linearizuo-
ta Eulerio schema, kurios realizacija yra paprasta, nes nereikalauja
iteraciju. Irodyta, kad diskretusis sprendinys atkartoja diferencialinio
sprendinio savybes: yra neneigiamas ir apréztas; taip pat irodytas dis-
kreciosios schemos stabilumas maksimumo normoje ir jvertintas kon-
vergavimo greitis.

2. SprendZiant modelio identifikavimo uZdavini, atlikta modelio para-
metry identifikuojamumo analizé. Jautrumo analizé rodo, kad giliyjy
centry kriivininky pagavimo skerspjiviai ir ty centry koncentracijos
yra susij¢ dydziai, todél negali biiti nustatomi ar tikslinami kartu. Taip
pat parodyta, kad skaiCiavimy rezultatas yra maZai jautrus rekombi-
nacijos centro skyliy pagavimo skerspjiivio pokyc¢iams, todél §is para-
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metras irgi negali buti patikimai nustatytas.

3. Atliktas modelio identifikavimas naudojant genetinj algoritma. Skai-
¢iavimy rezultatai rodo, kad gautas parametry rinkinys leidZia gerai
pritaikyti modelj prie eksperimento rezultaty. Sis rezultatas yra labai
artimas nustatytoms fiziky giliyjy centry parametry reikSméms. Ta¢iau
gaminant kompensuotus puslaidininkius, net ir tos pacios medZiagos
atskiry kristaly parametrai gali skirtis, todél parametry tikslinimo uZz-
davinys gali biiti keliamas ir pakankamai iStirtoms medziagoms.






Bendrosios isvados

Disertacijoje nagriné¢jami paraboliniai uZdaviniai nestandartinése srityse
arba su neklasikinémis krastinémis salygomis. Apibendrinsime pagrindinius
rezultatus:

1. SprendZiant reakcijos — difuzijos uZdavinj Sakotose struktiirose jrody-

tas neiSreikStinés svorinés schemos besalyginis stabilumas, kai svori-

nés schemos parametras 6 € [%,1]. Pavyko pagerinti gautus taikant

maksimumo principa rezultatus ir irodyti, kad konvergavimo greitis

grafo virStinése yra toks pat, kaip ir vienmacio parabolinio uzdavinio.
Teoriniai rezultatai patvirtinti skai¢iavimo eksperimento rezultatais.

2. Atlikta dviejy prediktoriaus — korektoriaus schemy, grindZiamy skir-
tingu skaiciavimo srities padalijimu, analizé. Taikant energetinius me-
todus irodyta, kad abi prediktoriaus — korektoriaus schemos yra be-
salygiSkai stabilios, taCiau jy konvergavimas susijusioje normoje dél
prediktoriaus Zingsnyje ineStos paklaidos yra salyginis. Naudojant pre-
diktoriaus — korektoriaus ir Douglas schemy ekvivalentiSkuma, gauti
rezultatai palyginti su Zinomu Douglas schemos konvergavimo jverciu.
Atlikto skai¢iavimo eksperimento rezultatai patvirtina, kad predikto-
riaus Zingsnio netiktis yra O(72/h).

3. ApraSytos lygiagreciosios algoritmy versijos. Atlikta algortimy efekty-
vumo ir i§ple¢iamumo analiz¢ ir skai¢iavimo eksperimentai rodo, kad
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prediktoriaus — korektoriaus schemy i$plé¢iamumas yra tiesinis, o ne-
iSreikStinés schemos blogiausiu atveju gali buiti kvadratinis. Irodyta,
kad skai¢iavimy efektyvumas daugiausiai priklauso nuo duomeny pa-
skirstymo kokybés ir atminties magistralés riboto pralaidumo, kai yra
naudojami 2 ar 4 branduoliai skai¢iavimo mazge.

. Atlikta parabolinio uZdavinio su integraline krastine salyga stabilu-

mo analizé maksimumo normoje ir irodyta, kad diskreciosios sche-
mos standumas ir stabilumo srities spindulys priklauso nuo nelokalios
krastinés salygos koeficienty Zenkly. Pagerinti Zinomi stabilumo rezul-
tatai. Paprastos integralinés kraStinés salygos atveju jrodytas salyginis
konvergavimas ir pasiiilytas reguliarizuojantis sarysis tarp diskreciyju
Zingsniy.
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