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Zyméjimai

d,j, k,l,m,n,T - naturalieji skaiciai

P - pirminis skai¢ius

N - naturaliyjy skaiciy aibé

y/ - sveikyjy skai¢iy aibeé

R - realiyjy skaiciy aibeé

C - kompleksiniy skaiciy aibé

1 - menamasis vienetas: i = v/—1

s=o0+1t - kompleksiniai kintamieji

Res =0 - kompleksinio kintamojo s realioji dalis

Ims =t - kompleksinio kintamojo s menamoji dalis
meas{A} - aibés A Lebego matas

2, - konvergavimas pagal skirstinj

B(S) - erdvés S Borelio aibiy klasé

EX - atsitiktinio elemento X vidurkis

v - vienetinis apskritimas, t. y. {s € C: |s| =1}
B - dydis apréztas konstanta (O didysis atitikmuo)
ANA, - aibiy A ir A, simetrinis skirtumas

my - Haro matas

P,= P - tikimybinis matas P, silpnai konverguoja }

tikimybinj mata P.



Ivadas

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Rymano dzeta funkcija ((s) pusploks-

tuméje o > 1 yra apibréziama
C(s) = i 1 = H (1 — i)l, p — pirminis,
ms : s

ir analiziSkai pratesiama j visa kompleksine plokstuma. ((s) yra meromorfiné funkcija,
taske s = 1 turi paprastajj poliy su reziduumu 1. Funkcijos ((s) reikSmiy pasiskirsty-
mas yra gana sudétingas. Egzistuoja statistiniai tyrimo metodai, kada yra tiriamas ((s)
reikSmiy, priklausanciy duotai aibei, daznis. Pasirodo, kad Sis daznis paklusta matema-
tinéms taisykléms. Pirmieji rezultatai Sioje srityje priklauso H. Borui ir B. Jesenui, gauti
1930-1932 metais. Pavyzdziui, 1930 m. jie jrodé tokj tvirtinima [2].

Tarkime, kad R yra uzdaras staciakampis kompleksinéje plokStumoje su krastinémis ly-
glagreciomis koordina¢iy agims, ir tegul L(T, R) yra aibés {t € [0,T] : log((c + it) € R}
Zordano matas.

A teorema. Kai o > 1, egzistuoja riba

lim —L(T’ R)
T—o0

=W(R,o0),

kuri priklauso tik nuo o ir R.

Veéliau daugelis matematiky (A. Vintneris, V. BorSeniusas, A. Selbergas, P. D. T. A. Elio-
tas, A. GoSas, B. Bag¢i, K. Matsumoto, J. étoidingas, A. Laurincikas, E. Stankus, J.
Genys, V. Garbaliauskiené, R. Kacinskaité, R. Macaitiené, D. Siautiunas ir kiti) pagerino
bei apibendrino Boro-Jeseno rezultatus.

Naudojant moderniag terminoligija Boro-Jeseno tipo rezultatus galima uzraSyti silpno
tikimybiniy maty konvergavimo terminais. Priminsime tikimybiniy maty silpno konver-
gavimo apibrézima. Pazymékime B(S) erdvés S Borelio aibiy klase . Tegul P, ir P yra
tikimybiniai matai erdvéje (S,9B(S)). Tada sakome, kad P, silpnai konverguoja j P, kai

n — oo, jei

n—oo

S

lim [ fdP, = / fapr
S

kiekvienai realiai tolydZziai apréztai funkcijai f erdvéje S.

Tegul meas{A} yra macios aibés A C R Lebego matas ir, kai 7" > 0,

vr(...) = %meas{t €0,7]: ...},



kur vietoj daugtaskio jraSomos salygos, kurias tenkina ¢. Tada Boro-Jeseno rezultatas kom-

pleksinéje plokstumoje C gali buti suformuluotas taip.

1

B teorema. Tegul o > 5 yra fiksuotas. Tada erdvéje (C,B(C)) egzistuoja tikimybinis

matas P, toks, kad matas
vr(A) ={t €[0,T]: (o +it) € A}, AeB(C),

silpnai konverguoja j P,, kai T — oc.

Musy magistro darbo tikslas — jrodyti ribine teorema Oilerio sandaugoms kompleksinéje
plokstumoje.

Oilerio sandaugos L(s) yra apibréziamos

o 1
L(s) = e H A=y ) (1l —agp )’

kur «, — kompleksiniai skai¢iai, 1 < j < d, d € N, d > 1, w € R. Yra reikalaujama [3], kad
funkcija L(s) tenkinty Sias hipotezes.

1. Kiekvienam fiksuotam 6 € [0;3) ir j =1, ....d,
lip| < %

2. Ivertis

> lagl =0

p<z j=1

teisingas kiekvienam fiksuotam ¢ > 0.
3. L(s) yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma C kaip baigtinés eilés
meromorfiné funkcija su baigtiniu skai¢iumi poliy ties¢je

Res = 1 ir tenkina funkcine lygti

G(s)L(s) = G(1 —s) - L(1 —s),

kur G(s) = Q* [[ T(Ans + pn) su @ > 0, A, > 0, Repp, > 0, o T'(m) yra gama funkcija
h=1
(pastebékime, kad funkcinéje lygtyje daugiklis ¢ vaidina svarby vaidmenj).

Is 1-3 hipoteziy seka, kad pusplokstuméje o > 0 + % galioja jverciai:
L(o +it) = B|t|5 (1)

ir tam tikriems 6 > 0 .
/ (o + it)Pdt = BT, T — o0 (@)

0



4. Oilerio sandaugos L(s) gali buti iSreikstos Dirichlé eilutémis

F(s)=3" bg?, (3)

kai koeficientai b(n) tenkina lygybe

bn(p)b !
ba(P)br(p) _ jknjloglog:v+cjk+0< )
§ , log x

p<z
tam tikroms teigiamoms konstantoms nq,...,ny ir x > 2.
Pazymékime ~ vienetinj apskritima kompleksinéje plok$tumoje, t. y. v = {s € C :

|s| = 1}, ir tegul
Q= H7p>
P

kur v, = ~ visiems pirminiams p. Su sandaugos topologija ir pataskine daugyba be-
galiniamatis toras () yra kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél erdvéje (€2, B(Q2))
egzistuoja tikimybinis Haro matas mpy ir gauname tikimybine erdve (2, B(Q2), my). Tegul
w(p) yra projekcija w € € j koordinating erdve ~,. Tuomet formule
wm) =[] «* ),
p*[Im

kur p®||m Zymi, kad p®|m, bet p**! fm, funkcija w(p) pratesiame j naturaliyjy skaiciy aibe
N. Vadinasi, w(p) yra pilnai multiplikatyvi funcija ir |w(m)| = 1.

Pagal 4 hipoteze pusplokstuméje o > 6+1 funkcija L(s) gali buti isreiksta (?7?) absoliu¢iai
konverguojancia Dirichlé eilute.

Kai 0 > 6 + 3, tikimybinéje erdvéje (Q,B(€2), my) apibrézkime kompleksines reik§mes

igyjantj atsitiktinj elementa L(o,w) formule

o jo skirstinj pazymekime Pr, t. y.
Pr(A)=my(weQ: L(o,w) € A), AeB(C). (5)

Tada teisingas toks tvirtinimas, kuris yra pagrindiné darbo teorema.
1 teorema. Tarkime, kad L(s) tenkina auks¢iau minétas hipotezés. Tada, kai o > 6 + %,

tikimybinis matas
1
Pr(A) = Tmeas{t €[0,T]: L(c +1it) € A}, A€ B(C),

silpnai konverguoja j mata Py, kai T' — oo.



1. Zinomos lemos ir teoremos

Siame skyriuje pateiksime gerai Zinomas lemas ir teoremas, kuriy jrodymus galima bus
rasti atitinkamuose literaturos Saltiniuose.
1.1 lema. Tegul {P,} yra tikimybiniy maty erdvéje (R? B(R?)) seka ir tegul {f,(71,72)}
yra atitinkamy charakteristiniy funkcijy seka. Tarkime, kad visiems (71, 72) fu(71,72) —
f(r1,72), n — oo ir f(71,7) yra tolydi taske (0,0). Tada erdvéje (R? B(R?)) egzistuoja
tikimybinis matas P toks, kad P, = P. Siuo atveju f (11, T2) yra P charakteristiné funkcija.
Irodymas. Tai bendrosios tikimybiniy maty erdvéje (R¥, B(R¥)) tolydumo teoremos atski-

ras atvejis, kai k = 2. Irodyma galima rasti [1|. A

Tarkime, kad u : S — S; yra mati funkcija. Tada kiekvienas tikimybinis matas P i3
erdves (S, B(9)) erdvéje (S, B(S1)) indukuoja vienintelj tikimybinj mata Pu~! apibréziama
lygybe

Pu'(A) = P(utA), A B(S,).

1.2 lema. Tarkime, kad u : S — S; yra tolydi funkcija. Tada i§ maty P, silpno konverga-
vimo j P seka, kad P,u~! silpnai konverguoja j Pu~!, kai n — oo.

Irodymas. Tai 5.1 teorema i3 [1]. A

Kompaktiskos topologinés grupés G tikimybinis matas P vadinamas invariantisku, jei
P(A) = P(zA) = P(Ax) visiems A € B(G) ir z € G, kur zA ir Az yra atitinkamos aibés
{zy : y € A} ir {yz : y € A}. Invariantiskas Borelio matas kompaktiskose topologinése
grupése yra vadinamas Haro matu.

1.3 lema. Kiekvienoje kompaktiskoje topologinéje grupeéje egzistuoja vienintelis tikimybinis
Haro matas.

Irodymas. Jj galima rasti [9]. A

Tegul v yra vienetinis kompleksinés plokstumos apskritimas, t. y.
v={s € C:|s| =1}, o @ yra tikimybinis matas erdvéje (y™,B(7™)). Mato @ Furjé

transformacija g(kq, ..., k) yra apibréziama lygybe

gk, .. k) = /a:’fl...xﬁ;”dQ, ki €Z, wj€vy, j=1,...,m.
me
1.4 lema. Tarkime {@,} yra tikimybiniy maty erdvéje (v™, B (7)) seka, o {gn(k1, ..., km)}

— atitinkama jy Furje transformacijy seka. Tegul kiekvienai sveikuyjy skai¢iy aibei (kq, ..., k)



egzistuoja riba

g(k1, . k) = JLIEOQ”(]CI’ o k).
Tada erdvéje (v, B (™)) egzistuoja tikimybinis matas @ toks, kad @, silpnai konverguoja
i@, kai n — oo. Dar daugiau, g(ki, ..., k) yra mato @ Furje transformacija.

Irodymas. Tai tikimybiniy maty kompaktiskose Abelio grupése tolydumo teorema. Irodyma

galima rasti [4]. A
1.5 lema. Tegul X, X, ... yra ortogonalus atsitiktiniai elementai ir

Z E|X,,|*log® m < oo.

m=1

Tada eilute i X, konverguoja beveik tikrai.
Irodymas. 77jjﬂgalima rasti |6]. A
Sakome, kad tikimybiniy maty { P} Seima erdvéje (S, B(S)) yra reliatyviai kompaktiska,
jei kiekvienoje elementy i§ { P} sekoje yra silpnai konverguojantis posekis. Seima {P} yra
suspausta, jei kiekvienam pakankamai mazam e > 0 egzistuoja kompaktiska aibé K tokia,
kad P(K) > 1 — € su visais matais P i§ {P}.
1.6 lema. Jei tikimybiniy maty Seima { P} yra suspausta, tai ji yra reliatyviai kompaktiska.
1.7 lema. Tarkime, S yra separabili pilna metriné erdvé. Jeigu erdvés (S, 8(S)) tikimybiniy
maty Seima {P} yra reliatyviai kompaktiska, tai ji yra suspausta.
1.6 ir 1.7 lemos yra gerai Zinomos Prochorovo teoremos; ju jrodymus galima rasti [1].
Tegul (S; p) yra separabili metriné erdvé, o Y,,, X1, X2, — s-reikdmiai atsitiktiniai ele-
mentai apibrézti erdvéje (Q, F,P).
1.8 lema. Tegul X4, = Xj, kai n — oo, su kiekvienu & ir Xz 2 X, kai k — oo. Jei

kiekvienam pakankamai mazam € > 0

lim lim sup P{p(Xkn, Yn) > €} =0,

k—oo pooco
.+ D .
tai Y, — X, kai n — oo.
Sios teoremos jrodyma galima rasti [1].

1.9 lema. Visiems teigiamiems a ir b teisinga lygybe

b+ioco
1
— ['(s)a™%ds = e “.
5 (s)a *ds =e
b—ioco

Lemos jrodyma galima rasti [5].



1.10 lema. Tarkime, Tj ir T > § > 0 yra realieji skaui¢iai, & — intervalo [T+ g, To+T— g]

baigtiné aibé. Tegul

ey
[t—z|<8

ir S(x) — kompleksines reiksmes jgyjanti tolydi funkcija intervale [T, T+ Tp], turinti tolydzia
iSvestine intervale (Tg, Ty + T'). Tada

gzval(t)ls(m? <3 7T!S(x)|2dx + ( TO/+T, S(2)P dx>% | ( 715’@)%)5_

Irodymas pateiktas [7].
1.11 lema (Kosi formulé). Tarkime, kad f(s) yra analiziné funkcija srityje G. Tada
1 f(2)
/
=— ————d
f'(s) : / (z—s)? s
|z—s|=6
apskritimas |z — s| = § priklauso sri¢iai G.

Irodymas. Jj galima rasti [§]. A

1.12 Lema. Jei funkcija f(z) yra analiziné uzdaroje srityje D, iSskyrus baigtinj skaiciy

izoliuotyjy ypatingyjy tasky zi, 2, ..., 2, srities D viduje, tai

ff(z)dz = 2mi Zn: Res,—,, f(z).
oD k=1

1.13 lema. Jei funkcija f(z) yra vienareik§meé ir analiziné srityje G, o
L — uzdaroji iStiesinamoji Zordano kreivé, priklausanti sriciai G kartu su savo vidine sritimi
D, tai

1 f(z)dz f(a), kaia € D,

271 Z—a

L O, kai a € G\E

1.12 ir 1.13 lemy jrodymus galima rasti [8].

Tarkime a;, = {p~*,p — pirminis}. Tore ) apibrézkime transformacija f(w) = asw,
w € Q. Tada f, yra mati mata iSsauganti transformacija erdvéje (2, B(Q2), my).

Aibé A € B(Q)) yra vadinama invariantiska transformacijos f, atzvilgiu, jei aibés A ir
Ap = frn(A) skiriasi viena nuo kitos nulinio mpy-mato aibe, t. y., mg(A A Ay) =0, 0 A

Zymi aibiy simetrinj skirtuma.



1.14 lema. Tegul T' yra mati mata iSsauganti ergodiné transformacija erdvéje (ﬁ, F,m).
Tada kiekvienai funkcijai f € L'(Q2, F,m) beveik kiekvienam

we N teisinga lygybeé
n—1
1
lim 37 F(T4) = E().
k=0

Tai Birkhofo teorema; jos jrodyma galima rasti [10].
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2. Pagalbiniai rezultatai
Siame skyriuje jrodysime teiginius, kurie bus naudojami gaunant pagrindinj magistro
darbo tvirtinima.
2.1 Ribineé teorema Dirichlé polinomams

Siame skyrelyje irodysime ribine teorema Dirichlé polinomams.

Tarkime, kad

n

pn(t) = Zakeikﬂ't, a, € C,

k=1
yra Dirichlé polinomas. Erdvéje (C,B(C)) apibrézkime tikimybinj mata

Prp, (A) = vr(pa(it) € A).

Nagrinésime Sio mato silpna konvergavima, kai 7" — oo.
2.1.1 teorema. Tikimybinéje erdvéje (C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas P, toks,
kad matas Pr,, silpnai konverguoja j P, , kai " — oo.

Irodymas. Tegul py, po, ..., p, yra skirtingi pirminiai skaiciai, kurie dalija

ir

kur v,; =« visiems j = 1, ..., 7. Apibrézkime funkcijg v : 2, — C formule

n a -1
— E k aj
U(fﬂl,...,l}«) - E( H Z; ) )
k=1 Y lr
jsr

kur (xq, ..., z, € Q). Funkcija u yra tolydi tore €, ir
Pa(it) = u(py, ..., p},). (6)
Sudarykime tikimybinj matg
Qr(A) = vp((pY,....,p") € A), AecB(Q,).

Mato Qr Furje transformacija gr(k1,....k.), k; €Z, j=1,..,n,

T T
Uy _ 1 5N
gn (ks k) = T/Hpjtkj = —/exp {szjlogpj}dt.
o J=1 0

=1

11



Yra zinoma, kad pirminiy skaic¢iy logaritmai yra tiesiskai nepriklausomi vir§ racionaliyjy

skai¢iy kuno. Dar daugiau,

prj = exp { ij logpj}
=1 =1

yra racionalus skaic¢ius. Vadinasi,

1, kai (kiy o k) = (0, ..., 0),
gT(kil,...,k’r) =

1 1—exp{iT > "_; kjlogp;} .
T 1_exp{i2;]:11kjjlogpj]} , kai  (ky,.... k) #(0,...,0).

Todél, remdamiesi 1.4 lema gauname, kad matas Q)7 silpnai konverguoja i Haro mata m,y
erdvéje (Q2,.,B(£2,)), kai T — oo. Atsizvelgiant j funkcijos u apibrézima ir (?7) sarysj bei
pritaike 1.2 lema gauname, kad tikimybinis matas Prj, silpnai konverguoja j mata Pj, =

mepu !, kai T — co. A

Tegul g(k), k € N, |g(k)|=1, yra pilnai multiplikatyvi funkcija ir

Paltg) = arg(k)k™
k=1
bei atitinkamai matas

ﬁT,ﬁn = VT(ﬁn(itvg) € A)> A€ %«C)

2.1.2 teorema. Tikimybiniai matai Prj, ir ﬁTﬁn abu silpnai konverguoja j tg patj mata,
kai 1" — oo.

Irodymas. Funkcijg u; : Q, — Q, apibrézkime formule
ul(xh D) :L‘r) = (xle_im, ceey ZETG_Z‘UT)’

kur n; = arg g(p;), j = 1, ...,n. Remiantis 2.1.1 teoremos jrodymu, tikimybiniai matai Prj,

ir Prj, silpnai konverguoja atitinkamai j matus m,gu~" ir m,gu~!, kur

Uy, ... x,) = gakg(k)< 11 xj-‘j)_l, (21, ..., 2,) € Q.

P57 Ik
Jj<r

Vadinasi,

12



I8 ¢ia seka, kad

mepgt = mrH(u(ul))’1 = (TWHufl)if1 =mygut,

nes Haro matas yra invariantigkas tasky i €2, poslinkiy atzvilgiu. Teorema jrodyta. A

2.2 Atsitiktinio elemento L(co,w) apibrézimas

Tegul v, Q, w(k) yra tokie patys, kaip ir [vade. Siame skyriuje apibrésime atsitiktinj
elementa L(o,w).
Prisiminsime, kad du atsitiktiniai elementai X ir Y yra vadinami ortogonaliais, jei

EXY =0, kur EX yra atsitiktinio elemento X vidurkis apibréziamas tokiu budu:
EX = / X (w)dP,
Q

jei egzistuoja integralas Bochnerio prasme.
I8 4 hipotezés seka, kad pusplokstuméje o > 0+ 1 Oilerio sandaugas L(s) galima uzraSyti

eilute

ns
n=1
Juolabiau §i eiluté konverguoja absoliu¢iai [3].
Tegul, kai 0 > 0 + %,

 b(n)w(n)
Lio,w) = —_—,
(00 =30
2.2.1 teorema. L(o,w) yra kompleksines reik§mes jgyjantis atsitiktinis elementas apibréztas
tikimybinéje erdvéje (2,B(Q2), mpy).
Irodymas. Tarkime, kad o > 6 + % yra fiksuotas skaicius ir
b(n)w(n)

na

Ln<w) - s n € N.

Tada {L,(w)} yra kompleksines reik§mes jgyjanciy elementy erdvéje (2,B(Q2), mpy) seka.
Nesunku pastebeti, kad
E|Ln(w)]* = (7)

ir elementy L, L,, vidurkis yra

E(L,L,,) = W/ﬂw(n)w(m)dmhr =

neme



Vadinasi, seka {L,,(w)} yra paporiui ortogonaliy atsitiktiniy elementy seka. Kadangi
o>0+1 18 (7?) lygybeés turime, kad

Z E|L,(w)[*log*n
n=1
yra konverguojanti eiluté. Tada pagal 1.5 lemg eilute
> Ln
n=1
konverguoja beveik tikrai, t. y., eilute

= b(n)w(n
; (7)10()

konverguoja beveik su visais w € () Haro mato my atzvilgiu. A

2.3 Ribiné teorema

absoliuciai konverguojanc¢ioms Dirichlé eilutéms

Sio skyriaus teoremy jrodymui reikés gerai zinomy Prochorovo teoremy, kurios susieja
reliatyvy kompaktiSkuma su tikimybiniy maty Seimos suspaustumu. Jos musy darbe yra
1.6 ir 1.7 lemos.

Tarkime, kad oy > % ir

Pastaroji eiluté konverguoja absoliuciai pusplokstumeéje o > 6 + % IS tiesy, tegul

S S
(s) =~ (= e
(5)== (a)”
o1+i00

an(m)zi, / Mals.

27 sm?®
01 —100

ir

Tada

anlim) = —

B (0@
/ L (oy + it)|dt =
mol

Vadinasi eiluté
i b(m)a,(m)
mS

m=1

14



konverguoja absoliuc¢iai pusplokstumeéje o > 6 + % I kitos puses, kadangi teisinga 1.9 lema,

o1+1i00

1 s s m\ “ds
- _F — —_— _— =
an(m) 2mi / o1 (01) <n) 5
o1-+100 s
_L/pi Y () -
2T ' o n 01 B
1 1+7200 oiN —2 o1
m m
g [ re((7) ) == (3) )
1—1200
Tarkime,
zn(s,w):ZWexp{—(%) }, we .
m=1

Apibrézkime du tikimybinius matus:
PT’R(A) = VT(Ln<O' + Zt) c A), Ae %(C),
ir

Pro(A) = vp(Ly(o +it,w) € A), Ae B(C).

2.3.1 teorema. Tegul o > 0+ 1. Erdvéje (C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas P, toks,

kad abu matai Pr,, ir f’Tm silpnai konverguoja j P,, kai n — oo.

re= £ {- (7))

=1

Irodymas. Tarkime

ir

bt = 35 H g ()Y

n
m=1

Apibrézkime erdvéje (C,B(C)) atitinkamus tikimybinius matus
PT,n,M(A) = VT(-Ln,M(O- —+ Zt) € A)

ir
ﬁT,n,M(A) =vr(Lym(o +it,w) € A).
Remiantis 2.1.2 teorema matai Pr, p ir ﬁT,n,M abu silpnai konverguoja j ta patj tikimybinj

mata P, ys, kai T" — oo.
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Irodysime, kad tikimybiniy maty Seima {P, s} yra suspausta tam tikram fiksuotam n.
Tarkime 7y yra atsitiktinis elementas erdveéje (g, B (), P) igyjantis reikdmes t,
t=0,..T, ir

Imkime

XTJ%M(O—) = Ln7]\/[<0' + Z??T)

Is 2.1.1 teoremos gauname, kad
D
X1n,m P XM, (8)

kur X, »s yra kompleksines reik§mes jgyjantis atsitiktinis elementas su skirstiniu P, a;.

Is éebyéevo nelygybeés kiekvienam K > 0 turime

T
1
]P)(‘XT,N,M( )‘ >K S _K/ +Zt dt. (9)
0

Kadangi eilutés L, (s) konverguoja absoliu¢iai pusplokstuméje o > 0 + 1, tai egzistuoja

skai¢ius R toks, kad

1 R
sup lim sup — L, ylo+it)|dt < — < 0. 10
sup timsup o [ 1Ll + i)t < 2 (10

Imkime K = £ su bet kokiu pakankamai mazu ¢ > 0. I (??) ir (??) lygybiy seka, kad

limsup P(| X7, m(0)| > K) <e. (11)

T—o00

Tarkime, kad funkcija v : C — R yra apibrézta formule
u(z) =z, zeC.

Tada u yra tolydi ir, remiantis (??) lygybe bei 1.2 lema,

D
(X170 (0)] === [Xn ()]
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Pastarasis sary$is ir (?77) parodo, kad

P(|Xoai(0)| > K) <e.

Apibrézkime aibe K. tokiu budu
K.={seC:|z| < K}.
Tada K. yra kompaktiska aibé ir i$ (??) turime
P(X,m(o) e K.) >1—¢
visiems M > 1. Kadangi P, »s yra X, ar skirstinys, tai gauname, kad

Pn,M<Ks) 2 1—¢

(12)

visiems M > 1. Tai reiskia, kad tikimybiniy maty {P, s} Seima yra suspausta. Tada pagal

1.6 lemg ji yra reliatyviai kompaktiska.

I§ L, p(s) ir Ly, (s) apibrézimy turime, kad

: 1
Jm Lym(s)=Ly(s), o>0+ 5

Vadinasi, kiekvienam ¢ > 0 gauname

lim limsup vp(|Lyp(o +it) — Ly(o +it)] > ) <

M—oo 7,00

T

1
< Nl{im lim sup o |Lpai(o +it) — Ly (o +it)|dt = 0.

—0 T—oo

0

Dabar tarkime, kad
XT,n(U) = Ln<0' + ZT]T)

Atsizvelgiant j (?7) sarysj, kiekvienam ¢ > 0

]&im lim sup P(| X1 m(0) — Xr (o) > €) = 0.

=00 T 00
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Tarkime, {P, r, } vra sekos {P, n} posekis toks, kad {P, y, } silpnai konverguoja i P,,
kai My — oo. Tada

Xpat, —2— P,. (15)
M —o0

Erdvé C yra separabili. Todél i§ (?7), (?7?) ir (?7) sary8iy kartu su 1.8 lema seka, kad

Xpn —2 P, (16)

" T—oo

Tai reiskia, kad egzistuoja tikimybinis matas P, toks, kad matas Pr,, silpnai konverguoja
i P, kai T — oo. (??) sary$is parodo, kad matas P, nepriklauso nuo posekio {P, u, }
pasirinkimo.

Dar daugiau,

Xn,M P ? Pn (17)
M

Pakartojus tuos pacius argumentus elementams
)’ZT,TL,M(O-7 w) - L’IL,N(O- + iT]T, w)
ir
)?Tm(a, w) = Ly(o + inr,w)

bei turédami omenyje (?77), gauname, kad matas }NjT,n taip pat konverguoja j B,, kai T' — oo.

Teorema jrodyta. A

2.4 Funkcijos L(s) aproksimavimas pagal vidurkj

Siame skyriuje Oilerio sandaugas L(s) aproksimuosime pagal vidurkj.
Pirmiausiai gausime jvertj L(s) i§vestinei.

2.4.1 lema. Tegul T — oo. Tada pusplokstuméje o > 6 + % teisingas jvertis
T
/ |L' (o +it)|*dt = BT.
0

Irodymas. Remdamiesi 1.11 lema, turime

L/(S):L_ / —(ZLEZQ)QdZ,
|z—s|=6
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o apskritimas |z — s| = ¢ priklauso pusplok§tumei o > 6 + % Tada tam tikram fiksuotam

o1 >0
t
/|L’U—|—zt|dt /‘ Z+22)d dt =
(z—0)
To |z—o|=0
:Bg/ L(oy + iv + it)?|dt =
To
2T )
:B(;/ L(oy +it)| dt = BT,
To
nes galioja (?7?) jvertis. Lema jrodyta. A
2.4.2 lema. Tarkime, 0 > 60 + l. Tada
lim lim sup — /|L (0 +1it) — L, (o +it)|dt = 0.
n—oo T—00

Irodymas. Eiluté

2. b(m)a,(m
221 ( ?ms( )

pusploks§tuméje o > 6 + % konverguoja absoliu¢iai. I$ a,(m) apibrézimo, pasinaudojus 4

hipoteze, turime

2mi z

o1 —100

Pakeiskime paskutiniame integrale integravimo kelia. Tada pagal reziduumy teorema

(1.12 lema) randame, kad

L,(s)==— / L(s+ z)ln(z)d— + L(s). (18)

02 —0—100

Cia 09 > 6 + % ir oo < 0. I8 Kosi formulés gauname

Lo +it) — Lalo +0)] < 5 / [L(z +it) — Lu(z + it)||d].

|z—o|=48
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Pakankamai dideliam T -

1
T/|L(a+it)—Ln(a—l—it)|dt:

0
B _/27T5 / L(z +it) — Ly(2z +it)||dz|dt =

|z—o|=48

B
-2 / |dz|/|L(Rez+z’t) — Lo(Rez + it)|dt =
|z—o|=8 0
5 o7
=o(1) + T sup |L(o + it) — L, (o +it)|dt. (19)
sE|zfa\:5 0
I3 (77) lygybeés
L(o +it) — Ly(o +it) = /|L02+Zt—|—zt1)]l(2—0+ZT)dT+B

Parinkime 75 = [g] taip, kad

2T+T19
1
T/|L(J+it)—Ln(cr+it)|dt /|l o9 — 0 +iT) |— / |L(og + it)|dTdt + B.

—70

I§ 1.10 ir 2.4.1 lemy gauname

T T T N 1

1 2
/yL(a+¢t)\2dt: T/|L(a+it)|2dt+ </|L(a+it)|2dt/|L’(o+z’t)|2dt> _ BT,
70 70 70 70

Todél

2T+719

o0 1 1
_sup/|L (o+it)— (U—H't)|dt:Bsup/|ln(02—0+i7)|d7(f / |L(02+@'t)|2dt) -

seL 0

=

—70

T+2T0

:Bwp/ (02 — 0 +i7)|dr :Bsup/ n(os — o + i7)|dr(1 + |7]).

Pastebékime, kad spindulj ¢ galime parinkti taip, kad o9 — 0 < —c¢ < 0. Tada

lim sup / |l (o + i) (1 + |7|)dt =

n—00 ;< ¢
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Todél pastarasis sarysis kartu su (?7) duoda lemos tvirtinima. A

2.5 Ergodiniai elementai

Tegul aj, = {p™", p — pirminis}. Tore 2 apibrézkime transformacija
fr(w) = apw, w € Q. Ji yra mati mata iSsauganti transformacija erdvéje (2, B(Q2), my).
2.5.1 lema. Transformacija f, yra ergodiné.
Irodymas sutampa su 3.6 teoremos i§ [5] jrodymu.

2.5.2 lema. Tarkime, 0 > 0 + % ir ' — oo. Tada beveik visiems w € () teisingas jvertis

T
/ |L(o +it,w)|*dt = BT.
0
Irodymas. Tegul
Ly (o,w) = b(m)w(m)’ m € N,
mO'

ir
L0<07w) = ‘L(O-v w)|2'
Tada
L(o,w) = Z Ly(o,w).
m=1

Kadangi atsitiktiniai elementai Ly (o, w) paporiui yra ortogonalus, tai
S o (m)?
ELy(o,w) = ZE|Lk(U, w)? = Z e <
m=1 m=1
Nesunku pastebéti, kad

Lo(o, f"(w)) = |L(0, appw)|* = |L(o + it, w)|*.

Atsizvelgiant j 1.14 ir 2.5.2 lemas, randame, kad beveik visiems w € ()

T T

1
Tlim T/LO(J, it (w))dt = Tlim /|L(a +it, w)|*dt = ELy(0,w) < oo.
0 0

Tai jrodo lema. A
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3. Teoremos jrodymas

O, pazymékime 2 poaibij toki, kad eilute
 b(k)w (k)
Z Lo+it

k=

1

konverguoty visiems w € €y ir, kai 0 > 0 + %, buty teisingas jvertis
T
/ |L(o +it,w)|*dt = BT.
0

I8 2.2.1 teoremos ir 2.5.2 lemos jrodymo mes turime, kad myg(€2;) = 1.

3.1 lema. Tarkime o > 6 + % Tada, kai w € €y,

n—oo T 00 T

T
1
lim 11msup—/|L(a+z’t,w) — L,(0 +it,w)| = 0.
0

Irodymas. Si lema, atsizvelgiant j 2.5.2 lema, jrodoma panasiai kaip ir 2.4.2 lema. A

Tarkime, kad w € €y, ir

Pr(A) = vp(L(o +it,w) € A), Ae B(C).

3.2 lema. Erdvéje (C,B(C)) egzistuoja tikimybinis matas P toks, kad abu matai Py ir Py
silpnai konverguoja j P, kai T" — oo.
Irodymas. Remsimés 2.3.1 teoremos jrodymu. Pagal Sia teoremg abu matai Pr,, ir ﬁT’n
silpnai konverguoja j ta patj matg P,, kai T — oo. Irodysime, kad maty {P,} Seima yra
suspausta.
Tarkime, kad
Xrn(0) = Ln(o + inr).

)

Tada, kai T' — oo, turime

XT,n 2) X7L7 (20)

kur X, yra atsitiktinis elementas su skirstiniu P,. Kadangi pusplokstuméje o > 0 —l—% eiluté

L, (s) konverguoja absoliudiai, tai

T
1
sup lim sup 7 / |Ln (0 +it)|dt < R < 0.
0

n>1 T—oo
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Tegul K = f pakankamai mazam ¢ > 0. IS ¢ia seka, kad

T
1
P(|XT,n( )| > K K_/ U+Zt |dt <e

ir

limsup P(| X7, (0)| > K) <¢

T—o0

Pastaroji nelygybé ir (??) duoda sarysj

P(|Xn(0)| > K) < ¢

Pasinaudojus tais paciais Zzymeéjimais kaip ir 2.3.1 teoremoje, visiems n € N gauname
P(X, (o) e K.)>1—¢

arba

P,(K.)>1—¢.

Vadinasi tikimybiniy maty {P,} Seima yra suspausta, o pagal 1.6 lema ir reliatyviai kom-
paktiska.
Atsizvelgiant j 2.4.2 lemos tvirtinimg, kiekvienam pakankamai mazam ¢ > 0 gauname
lim limsup vp(|L(o +it) — L,(o +it)| > ¢) <
n—=00 T oo

T
1

< lim limsup T |L(o +it) — L,(c +it)|dt = 0. (21)
€

n—0 T 0o

0

Dabar tarkime, kad
Yr(o) = L(o + inr).

I8 (?7) randame, kad

lim limsup P(| X1, (0) — Yr(o)| > ¢) = 0. (22)

n—00 Tooo

Tarkime, kad {P,,} yra sekos {P,} silpnai j mata P konverguojantis posekis, kai n; — oc.
Tada

D .
Xn, — P, kai ny — oo.

23



I8 gautojo sarysio bei (?7)-(??) ir 1.8 lemos seka, kad

Yr 2P kai T — oo (23)

Tai reigkia, kad tikimybinis matas Pr silpnai konverguoja j P, kai T — oo. (?7) sarysis

parodo, kad matas P nepriklauso nuo sekos n; parinkimo. Todél gauname, kad

X, 5P ki n— oo (24)

Tuos pacius argumentus galima pakartoti atsitiktiniams elementams
Xrn(o,w) = Ly(o +inr,w)
ir
Yr(o,w) = L(o +inr,w),

kai w € €. Pritaikius (??) sarysj ir 3.1 lema, gauname, kad matas Pr taip pat silpnai

konverguoja i P, kai T'— oco. A

Teoremos jrodymas. I§ 3.2 lemos seka, kad lieka jrodyti, jog matai P ir P, sutampa, t.
y. P = PL.
Tarkime, kad mato P tolydumo aibé yra A € B(C). I§ 3.2 lemos turime, kad

lim vp(L(o +it,w) € A) = P(A), we Q. (25)

T—o0

Fiksuokime aibe A, o erdvéje (£2,B(Q2), my) apibrézkime atsitiktinj elementa 1 tokiu budu

1, jei L(o,w)€ A,
n(w) =
0, jei L(o,w)# A.
Tada, akivaizdu, jog
E(n) = /nde =mpy(w: L(o,w) € A) = PL(A). (26)
Q

IS kitos puses, i§ 2.5.1 ir 2.5.2 lemy randame, kad beveik visiems w € 2

T

dmn 7 [ (7)) dmy = B (27)

0
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Be to, is n ir f; apibrézimy seka

%/n(fﬁ”(w))de =vp(L(o + it,w) € A).

I8 ¢ia ir (?77)-(??) randame, kad beveik visiems w €

lim vp(L(o + it,w) € A) = P(A).

T—o00

Vadinasi, atsizvelgiant j (?7), turime
P(A) = Pr(A)

kiekvienai mato P tolydumo aibei A. Kadangi tolydumo aibés sudaro apibréziancia klase,

tal

P(A) = Pr(A)

visoms A € B(C). Teorema jrodyta. A
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ISvados

Magistro darbe nagrinéjamos Oilerio sandaugy L(s) reikSmiy pasiskirstymas. Jeigu
funkcija L(s) tenkina tam tikras salygas, tai jai teisinga ribiné teorema tikimybiniy maty
silpno konvergavimo prasme kompleksinéje plokstumoje. Gauta tokio mato isreikstiné
forma, t. y. jrodyta, kad jis yra atsitiktinio elemento, susijusio su Oilerio sandaugomis,

skirstinys.

26



Literatura

1. P. Billingsley, 1968, Convergence of Probability Measures, John Willey Sons, New York.
2. H. Bohr and B. Jessen, 1930, Uber die Wertverteilung der Riemannshen Zeta-funktion,
Erste Mitteilung, Acta Math. 58, 1-35.

3. E. Bombieri and D.A. Hejhal, 1995, On the distribution of zeros of linear combinations of
Euler products, Duke Math J., Vol. 80, No. 3, 821-862.

4. H. Heyer, 1977, Probability Measures on Locally Compact Groups, Springer-Verlag, Berlin.
5. A. Laurincikas, 1996, Limit Theorems for the Riemann Zeta-Function, Kluwer, Dordrecht.
6. M. Loéve, 1962, Probability Theory, 1L, Moscow (rusy kalba).

7. H. L. Montgomery, 1971, Topics in Multiplicative Number Theory, Springer, Berlin.

8. A. Nagelé, L. Papreckiené, 1996, Kompleksinio kintamojo funkcijy teorija, Vilnius, Zara.
9. W. Rudin, 1973, Functional Analysis, Mcgraw-Hill Book Company, New York.

10. A. A. Tempelman, 1986, Ergodic Theorems on Groups, Vilnius, Mokslas.

27



Summary

The Euler Products L(s), s = o + it, is defined, for o > 1, by

1
(1= agpp=)’

L(s) = e* H (1 — ap )

where o, € C, w € R, d > 1, and p is the prime number. The function L(s) satisfies some
certain working hypotheses.

In this master work, limit theorem in the sense of weak convergence of probability
measures for the Euler products in the complex plane is proved.

The work consists of the introduction, 3 chapters, conclusions and bibliography.

The introduction contains a short survey of results related to the master work and the
main result of the work.

Chapter 1 is devoted to the well-known lemmas and theorems, which we use for the
proof of main theorem.

In chapter 2 the auxiliary results are proved, i. e. , the limit theorem for the Dirichlet
polynomials is obtained, the random element related with the Euler products is defined, the
limit theorem for an absolutely convergent Dirichlet series is proved, the function L(s) is
approximated in the mean, the estimate for L(s) is obtained.

Chapter 3 is devoted to the proof of main theorem of Master’s work.
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