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Ivadas
Problemos formulavimas

TradiciSkai reikalaujama, kad daugumoje (stebéty) dazniy lentelés langeliy
tikétini (pagal nulinés hipotezés prielaidas) daZniai biity nemaZesni uz 5. Jeigu §is
reikalavimas néra jvykdytas, tai suderinamumo statistiky skirstiniy aproksimacija
x? skirstiniu gali biiti nepakankamai tiksli, ir tokia daZniy lentel¢ vadinama
i§sklaidyta, arba rety jvykiy dazniy lentele.

Problemos, susijusios su rety ivykiy daZniy lentelémis, yra placiai aptartos
mokslingje literatiroje. Yra pasitlyta daug metody: alternatyvieji skirstiniy
aproksimavimo buidai, ranginiy kintamyjy daZniy lenteliy glodinimas,
parametriné ir neparametriné saviranka, Bayeso metodai ir kiti. Taciau jie
nepritaikomi arba yra neefektyviis atliekant neparametring iSsklaidyty daZniy
lenteliy analize.

Disertacijoje nagriné¢jamas neparametriniy kriterijy pagristumo rety ivykiy
dazniy lenteléms uzdavinys ir tiriama ty kriterijy galios priklausomybé nuo rety
ivykiy lenteliy iSsisklaidymo lygio.

Darbo aktualumas

Pastaruoju metu sukauptos informacijos kiekiai yra didZiuliai, todél su
didelés dimensijos duomeny problema susiduriama gana daZnai. Kategoriniams
duomenims §i problema ypa¢ aktuali. RySiai tarp tolydziyjuy (kiekybiniy)
kintamyjy paprastai iSreiSkiami vidurkiais ir kovariacinémis matricomis, todél
jiems nusakyti uZtenka eilés O(n?) skaliariniy parametry. Cia n yra duomeny
dimensija. Kategoriniams duomenims skaliariniy parametry skaicius bendruoju
atveju didéja eksponentiSkai atZvilgiu n. Todél net gana nedidelés dimensijos
kategoriniy duomeny daZniy lentelés turi daug tusCiy langeliy arba langeliy su
mazu daZniu, taigi yra iSsklaidytos. ISsklaidytos daZniy lentelés daznai
aptinkamos genetiniy seky analizéje, apklausose su didesniais klausimynais,
teksty ir natiiralios kalbos analizéje bei teksty apdorojime ir kitur.

Bendruoju atveju iSsklaidytoms dazniy lenteléms pagristasis tikétiny dazniy
jvertinys neegzistuoja. Ranginiy kintamyjy duomenims galima pritaikyti
grupavima arba glodinimg su branduoliu ir tokiu biidu gauti pagristuosius tikétiny
dazniy ivertinius su salyga, kad jie yra pakankamai glodds. Nominaliyjy
kintamyjy duomenims, kurie ir yra pagrindinis §io darbo tyrimo objektas, nei
glodinimas su branduoliu, nei grupavimas tiesiogiai, deja, nepritaikomi.

Tyrimy objektas

Disertacijos tyrimy objektai yra iSsklaidyty kategoriniy (nominaliyjy)
duomeny apibrézZimas, rety ivykiy dazniy lentelés. Darbe nagrinéjamos jy profilio
(spektrinés)  statistikos, laipsninés  divergencijos pagrindu  apibréZtos
suderinamumo statistikos, neparametriniy Kriterijy pagristumas ir ju savybés
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baigtiniy im¢iy atveju.
Darbo tikslas ir uZdaviniai
Sio darbo tikslas yra iStirti klasikiniy suderinamumo statistiky ir testy
asimptotines bei Dbaigtinés imties savybes ir pasidlyti klasikiniy testy
patobulinimus.
Siame darbe yra sprendZiami tokie uzdaviniai:
1. Pasiilyti klasikiniy kriterijy patobulinimus, kurie padidinty juy jautruma
i$sklaidyty nominaliyjy duomeny skirstinio nukrypimams nuo nulinés
hipotezés.

2. Irodyti pasitilyty kriterijy pagristuma.

3. Kompiuterinio modeliavimo buidu palyginti klasikiniy ir sitlomy testy
veikima baigtiniy im¢iy atveju esant jvairioms alternatyvoms.

Tyrimuy metodai

Asimptotinis rety jvykiy duomeny modeliavimas remiasi latentinio skirstinio
modeliu, didelio skaiciaus rety ivykiy (angl. LNRE — large number of rare events)
struktiirinio skirstinio modeliu bei empiriniu Bayeso metodu. Suderinamumas yra
matuojamas laipsnine divergencija. Rezultatai tikétinumo santykio kriterijui su
dazniy lentelés profilio (spektrinémis) statistikomis, jraSytomis vietoje stebéty
daZniy, remiasi bendra tikétinumo teorija ir modeliu pagrista klasterine analize.
Statistiniy kriterijy pagristumui (nepagristumui) jrodyti naudojamos Chebyshevo
tipo nelygybés. Kriterijy elgesys baigtiniy imciy atveju yra tiriamas Monte Karlo
metodu. Skaic¢iavimai atlikti naudojant R paketa.

Mokslinis darbo naujumas

Darbe yra parodyta, kad i§sklaidytiems kategoriniams duomenims tikétinumo
santykio ir Pearsono y? statistikos gali biiti neinformatyvios: jos jau neatspindi
nulinés hipotezés ir duomeny suderinamumo, t. y. jy neatitikimo masto. Taigi, jos
gali biiti nepagristos net tada, kai egzistuoja paprastas pagristasis testas. Lvestas
naujas rety ivykiy asimptotinis modelis, kuris remiasi (iSpléstiniu) empiriniu
Bayeso metodu. Pasiiilyti testai, kuriuose naudojamas grupavimas, Markovo
grandiniy Monte Karlo metodas bei Puasono skirstiniy (baigtiniy) miSiniy
modelis. Irodytas testy, kuriuose glodinimui atliekamas grupavimas, pagristumas.

Praktiné darbo rezultaty reikSme

Darbe pasiiilyti neparametriniai kriterijai gali biiti taikomi didelio matavimo
kategoriniy (nominaliyjy) duomeny statistinei analizei. Tokie duomenys daZnai
pasitaiko apklausose su dideliais klausimynais, natiiraliosios kalbos bei teksty
tyrimuose, genetiniy seky analizéje ir pan. Sitlomi kriterijai yra gana paprastai
realizuojami, greitai apskai¢iuojami ir jiems nereikia jokiy specifiniy prielaidy
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apie tiriamus kategorinius (nominaliuosius) duomenis.
Ginamieji teiginiai
1. Labai iSsklaidyty kategoriniy duomeny atveju tiek tikétinumo santykio

statistika, tiek ir Pearsono x? statistika gali biiti neinformatyvios: jos jau
neatspindi nulinés hipotezés ir duomeny neatitikimo masto.

2. Rety ivykiy asimptotinis modelis, sudarytas remiantis empiriniu Bayeso
metodu, leidZia ir nominaliesiems duomenims pritaikyti latentinio
skirstinio modelj.

3. Remiantis empirine Bayeso metodologija, glodinimas naudojant
grupavima, Markovo grandiniy Monte Karlo glodinimas bei Puasono
skirstiniy (baigtiniy) miSiniy modelio taikymas pagerina klasikiniy
kriterijy galig ypac reguliariyjy alternatyvy atveju.

4. Esant gana bendroms salygoms kriterijai, kuriuose glodinimui atliekamas
grupavimas, yra pagristi.

Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos rezultatai paskelbti 4 straipsniuose recenzuojamuose
periodiniuose mokslo leidiniuose ir pristatyti 5 mokslinése konferencijose, i$
kuriy 3 — tarptautinés.

Disertacijos struktiira

Disertacija sudaro jvadas, keturi pagrindiniai skyriai, bendrosios i$vados,
literatiros sarasas, autoriaus publikacijy disertacijos tema sarasas ir 1 priedas.
Disertacijos apimtis yra 106 puslapiai, 29 lentelés, 31 paveikslai ir 62 literatiiros
Saltiniai.

1. ISretinty daZniy leneteliy apZvalga ir apibréZtys

Per pastaruosius deSimtmecius susidoméjimas daugiamaciy kokybiniy
duomeny analize labai padidéjo, buvo iSplétoti efektyviis didelio matavimo
stebéty daZniy lenteliy statistinés analizés metodai. Jie iSsamiai iSdéstyti
vadovéliuose, monografijose, pvz., Habermano, Bishopo, Fienbergo, Reado ir
Cressie, Agresti, Congdono, jiems skirtos Agresti, Fienbergo, Agresti ir
Hitchcocko apzvalgos.

Taciau didelio matavimo kategoriniy (ypa¢ nominaliyjy) duomeny problema
lieka neiSspresta ir darosi vis aktualesné.

Tiriamy kategoriniy duomeny ir siillomo (suformuluoto nulinéje hipotezéje)
modelio suderinamumas paprastai matuojamas divergencija (angl. divergence),
jos pagrindu yra sudaromos kriterijaus statistikos. Divergencijos visada yra
neneigiamos ir yra lygios O tik sutapimo atveju. Atskirais atvejais divergencijos
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tenkina atstumo aksiomas. Cressie ir Reedas pladiai iSnagrinéjo kriterijy, kurie
remiasi laipsninés divergencijos statistikomis, savybes. Gerai Zinomos statistikos,
Pearsono x? statistika X2 ir (dviguba neigiama logaritmuota) tikétinumo
santykio statistika G2, taip pat priklauso laipsninés divergencijos statistiky
Seimai.

Formuluojant suderinamumo kriterijus naudojamas Kkriterijaus statistikos
skirstinys. Apibendrinant Pearsono rezultatus yra parodyta, kad esant teisingai
nulinei hipotezei ir fiksuotam dazniy lentelés dydZiui, laipsnines divergencijos
statistikos turi asimptotinj x? skirstinj, kai imties dydis neapréZtai auga. Taciau,
praktikoje imties dydis yra baigtinis. Todél natiiraliai iSkyla klausimas apie
aproksimacijos x? skirstiniy tiksluma.

Praktine nykscio taisykle, taikoma norint jvertinti, kada x? aproksimacija yra
pakankamai tiksli, pirmasis pasiiilé Cochranas. Yra reikalaujama, kad daZniy
lenteléje maZiausias tikétinas daznis turéty biiti ne maZesnis uz 5. Ivairios kitos
praktinés taisykleés yra i§vardintos Hu disertacijoje.

Kategoriniy duomenu, kurie neatitinka $iy taisykliy, praktikoje pasitaiko gana
daznai: apklausose su didesniais klausimynais, genetiniy seky analizéje, nattiralios
kalbos tyrimuose, teksty apdorojime ir kitur. Jie vadinami iSretintais (angl. sparse),
arba rety dazniy, duomenimis. Konkreciy iSsklaidyty lenteliy pavyzdZiai pateikti
knygose Agresti, XactStat dokumentacijoje.

Savo ruoZtu yra sitiloma ivairiy praktiniy budy $iai problemai spresti daZniy
lentelés langeliy sujungimas, teigiamos konstantos pridéjimas, apsiribojimas tik
langeliy su didesniais stebétais dazniais nagrinéjimu ir kt. Kaip teisingai pabrézia
Baglivo, Sie metodai gali iSkraipyti statistinés analizés rezultatus, ir jy taikymas
reikalauja (teorinio) pagrindimo.

Koehlerio ir Larntzo Monte Karlo metodu atliktas tyrimas liudija, kad
paprastai taikomos daZniy lenteléms juy iSretinimo (iSsisklaidymo) nustatymo
taisyklés yra per daug konservatyvios, taciau mazai tikétina, kad pavykty surasti
paprasta universalia taisykle. I3 tikro 2 aproksimacijos tiksluma nulemia ne vien
tik tikétiny daZniy didumas ar maZumas, bet grei¢iau jy nesubalansuotumas.

Teoriniai iSretinty daZniy lenteliy tyrimai paremti rety dazniy arba iSretinimo
asimptotika (angl. sparse asymptotics), kai dazniy lentelés langeliy skaiCius n
auga kartu su imties dydziu N. lvairiy statistiky, susijusiy su dazniy lentelémis,
tarp juy ir suderinamumo statistiky, asimptotinis elgesys, kai n — oo, buvo
nagrinéjamas ir anks¢iau. Morisas bei Tumanyan savo darbuose parodé, kad x?
aproksimacija Pearson statistikai X2 ir tikétinumo santykio statistikai G? galioja
ir rety ivykiy asimptotikos atveju, jeigu tik daZniy lentelés langeliy maZiausias
tikétinas daznis artéja i co pakankamai greitai. Gyorfi ir Vajda apibendrino $iuos
rezultatus suderinamumo  statistikoms, apibréZtomis naudojant Csiszar’s
¢-divergencijas, atskiru atveju — laipsnines divergencijas.
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Jeigu tikétini daZniai elgiasi gana reguliariai (yra panaSios eilés —
subalansuoti), tai asimptotinis normalumas islieka ir tuomet, kai n yra tos pacios
eilées kaip N. TaCiau Siuo atveju asimptotinio normalumo centruojancios ir
normuojancios sekos priklauso nuo nezinomy tikétiny lentelés daZniy. Tokiu
atveju, pabréZia
Khmaladzeé, klasikiniai kriterijai jau néra laisvi nuo skirstinio (angl. distribution
free).

Kolchinas, Sevastjanovas ir Chistyakovas, Ivchenko ir Medvedevas aptaria
kriterijus, kurie paremti tusCiy dézuciy skaiCiaus, arba paskirstymo (angl.
allocation, occupation), statistikomis, kartais dar vadinamomis daZniy lenteliy
spektrinémis arba profilio statistikomis.

Si trumpa apZvalga rodo, kad isretinimo daZniy lentelése efektas i§ tikrujy
pasireiskia (tik) tuomet, kai N = O(n), n — oo ir/arba tikétini daZniai lastelése
yra tam tikra prasme nereguliariis, nesubalansuoti (labai iSsisklaidg). Norint rety
ivykiy (iSretinimo) asimptotikoje su N = O(n) gauti priimtinus (bendrus ir
suvokiamus) rezultatus kaip tik reikia prielaidy apie tikétiny dazniy asimptotinio
elgesio koki nors reguliaruma. Disertacijoje aptariami 3 iSretinimo asimptotikos
modeliai: latentinio skirstinio, struktiirinio skirstinio ir naujai siilomas iSpléstinis
empirinis Bajeso modelis.

Dazniy lenteles, kai N = o(n), n — oo vadinsime labai i§retintomis.

Puasono ir polinominés imtys

Tarkime, kad y = y(n) := (y1,..., yn) ~ Poisson, (u) ir y komponentés
yra nepriklausomos (Puasono imties schema) arba

y ~ Multinomial,, (N, p), (H

(polinominé imties schema).

Cia y yra stebéti dazniai, n yra lasteliy skai¢ius daZniy lenteléje, polinominéje
schemoje N = yy := > y; yra imties dydis, p := (p1,. . ., f1,,) yra tikétinos
y reikSmeés, p := (p1, ..., p,) yra atitinkamy tikimybiy vektorius, p; := p;/p+,
P= 1,y g = 0

Laipsninés divergencijos statistikos

Tarkime, kad p° = (u9,..., u5) yra duotas teigiamas vektorius,
:= p°/pS . Nagrinéjama paprastoji hipotezé su sudétingaja alternatyva:

Hy : pp= p° versus Hy : pp # p°. 2)

Nulinés hipotezés Hj ir stebéty daZniy lentelés y suderinamuma galima
matuoti divergencijos (nukrypimo) statistika. Laipsninés divergencijos statistiky
(angl. power divergence statistics) savybés yra tyrinétos Cressie ir Reado
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darbuose. Laipsninés divergencijos statistika:

5 k s\ ]
D(A) = )\()\_1_1);{3/1 KWE) —1] —A[yz‘—lii}}a

dia A € (—o0, 00) (atvejai A = 0 ir A = —1 apibréZiami pagal tolyduma kaip
atitinkamos ribos). Kai A = 1 ir A = 0, gaunamos atitinkamai Pearsono X2
statistikos ir (neigiama dviguba logritmuota) tikétinumo santykio statistika.
Disertacijoje dar nagrinéjamos modifikuota Pearsono x? statistika X2, = D(—2),
modifikuota tikétinumo santykio statistika G2, = D(—1), Freemano-Tukey’aus
statistika F'2 = D(—1/2) ir Cressie ir Reado rekomenduojama statistika D(3/2),
kuri darbe dar vadinama mazy imc¢iy (angl. small sample) statistika. Cressie ir
Reado rezultatai rodo, kad §i statistika geriausiai tinka, kai imties dydis N yra
mazas ir yra mazai arba nieko neZinoma apie galimus alternatyvius modelius.

Latentinio skirstinio modelis

Tarkime, kad ranginio kintamojo reik§miy tikétini dazniai g = (g1, ..., fin)
yra pasiskirstg pagal latentine pasiskirstymo funkcija: F : [0,1] — [0, 1]:

i = pa(n) = s - (F (ifn) = F (= 1)/n)), i=1l...,n (3

Siuo atveju i§retinimo lygis (mastas) yra isreiskiamas tikétiny daZniy vidurkiu
p = p(n) := py/n. Tipiné rety jvykiy asimptotikos prielaida yra p = O(1).

Latentinio skirstinio (3) modelis su tolygiais pagal n apribojimais latentinio
pasiskirstymo tankio f = F’ glodumui yra netinkamas nominaliesiems
duomenims, nes jiems statistinés iSvados neturi priklausyti nuo langeliy
(kategoriju) numeravimo tvarkos.

Nominaliesiems duomenims rety jvykiy asimptotika gali buti nusakyta
remiantis strukttriniu skirstiniu.

Struktiirinio skirstinio modelis

Kartais natiiralu daryti prielaida, kad statistinéms iSvadoms langeliy
numeravimo tvarka yra nesvarbi. Tada pradinis hipoteziy tikrinimo (2) uZdavinys
gali biiti formuluojamas struktiirinio skirstinio terminais.

Tarkime, F' = FEF) yra stebiniy {y1,..., tn} empiriné pasiskirstymo
funkcija.

Apibrézimas. Tegul F,(t) := F(™(pt), p = p(n) > 0, ir tarkime, kad F,,
silpnai konverguoja i pasiskirstymo funkcija F, kai n — oo. Tada F' vadinamas
lentelés tikétiny daZniy  (arba tiesiog lentelés dazniy y) struktiirine pasiskirstymo
funkcija su normuojanéiu daugikliu p = p(n).

Struktrinio skirstinio hipotezé: Hy : F' = F° versus Hy : F' # F°. Cia F°
yra duota pasiskirstymo funkcija.
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2. Klasikiniy kriteriju nepagristumas labai iSretintiems
duomenims

Nagrinékime polinoming (1) schema su tikimybiy vektoriumi
p = pn) == (p1,..., pn) € P™, &a P™ yra duota tikimybiniy skirstiniy
aibéje
Jn = {1,..., n} klasé. Tegul p® = p°(n) yra duotas tikimybinis skirstinys
aibéje J,, kuris nepriklauso klasei P(™). Sprendziamas hipoteziy tikrinimo
uzdavinys:

Hy:p=p°vs Hi :pecP™. )

Sio poskyrio tikslas yra parodyti, kad klasikiniai kriterijai labai iSretintoms
dazniy lenteléms gali biiti nepagristi. Bendruoju atveju to tikimasi, nes modelio
parametry skaifius, kai N = O(n), yra proporcingas imties dydZiui. Tadiau
Klasikiniy kriterijy nepagristumas islieka ir tuomet, kai klasés P(") skirstiniai
akivaizdziai skiriasi nuo p°.
Apibrézimas. Suderinamumo kriterijus, kuris paremtas statistika
T, := T(y(n)), vadinamas pagristuoju hipoteziy tikrinimo (4) uZdavinyje, jeigu
egzistuoja seka c,, tokia, kad Py {7, > ¢, } + Pp {T), < ¢} = 0, Vpe P
n — oo. PrieSingu atveju kriterijus vadinamas nepagristu.
Cia Py (atitinkamai IPp) Zymi tikimybinj skirstinj, nusakyta nuline hipoteze
Hj (alternatyva H; su duotu p € P ). Analogiskai apibréziami ir vidurkiai Eo,
Ep bei dispersijos Dy, Dp,.
Teiginys. Tarkime, kad Pearsono x? statistikai X? ir kuriam nors p € P,
galioja
A, =E,X? —EgX? <0 5)
ir
pr=A%/Dp — 00 (n— o0) (6)

suD,, := /Dy X? + /DpX?2. Tada Pearsono x? kriterijus yra nepagristas.
Kita vertus, kriterijus, kuris remiasi statistika 7,, := |[x? — (n — 1)|, yra
pagristas, jeigu (6) formulé galioja visiems p € P,,.

Pavyzdys: 3 > 1, qo € (0,1/2) yra konstanta, m = [N”], n = 2m,
p;:q()/m7vj§ma p;:(l_qO)/m,Vj>mv
p; =0,Vj<m, p;=1/m,Vj>m.

Tuomet N/n = o(1) ir p, = —(Ngol — qo)l/2 [1+O(N/n).
Monte Karlo imitacinio modeliavimo rezultatai su n = 600 ir N = 200,
pateikti 1 paveikslélyje, rodo, kad apraSytas reiskinys stebimas ir esant baigtiniams
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1 pav. Statistiky histogramos prie hipotezés ir alternatyvos:
a) X2 statistika; b) G2 statistika

nir N. Be to, jis, matyt, galioja ir tikétinumo santykio kriterijui G2. Kriterijui G
polinominéje schemoje jis irodytas (esant gana grieZtoms salygoms) Radaviciaus
ir Samusenko darbe, o Puasono schemoje — kitame §iy autoriy leidinyje.

3. Suderinamumo kriterijy iSretintoms lenteléms pagristumas

Khmaladzé pastebéjo, kad struktiirinis skirstinys gali bati traktuojamas kaip
latentinis sumaiSantysis skirstinys empiriniame Bayeso metode. Zemiau yra
pateiktas §io metodo iSplétimas itraukiant { Bayeso modeli ir nulinés hipotezés

parametrus. Tariama, kad {(u, i;), ¢ = 1,..., n} yra atsitiktiniy dydZiy poros
(v°, ) su reik§mémis Rﬁ_ ir skirstiniu Q = QU, n — oo, nepriklausomos
kopijos.

Taigi, stebimi duomenys D = D) := {(uS,v;),i = 1,..., n} yra apraSomi
tokiu tikimybiniu modeliu:
o y; salyginis skirstinys, kai Zinoma (4, p;), yra Puasono su parametru /i,

o {(ug, i), i =1,..., n} yra nepriklausomos ir vienodai pasiskirs¢iusios
(iid) poros su bendru skirstiniu () = Q"™ (n — o).

Tada, kai skirstinys () nepriklauso nuo n, atsitiktinio dydzio ~°
(marginalinis) skirstinys ()° esant teisingai nulinei hipotezei H, sutampa su p°
struktdiriniu skirstiniu, o atsitiktinio dydZio - (marginalinis) skirstinys ()7 esant
teisingai alternatyvai 1, sutampa su g struktlriniu skirstiniu.

Pasitlyta tikimybiné schema yra labai lanksti. Ji leidZia nagrinéti jvairias,
taip pat ir nereguliarias, rety jvykiy asimptotikas ir bendresnius hipoteziy
tikrinimo uZdavinius. Pavyzdziui, strukttirinio skirstinio nuliné hipotezé reiskia,
kad Q° = Q", o nulinés hipotezés ir alternatyvos susiejimas atsitiktinés poros
(v°,~) skirstinyje leidZia neprarandant informacijos i$déstyti stebinius natiiralia
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1° reik§miy didéjimo tvarka ir tuo remiantis pritaikyti latentinio skirstinio modelj
ir nominaliesiems duomenims.

Tarkime, kad P = P Zymi tam tikrg galimy skirstiniy () = Q™ Xlase, o
Pp = }P’Sf) 7ymi duomeny D™ skirstinj, kai atsitiktinés poros v°,7)
generavimui naudojamas skirstinys ) = P. Tegul d(Q; P) yra duotas skirstiniy
Qir P, Q,P € P, neatitikimo (divergencijos) matas. Jam galioja d(Q; P) > 0,
d(P; P)=0.

Su zinomu P™ ¢ P ir pasirinktu § = &(n) > 0 nagrinékime toki
hipoteziy tikrinimo uZdavini:

Hy: d(Q™,P™) =0 versus H, : d(Q™,P™)>6d(n), ¥Vn. (7)

Prielaida C. Sakykime, kad ) yra Zinomas skirstinys, o § yra seka i§ (7)
formuliy. Tarkime, kad remiantis duomenimis D™ pavyko sukonstruoti tokj

neatitikimo mato d(Q; P) ivertini d(Q; P), kad su tam tikru 7 = 7(n) € (0,1) ir
su visais P(") ¢ P

PEH{A(Q™); PM) > (1 —7(n))d(n)} — 0,

PYA(Q™: P™) < d(Q™; PM™) — r(n)5(n)} — 0, n — oc.

Lema. Tarkime, kad galioja C prielaida. Tada kriterijus
K= {d(@Q™); P™) > (1= 7(n))3(n)}

yra pagristas, kai n — oo, tikrinant (7) uzdavini.

Iprasta neatitikimo mata d parinkti i§ laipsninés divergencijos Seimos.
Standartinis universalus biidas jvertinti d(Q); P) yra neZinomg skirstinj () pakeisti
jo ivertiniu Q TaCiau, kaip parodyta ankstesniame skyriuje, tradiciniai
suderinamumo Kkriterijai ne visada yra tinkami iSretintoms lenteléms. Todél yra
siiloma duomenis glodinti arba grupuoti remiantis iSpléstiniu Bayeso modeliu.

Glodinimas. RadaviCiaus ir Samusenko darbe glodinimas realizuojamas
apraSant atsitiktinés poros (v°,v) skirstini  baigtiniu skirstiniy miSiniu.
Dvimaciai miSinio komponenciy skirstiniai yra sudaryti i§ nepriklausomy
marginaliniy skirstiniy, marginalinis ° skirstinys yra normalusis, o marginalinio
~ skirstinio parametriné forma néra nusakyta, jis modeliuojamas neparametriskai.
Skirstiniui () jvertinti naudojamas didZiausio tikétinumo jvertinys Q M L. Monte
Karlo metodu atlikti pradiniai tyrimai rodo, kad §is metodas gali buti daug
galingesnis uZz klasikinius kriterijus iSretinty daZniy lenteliy atveju. Tac¢iau minéto
metodo teorinis tyrimas yra sudétingas.

Sekanciame skyriuje taikoma glodinimo procediira, pavadinta Markovo
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grandiniy Monte Karlo glodinimu, kuri remiasi semiparametrinio Radaviciaus ir

e —

Grupavimas. Grupavimo metodas paremtos pastebéjimu, kad iSpléstinio
Bayeso modelio atveju stebéty pory

{(u3,v:), ¢+ = 1,..., n} numeravimo tvarka nekei¢ia informacijos, ir todel
nemaZinant bendrumo galima laikyti, kad seka (u$,i = 1,...,n) yra
nemazéjanti.

Tarkime, kad A = A®™ := {A, k = 1,..., K} yra intervalo (0, 5]
suskaidymas { nesikertanlius intervalus Ap = (tp_1,t], kuriy ilgis yra
Ag| == tp —tpg—1, 0 = 1o < t1 < ... < tg := pS. Apibrézkime

o . J o
Hij = D1 K

phy = > s S, € Ayl ®)
i=1

n n
Hik] = Zﬂi Wus; € Ar}t, yp = Zyz {us,; € Ar}.
i=1 i=1
Tegul Q™ ir P(™) yra atitinkamai duomeny

{(M;‘j?/‘?Li:L"'vn} ir {(uf,ui)J:l,...,n} 9

empiriniai skirstiniai. Skirstiniy Q™ ir P("™) neatitikimas matuojamas laipsnine
divergencija, apskai¢iuota suskaidymui A:

K
d(Q™; P™) =" iy x (i) /1) (10)
k=1
Cia pazyméta, kad

oa(t) = (M= (A+1)(t—1)—1) /(A(A+1)) (atvejai A(A + 1) = 0
apibréZiami pagal tolyduma). IS (10) iSraiSkos tiesiogiai gaunamas d(Q("); P("))
ivertinys:

R K
d(Q; P) =" piyy dx(yiy/15s)- (11

k=1
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Pasirinkime, kad 7,, ~ Poisson(u) ir

a(ﬂ?c—i-)a CL(U) = UEQS)\(VU/U%

S
=
Il

= 11

K
Vi) = Y 0P (pi k), Vo(n) =Y 0 (e mie),
k=1 k=1
o?(v;u) = VPE(da(nu/v) — da(u/v))?.

Teorema. Tarkime, Q() (P(") yra duomeny empiriniai skirstiniai (9)
formuléje. Neatitikimo matas tarp Q™ ir P(") yra apibréztas (10) formuléje ir
ivertintas (11) formule. Jeigu Vo(n) + V(n) = o(d(n) — A(n)), n — oo, tai
kriterijus

K= {dm) > A(n) 4 21 (d(n) — A(”))}

yra pagristas (kai n — oo, konstanta »; € (0,1)) (7) uzdaviniui tikrinti.

4. Modeliavimo rezultatai

Monte Carlo metodas placiai taikomas statistiniy procediiry savybéms tirti
baigtiniy imc¢iy atveju bei ty procediry efektyvumui palyginti. Klasikiniy
suderinamumo kriterijy galios rety ivykiy dazniy lenteléms tyrimai Monte Carlo
metodu apraSyti Koehlerio ir Larntzo, Cressie ir Reedo, Habermano, Hu,
Finklerio, ir kity autoriy.

Monte Carlo metodas taikomas ir kaip alternatyvus tradiciniams
asimptotiniams skleidiniams budas, greta tiksliyjy testy, kriterijy p-reikSméms
apskaiciuoti (aproksimuoti).

Disertacijoje Monte Carlo metodas naudojamas nagrinéjamy testo statistiky
skirstiniy aproksimacijai. Ty aproksimacijy pagrindu yra jvertinama kriterijy galia.

Lyginami suderinamumo kriterijai

Kompiuterinio modeliavimo biidu tiriami suderinamumo kriterijai, kurie
remiasi laipsninés divergencijos statistikomis, apibréZtomis (11) formule su
A€ {2,5/3,1/2,1,0, — 1} sugrupuotiems arba suglodintiems, taikant Markovo
grandiniy Monte Carlo metoda (Zr. Zemiau), kategoriniams duomenims.
Grupavimas atlieckamas stebéty dazniy lentelés langeliams, sunumeruotiems °,
tikétiny dazniy esant nulinei hipotezei Hy, didéjimo tvarka sujungiant gretimus
langelius. Tyrime taikomi tokie grupavimo metodai:

1. Grupés sudarytos taip, kad turéty (apytiksliai) vienodus tikétinus daZnius
(GC metodas).
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2 pav. Suderinamumo testas (vidurkiy). MCMC, GQ, GG ir GC
kriterijy, taikomy 2503 modeliui, galiy palyginimas

2. Grupés sudarytos i$ (apytiksliai) vienodo langeliy skai¢iaus (GQ metodas).

3. Grupés sudarytos iS§ (apytiksliai) vienodo langeliy skaiciaus, bet
kiekvienas langelis turi svori, nusakyta gama skirstiniu (GG metodas:
langeliams, kuriy stebétas daznis Zenkliai skiriasi nuo grupés vidurkio
ufk] (8), priskiriamas maZesnis svoris).

Paprastai pagal statistikas matuojamas vidutiniy reikSmiy langeliuose arba
grupése, kai teisinga nuliné hipotezé ir kai teisinga alternatyva, neatitikimas.
Kriterijai, naudojantys tokias statistikas, turi maza galia, kai alternatyvos
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nukrypimai nuo nulinés hipotezés yra nereguliarls (Zr. dviejy laipteliy su
dispersija modeli).
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3 pav. Suderinamumo testas (vidurkiy). MCMC, GQ, GG ir GC
kriterijy, taikomy 2SV025 modeliui, galiy palyginimas

Markovo grandiniy Monte Carlo (MGMC) glodinimo algoritmas yra
specifiné neatsitiktiné (suvidurkinta) semiparametriniy glodinimo procediry,
apraSyty Faddy ir Joneso bei Radavi&iaus ir Zidanavi¢iatés, versija. Jis priklauso
nuo 2 parametry — r ir k: Parametras » € (0, 1) parodo, kokia lentelés dazniy
dalis yra perskaiiuojama. parametras k parodo, kiek karty ciklas turi bati
kartojamas. Bendras glodinimo efektas priklauso nuo parametry sandaugos: r - k.
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4 pav. Suderinamumo testas (bendras). MCMC, GQ, GG ir GC
kriteriju, taikomy 2SV025 modeliui, galiy palyginimas

ISretinty lenteliy generavimo modeliai
Kompiuteriniame eksperimente iSretinty lenteliy tikétini dazniai p° ir p yra
generuoti kaip nepriklausomi gama atsitiktiniai dydziai:

wi ~ gamal(a(i),v), p; ~ gama(a®(i),v°), i=1,..., n. (12)

Cia gama(a,v) yra gama skirstinys, nusakytas vidurkiu a ir dispersija v, a°(-) ir
a(-) yra paprastos (laiptuotos) funkcijos.

Disertacijoje yra pateikti sitilomy naujy kriterijy, skirty iSretintoms lenteléms,
bei klasikiniy testy galios palyginimo rezultatai trijy tipy generuotiems modeliams:

« Dviejy laipteliy (angl. Two step) modelis yra vienas i§ paprasciausiy, jis
jau buvo naudojamas 2 skyriuje klasikiniy kriterijy nepagristumo rety
ivykiy daZniy lentelése iliustracijai.

« Suskaidyti dviejy laipteliy modeliai, kai alternatyva nuo hipotezés skiriasi
tik viename i§ laipteliy.

« Dviejy laipteliy su dispersija (angl. Two step with dispersion) modelsis,
kurio a°(+) ir a(-) nesiskiria, alternatyva nuo nulinés hipotezés skiriasi tik
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atsitiktiniais nukrypimais, kuriy vidutini dydi reguliuoja dispersija v.

Cia pateikiame tik dviejy laipteliy modelio 2S03 (Zr. 2 pav. a)) ir dviejy
laipteliy su dispersija modelio 2SV025 su dispersija v = 0,25 (Zr. 3 pav. a)) bei
jiems gauty testy palyginimo rezultaty grafines iliustracijas.

Rezultatai

Kriterijy galios palyginimo rezultatai dviejy laipteliy modeliui yra
pavaizduoti 2 paveiksle. Matyti, kad visi sitlomi kriterijai (2 pav. c¢)-f)), skirti
iSretintoms lenteléms, yra daug galingesni uz klasikinius, kurie faktiskai neskiria
alternatyvos nuo nulinés hipotezés (2 pav. b)). Taciau dviejy laipteliy su dispersija
atveju, kai alternatyva yra nereguliari, yra stebimas prieSingas reiskinys:
klasikiniai vidurkiy suderinamumo testai (3 pav. b)) yra kur kas galingesni uz
vidurkiy suderinamumo testus sugrupuotiems duomenims (3 pav. d)-f)). I§
siilomy naujy testy tik testas su MGMC glodinimu nenusileidZia klasikiniams
(3 pav. ¢)).

Rezultatai, pateikti 4 paveiksle, rodo, kad sudétiniy grupavimo kriterijy
(4 pav. a) ir ¢)) (kuriuose naudojamos kartu vidurkiy ir dispersijy suderinamumo
statistikos) galia Zenkliai iSauga, lyginant su vidurkiy grupavimo Kkriterijais, o
kriterijus, naudojantis GG grupavima (4 pav. a)), yra galingiausias i§ visy
nagrinéjamy testy.

Bendrosios iSvados
SprendZiant disertacijos uZdavinius, buvo gauti tokie rezultatai:

1. Labai iSsklaidyty kategoriniy duomeny atveju tiek tikétinumo santykio
statistika, tiek ir Pearsono x? statistika gali biiti neinformatyvios: jos jau
neatspindi nulinés hipotezés ir duomeny neatitikimo masto. Taigi,
kriterijai, kurie remiasi Siomis statistikomis, gali biiti nepagristi net ir
tuomet, kai alternatyva Zenkliai skiriasi nuo nulinés hipotezés.

2. ISretinty kategoriniy duomeny grupavimas, naudojant iSpléstini Bayeso
modelj, bei jy glodinimas, taikant Markovo grandiniy Monte Carlo

metoda, kai alternatyva yra nereguliari, gali labai padidinti klasikiniy
testy galia.

3. Esant bendroms salygoms, testai, kuriuose naudojamas grupavimas, yra
pagristi.

4. Grupavimo (glodinimo) efektas priklauso nuo grupavimo (glodinimo)
metodo ir jo parametry (grupiy skaiciaus, kartojimy skaiciaus ir t. t.).

5. Esant nereguliariai alternatyvai, kai tikétiny daZniy nukrypimai nuo
nulinés hipotezés reikSmiy yra iSsisklaide chaotiSkai (pavyzdZiui, yra
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nepriklausomi centruoti atsitiktiniai gama dydZiai), geresn¢ galimybg
atskirti hipotezg nuo alternatyvos turi grupavimo testai, kurie ivertina ir
vidurkiy, ir dispersijy suderinamuma grupése.
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NONPARAMETRIC CRITERIA
FOR SPARSE CONTINGENCY TABLES

Formulation of the problem

In the subfield of numerical analysis, a sparse table is a table populated
primarily with zeros. The concept of sparsity is useful in combinatorics and
application areas such as network theory, which have a low density of significant
data or connections. Statistical inference problems caused by sparsity of
contingency tables are widely discussed in the literature. Traditionally, the
expected (under null the hypothesis) frequency is required to exceed 5 in almost
all cells of the contingency table. If this condition is violated, the x?
approximations of goodness-of-fit statistics may be inaccurate and the table is
said to be sparse Agresti. Several techniques have been proposed to tackle the
problem: exact tests, alternative approximations, parametric and nonparametric
bootstrap, Bayes approachand other methods, but they all are not applicable or
have some limitations in nonparametric statistical inference of very sparse
contingency tables.

The dissertation is devoted to the problem of consistent nonparametric testing
for sparse contingency tables and the investigation of sparsity effect on the test
power.

Topicality of the work

Recently amounts of information are very extensive, therefore problems
related to a large dimension and/or sparsity of data arise rather frequently. The
sparsity problem is especially topical for categorical data. Relationships between
continuous variables are usually described by covariance matrices. Thus, the
number of model parameters increases quadratically with n, the dimension of the
data. For categorical data, the number of unknown parameters grows
exponentially with n. Consequently, even for a moderate number of categorical
variables, many cells in the contingency table are empty or have small counts. In
fact, for categorical data, the number of cells in the corresponding contingency
table is even more important characteristic of sparsity than the dimensionality &
itself. Sometimes the number of cells (the number of unknown parameters) is
even greater than the sample size.

In general, consistent estimator for expected cell counts of sparse contingency
table does not exist. For categorical data of ordered variables, kernel smoothing or
grouping enables one to obtain consistent estimators of expected cell counts under
additional assumptions of their smoothness. For nominal data, the main object of
our study, both kernel smoothing and grouping are not directly applicable.
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Research object

The research objects are definitions of sparsity, sparse contingency tables of
nominal data, goodness-of-fit statistics based on power divergences, consistency
and finite-sample properties of nonparametric tests.

The aim and tasks of the work

The aim of this work is to investigate asymptotic and finite-sample behavior
of classical goodness-of-fit statistics and tests for sparse continency tables and to
propose improvements of the classical tests.

The tasks of this work are:

1. To propose improvements of the classical tests in order to increase their
sensitivity to deviations from null hypotheses for sparse nominal data.

2. To prove the consistency of the proposed tests.

3. To compare the finite-sample performance of the classical and proposed
tests under alternatives of various types by means of computer simulations.

Applied methods

Sparse asymptotics modeling is based on latent distribution model, structural
distribution model for large number or rare events (LNRE, by Khmaladze) and
the empirical Bayes approach. Goodness-of-fit is measured by power divergences.
Results for likelihood ratio criterion with profile (spectral) statistics substituted
for cell counts rely on general likelihood theory and model-based cluster analysis.
Chebyshev type inequalities are used to establish the consistency (inconsistency)
of the tests. Finite-sample performance of the tests is studied by Monte-Carlo
simulations. All calculations are performed using the R software.

Scientific novelty

It is shown that, for (very) sparse data, the likelihood ratio statistic and
Pearson’s \? statistic may become noninformative: they do not anymore measure
the goodness-of-fit of null hypotheses to data. For instance, they can be
inconsistent even in cases where a simple consistent test does exist.

A new sparse asymptotics model relying on (extended) empirical Bayes
approach is introduced. Tests based on MCMC smoothing, on smoothing by
grouping or on (finite) mixtures of Poisson distributions are proposed. The
consistency of the tests based on grouping is proved.

Practical value of the work results

The proposed nonparametric tests can be applied for statistical inference of
high-dimensional categorical (nominal) data frequently met in surveys with large
questionnaires, natural language and text processing, genetic data, etc. The tests
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are easy to implement, they are computationally efficient and do not impose any
specific requirements on the categorical (nominal) data they are applied to.

Statements presented for defence

1. For (very) sparse data, the likelihood ratio statistic and Pearson’s 2
statistic may become noninformative: they do not anymore measure the
goodness-of-fit of the null hypotheses to data.

2. Sparse asymptotics based on (extended) empirical Bayes approach enables
one to apply latent distribution model to sparse nominal data.

3. In the empirical Bayes setting, MCMC smoothing, smoothing by grouping
and modeling by finite mixtures of Poisson distributions can improve the
power of classical tests especially for regular alternatives.

4. Under general conditions, the tests based on grouping are consistent.

Approval of the work results

Two classical goodness-of-fit statistics were studied through simulated data.
For the latter the introduced estimator studied in this work based on the profile
statistics of the contingency table was tested and proposed for a very sparse
contingency tables. It is easy to implement, computationally efficient and do not
impose any specific requirements on the data.

The scope of the scientific work

The dissertation consists of the introduction, four chapters, general
conclusions, the references, the list of author’s publications and one appendix.
The total scope of the dissertation is 106 pages, 29 tables, 31 figures and 62 items
of reference.

In Chapter 1, an overview of the problem is presented and basic definitions
are introduced. Chapter 2 demonstrates the inconsistency of classical tests in case
of (very) sparse categorical data for both multinomial and Poisson sampling
scheme. In Chapter 3, extended Bayes model is introduced. It provides a basis for
smoothing and grouping of sparse (nominal) data. The consistency of criteria
based on grouping is proved. Finite-sample behavior of the classical and proposed
criteria is studied in Chapter 4. Details of the computer simulation results are
given in Appendix.

General conclusions

Having solved the tasks listed in the introduction the following results were
obtained:

1. For very sparse contingency tables, the classical tests may have vary low
power.
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2. MCMC smoothing or grouping using the extended empirical Bayes model
may considerably increase the power of the classical goodness-of-fit tests
for sparse categorical data.

3. Under general conditions, the tests based on grouping are consistent.

4. The effect of grouping (smoothing) significantly depends on the grouping
(smoothing) method as well as on its parameters (number of groups,
number of iterations, etc.).

5. For the irregular alternatives that differ from the null hypothesis in
non-smooth and chaotic manner, the tests which take into account
discrepancies not only between the means but also between the variances
are more powerful.
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