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[VADAS

Konstrukciju skaiciavimas ir projektavimas jvertinant plastines deformacijas leidzia
efektyviau iSnaudoti jy laikomaja galia ir sudaryti ekonomiSkesnius projektus. Baigiamajame
magistriniame darbe nagrinéjamas tampriai plastiniy lenkiamyjy ploks¢iy apkrovos
optimizavimas. Sprendziami dviejuy tipy uzdaviniai. Pirmasis — tai ribinés pusiausvyros
uzdaviniai (naudojamas standziai plastinés medziagos modelis), antrasis — optimizuojama
plokstés apkrova, plokstei nepasiekus plastinio suirimo biivio (naudojamas tampriai plastinés
medziagos modelis). Sudaryti abiejy tipy uzdaviniy matematiniai modeliai. Antruoju atveju
matematiniame modelyje ieina ne tik stiprumo (7reska, von Mizeso takumo salygos), bet ir
standumo salygos (ribojami plokstés ilinkiai). Skaitiniai pavyzdziai skirti apvaliy plokS¢iy
nagrinéjimui. Sukurtas naujas apkrovos optimizavimo uZdavinio sprendimo algoritmas,
leidZiantis sklandziai pereiti nuo Treska prie von Mizeso takumo salygos. Pagrindiné von
Mizeso naudojimo takumo salygos problema yra tai, kad infliuentinés liekamyju irazy ir
poslinkiy matricos priklauso nuo apkrovimo istorijos. Tos matricos pagrindiniy optimizavimo
uzdaviniy kintamyju atzvilgiu (tai — plastiniai daugikliai) yra netiesinés. Tuo tarpu taikant
Treska salygas Sios matricos tiesiogiai nepriklauso nuo plastiniy daugikliy. Darbo tikslas
buvo apkrovos optimizavimo uzdavinio matematinio modelio realizavimo pradzioje taikyti
Treska takumo salygas ir tik baigiamajame uzdavinio sprendimo etape pereiti prie von
Mizeso takumo salygos.

Darbe taikyti metodai: energiniai ekstreminiai netampriy konstrukcijyu mechanikos
principai, matematinio programavimo teorija, baigtiniai elementai. Apkrovos optimizavimo
uzdaviniy diskretiniai matematiniai modeliai sudaromi pusiausviry baigtiniy elementy
metodu. Tyrimai atlikti ir skaitiniy eksperimenty rezultatai gauti laikantis mazy deformaciju
prielaidos. Baigiamajame magistriniame darbe buvo spresti Sie uzdaviniai: 1) atlikta plastiniy
ploksc¢iy optimizavimo uzdaviniams (projektinis ir patikrinamasis aspektas) skirty darby
analizé; 2) pasitelkus VGTU statybinés mechanikos katedros (prof. S.Kalanta) iSplétota
pusiausvyry BE metodika, sudaryti plokstés ribinés pusiausvyros uzdaviniy matematiniai
modeliai; 3) iSnagrinéti ekstreminiai energiniai papildomos deformavimo energijos
minimumo bei pilnutinés potencinés energijos minimumo principai ir ju taikymas plokstés
analizés uzdaviniuose; 4) sudaryti analizés uzdavinio matematiniai modeliai ir jy pagrindu —
plokstés apkrovos optimizavimo matematinis modelis; 5) baigiamojo darbo autoriaus
sudarytos tiesiniy uzdaviniy sprendimo programos ir i$spresti uzdaviniai; 6) sukurtas naujas
apkrovos optimizavimo uzdavinio algoritmas; 7) iSnagrinétas Rozeno algoritmo metodas ir jo

pritaikymas optimizavimo uzdaviniy sprendimui; 8) atlikta skai¢iavimo rezultaty analizé.



Baigiamojo magistro darbo mokslinis naujumas — naujo algoritmo sukirimas ir
taikymas.

Darbo aprobacija — paskelbtas straipsnis: Maksimovi¢, E.; Atkociiinas, J. 2008.
Apvaliy ploks¢iy analizés uzdavinio matematinis modelis, esant Treska plastiSkumo
kriterijui, i§ [/-osios Lietuvos jaunyjy mokslininky konferencijos , Mokslas — Lietuvos

ateitis “, jvykusios Vilniuje 2008 m. balandzio 2-4 d., darbai. Vilnius: Technika, 188-196.
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1. SIVOLAIKINES TAMPRIU-PLASTINIU LENKIAMUJU PLOKSCIU
OPTIMIZAVIMO PROBLEMOS

1.1. Bendros pastabos

Pagrindinis statybiniy konstrukciju skaic¢iavimo tikslas yra apskai¢iuoti nuo iSorinio
poveikio atsirandancias irazas, ilinkius ir, juos zinant, suprojektuoti pakankamai stiprias ir
standzias konstrukcijas. Magistro baigiamajame darbe nagrinéjamos tampriai plastinés
lenkiamosios plokstés. Norima pratgsti ribinés pusiausvyros ir analizés uzdaviniy, gerai
zinomy ir taikomy strypinéms sistemoms, sprendimo metodika plokstéms. Klasikinis ribinés
pusiausvyros uzdavinys siejamas su maksimalios apkrovos, esant plastiniam suirimui,
nustatymu. PlokS§téms tai sudétinga problema: takumo salygos yra netiesinés, diskretinio
modelio (0 jam raSomos pusiausvyros ir geometrinés lygtys) sudarymo ir krastiniy salygu
fvertinimo sunkumai. Etapinio skai¢iavimo metodika ¢ia sunku pasitelkti. Lieka galimybé
ribinés apkrovos skaiiavimo uzdavini formuluoti kaip ekstremini (matematinio
programavimo) uzdavini, tam pasitelkus mechanikos energinius principus. Taip atsiranda
ekstreminis uzdavinys, kurj i§sprendus randamas ne tik irazos, bet ir apkrovos dydziai (jei
eksploatuojamos plokstés apkrova mazesné — plastinis suirimas nebus pasiektas). Kitaip
sakant, magistriniame darbe nagringjamas patikrinamasis uzdavinys (Cyras 1983; Cyras
1989; Bazant 1999; Cyras et al.2004). Ribinés pusiausvyros uzdavinio atveju paranku taikyti
standziai plastinés medziagos fizini modeli.

Sprendziant patikrinamaji uzdavini medziaga, geometrija, apkrovy pridéties vieta
duotos. Ribinés apkrovos optimizacijos uzdavinys formuluojamas taip: ieskoma apkrova,
tenkinanti nustatytq optimalumo kriterijy bei plokstés stiprumo sqlygas. Darbe
formuluojamas ir apkrovos optimizavimo uzdavinys, esant ne tik stiprumo, bet ir standumo
apribojimams. Tuo atveju plokstés medziaga — idealiai tampriai plastine.

Matematinio programavimo teorijoje kartais pradZioje nustatomos nagrinéjamo
uzdavinio ekstreminio sprendimo egzistavimo bitiny netiesiniy salygu dalinémis
iSvestinémis lygtys, ir tik po to atlickama ju diskretizacija. Inzinerinéje praktikoje tikslingiau
jas diskretizuoti iki ju skaitinio sprendimo: tai natiraliai pasiekiama taikant baigtiniy
elementy metoda (Jarmolajeva 2001; Kalanta (rusu k.) 1995; Atkocitnas et al. 2004).

Griztant prie tamprios-plastinés plokstés apkrovos optimizavimo uzdavinio biitina
pazyméti, kad jis sujungia savyje konstrukcijos analizés uzdavini ir maksimalios apkrovos
skaiCiavimo problema. IS esmés tai — tiesinio, kvadratinio ir iSkilo netiesinio matematinio
programavimo uzdaviniy loginé grupé. Todél Siame skyriuje ir kalbama atskirai apie

kiekviena i$ juy — tiesini, netiesinius — uzdavinius.
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Skyriuje medziaga iSdéstyta taip: 1.2 poskyryje bendrai kalbama apie matematini
programavima, jo uzdavinius, 1.3 poskyryje — apie Rozeno algoritma, o 1.4 poskyryje
apzvelgiama moksliné literatiira, skirta plokSc¢iuy apkrovos optimizacijai, taikant tiesinj ir
netiesini matematinj programavima. Glaustai lie¢iami ir ploks¢iy prisitaikomumo klausimai.

Taip iSrySkéjo, kad tampriai plastiniy ploksciy apkrovos optimizacijos uzdaviniy
sprendimo metodika néra pilnai iSnagrinéta, ypa¢ stokojama netampriy konstrukcijy
mechanikos uzdaviniy formulavimo ir matematinio programavimo sasajy. Tam ir skirtas §is

baigiamasis magistro darbas.

1.2. Apie matematini programavimgq

Ekonomingje, inzineringje veikloje daznai tenka rinktis viena sprendini i§ keliy
galimy. Natiraliai kyla uzdavinys — rasti geriausia sprendinj. Pavyzdziui, reikia suprojektuoti
konstrukcija, kuri tenkinty stiprumo, standumo, stabilumo bei kitus reikalavimus ir t.t.
Konstrukeijy, tenkinanciy Sias salygas gali buti ne viena: kiekvienas toks variantas gali biiti
vadinamas leistinuoju sprendiniu. Ekonominis, technologinis tikslingumas 1§ visy
konstrukcijos varianty skatina pasirinkti toki jos leistinaji sprendini, kad konstrukcija bty
kiek galima lengvesné (arba pigesné). Tikslas, kurio siekiama renkantis leistinaji sprendini,
apibréZzia optimalumo kriterijy, t.y. pozymi, kuriuo remiantis vertinami leistinieji sprendiniai
(daznai optimalumo kriterijus sutapatinamas su tikslo funkcija). UZdavinys, kai reikia rasti
geriausig sprendini, vadinamas optimizavimo uzZdaviniu. Tokie uZzdaviniai sékmingai
sprendziami matematinio programavimo metodais.

Matematinio programavimo minimizacijos uzdavinys formuluojamas taip: reikia rasti

tokj vektoriy x = (x,, ....... , X, ), kuris tenkinty apribojimy sistema g, (x) <0i=12,..m,

h, (x) =0 i=1,2,..,1 ir kuriam funkcija 7 (x) igytu maziausia reikSme (Bazaraa et al. 2004;

Kalanta 2007).
Simboliskai $is uzdavinys uzraSomas taip:
rasti
min 7 (x) (1.1)
esant salygoms
g, (x)<0,i=12,.,m, (1.2)
h(x)=0,i=12,.,1. (1.3)
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Funkcija 7(x), kurios maZiausia reik§mé ieskoma, kaip minéta anks¢iau, vadinama tikslo
funkcija, g, (x) <0, i=12,..,m, vadinama i-gja apribojimy salyga-nelygybe (skai¢iuojant
tamprigsias plastines konstrukcijas — tai gali biiti suprasta kaip takumo salygos); 4, (x) =0,
i=12,..,l, salyga-lygybé (statybinés mechanikos uZdaviniuose tai, pavyzdziui,
pusiausvyros lygtys). Uzdavinio (1.1) — (1.3) formuluotéje esancios iSraiskos (1.2) — (1.3)
vadinamos apribojimy sistema. UZdavinio optimalus sprendinys (optimalus planas) daznai
Zymimas x°. Jeigu sprendziamas funkcijos 7(x) maksimizacijos uzdavinys, tikslo funkcijos
zenklas keiCiamas prieSingu — programavimo uzdavinio formuluoté¢ (1.1) — (1.3) yra
pakankamai bendra.

Matematinio programavimo uzdavinio (1.1) — (1.3) apribojimy sistemos (1.2) — (1.3)
sprendinys vadinamas leistinuoju sprendiniy. Leistinyju sprendiniy aibé £ daznai Zymima

taip:
¥ ={xlg,(x)<0, i=1,m; h(x)=0, i=1,1] (1.4)

Tuomet uzdavinys (1.1) — (1.3) gali biiti uzraSomas:

rasti
min 7(x), (1.5)
kai
xel. (1.6)

Tiesinio programavimo uZdavinys. Jeigu matematinio programavimo uzdavinio (1.1)
— (1.3) ne tik apribojimai (1.2) — (1.3) yra tiesinés funkcijos, bet ir pati tikslo funkcija C/J(x)
tiesiné — toks uzdavinys priskiriamas tiesiniy programavimo uzdaviniy klasei. Toks
uzdavinys jo sprendimo prasme néra sudétingas (pvz., yra universalus uzdaviniy sprendimo
simplex metodas (Kalanta 2007; Zilinskas 2000), o praktinis jy pritaikymas — platus.

Statybin¢je mechanikoje tiesinio programavimo uzdavinys aptinkamas skaiciuojant,
pavyzdziui, ribiniy jrazy pasiskirstyma rémui. | ribinés apkrovos maksimizavimo uzdavinio
apribojimy sistema jeina nelygybés (takumo salygos) ir lygybés (pusiausvyros lygtys).

Pastarosios susieja {razas § su iSorinémis jégomis F :

a, S, +a,S,+..+a,, S, =F,

a, S, +ay,S,+..+a,, S, =F,,

(1.7)

a, S +a,,S,+.+a, S, =F,.

ml
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Lygtys (1.7) matricine forma uzrasomos 4S8 = F . Cia A— pusiausvyros lygéiu koeficienty

matrica:
a, 4dp a,
a a a
21 22 2
A= " . (1.8)
aml amZ amn

Sioje matricoje yra m eiludiy ir n stulpeliy. Véliau bus parodyta, jog m yra sistemos
diskretinio modelio laisvumo laipsnis, o n — bendras jrazu skaicius konstrukcijoje.
Ss=(s,,8,,...8,)" .

Kvadratinio programavimo uZdavinys. Kvadratinio programavimo uzdavinio tikslo
funkcija yra kvadratiné funkcija, o apribojimai — tiesinés funkcijos. Tuo kvadratinio
programavimo uZzdavinys skiriasi nuo tiesinio programavimo. Simboliskai kvadratinio
programavimo uzdavinys yra uzraSomas taip:

rasti

min [Zn:cjxﬁriidﬁxixj} (1.9)
j=1

j=1 i=1

esant salygoms

g,,(x)=ia4.,x,—b,,so, i=12,..,m, (1.10)
j=1

hi(x)zi:cijxj—di =0, i=12,..1. (1.11)
Jj=1

Kvadratinio programavimo uzdaviniy grupei priklauso tampriyju konstrukciju
statybinés mechanikos jtempiy ir deformacijy skaiCiavimo, esant duotai apkrovai, uzdavinys
(jis daznai vadinamas itempiy ir deformacijy biivio analizés uzdaviniu). Antai, analizés

statinés formuluotés uzdavinio tikslo funkcija yra kvadrating, t.y. papildoma deformavimo
I 1 ) - g .
energija, iSreikSta jrazomis: EST DS . Tampraus rémo analizés uzdavinio statinés

formuluotés apribojimuy sistema sudaro tik pusiausvyros lygtys (1.11). Tampriojo plastinio
rémo atveju analizés uzdavinio statinés formuluotés apribojimy sistema jau sudaryty takumo

salygos (1.10) ir pusiausvyros lygtys (1.11). Pastaruoju atveju uzdavinio tikslo funkcija buty:

min %S,TDSr.
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Netiesinio matematinio programavimo uZdavinio formuluoté. Netiesinio iSkilojo

programavimo bendrasis uzdavinys uzrasomas taip:

rasti
min 7(x), (1.12)
esant salygoms
g, (x)<0,i=12,.,m, (1.13)
h(x)=0,i=12,.,1. (1.14)

Netiesinio programavimo uzdavinys (1.12) — (1.14), eliminavus pusiausvyros lygtis (1.14),

gali biiti uzrasytas taip:

rasti
min 7(x), (1.15)
esant salygoms
o (x)<0, (1.16)
i=1,2,..,m. (1.17)

Cia 7(x) ir ¢(x) bendruoju atveju yra netiesinés iskilos funkcijos. Jeigu visos funkcijos — ir
g(x), ir (o(x) tiesinés — tai uzdavinys (1.15) — (1.16) tampa tiesinio programavimo

uzdaviniu. Siuo atveju jvedama leistinyjy sprendiniy x kitimo sritis  , kuri yra apibréziama

(1.14) taip:
L :{x|(pi(x)£ 0, i=1, m}

Leistinoji sritis / i8kila, jeigu ¢, (x) — i8kilosios funkcijos. Pasinaudojant (1.4), netiesinio
matematinio programavimo uzdavinys gali biiti uzraSomas graksc¢iau:

rasti
min 7(x), (1.18)
kur leistinoji x kitimo sritis
7 ={xlp,(x)<0, i=1, m}. (1.19)

Hiperpavirsiai, nustatomi lygybémis ¢, (x)z 0, i=1,2, ..., m formuoja leistinosios

srities / krastinius pavirSius, kurie Zymimi H,, i e[ . Leistinasis vektorius x vadinamas
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,wvektoriumi ant srities krasto®, jeigu jis priklauso nors vienam i§ ribojamuju pavirSiy H,.
Leistinasis vektorius x vadinamas ,,vidiniy leistinosios srities S vektoriumi®, jeigu visiems

x apribojimai ¢, (x) <0, i el. Leistinasis vektorius, minimizuojantis tikslo funkcija (1.18),

vadinamas uzdavinio (1.18) — (1.19) optimaliu vektoriumi arba sprendiniu x*. Taske x*
tikslo funkcijos reik§meé yra optimali, t.y. $iuo atveju minimaliausia. Jeigu sritis # ne tus¢ia
ir apribota, tai egzistuoja bent vienas sprendinys.

I8kilo matematinio programavimo uzdavinyje optimalus sprendinys x uztikrina
absoliutini (globalinj) tikslo funkcijos minimuma leistinoje sprendiniy srityje % . Nei
viename kitame leistinosios srities taske tikslo funkcija neturi mazesnés reikSmeés. Netiesiniy
uzdaviniy atvejais optimalus sprendinys randamas nelengvai. Kartais optimalus sprendinys
net ir nenustatomas (jei apribojimai neiskili). Todél vietoje optimalaus sprendinio apibrézimo
(dazniausiai vienintelio, kaip tiesinio programavimo neiSsigimusiuose uzdaviniuose)
netiesinio ir neiskilo programavimo uzdaviniuose jvedamos savokos — globalinis optimalus
sprendinys, lokalinis optimalus sprendinys.

Tiesinio programavimo uzdaviniy sprendimo algoritmai yra labai universaliis. To,
deja, pasakyti apie netiesinio programavimo uzdaviniy sprendimo algoritmus negalima.
Netiesinio programavimo uzdaviniy sprendimy algoritmy teorija net ir dabar néra iStobulinta
iki tokio universalumo laipsnio, kaip tiesinio programavimo uzdaviniy sprendimy algoritmai.
Daugiau iSnagrinéti algoritmai atvejams, kai minimizuojama iskila Zemyn funkcija f?(x), 0
nepriklausomi kintamieji x igyja reikSmes i§ iSkilosios srities /. Toliau ir nagriné¢jamas
i8kilojo programavimo uzdavinys.

Kaip pazymeéta anksCiau, iSkilojo netiesinio matematinio programavimo uzdavinio
(1.18) — (1.19) sprendimas yra vektoriaus, tenkinancio apribojimus (1.19), paieska. Metodai,
leidziantys rasti skaitini sprendini, vadinami tiesioginiais. Jie tiesiogiai susij¢ su tikslo
funkcijos 7 (x) reik§miy palyginimu dviejuose ir daugiau tasky. Keliy kintamyjy uzdavinio
tikslo funkcijos minimizacijai (maksimizacijai) placiai taikomi gradientiniai metodai. Yra
tvairiy $iy metody modifikaciju. Kitame poskyryje smulkiau nagrinéjamas projektuojamujuy
gradienty metodas (Rozeno algoritmas) (Bazaraa et al. 2004), sprendziant iSkilus netiesinius

uzdavinius.

1.3. Netiesinio matematinio programavimo uZdavinio sprendimo algoritmas
Rozeno algoritma galima taikyti, kai tikslo funkcija, apribojimai yra tiesiniai arba
netiesiniai. Rozeno algoritmas aptariamas paprasCiausiam atvejui, kai tikslo funkcija tiesing,

o apribojimai netiesiniai.
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Tarkim, kad maksimizuojama tiesiné tikslo funkcija:

rasti
max ff"(x): ax, +a,x, +..+a,x, +.+a,x, =a'x, (1.20)
esant apribojimams
@, (x)< 0 visiems , ie[. (1.21)

Daroma prielaida, kad galimi kintamujy x;,jeJ Zenklo apribojimai jvertinami salygose
(1.21). Jeigu g(x) — tiesiné funkcija, tai jos gradientas
VI(x)=a.

Grafiskai ir analitiskai paaiSkiname Rozeno algoritmo esme. Tegul taskas x* yra ant
leistinosios srities  kraSto. Tariama, kad per §j taska eina x (0< k< m ) kraStiniy pavir§iy
H, (i =1,2,...,I(). Vektoriai i§ n-matés erdves, tenkinantys (1.21) salygas kaip lygybes,
sudaro (n—K)-mati darini, zymima G* (1.1 pav.). Aktyviniais vadinami apribojimai, kurie
yra tenkinami kaip lygybés, t.y. ¢, (xk ) =0, i € [ . Daromi tokie pazyméjimai

P« (xk ) =V, (xk)

P> x (xk ) =Vo, (xk)

(1.22)

Cia k¥ — aktyviniy apribojimy skaicius. Vektoriai V¢, (x" ), i=1,2,...,x sujungiami { (n X K)-

mati gradienty matrica
Vo (' )=V (x*) Vo, (x*) .. Vo lx*). (1.23)
Judéjimas i tasko x* igyvendinamas vektoriaus
PVI(xt )=(1-va (v, (¥ Vo' (' )vTF (") (1.24)

kryptimi. Cia I — (1 x n)-maté vienetiné matrica; (x x x')-maté matrica ¥, (xk) iSreiSkiama

taip:

V. (x)=(ve (x Ve (x ). (1.25)
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Matrica P_ yra vadinama projektyvine. Vektorius P_a [Cia jvertinta iSraiSka (1.20)] yra
tikslo funkcijos gradiento fof(xk ) projekcija | tiesini darini H, (xk ), besiliecianti su G*

taske x* (1.1 pav.). Naujas taskas x**', kai &jimo Zingsnis 7 > 0, nustatomas taip:

~kil Lk P.a
X =xt . (1.26)
[P, 4
. . .. . P.a y ~ . . .
Paveiksle raide r Zymimas vektorius |PK—| Taskas X*', savaime aisku, nepriklausys
a
K

dariniui G*. Grizimui prie leistinosios srities kra§to ./ naudojama rekurentiné formulé:
x"! :(xk +(I—V45(xk ))VK (xk ))WK (xk”); (1.27)
Cia W(xk”) - x -matis reik§miy ¢, (xk”), i=1,2,...,x vektorius-stulpelis (aktyviniy takumo

salygu reikSmiy vektorius).

L™
@) i) 5 .8
At
| ' 1
1
1
& 1
b ':..13\ =
. 1,
F . ®
- v
L2 S
. W
Tl %

1.1 pav. Rozeno projektuojamyjy gradienty metodo iliustracija

Procesas tgsiamas iki tol, kol nebus tenkinami optimalumo kriterijai:

P.a=0, (1.28)

V. (x)Ve (x )a<o. (1.29)

Vektorius, tenkinantis salygas (1.28), (1.29) yra optimalus sprendinys x”' (kiek anksciau,

sekant matematinio programavimo literatira, $is taskas buvo Zymimas x"). Kadangi
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leistinoji sritis ir tikslo funkcija iskiloji, tai gautasis minimumas bus vienintelis. Jeigu x**'

pazeidzia kuri nors apribojima, nepriklausiusi aktyviniy grupei, tai ieSkomas toks zingsnis 7,
kuris jjungty $i pazeistaji apribojima i aktyviyjy grupg. Taip formuojamas naujas darinys
GK+I

Baigdami poskyri, uzrasysime Kuno ir Takerio optimalumo salygas, (1.12) — (1.14)
uzdaviniams. Griztama prie funkcijos 7 minimizacijos, esant apribojimams lygybiy ir

nelygybiy pavidalo, uzdavinio:

rasti
min 7(x), (1.30)

esant salygoms
g (x)<0,i=12,.,m, (1.31)
h(x)=0,i=12,.,1. (1.32)

Kuno ir Takerio salygos siejamos su pradinio uzdavinio (1.30) — (1.32) optimaliu
sprendiniu x* (Bazaraa et al. 2004). Ikilo netiesinio matematinio programavimo uzdaviniui
Kuno ir Takerio priklausomybés yra pradinio uzdavinio globalinio egzistavimo pakankama
salyga. Kuno ir Takerio salyga teigia: x* yra pradinio uzdavinio optimalus sprendinys, jeigu

galima rasti tokius skaiCius A, (i = 1,2,...,m), u, (i = 1,2,...,1), kuriems

VI(x +Veg" (x")a+Va (x" )u=0, (1.33)
Pg(x)=0, (1.34)
2>0. (1.35)

Priklausomybé (1.33) iSreiSkia tai, jog optimaliam pradinio uzdavinio (1.34) — (1.36)
sprendiniui tikslo funkcijos gradientas V?(x*) yra tiesiné apribojimy gradienty

kombinacija:
Vg(x*)z —ngi (x*)/li ->.Vh, (x*)ul. .
i=1

Vektoriy 4 ir u komponentai yra Lagranzo daugikliai. Salygos 4. g, (x*)z 0, 420,

i =1,2,...,m atlieckant matematinj programavima yra vadinamos grieztumo salygomis.
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1.4. Tampriai plastiniy lenkiamuyjy plokS&iy optimizavimo Siuolaikiniy tyrimy apZvalga

Pirmosios teorijos apie konstrukciju optimaly projektavima atsirado labai seniai. Bet
pirmosios $ios srities knygos pasirodé tik praeito Simtmecio antroje pus¢je. Pirmaja Sios
srities knyga (dabar turinti daugiau istoring verte) skaitoma H. L. Cox darbas iSleistas 1965
metais (Cox 1965). Sioje knygoje jos autorius daug démesio skyré inZinieriniams
konstrukciju optimizacijos aspektams. Savaime aiSku, kad joje nebuvo kalbéta apie
kompiuteriy taikyma optimizacijos srityje.

Lenky mokslininkas Z. Lesniak (1970) buvo pirmasis, konstrukciju optimizacijai
pritaikgs netiesinio matematinio programavimo metodus nesudétingai konstrukcijai,
dazniausiai sijai. P. Hupfer savo knygoje (1970), nepateikdamas savo paties tyrimuy,
apzvelgia sudétingesniy nei Z. Lesniak monografijoje nagrinéty konstrukcijy optimizacijos
bendruosius metodus.

Plastiny ziediniy ir apvaliy ploks¢iy elgesys esant dinaminiam apkrovimui buvo
nagrinéjamas daugeliy autoriy (Siame baigiamajame magistro darbe dinaminis apkrovimas
nenagrin¢jamas). Pirmasis tyrimas dinaminio plastinio apvaliy ploks¢iy atsako buvo atliktas
Hopkinso ir Pragerio (Prager 1974), taip pat Wang ir Hopkins (1954) ir Wang (1955). Jie
pirmieji panaudojo standaus plastisko kiino ir Treska SeSiakampio (2.5 pav.) savoka.

Apitiksli dinaminio apvaliy ploksCiu apkrovimo problemos sprendima pasiilé
Aggarwal ir Ablow (1971). Tikslus problemos sprendimas buvo iSvystytas véliau Mazalov ir
Nemirovsky (1976). Kaip bebiity, net ir §is priartinimas daugeliy atveju yra perdaug
sudétingas.

Daug démesio yra skiriama optimizavimui ploks¢iy, pagaminty arba i§ idealiai
tampriy, arba i§ idealiai plastiniy medziagy (Cherkajev 2000; Kaliszky 1989; Lellep and
Miirk 2008; Zyczkowski 1992). Taciau yra labai mazai darbuy, skirty struktiiriniy elementy
pagaminty i§ tampriai-plastiniy medziagy optimizacijai. IS kitos pusés, nemazas démesys
skirtas {vairiy tampriai-plastiniy ploks¢iy lenkimo modeliy tyrimui (Chakrabarty 2000;
Kaliszky 1989; Upadastra et al. 2006).

Optimalus projektavimas idealiai standziy plastiniy apvaliy ploks¢iy, veikiamy
kintamos kartotinés apkrovos (KKA), yra tiriamas atsizvelgiant | prisitaikomumo kriterijy
(Giambanco et al. 1994). Yra suformuluota dvieju skirtingu tipy projektavimo uzduotis:
viena ieSko minimaly tiirj esant prisitaikomumo kriterijaus ribinei apkrovai; kita didZiausia
prisitaikomumo kriterijaus reikSme, kai tiris yra zinomas. Abiem atvejais projektavimo
problema yra suformuluota naudojant stating formuluotg, esant prisitaikomumo minimumo
teoremai ir kinemating formuluote, esant prisitaikomumo kriterijaus virSutiniai ribai. Eulerio-

Lagranzo lygtis Sioje problemoje imamos i$ variacijos metodo. Abiem atvejams atitinkanti
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projektavimo problema ir projektavimo optimalumo salyga yra irodyta, jei irodoma, kad jas
buty galima pratesti iki prisitaikomumo kriterijaus kontekste Zinomos optimalaus plastinio
projektavimo Drucker-Prager-Shield-Rozvany teoremos.

Savo knygoje (Pham Duc Chinh 1997) Pham Duc Chinh rasé, jog kinematinis
metodas yra sukurtas jvertinti prisitaikomumo ribas plokstéms taikant kintamas (kvazistatines
ir dinamines) apkrovas. Prisitaikomumo kinematiné teorema virsta sumazinta forma, kurioje
gali buti panaudotas virSutinés ribos metodas jtraukiantis kinematiSkai vertingus
mechanizmus i§ plastiSkumo apribojimy analizés

B. Bremec, F. Kosel darbas (2006) susijgs su apvalios ziedinés plokstés storio
optimizavimo suirimo metu. Ploksté ant vidinio ir iSorinio krasto yra apkrauta vienoda,
simetriSka apkrova. Optimizacijos problema atrodo taip: rasti optimaly projektavimo
kintamyjuy rinkini prie didZiausios ardancios apkrovos, esant pastoviam plokstés svoriui
(tiriui). Reikalinga ardancioji apkrova yra nustatoma pagal standartines linijines suirimo
lygtys, o medziaga yra parenkama pagal mazy deformacijy prielaida ir deformacing
plastiskumo teorijg, turint omeny linijini stipréjanc¢io standumo reologini modeli. Optimalaus
plokstés aukscéio funkcijos yra nustatomos jvairiems atramy ir apkrovy atvejams ir skaitiniai
rezultatai rodo, kad ardanciosios apkrovos gali biiti Zymiai padidintos.

Savo knygoje (2004) J. Kruzelecki ir P. Smas ra$¢, kad gana daug darby susij¢ su
konstrukcijos optimaliu projektavimu esant stabilumo apribojimams. Kita vertus,
konstrukcijuy optimizavimo problema suirimo nuo apkrovos sukelty poslinkiy (deformacijy)
metu buvo tiriama, pavyzdziui, A. B. Albul, N. W. Banichuk, A. A. Barsuk (1983), J.
Kruzelecki, P. Smas (2004) darbuose.

M. Ozakca, N. Taysi, F. Colcu (2003) darbe yra kalbama apie kintamo storio apvaliy
ir ziediniy plok$¢iy ardanciosios apkrovos optimizavima. Yra naudojama automatizuota
analizés ir optimizacijos procedira kuri apjungia strukttirinio baigtinio elemento analizg,
parametrinio kubinio lakS§to storio apibrézima, automatinj tinklo generavima, jautrumo
analize ir matematini programavima. Optimizavimo metody jrodymui yra aprasyti ir keléta
pritaikymo pavyzdziy.

Kaliszky ir Logo (2002; 2006) pristaté optimizacijos metodo iSdéstyma ir forma
tampriai-plastiniy disku optimizacijai, atsizvelgiant { poslinkius ir deformacijas. Buvo
pasitilyti optimallis tampriai plastiniy medziagy optimizavimo metodai (Kaliszky and Logo
2003; Kaliszky and Logo 2006), esant trumpalaikiam dinaminiam slégiui arba smiigiui.

Lellep ir Polikarpus (2008) sukiiré optimaly projekta stipréjanciu medziagy
apvalioms plokstéms. PlokSté pagaminta i idealiai tampriai plastiniu (pagal Treskq)

medziagy ir apkrauta tolygiai iSskirstytos skersinés apkrovos — atskiras straipsnio atvejis.
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Biitina pabrézti, kad optimalumo salygos gautos optimalaus valdymo teorijos pagalba
(Bryson and Ho Yu-Chi 1975; Hocking 2001; Hull 2003; Lellep and Miirk 2008).

Lietuvoje optimizacinés statybinés mechanikos pradininku laikomas Aleksandras
Cyras. Konstrukciju optimizavimo teorijos plétotei pagrindinj vaidmeni turéjo kompiuteriy ir
netiesinio matematinio programavimo teorijos metody taikymas. Sie du veiksniai jgalino
spresti technikos uzdavinius, kuriuose randamas atitinkantis pasirinkta optimalumo kriteriju

sprendinys.

1.5. Magistrinio darbo tiksly formulavimas

Taigi, kaip kalbéta anks¢iau (1.1 poskyryje), tampriai plastiniy ploksciy apkrovos
optimizacijos uzdaviniy sprendimo metodika néra iSsamiai iSnagrinéta, ypac stokojama
netampriy konstrukciju mechanikos uzdaviniy formulavimo ir matematinio programavimo
sasajos. Mechanikos ekstreminiai energiniai principai leidzia uzdavinius pateikti kaip
matematinio programavimo problemas. Pagal prof. 4. Cyro mokslinés mokyklos tradicijas
sudaromi uzdaviniy matematiniai modeliai diskretine forma ir jie sprendziami pasitelkus
tiesinio ar netiesinio programavimo kompiuterinés programas.

Taip elgiamasi ir Siame magistriniame darbe. Taciau naujais pozilriais nagriné¢jama
apvaliy lenkiamyjuy ploksciy diskretizacija pusiausvyrais baigtiniais elementais, taikomos
Treska ir Mizeso takumo salygos: tikimasi sprendimo eigoje sklandziai pereiti nuo Treska
prie Mizeso takumo salygu. Skaitinis eksperimentas parodé magistrinio darbo iSkelty tiksly

naujuma ir jy realizacijos sékmg.
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2. LENKIAMUJU PLOKSCIU APKROVOS OPTIMIZAVIMO
UZDAVINIU MATEMATINIAI MODELIAI

2.1. Jvadinés pastabos

Pirmame skyriuje atlikty darby analizé leidzia teigti, kad konstrukcijos parametry ar
ja veikianc¢ios apkrovos optimizavimo metodika, kurioje vienu metu taikoma matematinio
programavimo teorija, ekstreminiai energiniai principai ir medZiagos netampriasias savybes
vertinanc¢ios priklausomybés, — yra viena i§ efektyviausiy. Optimizavimo rezultatai pagal
plastini konstrukcijos suirima ne visuomet gali buti naudingi praktiSkai, nes tuomet
optimalios konstrukcijos ribinis tinkamumo buvis dél pernelyg dideliy netampriyju
deformacijy gali biiti prarastas net nepasiekus plastiskojo suirimo (dideles deformacijas
paprastai lydi ir nemaZi poslinkiai). Siame skyriuje nagrinéjamas tampriai plastinés
lenkiamosios plokstés skai¢iavimas, taikant von Mizeso ir Treska takumo salygas. leSkomas
optimalus apkrovos pasiskirstymas, kai ribojami ir plokstés ilinkiai (patikrinamasis
uzdavinys). Apskritai pati apkrova gali biiti vienkart¢ arba kintama-kartotin¢. Pastaruoju
atveju gali biiti nagrinéjamas ir plokstés prisitaikomumo biivis (vienkarté apkrova tampa
atskiru kintamos-kartotinés apkrovos atveju).

Idealiai tamprios plastinés plokstés medziaga, geometrija, apkrovos pridéties vieta
patikrinamojo uzdavinio, kai optimizuojama apkrova, atveju duotos. Kvazistatiné¢ kintama-
kartotiné apkrova (kai tokia glaustai nagrin¢jama) charakterizuojama nepriklausanc¢iomis nuo
laiko virSutinémis ir apatinémis kitimo ribomis. Konkreti apkrovimo istorija nenagrin¢jama,
laikoma, kad ji ,,telpa® nustatytose, nuo laiko nepriklausanciose kitimo ribose. Apkrovos
optimizavimo uzdavinys, kaip minéta ivade, formuluojamas taip: ieskomos apkrovos kitimo
ribos, tenkinancios nustatytq optimalumo kriterijy bei plokstés stiprumo ir standumo sqlygas.

Disipatyvinés sistemos irazy ir deformacijy buivis priklauso nuo apkrovimo istorijos:
tiek vienkartés, tiek kintamos-kartotinés apkrovos atveju. Apskaiciuoti plokstés ilinkius (o jie
ir bus ribojami) nelengva, o daznai ir praktiSkai nejmanoma. Tuomet kintamos-kartotinés
apkrovos atveju lieka tik galimybé vienokiu ar kitokiu btidu apskaiciuoti ilinkiy kitimo ribas,
atsizvelgiant | visas galimas plastinio deformavimo trajektorijas (Zyckowski 1981; Mroz
1995). Paprasc¢iau yra vienkartés apkrovos atveju, kai plastinis deformavimo procesas gali
biti laikomas holonominiu (Koiter 1960). Bitent Cia iSryskéja galimybé tiesiogiai taikyti
ekstreminius energinius principus. Baigiamajame magistro darbe apsiribosime vienkarte
apkrova, spresdami skaitinius pavyzdzius. O matematinius apkrovos optimizavimo uzdaviniy

modelius uzraSysime ir kintamai-kartotinei apkrovai.
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Placiau apsistosime prie Haro ir Karmano principo (Koiter 1960) idealiai tampriam
plastiniam kanui. Sis principas galioja visoms tikrojo plastinio deformavimo stadijoms, jeigu
néra nusikrovimo i§ itempiy biiviy, esanciy ant plastinio tekéjimo pavirSiaus. Jeigu pilnutiné
plastiné deformacija &, su Mizeso takumo salyga asocijuojasi pagal priklausomybes
Ep =A%, tai Haro-Karmano principas yra teisingas esant naujam grieztesniam apribojimui
(¢ia s — itempimy deviatorius). Butent, viso apkrovimo proceso metu itempiy buvis
kiekviename nagrin¢jamo kiino taSke (konstrukcijos atveju — pjuvyje), kuriame pasiektas
plastinis tekéjimas, turi likti nepakites. Akivaizdu, kad formulé & ) =AS suponuoja ir jau
aukSc¢iau suformuluota nenusikrovimo reikalavima. Taigi apkrovos optimizavimo uzdaviniy
matematiniuvose modeliuose i viena visuma sujungiami du konstrukciju mechanikos
uzdaviniai. Pirmasis uzdavinys — statiSkai leistiny lieckamyjy plokS§tés momenty M,
tenkinan¢iy papildomos deformavimo energijos minimumo principa (Milan and Bazant
2001), radimas. Tuo uztikrinamas plokstés stiprumo salygy tenkinimas, o kintamos-kartotinés
apkrovos atveju tai reiskia, kad ploksté prisitaiké prie duotosios apkrovos (prie jos kitimo
riby ¥, F, ). Antrasis uzdavinys uztikrina plokstés standumo salygy tenkinima. Rozeno
optimalumo kriterijaus matematiné-mechaniné interpretacija yra jungiamoji abiejy uzdaviniy
grandis (Atkocitunas et al. 2004).

Antrajame skyriuje medziaga iSdéstyta taip: 2.2 poskyryje aptariamas plokstés
diskretinis modelis (tiek apvalioms, tiek staciakampéms ploks§téms). 2.3 poskyris skirtas
plokstés analizés uzdavinio matematinio modelio sudarymui vienkartés apkrovos atveju. Cia
nagrinéjamos liekamyjy irazy ir poslinkiy infliuentinés matricos G ir H . 2.4 poskyryje
sudaromas vienkartés apkrovos optimizavimo uzdavinio matematinis modelis, o 2.5
poskyryje — optimizuojama kintama-kartotiné apkrova. Pastaruoju atveju iSsamiau
aptariamos standumo salygos, kurios yra Zymiai sudétingiau realizuojamos lyginant su
vienkarte apkrova. Siame darbe pasirinktos kiek supaprastintos standumo salygos esant

prisitaikomumo biiviui. Skyrius baigiamas iSvadomis.

2.2. Diskretinés plokstés lygtys ir priklausomybés

Pradzioje aptariamos staciakampés plokstés. Plokstés diskretinis modelis gaunamas
suskaidZius ja | s baigtiniy elementy, kuriy kiekviename i$skiriame po s, mazginiy tasky.
Tokiu biidu bendras plokstés diskretinio modelio skaiiuojamuyjuy pjuviy skaicius yra

g=s-5,.
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Mazginiuose taSkuose ateityje bus tikrinamos takumo salygos. Diskretinio modelio

Tegul plokstés pusiausvyry baigtiniy elementy diskretinio modelio laisvés laipsnis yra

m . Atsizvelgiant | krastines salygas diskretinio modelio pusiausvyros lygtys bendru pavidalu

uzrasomos:
> A,M,=F arba AM=F, @.1)
k=1
k=1,2,..,s5;, keK.
Pusiausvyros lyg¢iy koeficienty matrica A yra (mxn) eilés; ¢ia n — bendras irazy

vektoriaus M komponenty skaicius.
Geometrinés lygtys:

atskiram baigtiniam elementui

A u—DM, =0, (2.2)
visai diskretinei sistemai

A'u-DM=0, (2.3)

Cia D — (nxn) eilés kvazidiagonaling plokités elementy pasiduodamumy D ‘
matrica; u = [ul, Uy e um]T — poslinkiy vektorius.

Hubero-Mizeso netiesiné takumo salyga staciakampei plokstei yra:
MZ=M, M, +M},+3M}, <M .

Cia M,,, M,, — plokstés lenkimo momentai, M,, — sukimo momentas. Si salyga tikriname

kiekviename skai¢iuojamajame plokstés pjuvyje (kiekviename baigtinio elemento mazge):
(P/d:Ck—MkTIHklelZOa CkzMgk’ (2.4)
k=1,2,..,s [=1,2,.,5,.
Cia M or — skaiCiuojamojo pjuvio ribinis momentas, jis laikomas pastovus elemento ribose.

% e . " . 1 "
Siame darbe nagrinéjamos metalinés iStisinio skerspjuvio plokstés, kurios M= 2 o, h, &ia
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h — plokstés storis

staciakampei plokstei yra

o, — takumo riba tempimo metu. Takumo salygos (2.4) matrica 11,

~05 0
1, 1 0l
0 3

1

=/-0,5
0

Staciakampei plokstei Mizeso takumo salyga (2.4) pavaizduota 2.1 pav

&
'ES

(AL

. ‘r.-
a4 8, :;{,

70,9, gie‘e.f_jll Vi
&F

r:, A, f

2.1 pav. Mizeso takumo sqlyga staciakampés plokstés pjiviui
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2.2 pav. Treska takumo sqlyga staciakampés plokstés pjiviui

Sprendziant plokstés analizés uzdavinius patogu iSskirti tampraus plokstés skaiciavimo
momentus M, ir saupusiausvyrus liekamuosius momentus M,. Takumo salygose (2.4)

tamprumo momentai M, ieina | suminiy momenty vektoriy M, sudéti:

M, = Me,kl +Mr,kl > (2.5)

Visos plokstés diskretiniam modeliui M,=aF, a — tampraus plokStés skai¢iavimo
momenty infliuentiné matrica. Tampraus skai¢iavimo momentai M, gali buti skaiiuojami ir
kitais metodais, nenaudojant infliuentinés matricos a

Plastiniy deformaciju vektoriaus @, = (QP_ k,)T komponentai yra skai¢iuojami pagal

formule:
e [V¢kl (Me,kl+Mr,kl):|Tﬂ’k17 (2.6)
A 20, (2.7)
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k=1,2,..,s [=1,2,.,5,.

Cia A,, — plastiniy daugikliy vektorius; V@ — visos plokstés diskretinio modelio takumo

salygu gradienty matrica. Jos struktiira yra:

Vo] = {M},

aj‘lr,kl

e

oM

rl

S

aMrZ

Vol = (2.8)

oM,

e

Tuomet vektoriaus 4 struktira yra:

T
PN PRV i L (2.9)

Tuo biidu aptartos staciakampés plokstés, patyrusios plastines deformacijas, diskretinio
modelio pagrindinés lygtys ir priklausomybés. Svarbiu etapu ¢ia yra pusiausvyros lygéiuy
koeficienty matricos 4 sudarymas pusiausvyrais baigtiniais elementais. Cia pasinaudojama
Galagerio vadovéliu (Gallagher 1984), kuriame sukurta tokiy elementy taikymo metodika ir
praktine pusiausvyry baigtiniy elementy (BE) skai¢iavimo programa SM3 (autorius prof.
S.Kalanta) (Kalanta 2007). ISsamiau apie tai kalbésime véliau, nagrinédami apvalios
diskretinés plokstés priklausomybes.

Magistriniame darbe skaitiniai pavyzdziai siejami su apvaliomis plokstémis. Todél ju
diskretizacija nagrinéjama iSsamiau (2.3 pav.). Elemento £ (k=1, 2,..., s; k€K)) su trimis
mazginiais  taSkais [=1,2,3 (l eL) momenty  vektorius M, =(M ok Mg,
Mp,k2’M9,k2’Mp,k3’M0,k3 )Tz(MklaMkvam)T- Cia Mkl:(Mp,kl’MH,kl )T >
indeksai p ir @ zymi radialinius ir ziedinius momentus, teigiamos ju kryptys parodytos 2.4

pav.

28



irrrr1t1r1r1rrTErPYTREETrEYL

2.3 pav. Apvalios plokstés diskretinis modelis

-
F-
.

2.4b pav. Plokstés Ziedinio baigtinio elemento pagrindiniai mazgai



Lenkiamyjy momenty aproksimacijos funkcijos yra tokios:

Mk(p):Nk(p)Mk' (2.10)
Cia N,(p) — k-jo elemento irazy aproksimacijos matrica. N, (p)= {Mp (p).M, (p)}T
Funkcijos (2.10) tokios, kad plokstés elemento pusiausvyros lygtis
d
2P, (P) =M, (p)=-0p 2.11)

néra tapaciai tenkinama. Todél diskretinio modelio pusiausvyra yra uZtikrinama plokstés
elementams ir ties pagrindiniais mazgais. Algebriné baigtinio elemento pusiausvyros lygtis

yra:
A (p)M, =q,(p). (2.12)

Cia 4,(p) =« N, (p). Toliau nagrinéjamas atvejis, kai ¢, (p)=gq,. Atskiri elementai {
sistema jungiami, raSant pusiausvyros lygtis abiem pagrindiniams mazgams (tai 1 ir 3 mazgai

(2.4 pav.)). Taip uztikrinamas radialiniy momenty M , ir skersiniy jéegy O, tolydinumas.

Atsizvelgus ir { kraStines salygas, plokStés m pusiausvyros lyg€iy sistema uzraSoma tokiu pat

pavidalu kaip ir statiakampés plokstes atveju:

AM=F arba Y A, M,=F . (2.13)

k=1

Plokstes diskretinio modelio geometrinés lygtys gaunamos, panaudojus itempiy

galimyjy poky¢iy principa:

OF u =i [om] (p) M, (p)da. (2.14)

kzlAk

Pasitelkus priklausomybes M, (p) =[N . (p)]M , 1r lygtis iAkM ,=F , gaunama lygybe:
k=1

> 6M[ Al u=> MDD M,. (2.15)
k=1 k=1
Cia k -jo elemento pasiduodamumo matrica D , skaiCiuojama pagal formule:

D, =[N, (p)]" [N, (p))da. (2.16)

Taip gaunamos geometrinés lygtys paskiram baigtiniam elementui
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Alu-DM, =0, kek (2.17)
ir visam plokstés diskretiniam modeliui
A'u-DM=0. (2.18)

Cia D — kvazidiagonaliné visy baigtiniy elementy pasiduodamumy matrica (Kalanta (rusu k.)
1995). Poslinkiy vektoriaus # komponenty fizing prasm¢ lemia pusiausvyros lygciu
AM =F sudarymo tvarka. Pusiausviri baigtiniai elementai vienkartés apkrovos atvejui

tamprios plastinés plokstés analizei, esant tiesinéms takumo salygoms naudoti ir darbe (Save
et al. 1997).

Apvalios plokstés atveju Mizeso takumo salyga (2.6 pav.) uZzrasoma taip:

M?-M,M,+M,; <M;. (2.19)
Panaudojus matrica:
a,=| b9 (2.20)
“l-os 1 | '

takumo salyga (2.19) kiekvieno elemento k& mazginiame taske / jgauna pavidala, analogiska

(2.4):

Q=M —M I, M, >0.
Cia M, = (Mp,kl,Me’k, )T . Kartais naudosime pazymejima

fkl(Me,kl+Mr,kl)=Ml§Hklel' (2.21)

2.3. Plokstés analizés uZdavinys (vienkarté apkrova)

Inzinerijos praktikoje daznai reikia Zinoti plokstés, patyrusios plastini deformavima,
bet nepasiekusios plastinio suirimo, jtempiy ir deformaciju buvi, kai zinomi plokstés
geometrija, ribiniai momentai M ,ir apkrova F. Toks statybinés mechanikos uzdavinys
paprastai vadinamas analizés uzdaviniu (Dunne and Petrinic 2005; Koji¢ and Bathe 2005;
Stein et al. 1993; Cyras 1983). Sprendziant toki uzdavini nustatomas vien konstrukcijos
itempiy ir deformacijy biivis, t.y. konstrukcija analizuojama mechaniniu poziiiriu: lyginant su
eksploatacijos reikalavimais, galima jsitikinti ar konstrukcija yra pakankamai stipri, standi ir

stabili.
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Matematiniai modeliai. Pasitelkus papildomos deformavimo energijos minimumo
principa sudaromas lenkiamosios plokstés analizés uZzdavinio statinés formuluotés
matematinis modelis:

i§ visy statiskai leistiny liekamyjy momenty pasiskirstymy prisitaikiusioje plokstéje
tikrasis yra tas, kuriam esant papildoma energija minimali.

Netiesinéms Mizeso takumo salygoms atitinka toks ekstreminis uzdavinys:

rasti
min %ZM; DM, (2.22)
k=1
esant salygoms
YA, M, =0, (2.23)
k=1
=M, ), )2
ou=M;,-M,,+M, ) 1, M, +M, )20, (2.24)
keK,leL.

Cia M, , yra ploksStés k-jo baigtinio elemento lickamuyju momenty reikSmés visuose jo
mazginiuose taSkuose.

Analizés uzdavinio matematinis modelis (2.22) — (2.24) tinka tiek staciakampei, tiek
apvaliai ploksStei (skiriasi tik matricos 4 ir II). Zinomais dydziais ¢ia yra plokstés
elementy ribiniai momentai M, ir apkrova F, t.y. tampraus skai¢iavimo momentai M.
ISsprendus analizés uzdavinio stating formuluotg, randami liekamieji plokStés momentai
M . Dualaus uzdavinio sprendimu nustatomi plokstes liekamieji ilinkiai @, ir plastinés
deformacijas @,. Todé¢l duali formuluoté kartais vadinama tiesiog ,kinematine®. Mizeso

takumo salygu atveju (2.6 pav.) gaunama tokia analizés uzdavinio kinematiné formuluoté
(Atkogitinas 1995; Cyras et al. 2004):

rasti
s {3 30D, o (ot 3, ot 27 01,01, ] 225)
k
esant salygoms
DM, +[VoM,+M,)|"2—A4"u, =0, (2.26)

i20, keK. (2.27)

32



fM, +M,)=[r(M,+M )M, +M,), (2.28)

I', II yra kvazidiagonalinés matricos.

Uzdavinys (2.25) — (2.27) (pakeitus tikslo funkcijos Zenkla prieSingu) atitinka toki
energijos principa: i§ visy kinematikai leistiny liekamyjy poslinkiy vektoriy wu, tikrasis
atitinka pilnutinés potencinés energijos minimumq.

Optimalus uzdavinio (2.25) — (2.27) sprendinys yra momentai M, {linkiai . ir

plastiniai daugikliai 4. Plastinio deformavimo proceso metu iSsklaidoma energija:
D,.=4"M,. (2.29)

Plokstés tikrosios lickamosios deformacijos @, =DM +@, (deformacijos O,

apskaiciuotos pagal formules (2.6), (2.7).

Apkrovos optimizavimo uzdaviniy (ju problematikai ir skirtas Sis magistrinis darbas)
matematiniy modeliy sprendimo algoritmai remiasi kompleksiskai taikant Mizeso ir Treska
takumo salygas. Todél analizés uzdavinius (2.22) — (2.24) ir (2.25) — (2.27) uzraSysime ir
tiesiniy 7Treska takumo salygu (2.5 pav.) atveju.

Statiné analizés uzdavinio formuluoté:

rasti
min %ZM,,T’ DM, (2.30)
esant salygoms
iAkMr,k=05 (2.31)
k=1
0,=C,—®,(M,,+M ,)>0, keK, IeL. (2.32)

[ vektoriy C,, sujungiami ribiniai momentai. Matematinio modelio (2.30) — (2.32) tiesiniy

Treska takumo salygy matrica @,, yra tokia (zr. 2.5 pav.):
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1
I -1
@, = : (2.33)
-1 1
-1
- - 1_
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2.6 pav. von Mizeso takumo sqlygos apvaliai plokstei

Uzdavinys (2.30) — (2.32) yra kvadratinio matematinio programavimo problema, jo
optimalus sprendinys yra M . Jeigu apvalios plokstés baigtiniame elemente yra 3 mazginiai

taskai (i§ viso ju ), tai vektorius M buty:
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* * * * * * * *
Mr = [M)',ll Mr,12 Mr,13 Mr,Zl Mr,22 Mr,23 o M

r,s3

(2.34)

Tiesiniy takumo salygu atveju gaunama tokia analizés uzdavinio kinematiné formuluoté:

rasti
1
max {_E ZMszkM,,k—zlkT;(Ck;—%Mr,kt)}’ (2.35)
k k,l
esant salygoms
DM, +®' 5 —ATu =0, (2.36)
420, kekK. (2.37)

Cia (2.36), (2.37) — geometrinés lygtys O, —A'u, =0, 0,=10,,|; ©,,=®) 1, -
plastinés deformacijos; @, =DM, +@ ,— lickamosios deformacijos. Optimalus uzdavinio
(2.35) — (2.37) sprendinys yra M, u’, A".

Liekamuyjy {linkiy ir momenty infliuentinés matricos. Jeigu analizés uzdavinio
statinés (2.22) — (2.24) ir kinematinés (2.25) — (2.27) formuluociy sprendinys néra Zinomas, ji

galima rasti i§ netiesiniy lygciy sistemos

AM, =0, (2.38)

ou=M:—(M, ,+M, ) 1, (M, ,+M, ,)>0, (2.39)
DM, +[Vo(M,+M,)|" 2-A"u, =0, (2.40)
AC—f(M,+M,)]=0, 220, keK, IcL. (2.41)

sprendimo. Sia sistema sudaro statinés formuluotés uzdavinio (2.22) — (2.24) apribojimai

(2.38), (2.39) ir Kuno ir Takerio salygos (Bazaraa et al. 2004; Atkocitinas 1996) (2.40),

(2.41). Kai zinomos plastinés deformacijos Q;, 1§ sistemos
AM =0, (2.42)

* * T _=*
DM +0,-Au, =0, (2.43)

galima rasti tikrasias lickamyjy momenty M, poslinkiy u reik§mes. I§ geometriniy lygéiy
(2.43) iSreiskiami M :

* -1 T * -1 *
M =D"'A'u;-D"'0;, (2.44)
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iraSant juos i pusiausvyros lygtis
AD'A"u’ —AD"@; =0. (2.45)
Pagal (2.45) formulg gaunama
u=(4Dp'4")' aD"0; =[plaD 'O, =a" @ =HO,.  (2.46)
Cia H- lieckamuyjy poslinkiy infliuentiné matrica, susiejanti lickamuosius poslinkius #, su
zinomomis plastinémis deformacijomis @;. [rasius (2.46) i formulg (2.44), gaunamas tikrasis

lieckamyjy plokstés momenty vektorius M :
M =D'A" (4D 4" ) AD"O, -D"O -
-1 4T -1 47 Y! -1 “1|lp* _ o
=[D A" (4D A" ) 4D - D J@sz@p. (2.47)

Matrica G yra ,,iSsigimusi‘, t.y. neegzistuoja jos atvirkstin¢ matrica. Pagal formules (2.47) ir
(2.46) suskaiCiuoti vektoriai M ir u, visiSkai sutampa su momentais ir poslinkiais,
gaunamais atskiry matematinio programavimo uzdaviniy (2.22) — (2.24) ir (2.25) — (2.27)
sprendimu. Tik biitina nepamirsti, kad tikrosios plastinés deformacijos @, turi biiti zinomos.
Priesingu atveju @', M., u. gali buti nustatomi tik netiesiniy lygéiy sistemos (2.38) —
(2.41) sprendimu.

Sistema (2.38) — (2.41) tiesiniy takumo sqlygy atveju jgauna pavidala:

AM =0, (2.48)
9u=Cu—@, (M, +M, )20, (2.49)

DM, +®"i-A"u =0, (2.50)
A[C-f(M,+M,)]=0, 220, keK, IeL. (2.51)

Tuomet pagal formules (2.46), (2.47) gauname:
w=H® 2’=HN, M'=Gd'1'=G 1. (2.52)

Nesunku pastebéti, kad tiesiniu takumo salygu atveju poslinkiy ir liekamyju irazy
infliuentinés matricos H ir G' nepriklauso nuo jrazy M . Tai turi svarbia reikSmg, sudarant

apkrovos uzdaviniy matematinius modelius: pradzioje taikomos Treska takumo salygos, ir tik

baigiamajame uzdavinio sprendimo etape — Mizeso.
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2.4. Vienkartés apkrovos optimizavimo uZdavinio matematinis modelis

Pradzioje sudaromas apkrovos optimizavimo uZzdavinio matematinis modelis, kai

takumo salygos yra netiesinés (Mizeso salygos):

rasti
max T'F, (2.53)
esant salygoms
min %M,TDM,, (2.54)
AM, =0, (2.55)
=M, ), ( )2
¢kl - MO,kl - Me,kl +Mr, ki Hkl Me,kl +Mr, k)] — O’ (256)
M,=0aF, (2.57)
ur,min < E@p < ur,max ’ (258)
T
0,-0,,), 0,-[Vo(M,+M)) 4, i>0, (2.59)
F2>0. (2.60)

Cia T — apkrovos optimalumo kriterijaus svorio koeficienty vektorius. Uzdavinyje (2.53) —
(2.59) ieskomaisiais yra F*, M’ ir A*. Zinomais dydziais yra plokstés diskretinio modelio
ribinis momentas M. Tokia apkrovos optimizavimo uzdavinio matematinio modelio

struktiira lemia keletas aplinkybiy. Jeigu nebuty taikomos standumo salygos (2.58),
matematinis modelis (2.53) — (2.57) atitikty plastinio suirimo atveji. Tuomet nebiitina sprgsti
analizés uzdavinij (2.54) — (2.57). Uztekty iSspresti ribin€s pusiausvyros uzdavini:

rasti
max T'F, (2.61)

esant salygoms

AM, =0, (2.62)

Pu=M (M, +M, ) 1T, (M, ,+ M, )20, keK, leL,(2.63)

M,=aF, F2=0. (2.64)

Tuo tarpu nagrin¢jamasis uzdavinys (2.53) — (2.60), kuriame atsizvelgiama i standumo salyga
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ur,min < ng < ur,max

néra klasikinis matematinio programavimo uzdavinys. Kadangi konstrukcijuy skai¢iavimo

normose ribojami suminiai ilinkiai, tai salygas (2.58) nesudétinga perraSyti pavidalu:
u, <PpF+HO, <u, . (2.65)

Cia p— tampraus skai¢iavimo poslinkiy infliuentiné matrica. Taigi, { standumo salygas
(2.58) arba (2.65) (kai ribojami suminiai poslinkiai, 0o ju norminés kitimo ribos yra

umin U

max

) ieina plastinés deformacijos @,. Netiesiniy takumo salygy atveju plastines

deformacijos
Qp,kl = [V(Dkl (Me,kl +M, )]T 2y

priklauso nuo lickamyjy momenty M (tam tikra prasme ir nuo F, nes | plastiniy

deformacijy iSraiska jeina ir takumo momentai M).

Matematinis modelis (2.53) — (2.60) yra sunkiai algoritmizuojamas, nes tik i§sprendus
uzdavini (2.54) — (2.57) galima nustatyti vektoriy 4 ir tik tuomet patikslinti standumo
salygas-apribojimus (2.58). Tai matyti ir pagal darbo (AtkocCitnas et al. 2007) rezultatus,
kuriame uzdavinio (2.53) — (2.60) sprendimas pakeistas trijy etapy realizavimo procedira.

Siame magistriniame darbe numatomas i§ esmés naujas sprendimo algoritmas (jam
bus skirtas ketvirtas skyrius). Sis algoritmas pagristas tiesiniy takumo salygu panaudojimu.
Gavus optimaly uzdavinio sprendini, paskutiniame etape vél pasitelkiamos netiesinés Mizeso
takumo salygos (laikant, kad poslinkiy infliuentiné matrica H zinoma). Taigi sudaromas

naujas apkrovos optimizavimo uzdavinio matematinis modelis, esant tiesinéms takumo

salygoms:
rasti

max T'F, (2.66)

esant salygoms
9, =Cy—®,(M,,+G2)>0, (2.67)
ilc,-e, (M, ,+62)=0, (2.68)
2,20, 2=(2,)", (2.69)
u, <pF+HAi<u_,_ . (2.70)
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Matematiniame modelyje neZinomaisiais yra apkrovos ir plastiniy daugikliy vektoriai,
o pats optimalus sprendinys zymimas F* ir A". Tuo tarpu Zinomas yra plokstés ribinis
lenkimo momentas M. Uzdavinys (2.66) — (2.70) néra iSkilo matematinio programavimo

problema. Todél jam sprgsti Siame magistriniame darbe ir kuriamas specialus iteracinis

algoritmas.

2.5. Kintamos-kartotinés apkrovos optimizavimas

Magistrinio darbo, skirto tampriy ploks¢iy apkrovos optimizavimui, tyrimy
iSbaigtumas reikalauja trumpai aptarti ir kintamos-kartotinés apkrovos optimizavimo
uzdavinio aspektus, palyginti vienkartés ir kintamos-kartotinés apkrovos maksimizavimo
uzdaviniy matematinius modelius (Atkocitinas 1999; Atkocitinas (rusy k.) 1994).

Kintama-kartotiné apkrova  F(f) charakterizuojama savo kitimo ribomis:

F, <F(t)<F,

i S wp - Lamprios irazos (jos kinta laike #) tuomet iSreiSkiamos taip:

Mkl(t) :Me.kl(t)+Mr,kl’ (2.71)

Atsizvelgdami | galima kintamos-kartotinés apkrovos kombinaciju skai¢iy p

(j=1,2,..., p; jeJ),(2.71) salygas galime perrasyti taip:
M, =M, +M,,kekK, leL, jeJ. (2.72)

Suminiai plokstés poslinkiai (dazniausiai tai yra ilinkiai) kintamos kartotinés apkrovos atveju

skaiCiuojami pagal formules
u(t)=u,(t)+u, ()=pF()+HO,t). (2.73)

Tamprus ekstreminiai poslinkiai z u,,, gali buti nustatyti pagal formules

e,sup >

ue,sup :ﬂsup Fsup + ﬂinf En/‘ H (274)
ue,inf :ﬂsup Enf + ﬂinf Fsup . (275)
Cia B, B,, — matricos, gaunamos poslinkiy infliuentinés matricos g, laikantis

reikalavimo, kad g,20 (p=8,,+p,,). Lickamieji poslinkiai u, (t) priklauso nuo
apkrovimo istorijos, t.y. plastinio deformavimo istorijos @, (t) Stai kodél uzrasomos

nepriklausancios nuo laiko poslinkiy ribos:
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sup = ue,mp + ur,sup > (276)
uirgf = ue,inf + ur,irgf . (2.77)

Liekamyju poslinkiy kitimo ribos u, ., u, ,, yra tokios, kad
ur,i”!f S ur (t) < ur,sup N (2~78)

Tuomet galima sudaryti kintamos-kartotinés apkrovos optimizavimo uzdavinio

matematinj modelj tiesiniy takumo salygu atveju:

rasti

max (I, F,, +TLF,). (2.79)

esant salygoms
9u=Cy—®,M,,,+G2)>0, (2.80)
i le,-o,M,,,+Gi)|=0, (2.81)
Ay, 20,2=2,,, keK, leL, (2.82)
Wiy SUL e U s (2.83)
Uy T Uy S Uy (2.84)

Pagrindinis skirtumas tarp vienkartés apkrovos optimizavimo uzdavinio matematinio modelio
(2.66) — (2.70) ir ka tik sudaryto kintamos-kartotinés apkrovos optimizavimo uzdavinio
matematinio modelio (2.79) — (2.84) — sudarant standumo salygas. Standumo salygos (2.83),
(2.84) reikalauja papildomo tiesinio programavimo uzdavinio sprendimo (Atkocitinas et al.

2004).

2.6. Antrojo skyriaus rezultatai ir i§vados

1. ISnagrinétos lenkiamosios plokstes diskretinio modelio pusiausvyros ir geometrinés
lygtys. Diskretizacijai pasitelkti pusiausviri baigtiniai elementai.

2. Netiesinés Hubero-Mizeso takumo salygos tiesinamos apvalioms lenkiamoms
plokstéms (skaitiniame eksperimente jos bus pagrindinis tyrimo objektas).

3. Sudaryti tampriai plastinés plokstés analizés uzdavinio matematiniai modeliai esant
netiesinéms ir tiesinéms (tiesioginis magistrinio darbo tyrimo objektas) salygoms.

4. Sudarant liekamyjy poslinkiy ir momenty infliuentines matricas parodyta galimybé

taikyti matematinio programavimo Kuno ir Takerio salygas.
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Sudarytas patikslintas vienkartés apkrovos optimizavimo uzdavinio matematinis

modelis. Atlikta jo analizé.

Parodyta, kad kintamos-kartotinés apkrovos optimizavimo uzdavinio matematinis

modelis néra klasikinio matematinio programavimo uzdavinys.
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3. APVALIOS PLOKSTES RIBINES PUSIAUSVYROS UZDAVINYS

3.1. Bendros pastabos

Pagrindinis baigiamojo magistro darbo tikslas, kaip nurodyta darbo ivade, yra
tampriai plastinés lenkiamosios plokstés apkrovos optimizavimo, esant stiprumo ir standumo
apribojimams, patobulintos metodikos sukiirimas. Pasitelkiamos tiesinés Treska ir netiesinés
von Mizeso takumo salygos. Apie sitloma sprendimo algoritma bus iSsamiau kalbama 4
skyriuje. Siame skyriuje, kuris tam tikra prasme yra parengiamasis ketvirtajam, nagrinéjami
mokslo literatiiroje zinomi uzdaviniai: plokstés ribinés pusiausvyros ir analizés uzdaviniai
(Cohn and Maier 1978, Cyras 1983; Karkauskas et al. 1995; Cyras et al. 2004). Tacdiau
magistrinio darbo autorius turi biiti juos giliai isisavings, pagaliau analizés uzdavinio
rezultatai leidzia nustatyti ikisuiriminés stadijos ilinkius. Visa tai turi tiesioging itaka
ketvirtame skyriuje sitilomo algoritmo strukttrai. Pagaliau darbo autorius turéjo gera proga
isisavinti darbo Matlab aplinkoje ypatumus, pasinaudoti kity autoriy sukurta netiesiniy
uzdaviniy sprendimo programa SM4 (Karkauskas er al. 1995). Programa SM4 skiriama
vienodo storio tampriyju plastiSkujuy lenkiamuju ploksciy ir 1éksty sferiniy kevaly, veikiamy
vienkartinés apkrovos, ribinés pusiausvyros, analizés ir statybinés mechanikos optimizacijos
uzdaviniams sprgsti. Daromos lenkiamyju ploksciy techniSkosios skai¢iavimo teorijos
salygojamos prielaidos. Visiems nagrin¢jamiems uzdaviniams naudojamas idealiai tampraus
plastisko izotropinio kiino fizinis modelis. [razy leistinumo salyga yra Hubero-Mizeso
plastiSkumo kriterijus. Pagal programa SM4 galima sprgsti tik geometrinio tiesiSkumo
uzdavinius. Diskretizacijai galima naudoti pusiausviry baigtiniy elementy (PBE) arba

baigtiniy skirtumy (BS) metodus.
3.2. Ribinés apkrovos nustatymo skaitinis eksperimentas

3.2.1. PlokStés diskretizacija ir matematiniai modeliai

Reikia apskaiciuoti iSoriniu kontiiru lankstais atremtos standziai plastinés spindulio R
apvalios plokstés, apkrautos simetriSkai paskirstytu vienodo intensyvumo kriiviu p (3.1 pav.),
ribing apkrova p,. PlokStés medZiaga izotropiné, jai galioja Treska takumo salyga. Lenkimo
ribinis momentas M, = const ir zinomas. Diskretizacijai naudojamas pusiausviry baigtiniy

elementy metodas. Iliustracijai diskretizacijai naudojami tik du baigtiniai elementai.
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1
B

3.1 pav. Simetriskai apkrauta apvali ploksté

Skaiciuojant apvalias plokstes, patogu naudoti poling koordinaciy sistema, kurioje
kiekvieno tasko padétis nusakoma spinduliu » ir kampine koordinate @. Ploksté deformuojasi
simetriSkai, kiekvienas radialinis jos pjuvis yra simetrinis, todél taikoma, jog veikia tik
radialinis M, Ziedinis M , momentai bei skersiné jéga Q. (3.2 pav.). Visi Sie dydZiai, kaip
ir plokstés ilinkiai w, yra koordinatés r funkcijos. Plokstés vidurinio pavirSiaus lygtis yra
w=w (r)

Skai¢iuojant  apvalias standzias plonas plokstes laikomasi techninés ploksciy

skaic¢iavimo teorijos prielaidy. Viena i§ $iy prielaidy teigia, kad plokstés storis 4 turi biti

mazas, palyginti su jos skersmeniu d (2R), o ilinkis ribojamas nelygybe w < — 4.

DN | —

3.2 pav. [rqzy paskirstymas radialiniame apvalios plokstés pjivyje

Pusiausvyros lyg¢iu koeficienty matrica 4 yra sudaroma, pasitelkus pusiausvirus

baigtinius elementus ir programa SM3 (Karkauskas et al. 1995) testinio pavyzdzio (232 psl.)
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ir yra parodyta 3.1 lentel¢je. Ribinés apkrovos skaic¢iavimas buvo atliktas pagal toki

matematinj modelj:
rasti
max F, 3.1
esant salygoms
AS —nF =0, i=1,2,.,s. (3.2)
DS<S, (3.3)

Diskretinis modelis parodytas 3.3 pav. Kad skai¢iavimas biity paprastesnis, ploksté

suskaidyta tik { du baigtinius elementus (3.3 pav.).

iy

3.3 pav. Apvalios plokstés suskaidymas { BE

Bendras skaiciuojamyju pjuviy skaiCius lygus 6 (kiekviename elemente po tris (3.4 pav.)).

i |

3.4 pav. Apvalios plokstés dviejy elementy skaiciuojamieji pjiviai

Itempimy bivis skai¢iuojamajame pjiivyje i apibtidinamas dvimaciu irazy vektoriumi
S, E{M i My, }T; ¢ia lenkimo radialinis momentas pazymétas indeksu p, Ziedinis

momentas — indeksu @. Siy momenty teigiamos kryptys pavaizduotos 3.2 paveiksle. Visos
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plokstés baigtiniy elementy diskretinio modelio itempimu biivi apibudina 12-matis irazy

vektorius:

SE{Mp,l MH,I Mp,2 MH,2 Mp,3 MH,S
Mp,4 M6,4 Mp,S M&,S Mp,6 M€,6}T

3.1 lentelé. Testinio pavyzdzio pusiausvyros lygciy koeficienty matrica A

hlp 1 K] hip,2 hia 2 hlp,3 hia3 hlp & hia 4 hip.5 hia 5 hlp B e &

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
£.2832 | 62832 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
b,2832 5236 0 41888 | 62832 | 10472 0 0 0 0 0 0
52832 | 10472 | 25133 | -4.1888 | -1885 5,236 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 -3,1416 0 3,1416 0 0 0 0 0
b,2832 0 -25,133 0 25133 | 62832 | 12566 56,2832 | -25133 0 b,2832 0

0 0 0 0 0 0 -6,2832 5,236 25133 4,1888 -18.85 1,0472

0 0 0 il 0 0 1885 | 10472 | 0265 | -4.1888 | -31 416 5,236

0 0 0 il 0 0 0 il il 0 -5 ,2832 0

3.2.2. Sprendimas Matlab aplinkoje

Bendruoju atveju Matlab programinis paketas sprendzia labai daug matematinio
programavimo problemu. Apvalios plokstés, iSoriniu kontiiru lanksciai atremtos, simetriskai
apkrautos vienodo intensyvumo kriviu p skaifiavimui Matlab programa bus panaudota
paprogram¢ Linprog. Linprog paprogramé sprendzia linijinio programavimo problema,

kurios matematinis modelis atrodo taip:

rasti
min f'x, (3.4)
esant salygoms
A4, x=b,, (3.5)
A4, x<b,,. (3.6)

Arba pertvarkant apvaliai lenkiamajai plokstei (kur naudojamos Treska takumo salygos):

rasti
min F', (3.7)
esant salygoms
AS —npF =0, (3.9)
DS<S,. (3.9)
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Nagringjamoje plokstéje pagrindiné irgza yra lenkimo momentas, todél ir uzdavinio stiprumo
salygos turi iSreiksti reikalavima, kad absoliutiné lenkimo momento reik§mé nevirSyty
ploksteés ribinés irazos lenkimui.

Kadangi programa sprendzia minimizacijos problema, yra pertvarkomas pats

matematinis modelis (3.7) — (3.9):

rasti
min (- F), (3.10)
esant salygoms
AS —nF =0, (3.11)
-DS=S,. (3.12)

Yra naudojamos Treska takumo salygos (pagal 2.5 pav.):

& = : (3.13)

Matematinis modelis (3.10) — (3.12) matricinéje-operatorin¢je formoje yra parodytas 3.2

lentel¢je, konkrecia skaitine iSraiSka — 3.3 lentel¢je.
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3.2 lentelé. Testinio pavyzdZio matematinis modelis — matriciné-operatoriné forma

Taskas 1

Taskas 2

Taskas 3

Taskas 4

Taskas 5

Taskas 6

Zenklas

Reiksmé

Il

]

Ivlp

=]

Ivlp

]

Il

]

Ivlp

=]

Ivlp

]

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

==

PAAL,

W

W

W

W

W
W

W

W

W

W

Wy
WY

W

W

W

W

W

W

W

W

WY

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

W

Wy
Y

W
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3.3 lentelé. Testinio pavyzdzio matematinis modelis — skaitiné forma

Taskas 1 Taskas 2 Taskas 3 Taskas 4 Taskas 5 Taskas 6 n Zenklas | Reikimé
Ivlp Ivia Ivlp Ivia Ivlp Ivla Ml L] Il L] Ilp (1] q
L L L L L L L L L L L L L
I = [Fes

-6,2832 52832 = u]

52832 -5,236 4,1885 -6,2832 1.0472 -0,2618 = o

-6,2832 -1.,0472 25,133 -4,185858 -18,85 5,236 -0,5236 = u]

-3.1416 31416 = u]

G ,2832 -25,133 25,133 -6,25832 12 566 52832 -25.133 G 2832 = o

-6, 25832 -5,236 25,133 4.1885 -18.85 1.0472 -1.0472 = u]

-18 .85 -1.0472 50,265 -4.1883 -31 416 5,236 -1.309 = a

-6 2832 = u]

1 a == 1

-1 a == 1

u] 1 == 1

u] -1 == 1

1 -1 == 1

-1 1 == 1

1 a == 1

-1 a == 1

a 1 == 1

a -1 == 1

1 -1 == 1

-1 1 == 1

1 a == 1

-1 a == 1

a 1 == 1

a -1 == 1

1 -1 == 1

-1 1 == 1

1 a == 1

-1 a == 1

a 1 == 1

a -1 == 1

1 -1 == 1

-1 1 == 1

1 a == 1

-1 a == 1

a 1 == 1

a -1 == 1

1 -1 == 1

-1 1 == 1

1 o == 1

-1 u] == 1

o 1 == 1

u] -1 == 1

1 -1 == 1

-1 1 == 1
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Matlab programos vykdomoje byloje visos nagrinéjamos plokstes (esant Treska

takumo salygoms) apkrovos optimizacijos uzdavini atitinka toks tekstas:

5> Apvalios lenkiamos plokStés pusiausvyros lygc¢iu koeficienty matrica
A=zeros (8,12);
A(l,1)=-6.2832; A(2,1)=6.2832; A(3,1)=-6.2832; A(5,1)=6.2832; A(1l,2)=6.2832;
A(2,2)=-5.236; A(3,2)=-1.0472; A(3,3)=25.133; A(5,3)=-25.133; A(2,4)=4.1888;
A(3,4)=-4.1888; A(2,5)=-6.2832; A(3,5)=-18.85; A(4,5)=-3.1416; A(5,5)=25.133;
A(2,6)=1.0472; A(3,6)=5.236; A(5,6)=-6.2832; A(4,7)=3.1416; A(5,7)=12.566;
A(6,7)=-6.2832; A(7,7)=-18.85; A(5,8)=6.2832; A(6,8)=-5.236; A(7,8)=-1.0472;
A(5,9)=-25.133; A(6,9)=25.133; A(7,9)=50.265; A(6,10)=4.1888; A(7,10)=-4.1888;
A(5,11)=6.2832; (6 11)=-18.85; A(7,11)=-31.416; A(8,11)=-6.2832;
A(6,12)=1.0472;
A(7,12)=5.236
% Niu matrica
B=zeros(8,1);
B(2,1)=.2618; B(3,1)=.5236; B(6,1)=1.0472; B(7,1)=1.309
% Atskiro pjltvio Treska takumo salyga
Fil=zeros (6,2);
Fil(l,1)=1; Fil(2,1)=-1; Fil(3,2)=1; Fil (4, 2)=
Fil(5,1)=1; Fil(5,2)=-1; Fil(6,1)=-1; Fil(6,2)=
5 Visos plokStés Treska takumo salygos
Fi=zeros (36,12);
Fi(l:0,1:2)=Fil; Fi(7:12,3:4)=Fil; Fi1(13:18,5:6)=Fil; Fi(19:24,7:8)=Fil;
Fi(25:30,9:10)=Fil; Fi(31:36,11:12)=Fil
5 Vienetiné matrica
G=ones (36,1);
> Aeq matricos sudarymas
Aeg=zeros(8,13); Reqg(l:8,1:12)=A; RAeqg(l:8,13)=-B
% beq matricos sudarymas
beg=zeros (8,1)
> Ang matricos sudarymas
Ang=zeros (37,13); Ang(l1:36,1:12)=Fi; Ang(37,13)=-
> bng matricos sudarymas
bng=zeros (37,1); bng(l:36,1)=G

Tikslo funkcija (neigiamos apkrovos maksimizavimas)
=10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1]

Spausdinimo pasirinktis
[x,fval,exitflag]l=linprog(f, Ang, bng, Aeq, beq)

Rezultatai atrodo taip (atspausdinti tik radialiniy ir Ziediniy momenty reikSmes (zr. 3.5 ir 3.6

pav.), tikslo funkcijos rezultatas ir operatoriaus ,,exitflag* reikSme):

Optimization terminated.
x =

.0000
.0000
.9375
.0000
.7500
.0000
.7500
.0000
L4375
.9999
.0000
.0000
.9996

O OO0, OFORF ORF K

fval =
-5.999¢6

exitflag =
1
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Momenty rezultatai yra parodyti 3.5 paveiksle (radialiniai momentai M ) ir 3.6

paveiksle (Ziediniai momentai M ).

3.5 pav. Matlab programoje nustatyti radialiniai testinio uzdavinio momentai esant Treska

takumo sqlygoms

Mo

3.6 pav. Matlab programoje nustatyti Ziediniai testinio uzdavinio momentai esant Treska

takumo sqlygoms

Palyginant: tikslo funkcijos rezultatas, gautas programa SM4 (naudojant netiesinés
Mizeso takumo salygas) yra 6.42338 M R™>. Nagrinéjamo uzdavinio analitinis sprendinys
zinomas — 6.5 M R™.

Tuo tarpu suskaiCiavus apvalios plokstés apkrovos optimizavimo uzdavini su von

Mizeso takumo salygomis (programa Rozen arba SM4) atitinkamai gauti sekantys rezultatai:
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3.7 pav. Rozen programoje nustatyti radialiniai testinio uzdavinio momentai esant von Mizeso

takumo sqlygoms

........

3.8 pav. Rozen programoje nustatyti zZiediniai testinio uzdavinio momentai esant von Mizeso

takumo sqlygoms

Dualaus wuzdavinio sprendimui, pasinaudojus (3.4) — (3.6) figiiruojanCiomis

reikSmémis, galima uzraSyti toki matematini modelj:

rasti
min (b, u+b,, 2), (3.14)
esant salygoms
A;u+ALl=c, (3.15)
220. (3.16)

Tokiu biidu pasinaudojus anksc¢iau turétomis matricomis testinio pavyzdzio dualus uzdavinys

Matlab programos vykdomajame lange atrodys taip:

% Apvalios lenkiamosios plokStés pusiausvyros lygéiu koeficientuy matrica
A=zeros(8,12);
A(1,1)=-6.2832; A(2,1)=6.2832; A(3,1)=-6.2832; A(5,1)=6.2832; A(1,2)=6.2832;
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A(2,2)=-5.236; A(3,2)=-1.0472; A(3,3)=25.133; A(5,3)=-25.133; A(2,4)=4.1888;
A(3,4)=-4.1888; A(2,5)=-6.2832; A(3,5)=-18.85; A(4,5)=-3.1416; A(5,5)=25.133;
A(2,6)=1.0472; A(3,6)=5.236; A(5,6)=-6.2832; A(4,7)=3.1416; A(5,7)=12.566;
A(6,7)=-6.2832; A(7,7)=-18.85; A(5,8)=06.2832; A(6,8)=-5.236; A(7,8)=-1.0472;
A(5,9)=-25.133; A(6,9)=25.133; A(7,9)=50.265; A(6,10)=4.1888; A(7,10)=-4.188S;
A(5,11)=6.2832; A(6,11)=-18.85; A(7,11)=-31.416; A(8,11)=-6.2832; A(6,12)=1.0472;
A(7,12)=5.236;
B=zeros(8,1);
B(2,1)=.2618; B(3,1)=.5236; B(6,1)=1.0472; B(7,1)=1.309;
T=zeros(13,8);
T(1:12,1:8)=A"; T(13,1:8)=B';
% Visos plokStés Treska takumo salygos
Fil=zeros(6,2);
Fil(1,1)=1; Fil(2,1)=-1; Fil(3,2)=1; Fil(4,2)=-1;
Fil(5,1)=1; Fil(5,2)=-1; Fil(6,1)=-1; Fil(6,2)=1;
Fi=zeros(36,12);
Fi(1:6,1:2)=Fil; Fi(7:12,3:4)=Fil; Fi(13:18,5:6)=Fil; Fi(19:24,7:8)=Fil;
Fi(25:30,9:10)=Fil; Fi(31:36,11:12)=Fil;
N=zeros(13,36);
N(1:12,1:36)=Fi";
% Vienetineé matrica
c=diag(-ones(1,36),0);
% Aeq matricos sudarymas
Aeq=zeros(13,44); Aeq(1:13,1:8)=T; Aeq(1:13,9:44)=N;
% beq matricos sudarymas
beq=zeros(13,1); beq(13,1)=1;
% Ang matricos sudarymas
Ang=zeros(36,44); Anq(1:36,9:44)=c;
% bng matricos sudarymas
bng=zeros(36,1);
% Tikslo funkcija (neigiamos apkrovos maksimizavimas)
=[0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1];
% Spausdinimo pasirinktis
[x,fval,exitflag]=linprog(f, Ang, bnq, Aeq, beq)
Kad neuzimty daug vietos atspausdinami tik dualaus uzdavinio (3.14) — (3.16)

galutiniai rezultatai (rezultatai pertvarkyti lenteles forma):

Optimization terminated.

% =
0.9228 0.9549 0.5730 -0.7638 0.5730 0.1910 0.1910

-0.8598 0.0000 0.2012 0.0000 0.1988 0.0000 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 1.5997 0.0000 0.0000 0.0000
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0.0000 0.0000 0.3999 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 2.4000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.6017
0.5983 0.0000
fval =

5.9996
exitflag =

1

3.2.3. Sprendimas Simplex programa. Rezultatai
Simplex programa skirta tiesinio programavimo uzdaviniams spresti. Ji pritaikyta
darbui langy aplinkoje ir skirta maksimizavimo uzdaviniams spresti. Todél minimizavimo
uzdaviniai sprendZiami juos pertvarkius { maksimizavimo uZdavinius. Kadangi simpleksy
algoritmas universalus, tai ,,Simplex“ programa galima sprgsti visus tiesinius optimizavimo
uzdavinius (Kalanta 2007). Naudojant Sia programa ir taikant Saky ir réziy ar prioritety
metoda, t.y. formuluojant ir sprendziant uzdavinius su papildomais tiesiniais apribojimais,
iteraciniu biidu galima iSspresti ir tiesinius sveikaskaicius bei diskreciojo ar tikslinio
programavimo uzdavinius. Programa susideda i$ trijy daliy:
1) pradiniy duomeny jvedimo programa, skirta pradiniy duomeny rinkmenai sukurti;
2) tiesinio programavimo uzdaviniy sprendimo programa, realizuojanti simpleksy
algoritma;
3) skaiCiavimo rezultaty vizualizavimo ir spausdinimo programa.

Skaiciavimui naudota SimpIST paprogramé, kurios skaitinis vaizdas parodytas 3.4 lentel¢je.
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3.4 lentele. Testinio pavyzdzio Simplex programos skaitine forma
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Simplex programa pateikia tiek tiesioginio, tiek dualaus uzdavinio sprendimo rezultatus.

TIESINIU OPTIMIZACIJOS UZDAVINIU SPRENDIMO PROGRAMA

PRADINIAI DUOMENYS

Pradinis 2009 03 03

APRIBOJIMU SKAICIUS

KONSTANTO S:

LYGYBIU SKAICIUS

NEZINOMUJU SKAICIUS
NERIBOTO ZENKLO KINTAMUJU SKAICIUS

REZULTATU IRASYMO POZYMIS

ATRAMINIS SPRENDINYS
OPTIMALUS SPRENDINYS

SKAICIAVIMO REZULTATAI

(FEASIBLE SOLUTION)
(OPTIMAL SOLUTION)

TIKSLO FUNKCIJOS REIKSME

REZULTATY LENTELE

(INITIAL DATE)

M 40
ME =

N = 13
NX = 12
ISP =

(REZULTS)

.5999601D+01

(TABLE OF REZULTS)

ITER=
ITER=

*SIMPLEX*

NELYGYBIU
PAPILDOMI
KINTAMIEJI

I o S S R S T L T o T S B S B B S B e S = = B = B = A S N ST Ry

O WO Jo Ul WwWN P

=

12
13
14
15
16
17
18
19
20

21
22
23
24
25
26
27
28

I o S R S T T o T S B B S e S = = B = A = A ST R

.100000D+01
.100000D+01
.937509D+00
.100000D+01
.750017D+00
.100000D+01
.750017D+00
.100000D+01
.437499D+00
.999895D+00

.000000D+00
.100000D+01
.599960D+01

I o S R S T L T o T S B S B B S e e S = = B = B = A S A ST Ry

.891214D+00
.954864D+00
.572965D+00
.763817D+00
.572965D+00
.190991D+00
.190991D+00
.954974D+00

HoH H H H H o H H H H H HH H H H H H H H HHHH H H HH H A

.399925D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.159970D+01
.000000D+00

.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.399925D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00

.240002D+01
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00
.000000D+00

HoH H H H H o H H H H HH b H H HH H H H HHHH H H HH H A

.000000D+00
.200000D+01
.000000D+00
.200000D+01
.100000D+01
.100000D+01
.624914D-01
.193751D+01
.222045D-15
.200000D+01

.106249D+01
.937509D+00
.249983D+00
.175002D+01
.000000D+00
.200000D+01
.124998D+01
.750017D+00
.249983D+00
.175002D+01

.222045D-15
.200000D+01
.124998D+01
.750017D+00
.562501D+00
.143750D+01
.105006D-03
.199989D+01

I o S R S T L T o T S B S B B S B e S = = B = B = A = N ST R
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I 29 I I I .000000D+00 I .156240D+01 I
I 30 I I I .000000D+00 I .437604D+00 I
I I I I I I
I 31 I I I .120003D+01 I .000000D+00 I
I 32 I I I .000000D+00 I .200000D+01 I
APRIBOJIMU-LYGYBIU SKAICIUS ME= 8

NELYGIU O LAGRANZO DAUGIKLIU ZENKLO RIBOJIMAMS SKAICIUS LGZ = 0

Taigi, visu pirma, tikslo funkcijos reikSm¢, gauta pasinaudojus Simplex programa,
pilnai atitinka tikslo funkcijos reikSme, gauta Matlab programoje, pasitelkus Treska takumo
salygas. Simplex rezultaty lentelé¢je nurodyti: tiesioginiai uzdavinio kintamieji (turintis 12
eiluciy irazy vektorius S, ir tikslo funkcijos reikSme), dualiy kintamuyju (Lagranzo daugikliai)
reikSmés, bei papildomy kintamyju reikSmés. Nelygybiu papildomi kintamieji rodo
neiSnaudoty istekliy reikSmes x,=b—Ax (Kalanta 2007). Ju skaiCius lygus nelygybiu

skaic¢iui. Nuliné ar labai artima nuliui papildomo kintamojo reik§mé rodo, kad ji atitinkanti
nelygybé yra aktyvi — optimaliame plane tenkinama kaip griezta lygybé. Pagal nelygybiu
Lagranzo daugikliy ir papildomy kintamyju reikSmes galima atlikti sprendinio analizg¢ —
nustatyti, ar uzdavinys turi tik vieninteli sprendinj, t.y. ar tiesioginiy ir dualiy kintamyjuy
reik§més yra vienintelés.

Atlickama gauty rezultaty analizé. Uzdavinys turi vienintelj sprendinj tiesioginiy

kintamyjy pozitiriu, jeigu ivykdoma salyga (Kalanta 2007):
m =m,+m,>n.

Cia n — nezinomuju skaiius; m, — lygybiy skaidius; m, =m,+m, — aktyviy nelygybiy,

iskaitant ir zenklo apribojimus, skaicius; m, — aktyviu nelygybiy skaiCius; m, — aktyviy
zenklo apribojimy skaicius.
Taigi, uzdavinyje yra 13 nezinomuyjy, 8 lygybés, 32 nelygybés ir 1 kintamyju Zzenklo
apribojimas:
m =m,+m,=8+5=13>n=13.

Anksciau minéta salyga yra jvykdyta, todél nagrinéjamasis uzdavinys turi vienintelj sprendini.
3.3. Analizés uZdavinio skaitinis eksperimentas

Siek tiek sumaZine gautaja ribinés apkrovos 6,42338 M R reiksme (kuri gaunama

pasitelkus netiesines von Mizeso takumo salygas) sprendziamas plokstés analizés uzdavinys.

Matematinis analizés uzdavinio modelis jau sudarytas antrame skyriuje:

56



rasti

min ~> M7, D, M,,. (3.17)
k=1
esant salygoms
YA M, =0, (3.18)
k=1
= ), ( )2
(DkzzMo,kz_ Me,kl+Mr,kl I, Me,kl+Mr,kl >0, (3.19)
keK,lelL.

Cia M, , yra plokstés k-jo baigtinio elemento lieckamyju momenty reikSmés visuose jo

mazginiuose taSkuose.
Yra skaiCiuota apvali ploksté su von Mizeso takumo salygomis, suskaidyta i du

baigtinius elementus. Analizés uzdavinyje prie§ tai gautas apkrovos maksimumo parametras
(6,42338 M R™) yra sumazintas 0,1% ir lygus 6,41601 M R.

Programoje Rozen 2002 gauti tokie analizés uzdavinio rezultatai:
PLASTINES DEFORMACIJOS
DEFOR-JOS S KA ICIUOJAMIEJI PJUVIATI

0.31296E+00 0.44470E+01 0.61150E+00 0.14020E+01 0.00000E+00 0.00000E+00
0.31296E+00 0.58694E+01 0.20587E+01 0.47204E+01 0.00000E+00 0.00000E+00

LIEKAMIEJI POSLINKAI
0.31299E+01 0.33013E+01 0.20587E+01 -0.34488E+01 0.19362E+01 0.13669E+01

0.22209E+00 -0.31409E+01
LIEK.IRAZU KONTROLE: SR=G*QPL
1 -0.32363E+00

-0.32363E+00
-0.28999E+00
-0.23349E+00
-0.21063E+00
-0.61810E-02

-0.21063E+00
-0.61705E-02

-0.10686E+00
10 0.20908E+00

O 0 9 N N B~ W
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11 -0.28356E-13
12 0.43360E+00

Energijos disipacijos virsutiné riba D max

1 0.10097E+02

3.4 Skyriaus rezultatai ir iSvados

Sprendziant analizés uzdavini, gaunami plokstés ilinkiai (poslinkiai). SuraSius
konkrecius plokstés duomenis, gauname plokstés ilinkius metrais. Palyginus juos su
norminiais plokstés ilinkiais, matome, kad optimizacijos uzdaviniai turi buti sprendZiami,
atsizvelgus ir i standumo salygas. Standumo salygomis ateityje laikysime ilinkius ribojancius

apribojimus.
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4. APKROVOS OPTIMIZAVIMO UZDAVINIO SPRENDIMO
ALGORITMAS, SKAITINIS EKSPERIMENTAS

4.1. Sprendimo algoritmas
Pagrindinis plokstés apkrovos optimizavimo uzdavinys (2.53) — (2.60), uzraSytas

Mizeso takumo salygy atvejy kartu su ilinkiy apribojimu.

. -
] 3
v T BT

S

4.1 pav. Peréjimo nuo Treska prie Mizeso takumo sqlygos fragmentas

4.1 paveiksle taskas 4 nurodo apkrovos optimizavimo uzdavinio optimaly sprendini (7reska
takumo salygos) pagal matematinj modeli (2.66) — (2.70). Siame modelyje naudojamos
lieckamyjy momenty ir lieckamyjy poslinkiy infliuentinés matricos G' ir H apskai¢iuojamos

pagal formules (2.52):

G=Go'=|D" 4" (4D 47} 4D -D |07 (4.1)
H=H®" =(4D'4")' 4D &". (4.2)
Gavus optimalia apkrova pagal uzdavini (2.66) — (2.70), formuojamos naujos infliuentinés

matricos G ir H Mizeso takumo salygoms iki daugiklio A :
G=|pa(4pa7) 4D -D"[vy), (4.3)
i =ap"47)' 4D [vg) (4.4)

Cia [V ¢] yra Mizeso takumo salygy taske 4 gradientas (2.8).

Tuomet apkrovos optimizavimo uzdavinio matematinis modelis paskutiniame sprendimo

etape uzrasomas taip:
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rasti

max T" F, (4.5)
esant salygoms
0y =M2,-(M, ,+G ), (M, ,+G )20, (4.6)
M, =a0F, (4.7)
Ay M2, -(M,, +G A, (M., +G 2)=0, 4,>0, 4.8)
2=(4,)", (4.9)
u. <BF+Hi<u__. (4.10)

4.2 paveiksle parodytas apkrovos optimizavimo uzdavinio sprendimo algoritmas pereinant

nuo Treska prie Mizeso takumo salygu.

1. Sprendziamas apkrovos optimizacijos uzdavinys.
Taikomos Treska takumo salygos

A 4

2. Pagal gautus optimizacijos rezultatus nustatoma

tikslo funkcijos reik§mé prieSpaskutinéje iteracijoje

Fy.1, kur n — Rozeno algoritmo pagrindiniy iteracijy
skaicius.

A 4

3. Dar karta sprendziamas apkrovos optimizacijos uzdavinys
naudojant Treska salygas. Pasiekus tikslo funkcijos reik§me
F.1 pradedamos naudoti von Mizeso takumo salygos. Jei reikia
surandamas taskas ant leistinosios srities krasto.

A 4

4. Apkrovos optimizacijos uzdavinys pabaigiamas
spresti su von Mizeso takumo salygomis.

4.2 pav. Apkrovos optimizavimo (Treska-Mizeso) principiné algoritmo schema
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Matematinis modelis (4.5) — (4.10) vis délto yra taip pat sunkiai realizuojamas. Todel

naudojant Mizeso takumo salygas juose paliekama matrica G'. Tuomet i§vengiama sunkaus

ieskojimo Rozeno algoritmo pradinio tasko.
Toliau sprendziamas toks apkrovos optimizavimo uzdavinys:

rasti
max T'F,
esant salygoms
— T —
Py = M(ikl _(Me,kl +G@p) m, (Me,kl +G@P)Z 0,
M,=aF,

o <PF+HO, <u,, .

mil

T

@PZ(@PJ([) 2 @/J:[v¢(Me+Mr)]Tj‘7 120’

Ay Pu = Ay lM(ikl _(Me,kl +M, kl)T 1, (Me,kl +M, kl)J= 0.

Situacija tampa sunki: 4 jeinai M, = 591,, o 4 ir @, kartu negali buti nezinomi.

Tada sitiloma iSeitis:

(4.11)

(4.12)
(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Uzdavini su Mizeso takumo salygomis pradéti sprgsti su Treska takumo salygomis, gauti

(2.66) — (2.70) optimalumo plana, ir tik tada pertvarkyti (4.11) — (4.16) taip:

rasti
max T'F,
esant salygoms
P = M()z,kl _(Me,kl +G)‘)TH/(1 (Me,kl +G'1) 20,
M,=aF,
u, . <pr+Hi<u_ .

At Pu = Au lM(ik/ _(Me,k/ +G}“)T 1, (Me,kl +G’1)J =0.

(4.17)

(4.18)
(4.19)

(4.20)

4.21)
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4.2. Skaitinis eksperimentas

Nagring¢jama ziediné su apvalia skyle viduryje paremta iSoriniu konttru lankstine
nepaslankia atrama ploksté, kurios geometrija ir krastinés salygos parodytos 4.3 paveiksle.
Plokstés spindulys R =1,0m, aukstis 2 =0,025m ir skylés diametras d =0,3m. ISorinis

KNm

'

konttras apkrautas iSskirstytu pastoviu momentu F =5,0 (nuolatiné¢ apkrova).

Medziaga — plienas, jo tamprumo modulis E=210¢’ MPa, Puasono koeficientas v =0,3 ir
: won ey 1
takumo riba o, =235¢°MPa. Plokstés ribinis momentas M = ZO'yt2 =36718,75Nm'".

Diskretinis  modelis  parodytas 4.4 paveiksle. Ji atitinka jrazy  vektorius

T

M=(M, M, M, ,, My, .. M, ,, M, ).

P12 p,2°

4.3 pav. Apvalios plokstés geometrija ir krastinés sqlygos
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4.4 pav. Apvalios plokstés diskretinis modelis

Apvalios plokstés apkrovos optimizacija (Treska takumo sqlygos). Plokstés
geometrija, medziaga, kraStinés salygos bei diskretizacija aprasyti 4.2 poskyrio pradzioje.
Apkrovos optimizacijos uzdavinys sprendziamas pagal (2.66) — (2.70) matematini modelj.

Naudojamos Treska takumo salygos parodytos 2.5 paveiksle. Tamprus plokstés atsakas nuo
pastovios apkrovos F = S,OK—Njn parodytas 4.1 lenteléje.
m

4.1 lentelé. Plokstés jrqzos ir poslinkiai nuo pastovios apkrovos

Elementas, £ | Mazgas, i M p,i [Nm'] M 9 [Nm'] ui,[m]

1 -.236128D-09 | .585465D+04 .751228D-02
1 2 .311938D+04 .816412D+04

3 .418344D+04 430762D+04 .629556D-02

4 .418344D+04 .575411D+04 .629556D-02
2 5 .455494D+04 .580188D+04

6 .474872D+04 .531644D+04 471731D-02

7 .474872D+04 .543632D+04 471731D-02
3 8 .485604D+04 .541770D+04

9 .492391D+04 .528072D+04 .263256D-02

10 .492391D+04 .530423D+04 .263256D-02
4 11 .496859D+04 .528860D+04

12 .500000D+04 .523317D+04 .000000D+00
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UZdavinio neZinomieji yra tolygiais i$skirstytos apkrovos parametras F* (=gq") ir plastiniai
daugikliai 4". Uzdavinio sprendimui naudota Rozeno projektuojamyjy gradienty metodo
pagrindu veikianti programa MaxFoptl.03 (Atkociiinas et al. 2008).

I$sprendus gautas apkrovos parametras ¢ =131246 Pa ir plastiniai daugikliai

25 ={1,=0,0,..., 25 = 0.021494,0,0, .., 15, = 0.00083365,0,0,..., 4,44 =0}" . Tamprios  iraZos ir
poslinkiai nuo pastovios apkrovos bei ¢* parodyti 4.2 lenteléje:
4.2 lentelé. Plokstés jrqzos ir poslinkiai nuo pastovios apkrovos ir q"
Elementas, & Mazgas, i M p,i [Nm'] M 6,i [Nm'] ui,[m]
1 -.174259D-08 .343150D+05 .392823D-01
1 2 .178273D+05 .480291D+05
3 .226964D+05 .243500D+05 .321256D-01
4 .226964D+05 .329649D+05 .321256D-01
2 5 .227544D+05 .321718D+05
6 .210983D+05 .277184D+05 .231492D-01
7 .210983D+05 .284389D+05 .231492D-01
3 8 .182842D+05 .264359D+05
9 .146017D+05 .233092D+05 .121773D-01
10 .146017D+05 .234524D+05 .121773D-01
4 11 .101525D+05 .207115D+05
12 .500000D+04 .173420D+05 .000000D+00

Liekamujy irazy vektorius: M:{ -0.89708E-08, -0.11674E+05, -0.53662E+04, -
0.11308E+05, -0.49270E+04, 0.64746E+04, -0.49270E+04, 0.37557E+04, -0.28195E+04,
0.45486E+04, -0.15868E+04, 0.27172E+04, -0.15868E+04, 0.27552E+04, -0.90905E+03,
0.26377E+04, -0.48047E+03, 0.17726E+04, -0.48047E+03, 0.19211E+04, -0.19834E+03,

0.18224E+04, 0.32266E-10, 0.14724E+04 }T. Sis lickamyjy irazy vektorius kartu su
tampriomis irazomis bus panaudotas kaip leistinasis taSkas sprendziant analizés uzdavini
padésianti nustatyti tikraji itempiy buvi, kai naudojamos von Mizeso takumo salygos.
Apvalios plokstés, parodytos 4.3 ir 4.4 pav., apkrovos optimizacijos rezultatai yra
priede Nr.1.
Palyginimui yra idéta pusiausvyros lygciy koeficienty matrica 4 (apkrovos
optimizacijai) apvaliai plokstei su iSpjova centre, kai ploksté yra padalinta | daugiau negu du

BE segmentus (kaip buvo testiniame pavyzdyje padalinta { du BE segmentus (3.1 pav.)).

A(IEIL,MM) - STATIKOS LYGCIU KOEFICIENTU MATRICA
1 2 3 4 5
6
1 0.94248E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00

0.00000E+00
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2 0.70224E+01
0.00000E+00
3 -0.25872E+01
0.10472E+01
4 -0.15154E+02
0.52360E+01
5 0.00000E+00
0.00000E+00
6 0.10718E+02
-0.62832E+01
7 0.00000E+00
0.00000E+00
8 0.00000E+00
0.00000E+00
9 0.00000E+00
0.00000E+00
10 0.00000E+00
0.00000E+00
11 0.00000E+00
0.00000E+00
12 0.00000E+00
0.00000E+00
13 0.00000E+00
0.00000E+00
14 0.00000E+00
0.00000E+00
15 0.00000E+00
0.00000E+00
16 0.00000E+00
0.00000E+00
17 0.00000E+00
0.00000E+00

.62832E+01

.52360E+01

.10472E+01

.00000E+0Q0

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0

.00000E+0Q0

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+00

.00000E+00

.17741E+02

.17741E+02

.42873E+02

.00000E+0Q0O

.42873E+02

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0

.00000E+0Q0

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+0Q0O

.41888E+01

.41888E+01

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+00

.00000E+00

.44352E+01

.15154E+02

.2T7720E+02

L227T77E+01

.38438E+02

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+0Q0O

.00000E+00

.00000E+00

1 0.00000E+00
0.00000E+00
2 0.00000E+00
0.00000E+00
3 0.00000E+00
0.00000E+00
4 0.00000E+00
0.00000E+00
5 0.22777E+01
0.00000E+00
6 0.25872E+02
0.00000E+00
7 -0.15154E+02
0.10472E+01
8 -0.27720E+02
0.52360E+01
9 0.00000E+00
0.00000E+00
10 0.17002E+02
-0.62832E+01
11 0.00000E+00
0.00000E+00
12 0.00000E+00
0.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.62832E+01

.52360E+01

.10472E+01

.00000E+00

.00000E+00O

.00000E+00

.00000E+00O

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.42874E+02

.42874E+02

.68006E+02

.00000E+00O

.68006E+02

.00000E+00

.00000E+00O

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.41888E+01

.41888E+01

.00000E+00O

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00O

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+00

.00000E+0Q0

.00000E+00O

.10718E+02

.27720E+02

.40286E+02

.36128E+01

.57288E+02

.00000E+00

.00000E+00O
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13 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00

14 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00

15 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00

16 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00

17 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00

0.00000E+00

13 14 15 16 17
18
1 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
2 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
3 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
4 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
5 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
6 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
7 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
8 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
9 0.36128E+01 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
10 0.44721E+02 0.62832E+01 -0.68006E+02 0.00000E+00 0.17002E+02
0.00000E+00
11 -0.27720E4+02 -0.52360E+01 0.68006E+02 0.41888E+01 -0.40286E+02
0.10472E+01
12 -0.40286E+02 -0.10472E+01 0.93139E+02 -0.41888E+01 -0.52853E+02
0.52360E+01
13 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.49480E+01
0.00000E+00
14 0.23285E+02 0.00000E+00 -0.93139E+02 0.00000E+00 0.76137E+02
-0.62832E+01
15 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
16 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
17 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
19 20 21 22 23
24
1 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
2 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00
0.00000E+00
3 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00

0.00000E+00
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4 0.00000E+00 0.

0.00000E+00

5 0.00000E+00 0.

0.00000E+00

6 0.00000E+00 0.

0.00000E+00

7 0.00000E+00 0.

0.00000E+00

8 0.00000E+00 0.

0.00000E+00

9 0.00000E+00 0.

0.00000E+00
10
0.00000E+00
11
0.00000E+00
12
0.00000E+00
13
0.00000E+00
14
0.00000E+00
15
0.10472E+01
16
0.52360E+01
17
0.00000E+00

0.00000E+00 0.

0.00000E+00 0.

0.00000E+00 0.

0.49480E+01 0.

0.63571E+02 0.

-0.40286E+02

-0.52853E+02

0.00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

62832E+01

.52360E+01 0.

.10472E+01 0.

00000E+00 0.

11827E+03

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

00000E+00 0.

.93139E+02 0.

93139E+02 0.

00000E+00 0.

Apvalios plokStés analizés uZdavinys (Mizeso takumo sqlygos).

00000E+00 0.
00000E+00 0.
00000E+00 0.
00000E+00 0.
00000E+00 0.
00000E+00 0.
00000E+00 0.
00000E+00 0.
00000E+00 0.
00000E+00 0.
00000E+00 0.
41888E+01 -0
.41888E+01 -0
00000E+00 -0
Plokstés

00000E+00

00000E+00

00000E+00

00000E+00

00000E+00

00000E+00

00000E+00

00000E+00

00000E+00

00000E+00

23285E+02

.52853E+02

.65419E+02

.62832E+01

geometrija,

medziaga, krastinés salygos bei diskretizacija aprasyti 4.2. poskyrio pradzioje. Analizés

uzdavinys sprendziamas pagal (2.22) — (2.24) matematini modelj. Naudojamos von Mizeso

takumo salygos, jos parodytos 2.6 paveiksle. Ploksté apkrauta tolygiai paskirstytu iSoriniu

kontiiru momentu F =5,0 KNm

ir tolygiai paskirstyta apkrova g =131246 Pa. leSkoma

lickamyju plokstes momenty M, lickamyju ilinkiy #, ir plastiniy deformacijy @,.

- . . . 1
ISsprendus uzdavini gauta tikslo funkcijos reikSmeé mlnE ZM L DM, =3591.

Ja atitinka liekamieji momentai:

k=1

1 0.
1 -0
1 -0
1 -0

.84899E+03

0.14657E+04

-0.48767E+03

0.14033E+04
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1 -0.25915E+03 0.94248E+03 -0.25915E+03 0.10360E+04

1  -0.10699E+03  0.98296E+03  0.20940E-12  0.79436E+03
Apvalios plokstés, parodytos 4.3 ir 4.4 pav., analizés uzdavinio rezultatai yra priede

Nr.2.
Matematinio modelio (4.5) — (4.10) skaitiné realizacija. Dabar formuojamos matricos

Gir H ir sprendziamas uzdavinys (4.5) — (4.10). Gauta tikslo funkcija 140747,12. Peré¢jimo

nuo Treska prie von Mizeso takumo salygy uzdavinio skaitiniai rezultatai yra parodyti priede

Nr.3.
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REZULTATALI IR ISVADOS

Magistro baigiamajame darbe sprendziamos Siuolaikinés tampriai plastiniy
lenkiamyjy ploks¢iy apkrovos optimizavimo problemos, esant stiprumo ir standumo
apribojimams. Sudaryti nauji apkrovos optimizavimo uzdaviniy matematiniai modeliai,
pasitlytas sprendimo algoritmas. Pateiktas skaitinis pavyzdys.

Pagrindinés iSvados:
1. Atlikta Siuolaikiniy tyrimy apZzvalga parodé, kad tampriai plastiniy ploks¢iy apkrovos
optimizacijos uzdaviniy sprendimo metodika néra gerai iSplétota.
2. Apkrovos optimizavimo uzdavinys, esant tik stiprumo salygoms (ribiné pusiausvyra), gali
netenkinti realios plokstés eksploatacijos salygu.
3. Apkrovos optimizavimo uzdavinio matematinis modelis turi sujungti ne tik stiprumo, bet ir
standumo salygas-apribojimus.
4. Pagrindiniais nezinomaisiais optimizavimo uzdavinyje — apkrovos parametrai ir
plastiSkumo daugikliai.
5. Treska plastiskumo salygu atveju liekamyjy irazuy ir poslinkiy infliuentinés matricos
tiesiogiai nepriklauso plastiSkumo daugikliy (poslinkiy infliuentinés matricos talkina
realizuojant standumo salygas-apribojimus).
6. Mizeso plastiSkumo salygu atveju minétos matricos formuojamos, pasitelkus plastiSkumo
salygu gradientus. Pastarieji savyje sujungia ir plastines deformacijas (kartu ir plastiSkumo
daugiklius). Pagrindinis apkrovos optimizavimo uzdavinys von Mizeso salygu atveju tampa
praktiskai sunkiai realizuojamas.
7. Vienas i§ sprendimo keliy — sklandus peréjimas nuo Treska prie von Mizeso takumo salygu.
Tam bitina sukurti specialy algoritma: vienas i§ galimy varianty pasitlytas baigiamajame
magistro darbe.
8. Sukurtoji metodika gali buiti naudojama ir projektiniuose (ne tik apkrovos optimizavimo)

uzdaviniuose.
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