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1. ĮVADAS 
 

Nagrinėjant realiojo pasaulio dėsningumus, gerai žinomi matematiniai modeliai, kurie 

pakankamai adekvačiai apibūdina reiškinius  (įvykius, dydžius, procesus). Didelė dalis mus supančio 

pasaulio reiškinių yra atsitiktiniai, kurių reikšmė ne ką menkesnė už deterministinius (neatsitiktinius) 

reiškinius.  

Sunku rasti tokią mokslo ar technikos sritį, kurioje būtų nenaudojami tikimybių teorijos ir 

matematinės statistikos metodai. Šios dvi mokslo šakos yra glaudžiai susijusios, o jų teikiami statistiniai 

ir tikimybiniai metodai sudėtingose situacijose dažnai yra paprastesni, o kartais – ir vieninteliai. 

Tikimybių teorijos ir statistikos taikymo sferą apibūdinsime kaip eksperimentus, kuriems nebūdingas 

visiškas stabilumas, tačiau santykiniai dažniai yra stabilūs. Tokius eksperimentus vadinsime atsitiktiniais, 

statistiniais arba tikimybiniais. 

Kad ir kokia būtų graži ir logiška teorija, vis vien ateina laikas, kai tenka ja pagrįsti pavyzdžiais. 

Tuomet atliekamas eksperimentas ir renkami duomenys. Remdamiesi intuityvia atsitiktinumo samprata, 

atsitiktinius įvykius apibūdinsime tokia schema: realizavus sąlygų kompleksą K (atlikus eksperimentą), 

įvykis gali įvykti arba neįvykti. Tai – atsitiktinis įvykis. Patį atsitiktinumą galime apibūdinti kaip mūsų 

nežinojimo rezultatą.   

Tikimybių teorijos atrasti dėsningumai šiandien aktualūs įvairiose pažinimo srityse. Išaugo 

tikimybių teorijos ir matematinės statistikos poreikis ekonomikoje, bankininkystėje, draudime, 

biologijoje, medicinoje ir net lingvistikoje. Šis mokslas vis giliau veržiasi į technikos, verslo planavimo ir 

kitas mokslo sritis, taip spartindamas jų pažangą ir duodamas vaisingų rezultatų. 

 

1.1. TYRIMO OBJEKTAS   

 

Darbe pasirinkau vieną iš tikimybių teorijos taikymo sričių – draudimą. Jeigu į draudimo verslą 

žiūrėsime paprastu kiekvienam suvokiamu žvilgsniu, tai šio verslo pelningumą galime apibrėžti tokia 

schema: 

pradinis kapitalas + klientų įmokos – draudimo išmokos. 

Visą dėmesį sutelkėme į vieną iš svarbiausių draudimo pelningumo esančių faktorių – draudimo 

išmokas, t.y. jei įmonės turtas yra didesnis nei klientams išmokamos draudimo išmokos, tokiu atveju 

draudimo bendrovė dirba pelningai. Draudimo išmokos plačiai nagrinėjamos ir yra mažiausiai 

nuspėjamas dydis, todėl šio dydžio skirstinio analizei mokslininkai skiria didelį dėmesį. 
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1.2. DARBO TIKSLAS IR UŽDAVINIAI 

 

Šiame darbe nagrinėjama atsitiktinio dėmenų (atsitiktinių dydžių) skaičiaus skirstinio funkcijos 

aproksimacijos normaliuoju dėsniu tolygusis ir netolygusis įverčiai. Atsitiktinių dydžių atsitiktinio 

dėmenų skaičiaus suma traktuojama kaip draudėjo suminės išmokos. Pilnai išnagrinėtas atvejis, kai 

atsitiktinis dėmenų skaičius tN  yra homogeninis Puasono procesas. Kita darbo dalis skirta atvejui, kai 

tN nėra Puasono procesas, bet tenkina momentinio tipo sąlygas. 

 

1.3. TEMOS NAUJUMAS IR AKTUALUMAS 

 
Atsitiktinių dydžių atsitiktinio dėmenų sumos skirstinio analizė tikimybės teorijoje ir 

matematinėje statistikoje užimą svarbią vietą, nes šis uždavinys itin dažnai sutinkamas sprendžiant 

praktinius uždavinius, pavyzdžiui draudos matematikoje, eilių teorijoje ir t.t.  

Darbe sprendžiami uždaviniai yra aktualūs ir nauji, nes jame gauti atskiri rezultatai nėra žinomi 

iš mokslinės literatūros.  

1.4. TYRIMO METODAI 

 
Baigiamajame darbe naudojamas V. Statulevičiaus 1966m. pasiūlytas kumuliantų 

(semiinvarinatų) metodas, leidžiantis iš kumuliantų (skaitinių charakteristikų išsireiškiančių per 

momentus) elgesio įvertinti nagrinėjamo atsitiktinio dydžio pasiskirstymo funkcijos aproksimacijos 

normaliuoju dėsniu paklaidą. 

  

1.5. MOKSLINĖ DARBO VERTĖ 

 

Darbe pirmą kartą, nepriklausomų vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių atsitiktinio 

dėmenų skaičiaus sumos pasiskirstymo funkcijai, gautas aproksimacijos normaliuoju dėsniu netolygus 

įvertis, bei įrodytos didžiųjų nuokrypių teoremos.



 10

2. ANALITINĖ – METODINĖ DALIS 

2.1. KUMULIANTAI 

 

 

 Kartais atsitiktinių dydžių X  pasiskirstymą patogiau apibūdinti ne momentais, bet kita grupe 

skaitinių charakteristikų, vadinamais kumuliantais, kurie išsireiškia per paprastuosius momentus.   

2.1.1. Apibrėžimas: Atsitiktinio dydžio  k-osios eilės kumuliantas yra charakteristinės funkcijos 

logaritmo k-oji išvestinė taške :0=t  

 ,))((ln
1

:)(
0

)(

=

=Γ=
t

k

Xkkk tf
i

Xγ  k = 1, 2, 3, … .  (2.1.1) 

Jei egzistuoja baigtinis s–tos eilės absoliutusis momentas ∞<=
s

s XEβ , tuomet 

charakteristinės funkcijos logaritmas išreiškiamas per kumuliantus tokia lygybe: 

 ∑
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=
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k
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)(ln  kai  .0→t   (2.1.2) 

Yra žinoma kumuliantų išraiška per momentus: 
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Normaliojo atsitiktinio dydžio )1,0(~ NX  su vidurkiu 0=XE  ir dispersija  

122 === XX EDσ , tankio ir charakteristinė funkcijos atitinkamai lygios: 

  ,
2

1
)(

2

2

1
x

ex
−

=
π

ϕ   ,∞<<∞− x  (2.1.4) 

  ,)(
2

2

1
t

itX

X eetf
−

== E   .∞<<∞− x  (2.1.5) 

Normaliojo atsitiktinio dydžio  )1,0(~ NX  kumuliantai 

 ,)(1 XX E=Γ   ,)(2 XX D=Γ  

  ,0)( =Γ Xk   jei k = 3, 4, … .  (2.1.6) 

 

2.2 NORMALUSIS SKIRSTINYS 

 

2.2.1 Apibrėžimas: Atsitiktinio dydžio X  skirstinį vadiname normaliuoju (Gauso), jei jo tankio 

funkcija 

 ,
2

1
),,()(

2

2

2

)(

σ

πσ
σϕ

ax

eaxxp

−
−

==  ,∞<<∞− x  (2.2.1) 

ir parametrai Ra∈ , .0>σ  Šį skirstinį trumpai pažymėkime taip:  

  ).,(~ σaNX   (2.2.2) 

Šio atsitiktinio dydžio pasiskirstymo funkcija 

 ∫
∞−

−
−

=Φ=
x ay

dyeaxxF .
2

1
),,()(

2

2

2

)(

σ

πσ
σ   (2.2.3) 
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Funkcijos F(x) reikšmės, išskyrus reikšmes  0)( =−∞F , 1)( =+∞F   ir ,
2

1
)( =aF  

apskaičiuojamos tik apytiksliai. 

 

2.2.1. pav. Normaliojo skirstinio tankio funkcijos grafikas  

 

2.2.2. pav. Normaliojo skirstinio funkcijos grafikas 

 

Normaliojo skirstinio tikimybinė prasmė: m yra vidurkis, σ  - vidutinis kvadratinis nuokrypis 

(dispersija 2σ ). Iš apibrėžimo išplaukia, kad normalųjį atsitiktinį dydį visiškai apibūdina jo vidurkis ir 

dispersija. 

Jei a = 0,  ,1=σ  tai  normalusis skirstinys vadinamas standartiniu. 
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2.2.1. Standartinis normalusis skirstinys 

 

2.2.1.1. Apibrėžimas. Standartinis normalusis skirstinys  - tai atskiras bendrojo normaliojo 

skirstinio atvejis, kai a = 0 ir .1=σ  Pasiskirstymo ir jo tankio funkcijos šiuo atvejų yra 

 ,
2

1
)1,0,()( 2

2
x

exx
−

==
π

ϕϕ   ,∞<<∞− x  (2.2.1.1) 

 ∫
∞−

−
=Φ=

x y

dyexxF ,
2

1
)1,0,()( 2

2

π  .R∈x  (2.2.1.2) 

 

2.3. CENTRINĖ RIBINĖ TEOREMA 

 

2.3.1. Apibrėžimas. Sakome, kad atsitiktinių dydžių sekai ,1X  ,2X  ... , galioja centrinė ribinė 

teorema, jei centruotų ir normuotų sumų 

 ,
n

nn
n

S

SS
S

D

E−
=  ∑

=

=
n

j

jn XS
1

,  (2.3.1) 

skirstinių seka, kai  ∞→n , konverguoja į standartinį normalųjį skirstinį. 

Pasiskirstymo funkcijų terminais tai reiškia, jog su bet kuriuo realiuoju x 

 ∫
∞−

−
=⇒














<

− x x

n

nn dxexx
S

SS
.

2

1
)( 2

2

π
φ

D

E
P   (2.3.2) 

Teoremą vadinsime centrine, nes ribinis skirstinys yra normalusis – vienas iš pagrindinių 

tikimybių teorijoje ir matematinėje statistikoje. Praktikoje pasitaiko daug dydžių, kurių skirstiniai yra 

normalieji arba jiems artimi. 

Detaliau tirsime atvejį, kai dydžiai yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirstę. 

Sakykime, }1,{ ≥kX k
yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai su vidurkiais 

mX k =E  ir dispersijomis .02 ≠= σkXD   
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Tada sumos vidurkis ir dispersija yra: 

 ,nmSn =E   .2σnSn =D  (2.3.3) 

3.3.1. Teorema. Jei nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai }1,{ ≥kX k
 yra vienodai pasiskirstę ir turi 

baigtines dispersijas 02 ≠σ , tai sumos ,
n

nmS
S n
n

σ

−
=  pasiskirstymo funkcija ),()( xxS n Φ⇒<P  kai 

.∞→n  

2.4. KOŠI FORMULĖ 

 

Tegul )(zf  yra kompleksinio kintamojo funkcija t. y. ,iyxz +=  kur x ir y įgyja realiąsias 

reikšmes. Koši formulė leidžia rasti šios funkcijos k-tosios eilės išvestinę taške 0z , t.y. 

 .
)(

)(

2

!
)(

1
0

0
)( ∫

≤
+−

=
Az

k

k dz
zz

dzzf

i

k
zf

π
  (2.4.1) 

Ši formulė sudaro galimybę, žinant funkcijos )(zf  modulio |)(| zf  įvertį srityje ,|| Az ≤  

įvertinti šios funkcijos k-tosios eilės išvestinę. 
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3. REZULTATAI, KURIAIS REMSIMĖS DARBE 

 

Draudiko, nuolat apdraudžiančio draudėjų rizikas, atsargų raidą apibūdina jo pradinės atsargos ir 

pajamų bei išlaidų srautų skirtumas. Draudiko pajamos sudaro draudėjų įmokos, o išlaidas – draudiminiai 

ieškiniai ir draudiko paslaugų  sąnaudos (draudimo bendrovės darbuotojų atlyginimai ir akciniai 

divedentai, mokesčiai, techninės įrangos atnaujinimo bei priežiūros, reklamos ir kitos išlaidos). Draudiko 

atsargų raidą apibrėžia atsitiktinis procesas 

 ,
0 t

Z
t
PR

t
R −+=  .0≥t   (3.1) 

Čia:  

tR  - draudiko atsargos laiko momentu t, 

0R  – pradinės atsargos, 

tP  – draudėjų įmokų, gautų laiko momentu [0, t], sumos ir draudiko paslaugų sąnaudų 

laikotarpiu [0, t] sumos skirtumas, 

tZ  – suminės išmokos laiko intervalu [0, t]: ∑
=

=
tN

i

it XZ
1

.  

Tegul X  bet koks atsitiktinis dydis su vidurkiu 0=XE  ir dispersija .1=XD  Atsitiktinio dydžio 

X  pasiskirstymo funkciją ir charakteristinę funkciją atitinkamai žymėsime: 

 ),()( xXx
X

F <= P  (3.2) 

 ∫
∞

∞−

== X

itxitX

X dFeetf E)(
 (3.3) 

ir standartinį normalųjį skirstinį ).1,0(~ NX   

Toliau reikalausime, kad atsitiktinis dydis X  su vidurkiu 0=XE  ir dispersija 1=XD  tenkintų 

sąlygą: egzistuoja dydžiai 0≥γ  ir 0>∆  tokie, kad 
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 ,
)!(

)(
2

1

−

+

∆
≤Γ

kk

k
X

γ

 ,...4,3=k .            ( γS ) 

1. Lema. (R.Rudzkis, L.Saulis, V. Statulevičius). Jei bet koks atsitiktinis dydis X  su vidurkiu  

0=XE  ir dispersija 1=XD  tenkina sąlygą ( γS ), tai 

 ,
18

)()(sup
γ∆

≤Φ− xxFX
x

 (3.4) 

kur  

 ,)21/(1 γ
γγ

+∆=∆ c     .
6

2

6

1
)21/(1 γ

γ

+











=c  (3.5) 

 

2. Lema. (Akhmedov (1990)). Tarkime, kad atsitiktiniai dydžiai  X  su 0=XE  ir  12 =XE  

tenkina sąlyga )( γS  su visais x ir 1>k , galioja nelygybė 

 

γ

γ

∆+

∆
≤Φ−

)1(

))(ln,(
)()(

.

2

k

k

x

kc
xxF  , (3.6) 

kur 

 
2

21

1
!

7

422
)(7),(

k

kkckc 








+








 ⋅
∨=

γ
γ   (3.7) 

ir 

 ,
2

1
252)( 22


















 +
Γ+≤
ke

kc

kk

π
  (3.8) 

čia  ),max( baba =∨  ir  ),min( baba =∧ . 
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3. Lema. (Rudzkis, Saulis ir Statulevičius). Jei atsitiktinis dydis X  su 0=XE  ir 12 =XE  

tenkina sąlygą )( γS , tai intervale γ∆≤≤ x0  galioja lygybės: 

 { } ,
1

)(1)(exp
)(1

)(1
11 











∆
+

+=
Φ−

−

γ
γ θ

x
xfxL

x

xFX
  (3.9) 

 

 { } .
1

)(1)(exp
)(

)(
22 











∆
+

+−=
−Φ

−

γ
γ θ

x
xfxL

x

xFX  (3.10) 

 

Čia 

 

1

2 1}))1(1exp{101(60)(

−












∆
−∆

∆
−−∆+=

γ
γ

γ
γ

xx
xf  (3.11) 

ir 

 ,)()(
3

3∑
<≤ ∆

+=
pk

k

k

x
xxL

γ
γ θλ   (3.12) 

kur  

 







=∞

>+
=

.0,

,0,
1

2

γ

γ
γp  (3.13) 

Koeficientų kλ  išraiškos,  X  komuliantų išraiškose, sutampa su Cramer-Petrov eilutės 

koeficientais ir gali būti rasti pagal formulę: 

 ,1

k

bk
k

−−
=λ   (3.14) 
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kb  yra nustatomas iš lygčių  

 ∑ ∑ ∏
=

≥
=++ =

+




=

=
=Γ

j

r
j

jjj

r

i

jr

i

r

i j

j
b

r1
1
... 1

1

1
,...3,2,0

1,1
)(

!

1
ξ .  (3.15) 

Atskiru atveju, 

 

)),....(15)()(10)((
24

1

)),(3)((
6

1

),(
2

1

,1

3
34354

2
343

32

1

XXXXb

XXb

Xb

b

Γ+ΓΓ−Γ−=

Γ−Γ−=

Γ−=

=

 

Koeficientams kλ   galioja įvertis  

 ,))!1(()/16(
2 2 γλ +∆≤ − k
k

k

k   (3.16) 

iš pareinamybės (3.12), gauname   

 ,
82

)(
2

γ
γ ∆+

⋅≤
x

xx
xL   .

3
)(

3

γ
γ ∆

−≥−
x

xL    (3.17) 
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4. DARBO TIKSLAS 
 

Tegul nXXX ,...,, 21  yra nepriklausomi vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai su vidurkiu 

µ=1XE  ir dispersija 02
1 >= σXD  ir tenkina apibendrintą S. N. Bernšteino sąlygą: egzistuoja dydžiai 

0≥γ  ir 0>K  tokie, kad 

 ,)!( 2
1

21
1 XKkX

kk EE −+≤ γ  ,...4,3=k . ( γB ) 

 

Tegul }0,{ ≥tN t
yra Puasono procesas su parametru λ ,  t.y. 

 ,
!

)(
)( t

k

t e
k

t
kN λλ −==P ,0>λ  ,0≥t  ,...1,0=k . (4.1) 

Atsitiktinio dydžio  

 ,
1
∑
=

=
tN

i

it XZ  (4.2) 

centruotą ir normuotą atsitiktinį dydį ir jo pasiskirstymo funkciją atitinkamai pažymėkime: 

 ,
~

t

tt
t

Z

ZZ
Z

D

E−
=  )

~
()(~ xZxF tZ t

<= P . (4.3) 

Darbo tikslas: 

1. Esant patenkintoms aukščiau nurodytoms sąlygoms gauti atsitiktinio 

dydžio tZ
~

 pasiskirstymo funkcijai )(~ xF
tZ

 aproksimacijos normaliuoju dėsniu 

absoliutinės paklaidos tolygų įvertį. 

2. Esant patenkintoms aukščiau nurodytoms sąlygoms gauti atsitiktinio 

dydžio tZ
~

 pasiskirstymo funkcijai )(~ xF
tZ

 aproksimacijos normaliuoju dėsniu 

absoliutinės paklaidos netolygų įvertį. 

3. Ištirti didžiųjų nuokrypių, tai yra tikimybės  )
~

( xZ t ≥P  asimptotinį elgesį. 
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4. Gauti atsitiktinio dydžio tZ
~

, kuris yra centruotas ir normuotas, 

pasiskirstymo funkcijai )(~ xF
tZ

 aproksimacijos normaliuoju dėsniu absoliutinės paklaidos 

tolygų įvertį, kai tN  tenkina sąlygą, Egzistuoja dydžiai 02 >K  ir  0≥q , tokie kad  

 .)(!
2

1
)( )1/()2(122

2
qqk

t

k

tk KkN +−+−≤Γ β  (L) 

5.  Gauti atsitiktinio dydžio tZ
~

, kuris yra centruotas ir normuotas, pasiskirstymo 

funkcijai )(~ xF
tZ

 aproksimacijos normaliuoju dėsniu absoliutinės paklaidos netolygų įvertį, 

kai tN  tenkina sąlygą (L) ir atsitiktinis dydis 1X  Bernšteino sąlygą ( γB ) su 0=γ . 
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5. DARBO REZULTATAI 
 

5.1. ATSITIKTINIS DĖMENŲ SKAIČIUS 
t 

N  YRA 

HOMOGENINIS PUASONO PROCESAS 

1. Teiginys. Esant patenkintai ( γB ) sąlygai ir kai tN  yra homogeninis Puasono procesas, tuomet 

 ( ) ,
)!(~

2

1

−

+

∆
=Γ

k

t

tk

k
Z

γ

  ,
2
1

K

Xt
t

Eλ
=∆  k=3, 4, … .  (5.1.1) 

Įrodymas. 

Tegul ,
1
∑
=

=
tN

i

it XZ  kur }0,{ ≥tN t yra Puasono procesas su parametru ,λ  ir ,kX  ,...2,1=k  yra 

nepriklausomi vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai. Be to, reikalaujame, kad tN  ir iX , i = 1, 2, … 

būtų nepriklausomi. Atsitiktinio dydžio tZ  charakteristinė funkcija 

 ∑∑ ==⋅⋅==== ++

k

t

iuXiuX

k

t

XXiuiuZ

Z kNeekNeeuf kkt

t
)()...()()( 11 )...( PEPEE  

 
======= ∑∑∑ )()()())((

)(ln))(ln(
11

1
kNekNekNuf t

k

ufk

t

k

uf

t

k

k

X
X

k
X PPP

 

 ∑
∞

=

+=+++==
1

)(ln
.

!

))((ln
1

!

))(ln(
...

!1

)(ln
1( 1111

k

k

t

k

X

k

XtXtufN
N

k

uf

k

ufNufN
e Xt EEE

 

Taigi  

 .
!

))((ln
1)(

1

1 k

t

k

k

X

Z N
k

uf
uf

t
E∑

∞

=

+=   (5.1.2) 

Iš čia gauname 

 ),(
!

))((ln
)(ln

1

1

tk

k

k

X

Z N
k

uf
uf

t
Γ=∑

∞

=

             (5.1.3) 
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kur )( tk NΓ  yra atsitiktinio dydžio tN  , k – tosios eilės kumuliantas. 

Pasinaudoję atsitiktinio dydžio k-tosios eilės kumulanto (semiinvarianto) apibrėžimu 

apskaičiuojame )( tk NΓ  išraišką. Kadangi Puasono proceso tN  charakteristinė funkcija 

 { },)1(exp)( −== iuiuN

N eteuf t

t
λE  (5.1.4) 

tai 

 .|))1((
1

|)(ln
1

)( 00 tet
du

d

i
uf

du

d

i
N u

iu

k

k

kuNk

k

ktk t
λλ =−==Γ ==  (5.1.5) 

Naudodamiesi (5.1.3) ir (5.1.5) formulėmis gauname 

 =−+== ∑ ∑
∞

=

∞

=

)11
!

))((ln
(

!

))((ln
)(ln

1 1

11

k k

k

X

k

X

Z
k

uf
t

k

uf
tuf

t
λλ  (5.1.6)  

            

)

).1)((

)1(1
!

))((ln
1(

1

11 )(ln

1

−=

=−=−








+= ∑

∞

=

uft

et
k

uf
t

X

uf

k

X

k

X

λ

λλ

 

Taigi gavome atsitiktinio dydžio tZ charakteristinės funkcijos išraišką 

 .)(
)1)((

1
−= uft

Z

X

t
euf
λ

 (5.1.7) 

Tuomet atsitiktinio dydžio ,
1
∑
=

=
tN

i

it XZ  k-tosios eilės kumulantas 

 =−==Γ =0|)1)((
1

)(ln
1

)(
1 uXk

k

kZk

k

ktk uft
du

d

i
uf

du

d

i
Z

t
λ  (5.1.8) 

 
,|)(

1
10

)(

1

k

u

k

Xk
Xtuf

i
t Eλλ == =  

,....2,1=k
 

 



 23

 

Nesunku įsitikinti, kad atsitiktinio dydžio tZ
~

, apibrėžto lygybe (4.3) vidurkis ir dispersija 

atitinkamai lygūs  

 =−=












 −
= )(

1~
tt

tt

tt ZZ
ZZ

ZZ
Z EE

DD

E
EE  (5.1.9) 

  
.0)(

1
))((

1
=−=−+= tt

t

tt

t

ZZ
Z

ZZ
Z

EE
D

EEE
D  

 
=−=













 −
= )(

1~
tt

tt

tt ZZ
ZZ

ZZ
Z ED

DD

E
DD

 (5.1.10) 

  
.1)0(

1
))((

1
=−=−+= t

t

tt

t

Z
Z

ZZ
Z

D
D

EDD
D  

Taigi gavome kad: 

 ,0
~
=tZE  .1

~
=tZD            (5.1.11) 

Pastebėję, kad  

 ),()( tkttk ZZZ Γ=−Γ E  ,...3,2=k , (5.1.12) 

ir remdamiesi atsitiktinio dydžio ,tZ  k-tosios eilės kumulanto išraiška (5.1.8), gauname 

 =−Γ













=













 −
Γ=Γ )(

1
)

~
( ttk

k

tt

tt

ktk ZZ
ZZ

ZZ
Z E

DD

E
    (5.1.13)     
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,
)()(

1

)()(

1
)(

1

2/2
1

1
2/)2(2/2

1

1
2/

1
2
1

k

k

kk

k

k

k

k

tk

k

t

X

X

tX

X

t

t

Xt
Xt

Z
Z

E

E

E

E

E
ED

⋅==

=













=Γ














=

−λλ
λ

λ
λ

   

,....3,2=k

 

Įvertinsime atsitiktinio dydžio ,
Z

~

tD

E tt
t

ZZ
Z

−
=  k-tosios eilės kumulantą ),

~
( tk ZΓ kai atsitiktinis 

dydis nXXX ,...,, 21  tenkina S.N. Bernšteino sąlygą ( γB ):   

 ( ) ≤⋅⋅=⋅=Γ
−−

k

kkk

k

ktk X
XtX

X

t
Z 12/2

1
2/)2(2/2

1

1
2/)2( )(

1

)(

1

)()(

1~
E

EE

E

λλ

         (5.1.14) 
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k

k

kk

k

kk

k

k

Xt

Kk

Xt
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Xt

XKk

γ

γγγ

λλλ EEE

E

 

kur  .
)(

1
22

1

2

2 −

−

−
=

∆ k

k

k

t tEX

K

λ
 

Taigi  

 ( ) ,
)!(~

2

1

−

+

∆
≤Γ

k

t

tk

k
Z

γ

  ,
2
1

K

Xt
t

Eλ
=∆  k=3, 4, … . (5.1.15) 
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1. Teorema. Tegul nepriklausomi ir vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai ,..., 21 XX  su 

vidurkiu µ=1XE  ir dispersija 02
1 >= σXD  tenkina apibendrintą S. N. Bernšteino sąlygą ( γB ). Tada 

atsitiktinio dydžio tZ
~

 apibrėžto (4.3) lygybe pasiskirstymo funkcijai )(~ xF
tZ

galioja nelygybė 

 ,
18

)()(sup
,

~

γt
Z

x

xxF
t ∆

≤Φ−  (5.1.16) 

kur  

 ,21

1

,
γ

γγ
+∆=∆ tt c  ,

2
1

K

Xt
t

Eλ
=∆  (5.1.17) 

 .
6

2

6

1 21

1

γ

γ

+











=c  (5.1.18) 

Įrodymas. 

Remiantis pirmuoju teiginiu ir pirmąją lema gauname pirmos teoremos tvirtinimą. 

 

2. Teorema. Esant patenkintoms 1. Teoremos sąlygoms, galioja nelygybė: 

 

γ

γγ

,

2
,

~

)1(

))(ln,(
)()(

.

t

k

k

t

Z
x

kc
xxF

t ∆+

∆
≤Φ−  , (5.1.19) 

su visais x ir 1>k  , kur 

 
2
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1
!

7

422
)(7),(

k

kkckc 
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




+
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





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γ
γ   (5.1.20) 

ir 

 ,
2

1
252)( 22


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



 +
Γ+≤
ke

kc

kk

π
  (5.1.21) 

.1>k
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Čia  ),max( baba =∨  ir  ),min( baba =∧ . 

 

Įrodymas. 

Remiantis pirmuoju teiginiu  ir antrąją lema gauname antros teoremos tvirtinimą.  

 

3. Teorema. Jei atsitiktiniai dydžiai 
kX , k=1,2,… tenkina sąlygą )( γB , tai intervale  

tx ∆≤≤0  

galioja nelygybės: 

 { } ,
1

)(1)(exp
)(1

)(1

,
11

~
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t   (5.1.22) 
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Čia 
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ir 

 ,)()(
3

3

,

∑
<≤ ∆

+=
pk t

k

k

x
xxL

γ
γ θλ   (5.1.25) 

kur  

 







=∞

>+
=

.0,

,0,
1

2

γ

γ
γp  (5.1.26) 

Koeficientų kλ  išraiškos, gali būti rastos pagal formulę: 

 ,1

k

bk
k

−−
=λ   (5.1.27) 
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kb  yra nustatomas iš lygčių sistemos 

 ∑ ∑ ∏
=

≥
=++ =

+




=

=
=Γ

j

r
j

jjj

r
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jtr
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r

i j

j
bZ

r1
1
... 1

1

1
,...3,2,0

1,1
)

~
(

!

1
.  (5.1.28) 

Koeficientams kλ   galioja įvertis  

 ,))!1(()/16(
2 2

,
γ

γλ +∆≤ − k
k

k

tk   (5.1.29) 

Iš pareinamybės (5.1.25), gauname   

 ,
82

)(
,

2

γ
γ

tx

xx
xL

∆+
⋅≤   .

3
)(

,

3

γ
γ

t

x
xL

∆
−≥−   (5.1.30) 

Įrodymas.  

 

Trečiąją lemą pritaikę atsitiktiniam dydžiui tZX
~

=  , ir pastenėję, kad šiuo atveju ∆  iš sąlygos 

)( γS  yra lygus t∆ , gauname trečios teoremos tvirtinimą. 

 

4. Teorema.  Jei nepriklausomi ir vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai kX , k=1,2,… tenkina 

sąlygą )( γB , o sumavimo indeksas tN  yra homogeninis Puasono procesas, tai 

 ,1
)(1

)(1
lim

~

=
Φ−

−

∞→ x

xF
tZ

t
 (5.1.31) 

kai  

 

 ,0≥x  )( ,
v

tox γ∆= , kur .))1(21( 1−∨+= γv  (5.1.32) 
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Įrodymas. 

Norint gauti ketvirtosios teoremos teiginį reikia parodyti, kad 0)( →xLγ  ir 0)(
,

1 →
∆
⋅

γt

x
xf , kai 

∞→t . Pastebime, kad funkcijos )(xLγ  didžiausias narys yra pirmasis dėmuo: 

 ...)( 3
3 += xxL λγ  . (5.1.33) 

Apskaičiuokime 3λ  išraišką: 
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3
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b
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~
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1
32 tZb Γ−=  (5.1.34) 

Iš čia 
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1
33 tZΓ=λ  (5.1.35) 

Taigi reikia parodyti, kad ),( ,
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o
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  (5.1.37) 

 

Toliau turime 
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Čia }.,max{ baba =∨  
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Vadinasi, kai  

 ,))1(21( 1−∨+= γv  tai 0)( 13
,

,

3

→∆=
∆

−v
t

t

o
x

γ
γ

, kai ., ∞→∆ γt    (5.1.39) 

Nesunku įsitikinti, kad ,0≥x  )( ,
v

tox γ∆=  trečios lemos liekamasis narys 

 0)(
,

1 →
∆
⋅

γt

x
xf , kai ., ∞→∆ γt   (5.1.40) 

Kadangi .)(1 constxf = , tai matome iš funkcijos )(1 xf  išraiškos belieka įsitikinti, kad 
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Kadangi 
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 (5.1.42) 

 

Taigi gauname, kad  

 0
,

→
∆ γt

x
, kai ., ∞→∆ γt  (5.1.43) 
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Taigi parodėme, kad trečioje lemoje, liekamasis narys ir )(xLγ  artėja į nulį, kai ., ∞→∆ γt  

Vadinasi: 

 

 { } ,1
1

)(1)(exp
)(1

)(1

,
11

~
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
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



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∆
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γ
γ θ
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Z x
xfxL

x
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t  (5.1.44) 

 

su visais  ,0≥x  )( v

tox ∆= , kur .))1(21( 1−∨+= γv
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5.2 ATSITIKTINIS DĖMENŲ SKAIČIUS 
t 

N  NĖRA 

HOMOGENINIS PUASONO PROCESAS 

 

2. Teiginys. Kai nepriklausomi ir vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai kX , k=1,2,… tenkina 

sąlygą ( γB ) su 0=γ :  

 ,)!( 2
1

2
1 XKkX

kk EE −≤  ,...4,3=k , ( 0B ) 

o sumavimo indeksas tN  (nėra homogeninis procesas) tenkina sąlygą (L):  

 .)(!
2

1
)( )1/()2(122

2
qqk

t

k

tk KkN +−+−≤Γ β  (L) 

tuomet: 

  
2(*)

!)2/3(
|)(|

−∆
≤Γ

k

t
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k
Z , k=3,4,… ,  (5.2.1) 

kur 
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+
==∆

βµσµ
µβσα

D . (5.2.2) 

 

Įrodymas. 

 

Pradžioje raskime vidurkio )( tZE ir dispersijos )( tZD išraiškas. 

 ).()()(
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Atskirai raskime )( lNZ tt =E išrašką 
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 32

Pasinaudoję (5.2.4) išraiška pratęskime (5.2.3) lygybę 

 ==++==== ∑∑ )()...()()( 1 lNXXlNlNZZ tl

ll

tttt PEPEE  (5.2.5) 

 
( ) ∑∑ ====++=

l
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l lNXllNXX )()(... 11 PEPEE
 

 
,)( 11 ttt

l

NXlNlX µα=⋅==⋅= ∑ EEPE

 

kur ,tt NE=α  .iXE=µ  

 

Atsitiktinio dydžio tZ  vidurkio išraiška 

 

 .ttZ µα=E  (5.2.6) 

 

Toliau dispersijos apskaičiavimo formulė pateikta (5.2.7) lygybėje 

 

 .)( 22
ttt ZZZ EED −=  (5.2.7) 

 

Norint rasti dispersiją, reikia surasti 2
tZE  išraišką: 
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Nors ,ji ≠ bet ji XX ,  yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, todėl 

 

 ( ) .2
1XXXXXXX iijiji EEEEEE ===   (5.2.9) 

 

Gauname išraišką 
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2
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jilji

XllX EE  (5.2.10) 

 

Įstatę (5.2.10) lygybę į (5.3.8) formulę gauname: 
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Tai gauname 
tZD  išraišką 

 

  ,)( 22222 tZ ttt λµσβµασ +=+=D  (5.2.12) 

 

kur ,2
iDX=σ   ,tt EN=α  ,iEX=µ  .22

tt EN=β  
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Atsitiktinio dydžio 
tZ  momentus generuojanti funkcija yra: 

 ==
∑

==















=

∑
=

∑
== ∑∑ === )()()( 111 lNelNlNeeez t

l

Xz

t

l

t

XzXz
zZ

Z

l

i

i

tN

i

i

tN

i

i

t

t
PEPEEEϕ  (5.2.13) 

 

)}.(lnexp{)(

)()(...

)(...)(

1

11

1
111

211

)(ln)(ln

)ln(

)...(

zNelNe

lNelNeee

lNeeelNe

Xt

zN

t

l

zl

l

t

Ee

t

zXzX

l

zX

t

l

zXzXzX

t

l

XXz

XtX

lzX

ll

ϕϕϕ EEP

PPEEE

PEPE

====

====⋅⋅⋅⋅=

==⋅===

∑

∑∑

∑∑

⋅

++

 

Iš sąlygos ),( γB  remdamiesi pirma lema, gauname 
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Tegul µ−=−= XXXX E1  ir .ttttt ZZZZ µα−=−= E  

Remdamiesi lygybe (5.2.13) ir sąlyga (L), gauname 
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µαµαϕ EEE lnlnln)(ln )(  (5.2.17) 
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Kai  (5.2.19) nelygybė teisinga ir pratęsus (5.2.18) lygybe gauname 
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  (5.2.21) 

Patikrinkime ar teisingai gavome sąlygas (5.2.21) lygybei (5.2.20). Iš (5.2.15) lygybės gavome 

išraišką ( )2
2

3
)(ln

1
zz

X
σθϕ =  su sąlyga (5.2.16). Gautą išraišką įsistatę į (5.2.20) lygybe ir žinodami, kad 
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kai ,|| Az ≤    (5.2.23) 

kur 

 .})||3,4)||1(max{( 1)1/(2
2

1 −+−∨= qq

tKMA βµσµ  (5.2.24) 

Taigi gauname 
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Dabar pasinaudoję Koši formule (2.4.1) ir ankščiau užrašyta formule gauname 
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Kadangi atsitiktinio dydžio ,
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5. Teorema. Jei nepriklausomi ir vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai iX  tenkina S. N. 

Bernšteino sąlygą )( γB  su  ,0=γ  o atsitiktinis dydis tN  su vidurkiu tt NE=α  ir dispersija tt ND=2β  

tenkina sąlygą: egzistuoja dydžiai 02 >K ir 0≥q  tokie, kad 
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Įrodymas. 

Remiantis antruoju teiginiu  ir pirmąja lema gauname penktos teoremos tvirtinimą. 

 

6. Teorema. Esant patenkintoms 5. Teoremos sąlygoms, galioja nelygybė: 
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 








 ⋅
∨= !

7

422
)(7)( kkckc   (5.2.32) 

ir 

 ,
2

1
252)( 22


















 +
Γ+≤
ke

kc

kk

π
  (5.2.33) 

čia  ),max( baba =∨  ir  ),min( baba =∧ . 

 

Įrodymas. 

Remiantis antruoju teiginiu  ir antrąją lema gauname šeštos teoremos tvirtinimą.  

 

7. Teorema. Tegul nepriklausomi ir vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai kX , k=1,2,…, 

tenkina sąlygą  )( γB  ir tN  sąlygą (L) tuomet  intervale tx *0 ∆≤≤  galioja didžiųjų nuokrypių lygybės: 
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 Čia 

 

)1(

}))1(1exp{101(60
)(

*

*

*

2*

t

t

t

t

x

x

xf

∆
−

∆
∆

−−∆+
=  (5.2.36) 

ir 

 ∑
∞

= ∆
+=

3

3

*
.)()(

k t

k

k

x
xxL θλ   (5.2.37) 

Koeficientų kλ  išraiškos, gali būti rastos pagal formulę: 
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kb  yra nustatomas iš lygčių sistemos              
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Koeficientams kλ   galioja įvertis: 
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Iš pareinamybės (5.2.37), gauname   
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Įrodymas.  

Remiantis antruoju teiginiu  ir trečiąja lema gauname septintos teoremos tvirtinimą. 
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8. Teorema. Jei nepriklausomi ir vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai kX , k=1,2,… tenkina 

sąlygą )( γB  su 0=γ  ir sumavimo indeksas 
tN  tenkina sąlygą (L) tai 
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)(1
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=
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−

∞→ x

xF
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t
  (5.2.42) 

kai   

 ,0≥x  )( *v
tox ∆= , kur .

3

1
=v  (5.2.43) 

 

Įrodymas. 

Norint gauti ketvirtosios teoremos teiginį reikia parodyti, kad 0)( →xL  ir 0)(
*1 →
∆
⋅

t

x
xf , kai 

∞→t . 

Pastebime, kad funkcijos )(xL  didžiausias narys yra pirmasis dėmuo: 

 ...)( 3
3 += xxL λ  . (5.2.44) 

 

Apskaičiuokime 3λ  išraišką: 
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32 tZb Γ−=

 (5.2.46) 

Įstatę (5.2.46) išraišką į (5.2.45) gauname: 

 ).(
6

1
33 tZΓ=λ  (5.2.47) 
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Taigi reikia parodyti, kad ),( *v
tox ∆=  

3

1
=v   reiškinys .0)( 3

3 →Γ xZ t  

Kadangi  

 ,
)!3(

|)(|
*3
t

tZ
∆

≤Γ   (5.2.48) 

tai 

 ).1(
)(

*

3

1
3

*

*

3

o
ox

t

t

t

=
∆
∆

=
∆

⋅

  (5.2.49) 

Nesunku įsitikinti, kad ,0≥x  )(
)

3

1
(

*
tox ∆=  trečios lemos liekamasis narys: 

 0)(
*1 →
∆
⋅

t

x
xf , kai .* ∞→∆ t   (5.2.50) 

Kadangi .)(1 constxf = , tai matome iš funkcijos )(1 xf  išraiškos belieka įsitikinti, kad 

 









∆=

∆

∆
=

∆

−
3

2
*

*

)
3

1
(

*

*

1)(
t

t

t

t

o
cc

ox

γγ

.  (5.2.51) 

Taigi parodėme, kad trečioje lemoje, liekamasis narys ir )(xLγ  artėja į nulį, kai .∞→∆ t
 

Vadinasi: 

 

 { } ,1
1

)(1)(exp
)(1

)(1

*11 →







∆
+

+=
Φ−

−

t

Z x
xfxL

x

xF
t θγ  (5.2.56) 

su visais  ,0≥x  )( *v
tox ∆= , kur .

3

1
=v
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6. MAGISTRO PUBLIKUOTAS STRAIPSNIS 

DRAUDOS SUMINIŲ IŠMOKŲ SKIRSTINIO ANALIZĖ 

Ramunė Atroškaitė 

Vilniaus Gedimino technikos universitetas 

Anotacija. Nagrinėjama atsitiktinio dėmenų (atsitiktinių dydžių) skaičiaus skirstinio 

funkcijos aproksimacijos normaliuoju dėsniu tolygusis ir netolygusis įverčiai. Atsitiktinių dydžių 

atsitiktinio dėmenų skaičiaus suma traktuojama kaip draudėjo suminės išmokos. Visiškai 

išnagrinėtas atvejis, kai atsitiktinis dėmenų skaičius tN  yra homogeninis Puasono procesas. Kita 

darbo dalis skirta atvejui, kai 
tN nėra Puasono procesas. 

Įvadas 

Darbe pasirinkau vieną iš tikimybių teorijos taikymo sričių – draudimą. Jeigu į draudimo verslą 

žiūrėsime paprastu kiekvienam suvokiamu žvilgsniu, tai šio verslo pelningumą galime apibrėžti tokia 

schema: 

pradinis kapitalas + klientų įmokos – draudimo išmokos. 

Visą dėmesį sutelkėme į vieną iš svarbiausių draudimo pelningumo veiksnių – draudimo 

išmokas, t. y. jei įmonės turtas yra didesnis nei klientams išmokamos draudimo išmokos, tokiu atveju 

draudimo bendrovė dirba pelningai. Draudimo išmokos plačiai nagrinėjamas ir yra mažiausiai 

nuspėjamas atsitiktinis dydis. 

Bendrosios žinios 

Tolydaus laiko draudiko atsargų dinaminio modelio struktūra: 

 ,0 ttt ZPRR −+=  ,0≥t   (1) 

čia tR – draudiko atsargos laiko momentu, t, 0R – pradinės atsargos, tP  – suminės įmokos, tZ  – 

suminės išmokos laiko intervale [0, t]. 

Tegul X  bet koks atsitiktinis dydis su vidurkiu 0=XE  ir dispersija .1=XD  Atsitiktinio dydžio 

X  pasiskirstymo funkciją ir charakteristinę funkciją žymėsime: 

 ),()( xXxFX <= P  .)()( ∫
∞

∞−

== xdFeetf X

itxitX

X E  (2) 

Standartinis normalusis skirstinys: 
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 ∫
∞− 






−=Φ

x

dyyx .
2

1
exp

2

1
)( 2

π
 (3) 

Atsitiktinio dydžio X , k-tosios eilės kumulantas )(XkΓ  apibrėžiamas lygybe 

 ,)(ln
1

)(
0=

⋅=Γ
t

Xk

k

kk tf
dt

d

i
X  k = 1, 2, … . (4) 

Toliau reikalausime, kad atsitiktinis dydis X  su vidurkiu 0=XE  ir dispersija 1=XD  tenkintų  

sąlygą: egzistuoja dydžiai 0≥γ  ir 0>∆  tokie, kad 

 ,
)!(

)(
2

1

−

+

∆
≤Γ

kk

k
X

γ

 k = 3, 4, ... .           ( γS ) 

 

1 lema. Jei bet koks atsitiktinis dydis X  su vidurkiu  0=XE  ir dispersija 1=XD  tenkina 

sąlygą ( γS ), tai 

 ,
18

)()(sup
γ∆

≤Φ− xxFX
x

 (5) 

čia  ,)21/(1 γ
γγ

+∆=∆ c  .
6

2

6

1
)21/(1 γ

γ

+











=c  (6) 

Pagrindiniai darbo rezultatai 

Tegul nXXX ,...,, 21 yra nepriklausomi, vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai su vidurkiu 

µ=1XE  ir dispersija 02
1 >=σXD  ir tenkinta apibendrintą S. N. Bernšteino sąlygą: egzistuoja dydžiai 

0>γ  ir 0>K  tokie, kad 

 ,)!( 2
1

21
1 XKkX kk EE −+≤ γ  k = 3, 4, … . ( γB ) 

Tegul }0,{ ≥tX t yra Puasono procesas su parametru λ , t. y. 

 ,
!

)(
)( t

k

t e
k

t
kX λλ −==P ,0>λ ,0≥t ,...1,0=k  . (7) 

Atsitiktinio dydžio  

 ,
1
∑
=

=
tN

i

it XZ  (8) 

centruotą ir normuotą atsitiktinį dydį ir jo pasiskirstymo funkciją pažymėkime: 

 ,
~

t

tt
t

Z

ZZ
Z

D

E−
=  ).

~
()(~ xZxF tZ t

<= P  (9) 
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1 teorema. Tegul nepriklausomi ir vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai ,..., 21 XX  su 

vidurkiu µ=1XE  ir dispersija 02
1 >=σXD  ir tenkina apibendrintą S. N. Bernšteino sąlygą ( γB ). Tada 

atsitiktinio dydžio tZ
~

, apibrėžto (2) lygybe, pasiskirstymo funkcijai )(~ xF
tZ

galioja nelygybė 

 ,
18

)()(sup
,

~

γt
Z

x

xxF
t ∆

≤Φ−  (10) 

čia  ,21

1

,
γ

γγ
+∆=∆ tt c  .

6

2

6

1 21

1

γ

γ

+











=c  (11) 

Įrodymas 

Tegul ,
1
∑
=

=
tN

i

it XZ čia }0,{ ≥tN t  yra Puasono procesas su parametru ,λ  ir ,kX  k = 1, 2, … yra 

nepriklausomi vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai. Atsitiktinio dydžio tZ charakteristinė funkcija 

 .
!

))((ln
1)(

1

1 k

t

k

k

X

Z N
k

uf
uf

t
E∑

∞

=

+=   (12) 

Iš čia gauname 

 ).(
!

))((ln
)(ln

1

1

tk

k

k

X

Z N
k

uf
uf

t
Γ=∑

∞

=

             (13) 

Pasinaudoję atsitiktinio dydžio k-tosios eilės kumulanto (semiinvarianto) apibrėžimu 

apskaičiuojame )( tk NΓ išraišką. Kadangi Puasono proceso tN  charakteristinė funkcija 

 { },)1(exp)( −== iuiuN

N eteuf t

t
λE  (14) 

tai 

 ,|))1((
1

|)(ln
1

)( 00 tet
dt

d

i
tf

dt

d

i
N u

it

k

k

ktNk

k

ktk t
λλ =−==Γ ==

  k = 1, 2, … . (15) 

Naudodamiesi (14) ir (15) formulėmis, gauname atsitiktinio dydžio tZ charakteristinės funkcijos 

išraišką 

 .)(
)1)((

1
−= uft

Z

X

t
euf
λ

 (16) 

Tuomet atsitiktinio dydžio ,
1
∑
=

=
tN

i

it XZ  k-tosios eilės kumulantas 

 ,)(ln
1

)( 1
k

Zk

k

ktk Xtuf
du

d

i
Z

t
Eλ==Γ k = 1, 2, … . (17)  

Nesunku įsitikinti, kad atsitiktinio dydžio tZ
~

, apibrėžto lygybe (8), vidurkis ir dispersija 

atitinkamai lygūs 

 ,0
~
=tZE  .1

~
=tZD            (18) 
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Pastebėję, kad  

 ),()( tkttk ZZZ Γ=−Γ E  k = 2, 3, … , (19) 

ir remdamiesi atsitiktinio dydžio ,tZ  k-tosios eilės kumulanto išraiška (17), gauname  

 ,
)()(

1
)

~
(

2/2
1

1
2/)2( k

k

ktk
X

X

t
Z

E

E
⋅=Γ −λ

 k = 2, 3, … . (20) 

Įvertinsime atsitiktinio dydžio ,
~
tZ  k-tosios eilės kumulantą ),

~
( tk ZΓ kai atsitiktinis dydis 

nXXX ,...,, 21  tenkina S. N. Bernšteino sąlygą ( γB ):   

 ( ) .
)!(

)(

)!(

)()(

1~
2

1

22
1

21

2/2
1

1
2/)2( −

+

−

−+

− ∆
==⋅=Γ

k

t
k

k

k

k

ktk

k

Xt

Kk

X

X

t
Z

γγ

λλ EE

E
 (21) 

Taigi  

 ( ) ,
)!(~

2

1

−

+

∆
=Γ

k

t

tk

k
Z

γ

 .
2
1

K

Xt
t

Eλ
=∆        (22) 

Pastebėjus, kad atsitiktinis dydis tZX
~

=  tenkina 1 lemos sąlygą ( γS ) su dydžiu  

 ,
2
1

K

Xt
t

Eλ
=∆=∆  (23) 

gauname 1 teoremos tvirtinimą. 

2 teorema. Esant patenkintoms 1 teoremos sąlygoms, galioja nelygybė: 

 ,
)1(

))(ln,(
)()(

)21/(1

2/)21/(1

~
γ

γγ
+

+

∆+

∆
≤Φ−

t

k

k

t

Z
x

kc
xxF

t

 (24) 

 čia 1≥k ir },!)6/2(122);()26(252max{),( )21/(22)21/(1 kkckc γγγγγ ++=  (25) 

 ).2/)1((/25(2)( 2/2/ +Γ+≤ sekc kk π  (26) 

 

Įrodymas 

Remiantis atsitiktinio dydžio tZ
~

kumuliantai ),
~

( tk ZΓ gautuoju įverčiu (21) ir S. Achmedov 

(Achmedov 1990) lema, gauname teoremos 2 (24) tvirtinimą. 

3 teorema. Jei nepriklausomi ir vienodai pasiskirstę atsitiktiniai dydžiai iX  tenkina S. N. 

Bernšteino sąlygą )( γB  su  ,0=γ  o atsitiktinis dydis tN  su vidurkiu tt NE=α  ir dispersija tt ND=2β  

tenkina sąlygą: egzistuoja dydžiai 02 >K ir 0≥q  tokie, kad 

 ,)(!
2

1
)( )1/())2((122

2
qqk

t

k

tk KkN +−+−≤Γ β  k = 2, 3, … , (L) 

tai 
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 ,
7

)()(sup
*

~

t

Z
x

xxF
t ∆

≤Φ−  (27) 

čia 

 .
3,4)1max{(

)(
)1//(2

2

1

2/1222
*

qq

t

tt
t

KM +−
∨

+
=∆

βµσµ

µβσα
           (28) 

Įrodymas 

Nesunku įsitikinti, kad atsitiktinio dydžio tZ  vidurkis ir dispersija atitinkamai lygūs: 

 ,ttZ µα=E    .)( 22222 tZ ttt λσµβµασ +=+=D  (29) 

Atsitiktinio dydžio 
tZ  momentus generuojanti funkcija 

 )}.(lnexp{)()|()(
1

1 zNlNlNeez Xtt

l

t

Xz
zZ

Z

tN

i

i

t

t
ϕϕ EPEE ===

∑
== ∑ =  (30) 

Iš sąlygos,  remiantis 1 lema, gauname 

 ,!( 22
1 σ−≤Γ k

k MkX  k = 3, 4, ... ,  (31) 

 ,
2

3
)(

!

1
)(ln 22

2
11

zzX
k

z
k

k

kX
σθϕ ∑

∞

=

=Γ=   .
2

1

M
z ≤  (32) 

Remdamiesi (32) lygybe ir (L) sąlyga, gauname 

 .)())(ln)(1()(ln)(ln 2221

11
zzzzz tXXtZt
µβϕµθϕα −++=Φ  (33) 

Kai .2/1|)(ln|
1

1

)1(2
2 ≤+

−+qq

tX
zzK βϕµ   

Nesunku įrodyti, kad  

 5/1|)(ln)(|
1

1 ≤− zz
X

ϕµ , kai 11 )4)||1((|| −−∨≤ Mz σµ   (34) 

ir 

 2/1|)(ln|
1

1

)1(2
2 ≤+

−+qq

tX
zzK βϕµ , ,|| Az ≤   (35) 

čia 

 .})||3,4)||1(max{( 1)1/(2
2

1 −+−∨= qq

tKMA βµσµ  (36) 

Taigi gauname 

 2222 ||)(!
2

3
)(ln zkz ttZt

µβσαθϕ += , .|| Az ≤  (37) 

Dabar, pasinaudoję Koši formule ir anksčiau užrašyta formule, gauname 

 k

tttk AkZ −+≤Γ 2222 )(!
2

3
|)(| µβσα , k = 3, 4, … . (38) 
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Kadangi atsitiktinio dydžio ,
~

t

t
t

Z

Z
Z

D
=  k-tosios eilės kumulantas ),()()

~
( tk

k

ttk ZZZ Γ=Γ −D  

tai, remdamiesi nelygybe, (38), gauname 

 

  
2

!)2/3(
)

~
(

−∆
≤Γ

k

t

tk

k
Z , k = 3, 4, … ,  (39) 

čia *
t∆  išraiška pateikta (32) formulėje. 3 teorema įrodyta. 

Išvados 

1. Gautas sudėtinio Puasono proceso skirstinio funkcijos aproksimacijos normaliuoju dėsniu 

tikslus įvertis.  

2. Įrodytas sudėtinio Puasono proceso CRT (centrinėje ribinėje teoremoje) netolygus įvertis.  

3. Minėtosios teoremos įrodytos bendresnei procesų klasei, atsisakant reikalavimo, kad sumoje 

∑
=

=
tN

i

it XZ
1

atsitiktinis dydis 
tN  būtų pasiskirstęs pagal Puasono dėsnį. 
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7. IŠVADOS 

 

1. Gauti sudėtinio Puasono proceso skirstinio funkcijos aproksimacijos normaliuoju dėsniu 

tolygus ir netolygus įverčiai.  

2. Įrodyta didžiųjų nuokrypių teorema sudėtiniam (Compound) Puasono procesui Kramerio ir 

Liniko zonose. 

3. Minėtos teoremos įrodytos bendresnei procesų klasei, atsisakant reikalavimo, kad sumoje 

∑
=

=
tN

i

it XZ
1

atsitiktinis dydis tN  būtų pasiskirstęs pagal Puasono dėsnį. 
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