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Ivadas

eV —

teksta. Zmogus, neturintis teksto interpretavimo jgiidziy, ne tik negeba darniai reiksti
minciy ir susiorientuoti jvariose situacijose, bet negeba ir bendrauti kulturingai, tinka-
mai reaguodamas j pasnekovo mintis, néra laisvas kalbos, itin svarbios zmogaus savybeés,
,vartotojas® , yra savo ribotumo jkaitas. Matematinio lavinimo kontekste teksto interpre-
tavimas lydi tiek mokykliniy tekstiniy uzdaviniy sprendima, tiek studijuojant aukstajai
matematikai budingus teoremy jrodymus, tiek remiantis kity autoriy mintimis moksli-
niuose tyrimuose.

Tekstiniy uzdaviniy sprendimas yra viena pirmuyjy patiréiy, su kuriomis susiduria jau-
nas zmogus siekdamas mokyklinio issilavinimo. Tac¢iau valstybiniy matematikos brandos
egzaminy rezultatai rodo, kad tekstinius uzdavinius, kuriems iSspresti reikia bent keliy
aritmetiniy veiksmy, jveikia tik nedidelé dalis moksleiviy. Vadinasi, daugumos moksleiviy
pazintis su teksto interpretavimu matematikos pamokose greiciausiai buvo nesékminga.
Kokios priezastys galéjo lemti Sig nesékme?

Sio darbo tikslas yra pateikti teorine aplinkg, kuria remiantis galima analizuoti 5 - 8
klasiy mokykliniy uzdaviniy turinj. Pirmoje darbo dalyje is pradziy suformuluosime ele-
mentariojo tekstinio uzdavinio konstrukta, pagal kurj galima nuspresti, kurie uzdaviniai
priklauso tyrimo apimciai, pristatysime su kokiais issukiais susiduria moksleiviai, spresda-
mi tokio tipo uzdavinius. Antroje dalyje pateiksime kategorijas, padésiancias suskirstyti
uzdavinius ] atskiras klases priklausomai nuo j sprendimg jeinanciy aritmetiniy veiks-
my interpretacijos. Taip pat bus apzvelgiami edukacijoje taikomi klasifikacijos modeliai,

siulomas budas apdoroti surinktus duomenis.



1 skyrius

Elementarieji tekstiniai uzdaviniai

1.1 Elementariojo tekstinio uzdavinio konstruktas

Penktos - astuntos klasiy ,,Atrask® matematikos vadovéliuose kiekvienoje klaséje yra pa-
teikiama apie 10 skyriy su naujomis temomis, o kiekviena skyriy sudaro po keletg posky-
riy. Bet kurj poskyrj sudaro du puslapiai: kairiajame puslapyje pateikiama probleminé
situacija, ja remiantis iSaiSkinama pagrindiné temos teorija, pateikiama sprendimo pa-
vyzdziy; deSiniajame puslapyje - triju lygiy uzdaviniai. Dalis uzdaviniy yra palyginus
nesudétingi, pavyzdziui, prasoma apskaiciuoti viena démenj, kai duotas kitas démuo ir
dviejy démeny suma [I], nurodyti maziausia galima ziurovy skaiciy, kai ju yra apie 13000
tukstanciy tikslumu [2] arba iSspresti galvosukj su magiskaisiais kvadratais [3]. Tokius uz-
davinius intuityviai laikysime per daug paprastais palyginus su uzdaviniais, kuriy spren-
dimuose reikty atlikti pagrindines aritmetines operacijas, zenklinancius realaus pasaulio
kontekste pasitaikanciy dydziy sarysius.

Sieksime apibudinti tokj elementariojo tekstinio uzdavinio konstrukta, kuris leisty re-
miantis pateiktu apibudinimu vienareikSmiskai patvirtinti, ar uzdaviniai is ,,Atrask* va-
dovéliy, tame tarpe ir uzdaviniai [1], [2], [3], jeina j apibréZzimo apimtj. Cia susiduriame su
dar viena problema: ne visos dydzio, elementariojo sarysio ir realaus pasaulio konteksto
savokos turi visuotinai priimtus apibrézimus, todél siekiant paprastumo joms pateiksime

atskirus apibudinimus.

1.1 apibudinimas. Dydis - tai objekto ar reiskinio savybé, kuriai priskiriama lygintina

skaitiné reiksmé pasirenkant matavimo vienetq.

1.2 apibudinimas. Sqrysis R tarp dviejy aibiy X ir'Y yra Dekarto sandaugos X XY
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poaibis. Jei du nariai x € X iry € Y priklauso sqrysiui, tai sakoma, kad x ir y yra

susieti sqrysiu R.

1.3 apibrézimas. Rysys tarp baigtinio skaiciaus aibiy X1, Xs,... X, yra Dekarto san-

daugos H X, poaibis.
i=1

Matematinéje kalboje sarysis dar vadinamas binariuoju sarysiu, o rysSys - n - nariuo-
ju sarysiu, taciau tekstiniy uzdaviniy kontekste apsiribosime paprastesniais pavadinimais
norédami pabreézti, kad sprendziant tekstinj uzdavinj stengiamasi suprasti, kaip jame
paminéti dydziai siejasi. Tekstiniuose uzdaviniuose gali pasitaikyti tam tikras rysys, api-
bréztas nebutinai vienu sarysiu. Taciau j elementariojo tekstinio uzdavinio konstrukta

jitrauksime tik elementarius (nesudétingus) sarysius.

1.4 apibudinimas. Sqrys; X vadinsime elementariu, jei vieno is reiskiniy x — y, x + vy,

xy arba x :y reiksmé yra apibrézta ir pastovi su visais (x,y) € X.

Priklausomai nuo reiskinio vadinsime, kad visiems (z,y) € X nariai z ir y yra susieti

suma, atimtimi, sandauga arba santykiu.

1.5 apibudinimas. Realaus pasaulio kontekstas - tai uZdavinyje pateikta situacija, kurig

nagrinejant:

» uZdavinio sprendime pagal bendrg susitarimq priimta rysi tarp kintamuyjy isreiksti

tam tikromis matematinémis operacijomis;
» uZdavinio kintamieji yra tam tikri pavadinimus turintys dydZiai.

Kontekstas apibrézia, apie kokius objektus kalbama uzdavinyje. Dydziai - realaus
pasaulio objektai. Taciau skaic¢ius nelaikytinas realaus pasaulio objektu, nes neturi konk-

retaus matavimo vieneto ir todél nejeina j dydzio apibrézima.

1.6 apibudinimas. Realaus pasaulio konteksto uZdavinys, kuriame dydzZius sieja rysys,

isreiskiamas elementariais sqrysiais, latkomas elementariu tekstiniu uZdaviniv (ETU).

Remiantis Siuo apibudinimu pavyzdziai [I] ir [3] netenkina ETU apibrézimo, nes uzda-
vinyje pateikti kintamieji néra realaus pasaulio objektai. Tuo tarpu pavyzdys [2] atitinka
realaus pasaulio konteksta, taciau ETU apibrézimas netenkinamas, nes prasoma rasti ma-
ziausig galimg tam tikro dydzio skaitine reikSme, tenkinanciag salyga, kad ja suapvalinus
tukstanciy tikslumu, gausime 13000. Nei apvalinimas, nei maziausios reikSmes radimas

néra iSreiskiami elementariais sarysiais.



1.2 Dydzio apibrézimo korektiskumo klausimas

Fizikiniy dydziy, tokiy kaip atstumas, greitis, masé, laiko intervalas, jéga ir temperatura,
matavimo vienetai jprastai pateikiami pagal visuotiniu susitarimu priimta etalona. Kitais
atvejais dydis daznai buna susijes su objekty: picy, obuoliy, Zmoniy, geometriniy figury
ir pan. skai¢iavimu, todél matavimo vienetais laikysime kitokius objektus.

Jei atliekamas veiksmas yra sudétis ir atimtis, tai tiek abu nariai, tiek rezultatas zen-
klina skaitines israiSkos dydziy, reiskiamy tais paciais matavimo vienetais. Daugybos ir
dalybos atveju situacija sudétingesne. Lygybés bx c = air ¢ = ¢, b # 0 yra ekvivalencios.
Taciau kintamasis ¢ ne visais atvejais yra dydis. Tai priklauso nuo trupmenos interpre-
tavimo. Pedersen ir Bjerre savo darbe Two conceptions of fraction equivalence siulo du

trupmeny suvokimo aspektus:

1.7 apibrézimas. Vieneto ekvivalentiskumas - tai trupmeny lygumas, kai jos atitinka tg

pacig vienodos visumos dalj.

1.8 apibrézimas. Proporcijos ekvivalentiskumas - tai trupmeny lygumas, kai santykis

tarp skaitiklio ir vardiklio yra vienodas (rezultatas laikomas neturinciu vienety,).
ir [I.§] apibrézimai buvo pailiustruoti tokiais pavyzdziais.

la pavyzdys. Tarkime vienas Zzmogus suvalge vieng is trijy banany, o kitas - dvi is Sesiy

picos skilteliy. Palyginkite jy suvalgyto maisto dydj.

1b pavyzdys. Tarkime vienas zmogus suvalgé vieng is trijy turimy pyragaiciy, o kitas -

du is Sesiy pyragaiciy. Palyginkite jy suvalgyto maisto dyd;.

2.3| pavyzdyje abu Zmonés suvalgé ta pacia trupmenine dalj savo maisto. Si dalis
néra matuojama tais paciais vienetais, todél trupmeninés dalies dydis gali buti skirtingas,
nepaisant to, kad lygybeé % = % galioja. Lygybéje vienetai nerasomi, nes skai¢iuojamos ne
tos pacios visumos dalys, todél siuo atveju kalbama apie proporcijos ekvivalentiskuma.

2.3 pavyzdyje vienetai yra vienodi: islaikoma ne tik skaitiniy reikSmiy lygybe, bet ir
dydziy lygumas. Lygybéje matavimo vienetai rasomi: % pyragaiciy = % pyragai¢iy. Siuo
atveju kalbama apie vieneto ekvivalentiskuma.

Matome, kad, jei kiekvieno nario (a, b), priklausancio elementariam sarysiui X, kinta-
mieji a ir b susieti santykiu (a : b reikSmé yra pastovi), tai rezultatas a : b = ¢ ne visuomet
tenkina dydzio apibudinimg ir néra realaus pasaulio objektas. D¢l Sios priezasties ekvi-

valencioje lygybéje b x ¢ = a kintamasis ¢ taip pat neprivalo buti realaus pasaulio objektas
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- apibudinimas tampa nekorektisku. Taciau atvirksciai - teiginyje Lietuvoje vienam
pasiskiepijusiam nuo Covid - 19 tenka du nepasiskiepije kalbama apie realaus pasaulio ob-
jektus - zmones, todél buty nekorektiska Sig situacija atsieti nuo realaus pasaulio. Norint
iSspresti §j priestaravimag daugelyje mokslo sri¢iy naudojama bedimensinio dydzio sgvoka.
Tokiems dydziams yra deklaruojamas matavimo vienetas 1, jprastai nejeinantis j dydzio
zyméjima. Tarptautiniame metrologijos zodyne [5] paminéta, kad bedimensiniuy dydziy
matavimo vienetai ir skaitinés reikSmes yra skaiciai, suteikiantys daugiau informacijos nei

kitokie skaiciai.

1.3 Elementariyjy tekstiniy uzdaviniy sprendimo procesas

Naturalu, kad moksleivio pastangos didina galimybes pasiekti aukstesnius mokymosi re-
zultatus pademonstruojant jvairias mokykloje igytas kompetencijas, tame tarpe ir teks-
tiniy uzdaviniy sprendimo gebéjimus. Kai kurie autoriai pazymi, kad mokymosi metu
susiduriant su matematiniu turiniu mokymosi procesas néra vientisas. George Pélya kny-
goje How To Solve It tvirtina[7], kad besimokantysis turéty jgyti tiek patirties, kiek tai
gali padaryti savarankiskai. Jei jis yra paliekamas be pagalbos arba su per maza pagalba,
pazangos nepadarys. Jeigu jam buty padedama per daug, indélis | pazangg buty per ma-
zas. Vadinasi, mokytojai turéty moksleiviams padéti padéti nei per mazai, nei per daug
tam, kad besimokanciojo ir mokytojo darbas pasiskirstyty tam tikrose ribose.

Mokymosi procese svarbu ne tik mokytojo ir moksleivio bendradarbiavimas, bet ir
mokomosios medziagos turinys. Mokytojai daznai néra pajégus identifikuoti konkreciy
kiekvieno moksleivio trukumy, stabdanciy pazangg ir jvertinti, kas turéty jeiti i mokomaji
turinj, padedantj juos pasalinti. Sioje dalyje pailiustruosime, kaip atrodo ETU sprendimo

procesas ir kas gali daryti jtakg ETU sudétingumui.

2a pavyzdys. Man dabar dvigubai daugiau mety nei Jums buvo tada, kai man buvo

tiek mety, kiek Jums dabar. Mums abiems kartu 35 metai. Kokie musy amziai?

Pirmas sprendimo budas galéty buti mano ir Jusy amziy pazyméti nezinomaisiais x ir
y. Antroji salyga nesudétinga: zodis ,kartu“ sitlo uzuoming, kad sudéje abu nezinomuo-
sius gausime kita dydj, kuriam priskiriamas skaic¢ius 35. Todél gauname, kad nezinomieji
x ir y tenkina elementaryjj sarysj, kurj zenklina lygybé x4y = 35. Likusioje salygos daly-
je siejami laiko atzvilgiu kintantys dydziai, o sprendima apsunkina nestandartinis atvejis,
kuomet dydziams priskiriamos reikSmés ne tuo paciu laiko momentu. Norint suprasti,

kaip sarysj pateikti aiskiau, galima nagrinéti tokj pagalbinj uzdavinj:
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2b pavyzdys. Man dabar 25 metai, o Jums - 20. Kiek man mety buvo tada, kai man

buvo tiek mety, kiek Jums dabar?

Dabar matyti, kad kalbama apie laikotarpj pries 25 — 20 = 5 metus. Grjzkime prie
ankstesnio pavyzdzio 2a] Naudojantis anks¢iau jvestais nezinomaisiais, galima uzrasyti,
kad minétas laikotarpis buvo pries musy amziy skirtuma: x —y mety. Jei dabar Jums y
mety, tai tuo laikotarpiu Jums buvo y — (z —y) mety. Liko neiSnaudota tik gana paprasta
salygos dalis, kurioje yra zodis , dvigubai . Sis #zodis sitilo uzuomina, kaip uzrasyti sarysj

tarp dydziu z iry — (z —y): c =2(y — (x — y))

r=2(y— (v —y))

T+y=235

2c pavyzdys. ISspreskite lygciy sistema:

Issprende $ia lygéiy sistemg randame nezinomyjy « ir y reikimes: 20 ir 15. Sio pa-
vyzdzio apimtyje néra pasakyta, kokie zenklinamy dydziy pavadinimai, vadinasi suformu-
luotame uzdavinyje nebuvo pateiktas realaus pasaulio kontekstas. Taciau lygciy sistemos
sprendimas galimai jeina j pavyzdzio [2a] sprendima.

Atkreipkime démesj, kad ETU lygciy arba lygciy sistemy sprendimo ir sarysius nusa-

kanciy formuluociy keitimo procesai yra panasus. Galima isskirti tokias bendras savybes:

o Invariantiskumas. Tiek sarysiai, tiek lygties ar lygciy sistemos sprendiniy aibés

yra nekintamos.

e Redukuojamumas. Salygos formuluote stengiamasi pakeisti taip, kad buty galima
lengviau atpazinti aritmetines operacijas, siejanc¢ias dydzius, o lygtis taip, kad, kad

tolimesnis sprendinio gavimas supaprasteéty.

e Baigtinumas. Po baigtinio kiekio pakeitimy procesas turi uzsibaigti aiskia iSves-
timi. Lygc¢iy atveju jprasta pateikti lygybe, nurodancia lygties sprendinj. Keiciant
sarysius nusakancias formuluotes jprasta arba issiaiskinti, koks veiksmas sieja duotus

dydzius arba uzrasyti lygtj, iprasminanciag jy rysj.

Ivardyti panasumai pakankamai daznai lemia ir pasirinkimo tarp keliy skirtingy ETU

sprendimo budy galimybe. Ja pailiustruosime |3| pavyzdziu.

3 pavyzdys. Joniukas ir Grytuté turéjo po lygiai riekeliy. Kai Joniukas Grytutei atidave
5 duonos riekeles, jis turéjo dvigubai maziau riekeliy uz Grytute. Kiek riekeliy kiekvienas

turéjo is pradziy?



Pazymeéjus nezinomuoju pradinj Grytutes riekeliy skaiciy x, galime iSvesti naujus kin-
tamuosius (galutinius Grytutés ir Joniuko riekeliy kiekius), priklausanéius nuo z ir ati-
duoty riekeliy kiekio, lygaus 5. Juos sieja rySys, uzrasomas lygtimi 2(x — 5) = z + 5.
Sprendziant Sig lygti buty gaunamas sprendinys = = 15. Lygties sprendimg galima pa-
keisti samprotavimu. Joniuko riekeliy skaicius sumazéjo tiek, kiek Grytutés padidéjo,
vadinasi susidare skirtumas, lygus dvigubam atiduoty riekeliy skaiciui, t.y. 10. Tai yra
antra tiek, kiek galiausiai liko pas Joniuka. Vadinasi, pas Joniuka liko 10 riekeliy, o jiedu
pries tai turéjo po 15 riekeliy.

pavyzdzio sudétingiausia sprendimo dalis buvo pastebéti, kaip rysj tarp dabartinio
laikotarpio ir laikotarpio, kai man buvo tiek mety, kiek Jums dabar, isreiksti elementariais

sarysiais. Norint jgyti kompetencija, kaip spresti tokius ETU, galime rinktis Sias iSeitis:
1 iSeitis. Studijuoti ETU su analogiskomis salygomis.

2 iSeitis. Studijuoti ETU, kuriuose pagalbinio uzdavinio suformulavimas ir iSsprendimas

padeda jzvelgti, kaip rySys tarp jvairiy dydziy reiskiamas elementariais sarysiais

Pagal Romaska[6] matematiky tikslas turéty buti maksimizuoti rezultatu bei laiko
sanaudy naudinguma, o tai padéty padaryti objektyvesnis poziuris j mokslo ribas bei
sugebéjimas taikyti paprastus modelius problemoms spresti. |1 iSeityje siuloma kiekvienai
nenumatytai problemai kurti atskira modelj, o tai buty ir beribis, ir rizikingas procesas
turint mintyje ribota mokyklinéje programoje numatyta mokymosi laika. Tuo tarpu 2]
iSeitis buty tikslingené: ji leisty pamatyti, kas sieja skirtingas problemines situacijas,
buty bandoma ieskoti keliy, supaprastinanciy sudétingy uzdaviniy sprendima, kai néra is
anksto zinoma tinkanciy teoriniy modeliy.

iSeitis taip pat lavina matematine intuicija - galéjima jgyti Zinias nesiremiant sgmo-
ningu samprotavimu. Polya pateikia sgrasa veiksmy, netiesiogiai susijusiy su mintinémis
operacijomis, jprastai pasitarnaujan¢iomis uzdaviniy sprendimui. Sie veiksmai gali buti
suskirstyti j keturias pagrindines kategorijas: susipazinimg su uzdaviniu, sprendimo pla-
no sudaryma, sprendimo plano realizavimg bei sprendimo apzvalga. Sudétingiausios
pavyzdzio sprendimo dalies fragmentas atitinka dalj Pélya pateikto plano sudarymo:

Pabandyk sugalvoti pazZistamaq uZdaving, turint; tg pati ar panasy neZinomqji. Tarkim
radai panasy pries tai issprestq uzdaving. Ar gali juo pasinaudoti? Ar gali panaudoti jo
rezultatq, sprendimo metodq?

Nors sprendziant ETU svarbus tiek lygciy ir lygéiy sistemy sprendimo gebéjimas, tiek

matematiné intuicija, Siy dviejy ypatybiy toliau netyrinésime. Dydzius siejanciy arit-
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ETU su nurodytais ryéiais‘

Realaus pasaulio

reiskiniy supratimas

Zinios apie fizikinius dydzius |[ETU formuluotés keitimas|

’ETU su el. saryéiais‘

= ~
Aritmetinés operacijos ‘ ’ Lygciy sprendimas ‘
\ =
Nezinomuyjy

dydziy radimas

1.1 schema: ETU sprendimo procesas

metiniy veiksmy paieskos gali buti nepaaiskinamos vien aprasytu, nuo konteksto atsietu
intuityviu mastymu. Antai sudedant valties savajj greitj su upés greiCiu gaunamas val-
ties greitis plaukiant pasroviui, galioja pagal bendra susitarima priimtas rySys tarp trijy
dydziy. Be minéto rysio suvokimo uzdavinys tapty neissprendziamu. Taciau abejotina,
ar panasus rysys galéty sieti dviratininko savajj greitj, véjo greitj ir pavéjui vaziuojancio
dviratininko greitj. Buty galima pagristai prieStarauti tokiam susitarimui [11]. Vadina-
si, norint suprasti, kaip bendru susitarimu siejami realaus pasaulio kontekste apibudinti
dydziai, kartais buitinas gilesnis realiame pasaulyje vykstanciy reiskiniy supratimas. Tam
tikri bendrai sutarti désniai, isSreiSkiami elementariais sarysiais, tokie kaip greicio, laiko ir
kelio rysys arba plocio, ilgio ir ploto rysys, mokykloje kartojami tol, kol tampa savaime
suprantamais ir be juy pritaikymo dalis ETU taip pat tampa neiSsprendziamais.

Aprasyti pastebéjimai apie ETU sprendimo procesg apibendrinami schemoje.
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2 skyrius

Elementariyjy tekstiniy uzdaviniy

klasifikacija

Kai norime apskaiciuoti tam tikro reiskinio reikSme, ar iSspresti lygti, naudojamame zyme-
jime dydziy pavadinimai tampa pertekline, beprasme informacija iki tol, kol negauname
rezultato. Sioje sprendimo dalyje atsiranda galimybé mastyma atsieti nuo realaus pasaulio
ir tai leidzia labiau susikoncentruoti j skaic¢iavimus. Vis délto, jei moksleiviai sprendzia per
mazai uzdaviniy, kur reikia atlikti ne vien skaic¢iavimus, toks mokymosi procesas ilgainiui
virsta | ankstesnio skyrelio pradzioje aprasyta situacijg, kai jiems suteikiama per didelé
pagalba, lemianti per silpna pazanga. Sig tendencija patvirtina ir 2014m. atlikta koky-
biné matematikos valstybinio brandos egzamino analizé [§]. Pastebéta, kad kiek geriau
spresti uzdaviniai, kurie iSsprendziami atliekant jproc¢iu tapusius veiksmus, kai nereikia
reflektuoti situacijos, gilintis, pastebeéti ir pasirinkti. Taigi, ETU kintamuosius siejanciy
aritmetiniy operacijy atpazinimas siame darbe laikomas daug aktualesniu klausimu, o
nezinomyjy radimo remiantis jau gautais aritmetiniais veiksmais arba lygtimis procesa
paliksime uz Sio darbo riby. Stengsimés detaliai apzvelgti visas galimas ETU situacijas,

kur du kintamuosius sieja suma, skirtumas, sandauga, santykis.

2.1 Dviejy kintamyjy santykis

Siame poskyryje apibendrinsime trupmeny subkonstruktus ir jy atsiradimo istorija re-
miantis straipsnio [4] mintimis.

Tarp praeito amziaus XIII - ojo ir IX - ojo desimtmeciy Kieren (1976), Vergnaud
(1983) ir Freudenthal (1983) nepriklausomai plétojo jvairius trupmeny subkonstruktus,
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Subkonstruktas | Veiksmas | Tipas Kintamuyjy paaiskinimai

Dalmuo a:b Skaidymas a - visumos dydis; b - gavéjy kiekis
Matavimas a - visumos dydis; b - dalies dydis
) B a - panaudoty daliy kiekis;
Matavimas a/b Interpretacija 1
b - daliy kiekis vienetinéje atkarpoje
Interpretacija 2 a - intervalo ilgis; b - daliy kiekis intervale
B o o a - objekty kiekis; b - objekto dydzio
Operacija a x (b/c) | Didinimas/mazinimas

padidinimas; ¢ - objekto dydzio sumazinimas

o ) a - objekty dydis; b - objekty kiekio
Kopijavimas/skaidymas
padidinimas; ¢ - objekty kiekio sumazinimas

Santykis a:b Proporcijos ekvivalentiskumas | a ir b - bet kokie dydziai su vienodu santykiu

2.1 lentelé: Trupmeny subkonstruktai

aspektus ir objektus. Pradiniame tyrimy etape Kieren isskyré 4 trupmeny subkonstruk-
tus: trupmena kaip dalmenj, kaip matavima, kaip operacija ir kaip santykj. Vélesni
jo darbai pasipildé dar vienu, trupmenos kaip dalies - visumos subkonstruktu, kuriame
trupmena interpretuojama kaip viena ar kelios lygios vieneto arba visumos dalys. 1983
m. Racionaliyjy Skai¢iy Projekte buvo pasiulyta sj subkonstrukta laikyti persidengian-
¢iu su visais likusiais subkonstruktais. Vélesniame darbe nagrinédami uzdavinius dalies -

visumos subkonstrukto nejtrauksime. ISvardinsime likusiy subkonstrukty apibudinimus.

e Dalmuo. Trupmena interpretuojama kaip dalybos rezultatas. Skaidymo konteks-
te skaitiklis gali buti visumos dydis, o vardiklis gavéjy kiekis. Matavimo kontekste

skaitiklis gali buti visumos dydis, o vardiklis vienos visumos dalies dydis.

« Matavimas. Siame subkonstrukte trupmena yra glaustai susijusi su dviem savo-
komis: skaicius, atitinkantis taska skaiciy asyje, ir skai¢ius, atitinkantis atkarpos
ilgj. Pagal pirmaq interpretacijqg vardiklis nurodo, j kiek daliy yra dalijama viene-
tiné atkarpa, o skaitiklis - Siy daliy skaiciy. Pagal antrg interpretacijg vardiklis
nurodo, | kiek daliy yra dalijamas tam tikras intervalas, o skaitiklis - to intervalo
ilgj.

e Operacija. Trupmena yra susijusi su procesu, vykstanciu keiciant objekta i kito
dydzio objekta. Operatorius suvokiamas kaip funkcija, taikoma tam tikram objek-
tui. Jis skirstomas i didinimo/maZinimo operatoriy ir kopijavimo /skaidymo
operatoriu. Didinimo/maZinimo operatorius keicia ne tam tikry vienety skaiciy,

o ju dydj. Kopijavimo/skaidymo operatorius - atvirksciai.
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o Santykis. Trupmena isreiskia dviejy dydziy palyginima. Lyginimo rezultatas ati-

tinka palyginimo rodiklj, simbolizuojantj proporcija.

Lenteléje apibendrinamos kintamuyjuy prasmes, kuriy galima tiketis tarp ETU, ku-

riuose kintamieji yra susieti santykiu.

2.2 Dviejy kintamyjy skirtumas ir suma

Siame poskyryje apibendrinsime atimties kategorijas ir jy atsiradimo istorija remiantis
straipsnio [9] mintimis

Kategorijos, skirtos klasifikuoti uzdaviniams, kuriuose atimami arba sudedami tam tik-
ri dydziai, buvo pasiulytos 1978m. Heller ir Greeno darbuose: keitimas, sujungimas
ir palyginimas. Véliau Carpenter ir Moser (1981) pasiulé jtraukti taip pat ir sulygi-
nimo kategorija. Norint lengviau suprasti uzdaviniy, atlieckamy sudétimi arba atimtimi,
klasifikavimo procesa, patogu apibrézti, ar kintamieji yra statiski, ar dinamiski.

Jei kintamieji dinamiski:

o Poslinkio atveju kalbame apie tam tikra pradinj dydj, kuris tam tikro veiksmo
pagalba buvo transformuotas j galutinj dydj. Transformavimas gali duoti dvejopa

pokyti: sumazéjima ir padidéjima.

o Sulyginimo atveju siuloma vieng dydj pakeisti, kad jis tapty lygus antrajam. Pir-

maji dydj vadinsime stabiliu, o antrajj kei¢iamu.
Jei kintamieji statiski:

o Sujungimo atveju kalbama apie tam tikra objekta (visuma), sudaryta is kity at-
skiry objektu (visumos daliy).

e Palyginimo atveju vartojamas lyginimas: wvienas dydis maZesnis ar didesnis uz

kitg. Pirmaji dydj vadinsime lyginamu, o antrajj lygintinu.
Taip pat naudosime tokias sutartines sgvokas:

o Dinamisky kintamuyjy atveju neigiamu pokyciu vadinsime dydj, nurodantj, kiek

sumazeéjo pradinis arba keiciamas dydis, o teigiamu - kiek padidéjo.

o Statisky kintamyjy atveju neigiamu skirtumu vadinsime dydj, nurodantj, kiek

antras dydis mazesnis uz pirma, o teigiamu - kiek didesnis.

13



Tekstiniy uzdaviniy, kuriuose kintamuosius sieja suma, klasifikacijai tinka tas pats

modelis, kaip ir skirtumui, kadangi lygybés ¢ —a = b ir a + b = ¢ ekvivalencios.

Subkonstruktas | Tipas Kintamyjy paaiskinimai
Poslinkis Ieskomas galutinis dydis a - pradinis dydis; b - neigiamas pokytis
Teskomas pradinis dydis a - galutinis dydis; b - teigiamas pokytis

Teskomas teigiamas pokytis a - pradinis dydis; b - galutinis dydis

Ieskomas neigiamas pokytis a - galutinis dydis; b - pradinis dydis
Sulyginimas Ieskomas stabilus dydig! a - keiciamas dydis; b - neigiamas pokytis
Ieskomas keiciamas dydig* a - stabilus dydis; b - teigiamas pokytis
Teskomas teigiamas pokytis a - keic¢iamas dydis; b - stabilus dydis
Ieskomas neigiamas pokytis a - stabilus dydis; b - keiciamas dydis
Sujungimas leskomas antros dalies dydis a - visumos dydis; b - vienos dalies dydis
Palyginimas Ieskomas lyginamas dydis a - lygintinas dydis; b - teigiamas skirtumas
Ieskomas lygintinas dydis a - lyginamas dydis; b - neigiamas skirtumas

leskomas teigiamas skirtumas | a - lygintinas dydis; b - lyginamas dydis

Teskomas neigiamas skirtumas | a - lyginamas dydis; b - lygintinas dydis

2.2 lentelé: Atimties kategorijos

Subkonstruktas | Tipas Kintamyjy paaiskinimai

Change Ieskomas galutinis dydis a - pradinis dydis; b - teigiamas pokytis
Ieskomas pradinis dydis a - galutinis dydis; b - neigiamas pokytis

Equalize Ieskomas stabilus dydig! a - kei¢iamas dydis; b - teigiamas pokytis

—

Ieskomas keiciamas dydig'|| a - stabilus dydis; b - neigiamas pokytis

Combine Ieskomas visumos dydis a - vienos dalies dydis; b - kitos dalies dydis

Compare Ieskomas lygintinas dydis | a - lyginamas dydis; b - teigiamas skirtumas

Ieskomas lyginamas dydis | a - lygintinas dydis; b - neigiamas skirtumas

2.3 lentelé: Sudéties kategorijos

Lenteléje [2.2] apibendrinamos situacijos, kuriy galima tikétis tarp ETU, kuriuose kin-

tamieji yra susieti skirtumu, o lenteléje 2.3] - suma.

1T 1. Kilienés darba apie pirmos klasés tekstiniy uzdaviniy klasifikavima[I0] jtraukti tipai, nepaminéti

pradiniame Saltinyje[9]
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2.3 Dviejy kintamyjy sandauga

Kaip matéme, lygybés b X ¢ = a ir ¢ = ¢, b # 0, ekvivalencios ir tai rodo, kad kintamy-
ju paaiskinimai, naudoti trupmeny subkonstruktuose, turéty buti abipusiai taikytini ir j
daugybos modelj jeinantiems kintamiesiems. Vis délto, daugybéje studiju apie tekstiniy

uzdaviniy su daugyba klasifikacijg, taip néra. Viena is priezasciy galéty buti dvejopa skai-

c¢iaus ¢ interpretacija, sutinkama operatoriaus subkonstrukte. Pavyzdziui 25% atitinka
skaiciy %, taciau sis objektas interpretuojamas kaip vientisas, nes skaitiklio ir vardik-

a
b

lio paaiskinimai neaktualtus. Objekto vientisumo atveju rezultatas ¢ x ¢ apibrézty rysj
<<c, %) ‘c X ¢ = const>, kurj galima isreiksti vienu elementariuoju sarysiu. Kitu atveju,
kai dydziy a ir b paaiskinimai svarbus, Siam rysiui apibrézti reikéty dviejuy elementariyjy
sarysiu: X = <(a, b) ‘a b= const1> irY := <(c, consty) ’c X const] = const2>. Taigi,
ETU, kuriuose nezinomaji reikia rasti atliekant veiksma ¢ x ¥, kartais Si aritmetiniy
veiksmy subkategorija yra iSimtiné, tarsi turinti ir molekulés, ir atomo bendry pozymiy.
Likusioje poskyrio dalyje remiantis straipsnio [12] mintimis pristatysime zinomus ETU su
dauginimu klasifikavimo modelius.

Modeliai, susije su dauginimu, gali buti grindziami iS dviejy perspektyvy: is besimo-
kanciojo spresti tekstinius uzdavinius besivystancio supratimo apie daugyba ir iS dimen-
sinés analizés perspektyvos. Pries pradedant nagrinéti pastaraja perspektyva paremtus
darbus svarbu susipazinti su pagrindiniais mokslo teiginiais apie dimensing¢ analize.

Centrine dimensinés analizés savoks - fizikine dimensija 1822 m. pasiulé Zanas Furjé
[14]. Si savoka panasi tiek j matematiskai apibudinta dydzio savoka tiek i posky-
ryje paminétg fizikinio dydzio iqvok@, taciau turi esminj skirtuma: dimensijos matavimo
vienetas privalo buti formos H a;", ¢ia a; yra pagrindiniy dydziy matavimo vienetai:
kilogramas, metras, kandela, sie:liundé, amperas, kelvinas, ir molis, o n; yra tam tikri svei-
kieji laipsniy rodikliai; fizikiniy dydzio matavimo vienetams reikalaujamas ne Siy israisky
atitikimas, o konteksto atitikimas. Pavyzdziui mechaninis darbas matuojamas dzauliais
(J), o sukimo momentas yra matuojamas niutonmetrais (Nm). Jie abu yra skirtingi dy-
dZiai, tac¢iau dimensijos atZvilgiu yra vienodi: kg-m?-s~2 [I4]. Fizikinés dimensijos savoka,
atvere galimybes dviem placiai naudojamoms dydziy kategorizacijoms: pagrindiniy ir is-
vestiniy dydziy bei bendramaciy ir nebendramaciy. Nebendramaciai dydziai praranda
palyginimo savybe: kilogramy negalima lyginti su valandomis, dzauliy - su niutonmet-
rais. Jie taip pat glaudziai susije su ir pavyzdziais, kuomet picos dalis yra nelygintina su

pyrageliy dalimi.
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Skiriamasis kategorijos pozymis Duoty dydziy pavyzdziai

Ekstensyviojo ir intensyviojo dydziy dauginimas | a - sausainiy kiekis; b - sausainiy kaina

Ekstensyviyjy dydziy dauginimas a - staciakampio ilgis; b - staciakampio plotis

Intensyviyjy dydziy dauginimas a - vidutinis greitis; b - kelionés valandy kiekis per dieng

2.4 lentelé: Daugybos klasifikavimo modelis pagal Schwartz

Schwartz (1988) klasifikacijos modelis buvo paremtas dar viena fizikiniy dydziy ka-
tegorizacija: intensyviyjy ir ekstensyviyju. Intensyviyjy dydziy pagrindiné ypatybé yra
nepriklausomumas nuo sistemos dydzio ar medziagos kiekio sistemoje, o intensyviyjy -
priklausomumas [I5]. Schwartz siulo isskirti tris dauginimo subkategorijas: ekstensyvio-
jo dydzio dauginimg su intensyviuoju, dviejy ekstensyviyjy dydziy dauginimg ir dviejy
ekstensyviyjy dydziy dauginimg. Uzdaviniy, kuriuose nezinomasis randamas atliekant
veiksma a X b, duotyjy dydziy pavyzdziai pateikiami lenteléje.

Vergnaud (1983, 1988, 1994) nepriklausomai isplétojo modelj, kuriame siulé isskirti

tris kitokias dauginimo kategorijas.

e Maty izomorfizmu laikomas rysSys tarp dviejy skirtingy maciyjy erdviy, pavyz-

dziui sausainiy kiekio ir kainos.

o | maty sandaugqg jeina treciosios dimensijos gavimas dauginant kitas dvi dimen-

sijas, pavyzdziy skaiciuojant staciakampio plotg arba Dekarto sandauga.

o Kartotinio proporcingumo uzZdaviniuose pateikiamos trys maciosios erdves, is
kuriy viena yra proporcinga dviem kitoms tarpusavyje nepriklausancioms erdvéms.
Siuo atveju uzdavinio sprendimas yra skaidomas j du ar daugiau sprendimo zingsniy,

priskiriamy maty izomorfizmo ar maty dauginimo kategorijoms.

lenteléje detalizuojamos Vergnaud modelio kategorijos, subkategorijos ir uzdaviniy
pavyzdziai.

Kitos, besimokanciyjy patirtimi paremtos, klasifikacijos jprastai apima daugiau kate-
goriju. Greer (1992) modelis apima 10 kategoriju, i$ kuriy 7 galima priskirti Vergnaud
apibréztai maty izomorfizmo kategorijai ir tris - maty sandaugos. Greer modelyje atsi-
zvelgiama, jog mokiniai skirtingai suvokia diskreciuosius ir tolydziuosius dydzius, todél
kartoting tam tikry objekty grupiy sudetj siuloma priskirti kitai kategorijai nei atkarpos
sudarymg is vienodo ilgio daliy. Trejos maty sandaugai priskirtinos kategorijos nedaug

skiriasi nuo lenteléje pateikty maty sandaugos subkategorijy, isskyrus tai, kad viena
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Kategorija Subkategorija Uzdavinys

) i Kiek kainuoja 12 sausainiy,
Maty izomorfizmas -
jei 4 sausainiai kainuoja 20 krony?

. L o Kiek kainuoja 12 sausainiy,
Uzd. su neisreikstu skaiciumi 1
jei sausainis kainuoja 5 kronas?

. Koks stac¢iakampio plotas,
Maty sandauga Ploto skaic¢iavimas

jei jo plotis 4 cm, o ilgis 5 cm?

. Kelias poras galima sudaryti
Dekarto sandaugos skaiciavimas

i$ 4 mergaiciy ir 5 berniuky grupés?

o ) 4 vistos per 4 dienas sulesa 4 kg grudy.
Kartotinis proporcingumas | -

Kiek grudy sulesa 12 visty per 12 dieny?

2.5 lentelé: Daugybos klasifikavimo modelis pagal Vergnaud

Kategorija Subkategorija Kintamyjy paaiskinimai
Grupavimas - a - vienody grupiy skaicius, b - grupés didumas
Rodiklis - a - rodiklis, b - dydis, matuojamas rodiklio vienetaig®
Dauginamasis palyginimas | - a - dydis, b - bedimensis daugiklis
Staciakampé figura Diskretus dydziai | a ir b - objekty kiekiai

Tolydus dydziai | a ir b - sta¢iakampio krastinés
Dekarto sandauga - a ir b - tam tikry aibiy elementy kiekiai

2.6 lentelé: Papildytas daugybos klasifikavimo modelis pagal Greer

is ty kategiju atitinka bendresnj Dekarto sandaugos atveji uz kitos. Savo darbo apzval-
goje Greer siulé 10 kategorijy susiaurinti ligi 4 skirtingy uzdaviniy modeliy: grupavimo,
dauginamojo palyginimo, sta¢iakampés figuros dydzio ir Dekarto sandaugos. Butent si
susiaurinta klasifikacija ir tapo placiai naudojama vidurinés mokyklos matematikos turi-
nio tyrimuose. Tiesa, kai kuriy dydziy, tokiy, kaip kaina uz sasiuvinj ir pirkty sasiuviniy
kiekis, dauginimas (dél dydziy diskretumo) pakliuva j grupavimo kategorija, o vidutinio
greicio ir jveikto kelio - jau j kita, dauginamojo palyginimo kategorija, nors modeliai yra
panasus. Kai kurie autoriai siulo Siems pavyzdziams rezervuoti atskira, rodiklioﬂ, kate-
gorija. Tolydziy dydziy atveju taip bus daroma ir Siame darbe. lenteléje pateikiamos
ETU su dauginimu kategorijos ir dydziy paaiskinimai pagal papildyta Greer modelj.

2 Angl. savoka ,rate“ mneturi placiai vartojamo ekvivalento lietuviy kalboje, todél sitilomas sutartinis

vertimas

3Rodiklio vienetu laikome matavimo vieneta, kuriam priskiriamas kitais vienetais matuojamas dydis
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Salyga Veiksmas | Operacija | Kategorija | Subkategorija
Uzdavinys 1 | aAb A Al Ala2

aBb B B3 -1
Uzdavinys 2 | aCb C C2 C2c3

aCb C C1 Clel

aAb A Al Ala3
Uzdavinys 3 | aCb C C1 Clc2

aCb C C2 C2c3

aDb D D4 D4d2

2.7 lentelé: Teorinis tekstiniy uzdaviniy nagrinéjimo pavyzdys

2.4 Klasifikacijos modelio taikymo galimybés

Visoje ankstesnéje dalyje buvo stengtasi pasiulyti metodika, pagal kurig buty galima
tyrimui atrinkti ir tirti nemaza dalj konkreciy 5 - 8 klasés mokyklinio turinio tekstiniy uz-
daviniy. Deja, dél riboty laiko iStekliy, apsiribojime tik teoriniu ETU atrankos kriterijaus
iSpléetojimu bei siandienos matematikos edukologijoje plac¢iai naudojamy ETU klasifika-
cijos metody apzvalga. Tyrimas buty prasmingesnis, jei detalizuota klasifikavima buty
galima patikrinti empiriskai - tirti konkretaus vadovélio mokykliniy uzdaviniy turinj. Ti-
kédamiesi, kad detalus ETU klasifikavimo planas gali buti naudingas ateities tyrimuose,
pateiksime vieng i$ galimy surinkty duomeny analizés budy.

2.7| yra pateikiamas teorinis trijy tekstiniy uzdaviniy nagrinéjimo pavyzdys su fikty-
viais duomenimis. Norint kiekvieng uzdavinj iSspresti, reikia atlikti 2 - 3 veiksmus su
tam tikrais kintamaisiais. Uzdavinio salyga ir atliekami veiksmai yra jrasomi j atskirus
lentelés stulpelius. Kiekviename uzrasytas veiksmas atitinka vieng i$ aritmetiniy opera-
ciju (sudeétj, atimtj, daugyba arba dalyba), o kintamieji, su kuriais jis atliekamas, leidzia
atpazinti jo kategorija ir subkategorija.

Lentele galima pildyti Ezcel programoje. Duomenys, jrasSytij test.x1lsx failg, pateikti

Priede. Kodas, nuskaitantis duomenis is failo, rasomas Python programa:

import pandas as pd
df = pd.read_excel(’test.xlsx’, index_col=[0,1]) .reset_index()
df .fillna(-1, inplace=True)

df .set_index([’Operacija’, ’Kategorija’, ’Subkategorija’])
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Kai duomenys nuskaitomi, juos galima grupuoti pagal operacija, kategorija arba sub-
kategorija. Grupiy dydziai leidzia pamatyti kiekvienos grupés uzdaviniy pasiskirstyma.
Sj pasiskirstyma galima pavaizduoti keliy lygiy skrituline diagrama. Python programos

kodas, vykdantis grupavima ir skaiciavimg, pateikiamas priede.

2.5 Vietoje isvady

Darbo pabaigg vainikuosime gauta skrituline diagrama, pademonstruojancia, kaip at-
rodo besipleciancio tekstiniy uzdaviniy supratimo akiratis kartu su sudétinga ir nuolat
diskutuotina mokykliniy tekstiniy uzdaviniy anatomija, bei skatinancia realizuoti darbe
isdéstytas gaires, kaip galéty atrodyti tolimesnis - empirinis - tekstiniy uzdaviniy anali-

zavimas.

Teorines ETU taksomijos demonstracija

2.1 pav.: Fiktyviy uzdaviniy pasiskirstymas pagal operacija, kategorijas ir subkategorijas
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Apie tekstiniy uzdaviniy, sprendziamy aritmetiniais veiksmais,

klasifikacijg 5 - 8 klasés mokyklos programoje

Santrauka

Sio darbo tikslas yra pateikti teorine aplinkg, kuria remiantis galima analizuoti 5 - 8 klasiy
mokykliniy uzdaviniy turinj. Darbas susideda is dviejy daliy. Pirmoje dalyje deduktyviai iSve-
damas teorinis modelis, skirtas apibrézti elementaraus tekstinio uzdavinio konstrukta. Antroje
dalyje remiantis matematikos edukacijoje placiai taikomais modeliais stengiamasi pateikti kuo
detalesnj plang elementariy tekstiniy uzdaviniy klasifikacijai. Darbe buvo kruopsciai isanali-
zuotos tekstiniuose uzdaviniuose apibudintos situacijos, kai jie yra sprendziami taikant bet kurj
vieng i$ keturiy aritmetiniy veiksmy. Darbo pabaigoje pateikiama tekstiniy uzdaviniy duomeny
valdymo sistema tikintis, kad Sis tekstiniy uzdaviniy klasifikacijos modelis gali buti realizuotas

vertinant mokykliniy vadovéliy matematikos turinio sandara.

Raktiniai zodziai : tekstiniai uzdaviniai; vadovéliai; klasifikacija; matematinis samprotavimas

On a Classification of Word Problems Solvable by Arithmetic

Operations from Curriculum of 5 - 8th Grades

Abstract

An objective of this article is offering a theoretical framework flexible enough for analysing a
content of word problems from curriculum of 5 - 8 th grades. In the first part we deduce a
theoretical framework that defines a construct of elementary word problem. In the second part
we devise a detailed plan of classification of elementary word problems based on widely applied
models of education of mathematics. A narrow analysis of wide range of word problems solvable
by the one of four main arithmetic operations was done. We conclude with possible way of
data structure that helps to manage data of word problems with an eye to realisation of this
classification model for further researches of content of word problems from exercise books of

mathematics.
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A Priedai

A.1 Fiktyviy uzdaviniy operacijy, kategorijy ir subkategoriju
pasiskirstymo diagrama braizantis kodas

import matplotlib.pyplot as plt
fig, ax = plt.subplots()

levell _names = [’A’, ’B’, ’C’, ’D’]

level2 names [’A1’, °B3’, °C1’, ’C2’, ’D4’]

level3_names [’Ala2’, ’Al1a3’, ’’, ’Clcl’, ’Clc2’, ’C2c3’, ’D4d2’]
ax.pie(df.groupby(’0Operacija’) .size(), radius=0.4,
labels=levell names, labeldistance=0.55,
wedgeprops=dict (width=0.3, edgecolor=’k’, fc='w’))
ax.pie(df.groupby([’Operacija’, ’Kategorija’]).size(), radius=0.7,
labels=level2 names, labeldistance=0.7,
wedgeprops=dict (width=0.3, edgecolor=’k’, fc="w’))
ax.pie(df.groupby([’Operacija’, ’Kategorija’, ’Subkategorija’]).size(), radius=1,
labels=level3 names, labeldistance=0.75,
wedgeprops=dict (width=0.3, edgecolor="k’, fc=’w’))
ax.set (aspect="equal", title=’Teorinés ETU taksomijos demonstracija’)

plt.show()
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