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IVADAS

1937 m. vokie¢iy matematikas Lotaras Kolatsas (Lothar Collatz) iskélé prob-
lema, kuri yra zinoma kaip 3n + 1 uzdavinys arba Kolatso uzdavinys [6]. Nors Sis
uzdavinys ilga laika nebuvo publikuojamas viesai, bet gana placiai pasklido po visa
pasaulj. Todél kituose Saltiniuose ji minima kaip Sirakuzy, Ulamo arba Kakutanio

problema [16].

Suformuluosime Kolatso uzdavinj. Sakykime, kad n yra sveikasis skaicius,

n > 1 bei kartojami Sie aritmetiniai veiksmai:
o jei skaicius n yra lyginis, tai 3;
 jei skaic¢ius n yra nelyginis, tai 3-n + 1.

Tada nesvarbu, nuo kokio teigiamo sveikojo skaic¢iaus pradésime taikyti Siuos arit-

metinius veiksmus, visada bus pasiektas skaicius 1, t.y. jteruoja j skaiciy 1 [10].

Kad buty aiskiau pateiksime pavyzdj. Pasirenkame skaic¢iy 6. Kadangi 6
— lyginis, dalijame pusiau ir gauname 3. Skaic¢ius 3 — nelyginis, dauginame i 3,
pridedame 1 ir gauname skaic¢iy 10. Sis skaic¢ius yra lyginis, todél dalijame i 2.
Kitas gautasis skai¢ius yra 5, kuris yra nelyginis. Sj skaidiy dauginame i§ 3 ir
pridedame 1, gauta iteracija yra lygi 16. Skaic¢ius 16 yra lyginis, dalijame pusiau ir
gauname 8. Kadangi 8 — lyginis, dalijame i$ 2 ir gauname 4. Skaicius 4 taip pat
yra lyginis, tai dalijame pusiau ir gauname 2. Si gautoji iteracija yra lygine, tad

dalijame pusiau ir gauname skaiciy 1.
6—+3—-10—=5—-16—-8—=4—2—=1.

1985 m. Brajenas Tveitas (Bryan Thwaites) paskelbé autorystés teises i §j uz-
davinj [I7] teigdamas, kad jam §i idéja kilo karSta 1952 m. vasaros diena. Kadangi
paskutinémis mokslo mety dienomis mokiniai nuobodziavo, norédamas juos sudo-
minti, sugalvojo Sia problema, prasydamas pateikti nors vieng skai¢iy neiteruojantj i
1. Tokiu pareiskimu sukelé abejoniy dél problemos prigimties. Straipsnyje, kuris pa-
sirodé London Times zurnale, B. Tveitas pasiulé 1000 svary premija uz sio uzdavinio
iSsprendima [14]. Bet, remiantis Jonu Hortonu Konvéjumi (John Horton Conway)
[4], jau 1950 m. KembridZo universitete buvo nagrinéjama si problema. Todél, 3n+1

problemos pradininku yra laikomas L. Kolatsas.



Tikétina, kad Kolatso uzdavinys teisingas visiems skaic¢iams n, tac¢iau niekas
néra iki galo to jrodes. Siuo metu yra patikrintos daugiau kaip 20 x 22 ~ 5.7646 x
10'8 skaiciy reik3més ir visi jie galiausiai pasiekia 1 [12]. Polas Erdiosas (Paul Erdés)
teige, kad matematika dar néra pasirengusi pilnam Sio uzdavinio iSsprendimui [10].

Bet tam, kuriam pavyks ji iveikti, jis pasiulé 500 doleriy premija.

Iki Siol yra zinomi tik daliniai rezultatai. Ryhas Terras analizavo iteracijy su-
stojimo laikg bei modifikavo Kolatso uzdavinj taip, kad sumazéjo iteracijy kiekis [15].
Deividas Apligeitas (David Applegate) ir DzZefris Klarkas Lagarias (Jeffrey Clark La-
garias) nagrinéjo sveikyju skaiiu, susijusiuy su 3n + 1 uzdaviniu, aibés asimptotinj
tankj [I]. Galima paminéti ir tokius matematikus, kurie sprendé Kolatso uzdavinj,
kaip Matijy Kalevj Sinisala (Matti Kalevi Sinisalo) [13], J. C. Evereta (J. C. Everett)
[7], Marka Camberlanda (Marc Chamberland) [3] ir kitus.

Bakalauro darbo tikslas — Kolatso uzdavinio ir jo iSsprendziamumo jvairiose
skaic¢iavimo sistemose analizé.

Uzdaviniai:

1) Isanalizuoti Kolatso uzdavinio jvairias modifikacijas.

2) Pakeitus nagrinéjamy skaiciy skaic¢iavimo sistemos pagrinda, pritaikyti Kolat-
so uzdavinj.

3) Sukurti programinj koda Matlab programoje.

4) Isanalizuoti gautus rezultatus.

5) Sukurti Kolatso uzdavinio analoga dvejetainéje sistemoje.

6) Sukurti algoritma leidziantj nustatyti iteracijas be skai¢iavimuy dvejetainéje

sistemoje.

Darbo struktura. Bakalauro darbg sudaro jvadas, penki skyriai, iSvados, li-
teraturos sarasas, 17 priedy. Pirmame ir antrame skyriuose iSnagrinéta ir susteminta
jvairiy uzsienio bei Lietuvos autoriy literatura. Trec¢iame skyriuje aptariami sukur-
ti programiniai kodai tiesioginiui ir modifikuotui Kolatso uzdaviniui. Ketvirtame
ir penktame skyriuose analizuojamas Kolatso uzdavinio bei jo modifikacijy iSspren-
dziamumas jvairiose skai¢iavimo sistemose. Uzdavinio analizei pasirinkome skaic¢ius,

kuriems deSimtainéje sistemoje Sios problemos iSsprendziamumas yra patikrintas.



1 KOLATSO UZDAVINYS

1.1 Pradinis uzdavinys

Kolatso uzdavinys arba 3n 4+ 1 problema yra viena is iki Siol neiSspresty mate-
matiniy problemy. Nors sprendziant sj uzdavinj, aritmetinius veiksmus gali atlikti

net pradines klasés mokinys, jrodyti Sio uzdavinio teisinguma yra sudétinga.

Apibrézkime Kolatso funkcijg

C(m) =

3m+1, m=1( mod 2),
(1)
m

= 0( mod 2).

m
2

Tada kiekvienam m € Z* egzistuoja k € Z* toks, kad C*®)(m) = 1; ¢ia C*)(m) -
apibréztos funkcijos iteracija. Tai reiskia, kad bet koks teigiamas sveikasis skaicius
galiausiai pasiekia 1.

1.1 pavyzdys. Pasirinkime m = 8. Tada
CW@®) =4, CHE)=2 CB®)=1
ir

c c) c3)
8 > 4 > 2 > 1.

Pirmaja sekos iteracija galime rasyti ir tokiu pavidalu C(8) = 4. Be to, pasie-
kus skaiciy 1, iteracing seka galima testi.

1.2 pavyzdys. Imkime m = 1. Tada gauname tokia seka
1-4—=2=1=24=2=1=24=22=1— ...

Akivaizdu, kad atsiranda ciklas, t.y. seka kartojasi. Sis ciklas {1, 2, 4}
vadinamas trivialiu ciklu (nors bus zinoma apie jo egzistavima, tolimesniuose nagri-
néjimuose jo neminésime) [9].

1.1 apibréZimas. Ciklas vadinamas netrivialiu, jeigu C*)(m) # 1visiems k > 1.
Priesingu atveju ciklas yra vadinamas trivialus.
1.2 apibrézimas. Skaic¢iaus m iteraciné seka (m, C(m), C®(m),C®)(m),...) yra

vadinama skaiciaus m trajektorija. Pagal savo elgesj trajektorija gali buti [10]:

(i) konverguojanti, t.y. C®(m) =1, k> 1;



(ii) diverguojanti, kai limy_,.. C*® (m) = oo;

(iii) netrivialaus ciklo trajektorija, t.y. seka C*)(m) galiausiai tampa periodine ir

C®)(m) # 1visiems k > 1.

Pateiksime dar vieng pavyzdj Kolatso uzdaviniui.

1.3 pavyzdys. Pasirikime skaic¢iy n = 11.Gauname iteracine seka

11 - 34—-17—-52—-260—-13—-40—-20—-10—5—16 — 8

— 4 —2—1.

Tokia seka dar yra vadinama heilstono seka (angl. hailstone — krusa), nes
sekos reiksmes, kaip matyti, kyla j virsy ir leidziasi zemyn (kaip ir ledo gabaléliai
debesyse krusos metu pries iskrentant j zeme) [II]. Taciau tokia seka taip pat

susiveda j begalinj ciklg

4—-2—-=1—-4—=2—=1—..

Kad biity aiskiau, nagrinékime skaiciy 54. Sis skaicius iteruoja j 1 po 112
aritmetiniy veiksmy, o pasiekta didziausia sekos iteracija yra 9232. Gautoji seka
taip pat vadinama heilstono seka. 1 paveiksle pavaizduotas gautos iteracinés sekos
elgesys. Matome, kad gautos iteracijos yra iSsidésciusios chaotiskai, néra tolygaus

didéjimo ar mazéjimo.

10000 T T T T

9000 B

8000 - B

7000 F A

5000 - A

5000 F B

4000+ A

3000 F A

2000 F A

1000+ B

1 pav.: skai¢iaus 54 heilstono seka.



1985 m. J. K. Lagarias gavo [10], kad neegzistuoja netrivialus ciklas reiksmeéms

mazesnéms uz 270000. Paminésime, kad jis 3z 4+ 1 operacija pakeitée % operacija,

taip sumazindamas iteracijy kiekj.

1.2 Modifikuotas uzdavinys

Amerikie¢iy matematikas R. Terras patobulino Kolatso uzdavinj [18]: beveik

visiems £, egzistuoja n € N, toks, kad ¢, < g, o t,, yra apibréziamas tokiu budu:

b %tn,l, kai t,_1 lyginis; @)
%(315”,1 +1), kait,_; nelyginis.
Kaip matome, aritmetiniai veiksmai nelabai kuo skiriasi nuo originalaus 3n +
1 uzdavinio. Taciau, kai nagrinéjamas skaic¢ius yra nelyginis, atsiranda dalybos
veiksmas. Si modifikacija leidZia sumazinti iteracijy kiekj.

1.4 pavyzdys. Imkime skai¢iy n = 11. Gauname iteracine seka

11—-17"7—-26—13—-20—-10—-5—-8—>4— 2 — 1.

Dazniausiai matematinéje literaturoje sutinkamas toks Kolatso uzdavinio uz-

rasymas [10, [13]. Sakykime, kad

T(n)=4{ 2 (3)
0( mod 2).

SE
3
Il

Tada kiekvienam n € Z* egzistuoja k € Z7F, toks, kad T®(n) = 1; ¢ia T® (n)
— apibréztos funkcijos iteracija. Tokj uzdavinj véliau vadinsime modifikuotu arba
patobulintu.

1.5 pavyzdys. Pasirinkime skaic¢iy 3. Seka sudarome dviem budais:

I budas — skaic¢ius analizuojamas originaliame 3n + 1 uzdavinyje;

II budas — skaic¢ius analizuojamas modifikuotoje versijoje.

I budas.




Gauname iteracing sekg

C:3—-10—-5—-16—-8—4—2—1.

1T budas.

Tada

T:3—-5—=8—>4—2—1.

Akivaizdu, kad pirmuoju atveju iteracijy kiekis yra lygus 7, o taikant modi-
fikuota varianta, 1 pasiekiamas kartojant aritmetinius veiksmus 5 kartus. Be to,

kaip buvo minéta ankséiau, taikant originalig problemos versija, egzistuoja trivialus

ciklas {1, 2, 4}.

Modifikuotos versijos atveju yra gaunamas naujas begalinis ciklas
1=-2=21=22=21— ..

M. Camberlandas teigia [3], kad egzistuoja algoritmas, kuris padeda nustatyti,
ar visi skaiciai iki pasirinktojo N iteruoja iki 1. Patikrinus, ar visi teigiami svei-
kieji skaiciai iki N — 1 pasiekia 1, analizuojamos skaic¢iaus N iteracijos. Jei gautas
rezultatas yra mazesnis uz pasirinktg skaiciy IV, galima teigti, kad N patenka j kon-
verguojancig trajektorija. Dél Sios priezasties apibréziama skaiciaus N sustojimo
laiko savoka.

1.3 apibrézimas. Sustojimo laikas — tai atlikty aritmetiniy veiksmy skaicius, kai

pasiekta iteracija yra mazesné uz pasirinktg skaiciy n, t.y.
o(n) = inf{k : T®(n) < n}.

1.4 apibrézimas. Visisko sustojimo laiku vadiname atlikty veiksmy skaiciy, kai n

iteruoja iki 1, t.y.
Ooo(n) = inf{k : T® (n) = 1}.
1.5 apibrézimas. Iteracijos aukstis — skaic¢iaus n didziausia pasiekta iteracija, t.y.

s(n) =sup{T®(n) : k € Z*}.



M. Camberlandas gavo [3] rezultatus, susijusius su iteracijos aukscio ir visisko
sustojimo laiku.
1.1 teorema. Jei skaiciaus n trajektorija yra diverguojanti, tai oo (n) = s(n) = co.
1.2 teorema. Sveikyjy skaiciy aibé S, = {n : n sustojimo laikas < k} turi ribinj

asimptoting tankj F(k), t. y.

F(z) = lim l#{n n<z ir o(n) <k} (4)

T—00 I

Sios teoremos jrodyma pateike R. Terras [15].

Kitokj sio rezultato formulavima pateiké J. K. Everetas, kuris pateiké trum-
pesnj Sio teiginio jrodyma [7].
1.3 teiginys. Kai k — oo, F(k) — 1, t. y. beveik visi sveikieji skaiciai turi

baigting sustojimo laikg. Visiems k > 1 teisingas sqrysis.

1—-F(x)= limM

T—00 x

—nk
<277,

¢ia N, (k) yra n numeris, kain < zir o(n) < kir H(z) = —xlogx — (1 — x) log(1 —
2),0 = o, =1 H(8) = 0,05004...



2 SKAICIAVIMO SISTEMOS

Kadangi bakalauro darbo tikslas — Kolatso uzdavinio jvairiose sistemose tyri-
mas, Siame skyriuje trumpai prisiminkime zinomus faktus.
2.1 apibrézimas. Skaic¢iavimo sistema — tai skaic¢iy vaizdavimo budas skaitmeny

pagalba.

Skai¢iavimo sistemos yra skirtomos j pozicines (arabiskoji) ir nepozicines (ro-
meniskoji) sistemas. Pozicinése sistemose kiekvienas skaiciaus skaitmuo turi ati-
tinkama svorj, kuris priklauso nuo skaitmens vietos (pozicijos) skaiciy iSreiskianciy
skaitmeny (simboliu) sekoje. Nepozicinéje skaiciavimo sistemoje kiekvienas simbolis
reiskia atitinkama skai¢iy nepriklausomai nuo simbolio vietos uzrase [§]. Dazniausiai

naudojama poziciné sistema, nes lengviau atlickami aritmetinius veiksmus.

2.1 Pozicinés skai¢iavimo sistemos

Pozicinéje skaiciavimo sistemoje skaitmens verté priklauso nuo jo pozicijos

skaic¢iuje. Kiekvieng skaiciy galime uzrasyti taip
a1 P V4t o P™ 2+ 4+ P+ agP’ +a P 4. +a_y P

Cia a; — i—tasis skaic¢iaus skaitmuo, m — skaitmens eilé sveikajame skaiciaus dalyje, k —
skaitmeny kiekis trupmeninéje skaiciaus dalyje, P — skaiciavimo sistemos pagrindas

[8].

2.2 Sistemos pagrindo keitimas
Norint pereiti nuo vienos skaiciavimo sistemos prie kitos naudojami du budai:
daugybos ir dalybos budas. Trumpai juos aprasysime.

Taikant daugybos buda, sisteminio skaic¢iaus uzrasas pertvarkomas j tokj reis-

kinj, kuriame nuosekliai keiciasi daugybos ir sudéties veiksmai.

Daugybos budas. Norint skai¢iu o = (a,am_1 ... a1a9)p sistemoje P uzra-
Syti naujos sistemos pagrindu h, vyriausiajj skaiciaus a koeficientg reikia dauginti is

senojo pagrindo P, prie sandaugos pridéti skaitmenj a,,_; ir vél dauginti i P. Prie

10



gautosios sandaugos pridedamas skaitmuo ay_o ir Sis procesas kartojamas tol, kol
yra pridedamas skaitmuo ag [2].

2.1 pavyzdys. Skaiciy 2509 uzrasyti astuonetainéje sistemoje (h = 8).

2.9=18 = 224),
26 +5 = 27(s),
27w -9 = 317(),

317 +0 = 317(),

2509 = 317s).

Dalybos budas. Norint skaiciy a uzrasyti sistemoje pagrindu h, ji reikia
padalyti iS tos sistemos pagrindo h; gautoji liekana bus skaic¢iaus « israiskos naujoje
sistemoje paskutinis skaitmuo. Dalmenj vél reikia dalyti iS h; antroji liekana bus
aukstesniojo skyriaus skaitmuo ir t.t. Gautuosius dalmenis reikia dalyti is A tol, kol
bus gautas dalmuo mazesnis uz naujos sistemos pagrinda h. Paskutinis dalmuo ir
bus skai¢iaus « iSraiskos sistemoje pagrindu h auksc¢iausiojo skyriaus skaitmuo [g].

2.2 pavyzdys. Skaiciy 317 uzrasyti devynetainéje sistemoje (h = 9).

h=9=1lg),

_317s |11
90 97 |llg

T 22 2
175
0

Taigi 3175y = 250(g).

11



3 PROGRAMINIS KODAS 3n+ 1 UZDAVINIUI

Siekiant palengvinti skaiciavimus sprendziant Kolatso uzdavinj, patogu nau-

doti matematines programas. Darbe yra naudojama Matlab programa.

Matlab yra daugiaplatformé MathWorks programiné jranga, skirta jvairiy
mokslo saky problemoms spresti. Programa itin patogi taikyti matematikoje. Ji turi
puikias operacijy su matricomis galimybes (butent toks buvo pirminis Sios programos
tikslas). Tai — galingas paketas, turintis savita ir lengvai suprantama programavimo

kalba.

3.1 Tiesioginis Kolatso uzdavinys

Remiantis Kolatso uzdavinio salygomis:
o jei skaicius n yra lyginis, tai 7,
o jei skaic¢ius n yra nelyginis, tai 3-n + 1,

sukuréme programinj koda, kuris atlieka tiesioginio Kolatso uzdavinio aritmetinius
veiksmus. Naudojantis siuo kodu randamos nagrinéjamo skaiciaus iteracijos ir vi-

sisko sustojimo laikas.

function [k, seka]=Kolatsas(n)
seka(1)=n; % pradinio skaidiaus vieta sekoje.
1=2; % kito skaiciaus vieta sekoje.
while seka(i-1)~= 1 % ciklas kartojamas kol seka pasiekia 1.
if mod(seka(i-1),2) = 0 % nustato ar skaicius lyginis.

seka(i) = seka(i-1)/2; % skaidius dalijamas i§ 2.

else % arvejis, kai skaicius yra nelyginis.

seka(i) = 3*seka(i-1) + 1; %6 skaicius dauginamas i 3 ir pridedamas 1.

end % wZbaigiamas ciklas while.

1=1+1; 2% indelso didinimas.
end %; ciklo wZbaigimas.
k= (lenght{seka)-1); %3 iteracijy kiekis.

2 pav.: Kolatso uzdavinio programinis kodas.

12



Siame kode yra naudojamas ciklas while, kurio paskirtis yra atlikti nurodytus
veiksmus tol, kol ciklo kintamasis jgis tam tikra reikSme, t.y. kol jgis reikSme 1.
Norint issiaiskinti, ar pasirinktas skaic¢ius yra lyginis, naudojamas salyginis sakinys
if. Pasitvirtinus prielaidai, atliekamas nurodytas aritmetinis veiksmas, kitu atve-
ju naudojama else salyginio sakinio dalis. Kintamasis & parodo, kiek karty buvo

atlickami aritmetiniai veiksmai iki tol, kol buvo gautas skaic¢ius 1.

Pateiksime programinio kodo veikimo pavyzdj (3 ir 4 paveikslai).

¥¥ [k, ==ka] = Holat=a={10]

3 pav.: Tiesioginis Kolatso uzdavinys skaiciui 10.

¥¥ [k =eka] = Holat=was=ill)

14

=e=ka =

11 34 17 52 ZE 13 40 20 10 5 1e B 4

L=
[

4 pav.: Tiesioginis Kolatso uzdavinys skaic¢iui 11.

3 paveiksle nagrinéjamas skaicius 10, gaunama k reikSmé yra lygi 6; ¢ia k —
iteracijy kiekis. Toliau yra suformuojama skaic¢iy seka, kuri yra gaunama atliekant
Kolatso uzdavinio aritmetinius veiksmus. Nagrinéjant skai¢iy 11 (4 paveikslas) ma-

tome, jog tam, kad buty pasiektas 1, veiksmus teko kartoti 14 karty.

3.2 Modifikuotas Kolatso uzdavinys

Jau minéjome, kad R. Terras patobulino 3n 4+ 1 problema sumazindamas ite-
racijy kiekj [10]. Siems skaic¢iavimams atlikti taip pat sukiiréme programinj koda
apibréziantj modifikuoto Kolatso uzdavinio, aprasyto (3) formule, aritmetinius veiks-

mus.

13



5 paveiksle matome, kad programiniame kode taip pat atsirado dar vienas

dalybos veiksmas.

function [k, seka]=Terras(n)

seka(1)=n; % pradinio skaidiaus vieta sekoje.

i=2; % kito skaiciaus vieta sekoje.

while seka(i-1)~= 1 % ciklas kartojamas kol seka pasiekia 1.

if mod(seka(i-1).2) == 0 % nustato ar skaicius [vginis.
seka(i) = seka(i-1)/2; % skaicius dalijamas i§ 2.
else % atvejis, kai skaidius yra nelyginis.
seka(i) = (3*seka(i-1) + 1)/2; %6 skaicius dauginamas i 3, pridedamas 1 ir  dalijamas i 2,
end %4 wibaigiamas ciklas while.
1=1+ 1; % indekso didinimas.
end %  ciklo wZbaigimas.

k = (lenght (seka) - 1); % iteracijy kiekis.

5 pav.: Modifikuoto Kolatso uzdavinio programinis kodas.

6 ir 7 paveiksle pavaizduotas ty paciy skaiciy, kaip ir pirmuoju atveju (10 ir

11), nagrinéjimas.

¥ [k, =2ka] = Terza={l0)]

=efa =

10

wn
m
s
L)
=

6 pav.: Programinio kodo Terro modifikuotam Kolatso uzdavinio rezultatas skaiciui

10.
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»¥> [ky =eka] = Terra=(ll]

E =

1n

=efka =

11 17 & 13 2l 10

en
m
e
ki
[

7 pav.: Programinio kodo Terro modifikuotam Kolatso uzdavinio rezultatas skaiciui

11.

Sj karta skai¢ius 10 iteruoja j 1 po 5 aritmetiniy veiksmy, o skaidiaus 11 iteraci-
ju kiekis yra 10. Gaunamas nezymus skirtumas (atitinkamai 1 ir 4) tarp atliekamy
aritmetiniy veiksmy kiekio lyginant originalios problemos versija su modifikuota.
Taciau patikrinus skaiciy 27 tiesioginiu Kolatso uzdavinio programiniu kodu, 1 pa-
siekiamas po 111 aritmetiniy veiksmy, o naudojant modifikuota koda — po 70 veiks-
my. Siam skaiciui iteracijy kiekis sumazéjo 41 vienetu (zitiréti 1, 2 prieduose). Dar

karta jsitikinome, kad Terro atlikta modifikacija zenkliai sumazina iteracijy kiekj.
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4 3n+1 UZDAVINYS IVAIRIOSE
SKAICIAVIMO SISTEMOSE

Siame skyriuje nagrinésime Kolatso uzdavinj jvairiose skaic¢iavimo sistemose.

Jos pasirinktos atsitiktinai. Tai yra deSimtainé, tryliktainé, vienuoliktainé, devy-

netainé, astuonetainé, penketainé ir dvejetainé sistemos.

Analizuojame tik tuos

skaicius, kurie patenka j anskciau minéta patikrinta intervala [12].

4.1 3n + 1 uzdavinys desimtainéje skaiciavimo sistemoje

Pirmiausiai Kolatso uzdavinj nagrinésime desimtainéje skaic¢iavimo sistemoje,

naudodami originalig uzdavinio versijg.

Atsitiktinai pasirenkame skaicius 6, 37, 456, 2464, 16384. Tada gauti skaicia-

vimai yra tokie:

Skaiciui 6:

:5\4) 5-3+1=16

6—-3—-10—-5—-16—-8—4—2—1.

Skaiciui 37:

=2 ‘8) 2=1

1) 37-3+1=112]2) 12=56 3) ¥=28 |4) =14

5) Y=1 6) 7-3+1=22 |7 Z=11 |8) 11-3+1=34
9) 2 =17 10) 17-34+1=52|11) 2=26|12) 2 =13

13) 13-341=40| 14)2 =20 15) 2=10|16) 2=

17) 5-3+1=16 |18) £ =38 19) $=4 |20) =2

21) 2=1

37 — 112 —-56—>28—14—>7—22—>11 —-34 - 17— 52 — 26 — 13

- 40—-20—m10—5—16—-8—4—2— 1.
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Skaiciui 456:

1) 4 —=228 2) =114 3) Li=57

4) 57-3+1=172|5) 12 =86 6) %5 =43

7) 43-34+1=130|8) 1B2=65 9) 65-3+1=196
10) 1% =98 11) 2 =49 12) 49-3+1=148
13) LB2=174 14) =37 15) 37-3+1=112
16) L2 =156 17) 3% =28 18) 2 =14

19) =7 20) 7-34+1=22|21) =11

22) 11-3+1=34|23) 2 =17 24) 17-341=052
25) 2=206 26) 2 =13 27) 13-3+1=40
28)% = 20 29) 2 =10 30) 2 =5

31) 5-3+1=16 |32) L =38 33) §=4

34) 5= 35) 2=1

456 — 228 — 114 — 57— 172 — 86 — 43 — 130 — 65 — 196 — 98 — 49
— 148 =74 —-37T— 112 =56 —>28— 14 —>7—22—> 11 — 34 — 17

— 52 —=-26—-13—-40—-20-10—-5—->16—-8—=4—>2— 1.

Skaiciui 2464

1) = =1232 2) 122 =616 3) 9% =308

4) 38 =154 5) =17 6) 77-3+1=232
7) 22 =116 8) L0 =58 9) 2 =29

10) 29-34+1=88|11) ¥ =44 12) =22

13) Z=11 14) 11-34+1=34|15) 3 =17

16) 17-34+1=52|17) 2 =26 18) % =13

19) 13-341=40|20)% =20 21) 2 =10

22) 2=5 23) 5-34+1=16 |24) =38

25) $=4 26) 1= 27) 2=1

2464 — 1232 — 616 — 308 — 154 — 77 — 232 — 116 — 58 — 29 — 88
— 44 —-22—-11—-34 —-17—>52—-26—> 13 —-40—-20— 10— 5

— 16 —=8—>4—2—1.



Skaiciui 1638/

1) 1638 —g192 | 2) S92 — 4096 | 3) 495 =2048 | 4) 2 = 1024
5) 122 =512 |6) 22=256 |7) Z0=128 |8) LE=064
9) & =32 10) 2=16 |11) 2=38 12) §$=4
13) =2 14) 2=1

16384 — 8192 — 4096 — 2048 — 1024 — 512 — 256 — 128 — 64 — 32 — 16

- 8—=4—-2—1.

Kaip matome, visais atvejais buvo griztama prie skaiciaus 1. Taciau vieniems
skai¢iams aritmetinius veiksmus teko kartoti daugiau karty, o kitiems — maziau.
Skaicius 6 iteruoja i 1 po 6 karty, skaicius 37 — po 21 karto, 456 pasieké vieneta po
35 aritmetiniy veiksmy, 2464 — po 27 veiksmuy, o skaicius 16384 iteruoja i 1 po 14

karty. Nagrinétuose pavyzdziuose skaiciavimai buvo atlikti , rankiniu budu®

Nagrinékime tuos pacius skaicius 6, 37, 456, 2464, 16384 modifikuota uzdavinio

versija ,,rankiniu budu®.

Skaiciui 6:

1) 3:3‘2) 3'3;1:5‘3) 5‘32“:8‘4) S=4
5) 3:2‘m 2=1 ‘ ‘
6—>3—>5—=>8—=>4—=2—1
Skaiciui 37:
1) L —56|2) ¥ =28 3) =14 4) §=7
5) BH =11 |6) HH=17|7) BH =2 8) T =13
9) B3 =20110) =10 |11) FL=5 12) 23H =
13) 5=4 15) 5=2 16) 2=1
37 — 96 —=-28—14—-7—11—17—26— 13 — 20— 10

— 5 =8

—4 =2 —1.



Skaiciui 456:

1) £0=228 |2) Z=114 |3) =57
4) SH =86 |5) T =43 6) 5 =65
7) ®5H =98 |8) P =149 9) 23H =74
10) o =37 11) 303 =56 | 12) 20 =28
13) 2 =14 14) B=7 15) T3H =11
16) M3 =17 |17) I3l =26 |18) ¥ =13
19) 1331 —20|20) 2 =10 21) 2 =5
22) B3l — 23) 8=14 24) 3=2

25) =1

456 — 114 - 57— 8 — 43 —- 65— 98 —+49 — 74 — 37 — 56
- R—-14—->7—-11—-17T—-260—-13—-20—-10—-5—8—14

— 2—1.

Skaiciui 2464

1) 2¥=1232 |2) Z2=616 |3) 58=308 |4) =154
5) =77 6) TH =116 |7 =58 |8 F=29

9) 23 —44 | 10) F =22 11) Z2=11 |12) 3+ =17
13) 5H =26 14) 2 =13 15 B3 =20]16) £ =10
17) 2 =5 18) 23H =8 |19) 3=4 20) 5=2
21) 2=1

2464 — 1232 — 616 — 308 — 154 — 77 — 116 — 58 — 29 — 44 — 22

- 11—-17—-26—-13—-20—-10—-5—>8 —4— 2 — 1.

Skaiciui 16384

1) 1038 —g192 | 2) 5192 — 4096 | 3) 496 =2048 | 4) 208 = 1024
5) =512 |6) 22=256 |7) =128 |8) =04
9) & =32 10) 2=16 |11) 2£=38 12) §$=4
13) =2 14) 2=1

16384 — 8192 — 4096 — 2048 — 1024 — 512 — 256 — 128 — 64 — 32 — 16

19



- 8—=4—-2—1.

[$ gauty rezultaty matome, kad naudojant modifikuota versijg iteracijy skai-
¢ius sumazéjo. Skaicius 6 iteruoja i 1 po 6 karty, skaic¢ius 37 iteruoja po 16 karty,
skaiciaus 456 iteracijy kiekis lygus 25, 2464 pasiekia vieneta po 21 aritmetiniy veiks-
my. Taciau skaiciui 16384 iteraciju kiekis nepakito.

Nagrinékime skaiciy 16384. Raskime skaic¢iaus sustojimo laika, visiSko sutoji-

mo laikg ir iteracijos aukstj.

o(16384) =1, 0(16384). = 14, s(16384) = 16384.

18000

16000

14000

12000+

10000 -

8000 -

6000+

4000 -

2000+

8 pav.: Skaic¢iaus 16384 iteracines sekos grafinis vaizdavimas.

8 paveiksle pavaizduotos skaic¢iaus 16384 iteracijos: ant y asSies atidétos nagri-
néjamo skaiciaus iteracijos, o ant x asies — iteracijos vieta sekoje. Kaip matome, si
seka néra heilstono seka. Sekos iteracijos tolygiai mazéja, néra chaotisko issidésty-

mo. Sj skai¢iy dar galima uzrasyti ir taip: 16384 = 2.

Dabar nagrinékime skaicius, kuriuos galime isreiksti 2° pavidalu, pavyzdziui,
32 =25128 = 27, 1048576 = 2%°. Tada gauname tokias iteracijy sekas.
Skaiciui 32:

32—-106—8—>4—2—1.
Skaiciui 128:
128 — 64 —>32—-16—>8—4—>2—1.
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Skaiciui 1048576:

1048576 — 524288 — 262144 — 131072 — 65536 — 32768 — 16384
— 8192 — 4096 — 2048 — 1024 — 512 — 256 — 128 — 64

— 32—=-16—>8—4—2—1.

Nesvarbu, kuria uzdavinio versija bus atliekami veiksmai, Siems skaic¢iams ite-
racijy kiekis nepakis. Atsizvelgus j skaiciy visisko sustojimo laika 0(16384 = 2!4) =
14,0(32 = 2%)o = 5,0(128 = 27), = 7,0(1048576 = 229)_, = 20, pastebékime, jog
visisko sustojimo laikas sutampa su laipsnio rodikliu. Galima teigti, kad neheilstono
sekos iteracijy kiekiai abiejose uzdavinio versijose sutampa. Skaiciaus 2° iteracijy
seka néra neheistolono seka, nes reiksmeés tolygiai mazéja. Sios neheilstono sekos
visisko sustojimo laikas yra lygus skai¢iaus 2 laipsnio rodikliui 0(2%)., = s.

4.1 lema. Neheilstono sekos visisko sustojimo laikas yra lygqus skaiciaus 2 laipsnio

rodikliui 0(2%) s = S.

4.1 lemg jrodysime naudodami matematinés indukcijos metoda.

Irodymas. Nagrinéjamas skaic¢ius n = 2° yra lyginis, taigi naudosime $§j aritmetinj
veiksma g—p = 1. Sakykime, kad kintamasis p parodo atlikty dalybos veiksmy skaiciy,

kuris yra lygus visisko sustojimo laikui, be to s = p.

Pirmasis etapas. Tarkime s =1, tai ir p = 1, tai

21

_ ::17

21
1=1.

Antrasis etapas. Tarkime s = k, tai ir p = k, tai

2k
ok = b
1=1.

Treciasis etapas. Tarkime s =k + 1, taiir p =k + 1, tai

2k+1
gkt = b
ok . 91
gt = b
1=1.
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Visais atvejais skaic¢ius iteruoja j 1. Pries tai minéjome, kad kintamasis p
yra lygus visisko sustojimo laikui o.,(n), be to kintamasis p — lygus ir nagrinéjamo
skaic¢iaus 2° laipsnio rodikliui. IS to seka, kad visisko sustojimo laikas yra lygus

nagrinéjamo skaiciaus 2° laipsnio rodikliui, t.y. 0(2%)s = s. O

Nagrinésime iteracijy elgesj pasirinkdami naturaliuosius skaicius is intervaly
[12; 17], [346; 352], [1423; 1430], t.y. ju sustojimo laika o(n), visisko sustojimo laika
0so(n), iteraciju auksti s(n); ¢ia n — nagrinéjamas skaiCius (duomenys pateikti 1

lenteléje).

Naudojant sukurta Matlab koda modifikuotam Kolatso uzdaviniui (3 priedas),
buvo patikrinta keletas skaiciy, kurie taip pat galiausiai pasieké 1. Skaiciy sekos
didziausia reiksme s(n) randame panaudoje komanda maz. o(n) radimui buvo pa-
sitelktas ciklas while. Pastebékime, kad kai kuriy gretimy skaiciy pory visisko su-
stojimo laikas sutampa: 04(12) = 050(13) = 7,000(14) = 0(15) = 12,0,,(348) =
00(349) = 23,05(350) = 05(351) = 53,0,,(1425) = 0,(1426) = 0,(1427) =
20,05(1428) = 0,(1429) = 25. Nagrinéjant skai¢ius i§ intervalo [98;102] visisko
sustojimo laikas 0., (n) = 18 sutapo 5 kartus. IS [1121; 1126] intervalo visisko susto-
jimo laikas 0. (n) = 31 sutapo 6 kartus. I$ [3202;3206] intervalo visisko sustojimo
laikas 0 (n) = 42 sutapo 5 kartus. IS [7083;7099] intervalo visisko sustojimo laikas
Oso(n) = 40 sutapo 17 karty (4 priedas). Remiantis J. K. Lagarias [10], $is reiskinys
egzistuoja dél ,saaugy” tarp skirtingy skaiciy trajetorijy.
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1 lentelé: Iteraciju 7% (n) elgsena deSimtainéje sistemoje.

n | o(n) | ow(n)| s(n)

12 1 7 12
13 2 7 20
14 1 12 26
15 7 12 80
16 1 4 16
17 2 9 26

346 1 23 346
347 | 10 80 4616
348 1 23 348

349 2 23 524

350 1 23 4616
351 8 33 4616
352 1 15 352

1423 7 44 7208
1424 1 25 1424
1425 2 20 2138
1426 1 20 1808
1427 | 4 20 3212
1428 1 25 1428
1429 2 25 2144
1430 1 20 1610

4.2 3n + 1 uzdavinys tryliktainéje skaic¢iavimo sistemoje

Prisiminkime, kad tryliktain¢je skaic¢iavimo sistemoje naudojami skaitmenys
nuo 1 iki 12, t.y. ja sudarantys skaitmenys nevirsija skaiciy sistemos pagrindo 13.
Siekiant iSvengti painiavos tarp dvizenkliy skaiciy ir skaitmeny, susitarta, kad dvi-
zenkliai skaitmenys bus Zzymimi didziosiomis lotyniskomis raidémis: 10 — A, 11 — B,

12 - C.

Isnagrinékime Kolatso uzdavinj ,rankiniu budu“ tryliktainéje skaic¢iavimo sis-
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temoje, naudojant modifikuotg uzdavinj

Stl n=1( mod 2),

5, n=0( mod 2),

T(n) =

skaiciams: 613,2B3, 29143, 11773, 75C4;3. Skaic¢iavimai pateikti 5 priede 3-7 lente-
lése. Tada turime sekas.
Skaiciui 613.’
613 — 313 — 513 — 813 — 413 — 213 — 113.
2313 — 4413 — 2213 — 1113 — 713 — B13 — 1413 — 2013 — 1013 — 1713 — A13
— 513 — 813 — 413 — 213 — 113.
Skaiciui 2915:

29113 — 14713 — 8A13 — 4513 — 6313 — 3413 — 5013 — 7713 — 3A13
— 5913 — 2313 — 4413 — 2213 — 1113 — 713 — Bl3 — 1413 — 2013
— 1013 — 1713 — A13 — 513 — 813 — 413 — 213 — 113.

117715 — 73A13 — 38513 — 1A913 — BBB — 5613 — 8013 — 4613 — 2313
— 3513 — 1913 — Blg — 1413 — 2013 — 1013 — 1713 — Alg — 513

— 813 — 413 — 213 — 113.

750413 — 396213 — 1B31;3 — 01713 — 60A13 — 30513 — 16913 — 9813 — 4043

— 2613 — 1313 — 813 — 413 — 213 — 113.

Matome, kad visos sekos iteruoja j 1. Palyginus skaiciy visisko sustojimo laikus
gauname: 0o(613) = 00(6) = 6,050(2B13) = 000(37) = 16, 05,(29113) = 0(456) =
25, 000(117713) = 050(2464) = 21,0,(75C413) = 05(24424) = 14. Kyla klausimas:

ar nagrinéjamy skaiciy iteracijy kiekiai skirtingose skaiciy sistemose sutampa?

Nagrinékime skaicius i$ intervaly [Cis; 1413], [20813; 21143], [85613; 86013] trylik-
tainéje skai¢iavimo sistemoje. Sie skai¢iai atitinka h = 10 sistemos pagrindo nag-
rinétus skaicius. Palyginkime 1 lentelés duomenis su 6 priedo 8 lentelés duomeni-

mis, kurioje pateiktos pries tai iSvardinty intervaly skaiciy iteracijos. Matome, kad
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visy skaiciy sustojimo laikas o(n) ir visisko sustojimo laikas o(n)s sutampa. Try-
liktainéje sistemoje gauti iteraciju auksciai s(n) sutampa su deSimtainés sistemos

rezultatais. Nors ir skiriasi jy skaitines israiskos, tac¢iau juy reikSmeés yra vienodos.

4.3 3n + 1 uzdavinys vienuoliktainéje skaiciavimo sistemoje

Vienuoliktainéje skaic¢iavimo sistemoje naudojami skaitmenys nuo 1 iki 10.
Ja sudarantys skaitmenys nevirsija skaiciy sistemos pagrindo 11. Anskc¢iau buvo
minéta, kad dvizenkliai skaitmenys bus Zymimi didziosiomis lotyniskomis raidémis,

siuo atveju 10 — A.

[snagrinékime Kolatso uzdavinj ,rankiniu budu® vienuoliktainéje skaiciavimo
sistemoje, naudojant modifikuota Kolatso uzdavinj aprasyta (3) formule skaic¢iams:
611, 3411, 38511, 194011, 113451;. Skaiciavimai pateikti 7 priede 9-13 lentelése. Tada
turime sekas.

Skaiciui 611.’
611 — 311 — 511 — 811 — 411 — 211 — 111.
3411 — 5111 — 2611 — 1311 — 711 — 1011 — 1611 — 2411 — 1211 — 1911 — A11

— 511 — 811 — 411 — 211 — 111.
Skaiciui 38511«

38511 — 1981 — A411 — 5211 = 7911 — 3A11 — 5A11 — 8A11 — 4511 — 6811

— 3411 — 5111 — 2611 — ]_311 — 711 — ]_011 — 1611 — 2411 — 1211

— 1911 — All — 511 — 811 — 411 — 211 — 111.
Skaiciui 19404, :

1940,; — A2011 — 510y; — 2607; — 13077 — 7041 — A611 — 5311 — 2711
— 4011 — 2011 — 1011 — ]_611 — 2411 — 1211 — 1911 — All — 511

— 811 — 411 — 211 — ]_11.
Skaiciui 113454 :

1134511 — 617811 — 309411 — 15A211 — 85111 — 42611 — 21311 — 10711
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— 5911 — 21411 — 1511 — 811 — 411 — 211 — 111.

Sekos iteruoja j 1. Palyginus skaiciy visisko sustojimo laikus gauname:
Oo(611) = 000(6) = 6,050(3411) = 0x(37) = 16,050(38511) = 05(456) = 25,
0o0(194011) = 05(2464) = 21, 0,,(1134511) = 0,,(24424) = 14.

Nagrinékime skaicius is intervaly [1111; 1611], [29511;2A011], [108411; 10904,] vie-
nuoliktainéje skai¢iavimo sistemoje. Sie skaidiai atitinka skai¢ius, kurie buvo nag-
rinéti desimtainéje skaic¢iavimo sistemoje. Palyginkime 1 lentelés duomenis su 8
priedo 14 lentelés duomenimis, kurioje pateiktos minéty intervaly skaiciy iteracijos.
Matome, kad visu skaic¢iy sustojimo laikas o(n) ir visisko sustojimo laikas o(n) . su-
tampa. Iteraciju aukséiai s(n) taip pat sutampa su desimtainés skaic¢iavimo sistemos

rezultatais. Skiriasi juy iSraiska, reiksme islieka ta pati.

Pasirinkime skaic¢iy 108 A;; iS nagrinéty intervaly. Pastebékime, kad atitin-
kamy skaiciy sustojimo laikas 0(1084;;) = 0(1429) = 2, visisko sustojimo laikas
0(108411)s = 0(1429),, = 25 sutampa. Iteraciju aukséiy s(108A4;;) = 167A;q,

$(1429) = 2144 israiska skiriasi, taciau skaitiné verte islieka ta pati.

4.4 3n+ 1 uzdavinys devynetaineje skaic¢iavimo sistemoje

Prisiminkime, kad devynetainé¢je skaic¢iavimo sistemoje skaic¢iui uzrasyti nau-
dojami skaitmenys nuo 0 iki 8, t.y. ja sudarantys skaitmenys nevirsija skaiciy siste-

mos pagrindo 9.

Isnagrinékime modifikuota Kolatso uzdavinj ,rankiniu budu“ devynetainéje
skaiciy sistemoje skaiciams: 69,419, 5569, 3337, 244244. SkaiCiavimai pateikti 15-19
lentelése 9 priede. Tada turime tokias sekas.

Skaiciui 6g:
69 — 39 — Dg — 89 — 49 — 29 — 1.
Skaiciui 41g:

419 — 629 — 319 — 159 — T9 — 129 — 189 — 289 — 149 — 229 — 114

— 59 = 8 = 49 — 29 — 1.

26



Skaiciui 5506 :

5569 — 2739 — 1369 — 639 — 1059 — 479 — 729 — 1189 — Hdg — 829 — 414
— 629 — 31lg — 159 — 79 — 129 — 189 — 289 — 149 — 229 — 119 — Hg
= 89 — 49 — 29 — 1g.

Skaiciui 3337y

33379 — 16189 — 7Hdg — 3729 — 1819 — 859 — 1389 — 649 — 329
— 489 — 249 — 129 — 189 — 289 — 149 — 229 — 119 — Hg — &g
— 49 — 29 — 1g.
Skaiciui 244244 :

244249 — 122129 — 55519 — 27259 — 13579 — 6289 — 3149 — 1529 — Tl

— 359 — 179 — 89 — 49 — 29 — 1g.

Matome, kad visos sekos iteruoja j 1. Palyginus skaiciy visisko sustojimo laikus
gauname: 04 (69) = 000(6) = 6,05(41g) = 050(37) = 16,05,(5569) = 050 (456) =
25, 050(33379) = 050(2464) = 21, 0,(163849) = 04,(24424) = 14.

Nagrinékime skaicius i$ intervaluy [139; 18¢], [4249; 4319, [18519; 18589] devyne-
tainéje skai¢iavimo sistemoje. Sie skai¢iai atitinka h = 10 sistemos pagrindo nagri-
nétus skaic¢ius. Palyginkime 1 lentelés duomenis su 10 priedo 20 lentelés duomeni-
mis, kurioje pateiktos minéty intervaly skaic¢iy iteracijos. Matome, kad visy skaiciy
sustojimo laikas o(n) ir visisko sustojimo laikas o(n). sutampa. Devynetainéje
sistemoje gauti iteracijy auksciai s(n) sutampa su deSimtainés sistemos rezultatais.

Skiriasi skaitmenys, bet ju reikSmés yra vienodos.

4.5 3n + 1 uzdavinys astuonetainéje skaiciavimo sistemoje

Astuonetainéje skaiciavimo sistemoje naudojami skaitmenys nuo 0 iki 7. Ja
sudarantys skaitmenys nevirsija skaiciy sistemos pagrindo 8. ISnagrinékime Kolatso
uzdavinj ,rankiniu budu® astuonetainéje skaiciy sistemoje, naudojant modifikuota
uzdavinj, kuris aprasytas (3) formuléje, skaic¢iams: 6g, 45, 710g, 46405, 40000g. Skai-
ciavimai pateikti 11 priede 21-25 lentelése. Tada turime sekas.

Skaiciui 6g:
06 — 33 — bg — 105 — 45 — 25 — 1g.
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Skaiciui 45g:

455 — T0g — 345 — 165 — 7g — 135 — 21g — 325 — 15g — 245 — 124

— by — 10g — 45 — 23 — 1.
Skaiciui 710g:

710 — 3445 — 1625 — 71lg — 1265 — 533 — 101g — 1425 — 615 — 1125
— 455705 — 345 — 163 — Tg — 133 — 213 — 325 — 153 — 245 — 124

— by — 10g — 45 — 23 — 1s.
Skaiciui 4640g:

46408 — 23208 — 11503 — 4648 — 2328 — 1155 — 1648 — 728 — 3bg — 548
— 208 — 135 — 21g — 323 — 155 — 24g — 125 — 5g — 103 — 4g

— 25 — 1g.
Skaiciui 400005 :

400003 — 200003 — 100003 — 40003 — 2000 — 1000g — 400 — 2005 — 100g

— 408—>208—>108—>48—>28—>18.

Nagrinétos sekos iteruoja j 1. Palyginus skaiciy visisko sustojimo laikus, gau-
name, kad jie sutampa su deSimtainéje sistemoje analizuojamais skaiciais, t.y.
Oo0(68) = 000 (6) = 6,000(458) = 050(37) = 16,05, (710s) = 04, (456) = 25,

000 (46405) = 05,(2464) = 21, 0,,(400008) = 0,,(16384) = 14.

Toliau nagrinékime skaicius i$ intervaly [14g; 21g], [5325; 540g], [26175; 2626]
astuonetainéje skai¢iavimo sistemoje. Sie skaidiai atitinka h = 10 sistemos pagrindo
nagrinétus skaicius. Dabar palyginkime 1 lentelés duomenis su 12 priede esancia
26 lentele, kurioje pateikti minéty intervaly skaiciy iteracijos. Matome, kad visy
skaic¢iy sustojimo laikas o(n), visisko sustojimo laikas o(n)s sutampa. Astuone-
tainéje sistemoje gauti iteracijy auksciai s(n) yra analogiski desimtainéje sistemoje
gautiems iteraciju auksciy rezultatams. Pavyzdziui imkime skaiciy 535g, Sio skai-
ciaus sustojimo laikas, visisko sustojimo laikas ir iteracijos aukstis su tampa su
analogisku skai¢iumi esanciu deSimtainéje sistemoje, t.y. 349: o(5355) = 0(349) =

2, 0(5355)0c = 0(349)0e = 23, 5(5355) = 7745 = 5(349) = 524.
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4.6 3n + 1 uzdavinys penketainéje skaiciavimo sistemoje

Penketainéje skaiciavimo sistemoje naudojami skaitmenys nuo 0 iki 4. Jg su-

darantys skaitmenys nevirsija skaiciy sistemos pagrindo 5.

Isnagrinékime Kolatso uzdavinj ,,rankiniu budu® penketainéje skaiciy sistemo-
je, naudojant modifikuota uzdavinj aprasyta (3) formule skaic¢iams: 115, 1225, 33115,
343245,10110145. Skaiciavimai pateikti 13 priede 27-31 lentelése. Tada turime se-
kas.

Skaiciui 115:
115 — 35 — 105 — 135 — 45 — 25 — 15.
Skaiciui 1225:
1225 — 2115 — 1035 — 245 — 125 — 215 — 325 — 1015 — 235 — 405 — 205
— 105 — 135 = 45 — 25 — 15.
Skaiciui 33115:

33115 — 14035 — 4245 — 2125 — 3215 — 1335 — 2305 — 3435 — 1445 — 2445
— 1225 — 2115 — 1035 — 245 — 125 — 215 — 325 — 1015 — 235 — 405

— 205-)105-)135-)45-)25—)15.
Skaiciui 343245 :

343245 — 144125 — 44315 — 22135 — 11045 — 3025 — 4315 — 2135 — 1045
— 1345 — 425 — 215 — 325 — 1015 — 235 — 405 — 205 — 105 — 135

— 45 — 25 — 15.
Skaiciui 10110145

10110145 — 2302325 — 1123415 — 311435 — 130445 — 40225 — 20115

— 10035 — 2245 — 1125 — 315 — 135 — 45 — 25 — 15.

Matome, kad nagrinétos sekos iteruoja j 1.

Toliau nagrinékime skaicius i$ intervaly [225; 325], [23415;24025], [211435;
212105) penketainéje skaitiavimo sistemoje. Sie skaiiai atitinka h = 10 sistemos

pagrindo nagrinétus skaicius. Palyginkime 1 lentelés iteracine lentele su 14 priede
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esancia 32 lentele, kurioje aprasyti pries tai minéty skaiciy intervaly iteracijy duo-
menys. Matome, kad visy skaiciy sustojimo laikas o(n), visisko sustojimo laikas
0(n)s sutampa. Penketainéje sistemoje gauti iteraciju auksciai s(n) yra analogiski

desimtainéje sistemoje gautiems iteracijy auksciy rezultatams.

4.7 3n+ 1 uzdavinys dvejetainéje skaiciavimo sistemoje

Dvejetainéje skaic¢iavimo sistemoje naudojami skaitmenys 0 ir 1. Ja sudarantys
skaitmenys nevirsija skaiciy sistemos pagrindo 2. Dvejetainéje skaic¢iavimo sistemoje
visi lyginiai skaiciai baigiasi nuliu, o nelyginiai — vienetu.

Modifikuoto Kolatso uzdavinio salygos virsija dvejetaine sistema, todél ja kon-

vertuojame ir gauname tokig iSraiska:

11lon+1o LI
T(n) = =45, n yra nelyginis, (5)
05 n yra lyginis.

Isnagrinékime Kolatso uzdavinj ,,rankiniu budu® dvejetainéje skaic¢iy sistemoje,
naudojant modifikuotg uzdavinj skaic¢iams: 1105, 1001015, 110010005,
1001101000005, 1000000000000002. Skaiciavimai pateikti 15 priede 33-37 lentelése.
Tada turime sekas.

Skaiciui 1105:
110 — 115 — 1015 — 10005 — 1005 — 109 — 1s.
Skaiciui 1001015

100101 — 1110003 — 111009 — 11105 — 1115 — 10115 — 10001y — 110109

— 11013 — 101003 — 10103 — 1015 — 10009 — 1002 — 105 — 15.
Skaiciui 1110010004 :

111001000y — 11100100 — 11100109 — 1110015 — 1010110 — 1010115
— 10000015 — 1100010 — 1100012 — 1001010, — 1001015
— 111000, — 111003 — 111053 — 1115 — 10115 — 10001 — 11010,

— 1101 — 101009 — 10103 — 101 — 10002 — 1002 — 102 — 1s.
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Skaiciur 100110100000 :

100110100000y —
_>
_>

—

100110100002 — 10011010002 — 1001101009 — 100110104
10011015 — 11101002 — 1110109 — 111015 — 1011009
101109 — 10115 — 10001y — 110105 — 11015 — 101004

10102 — 1013 — 10003 — 1002 — 102 — 1,.

Skaiciug 1000000000000004 :

1000000000000002 —
%

%

%

100000000000002 — 10000000000002 — 1000000000002
100000000002 — 10000000002 — 1000000002 — 100000002
10000002 — 1000002 — 100002 — 10002 — 1005 — 104

1y.

Nagrinétos sekos iteruoja j 1. Palyginus skaiciy visisko sustojimo laikus visuose

nagrinétuose skaiciavimo sistemose gauname, kad jie sutampa:

Ooo(1102) = 050 (115) = 00 (68) = oo (69) = T0o(611) = oo (613) = 000 (6) = 6,

0'00(100]_012) = Uoo<1225> = 000(458) = 0'00(419) = 0'00(3411> = 0'00(2.813) =

= 0,,(37) = 16,

000 (1110010005) = 000 (33115) = 0oo(7105) = 0 (5560 ) = 0750(3851) =

= 0'00(29113) = 0'00(456) = 25,

70 (1001101000005) = o0 (343245) = 000 (46405) = 000 (33379) = 000 (19404, =

= 050 (117713) = 000 (2464) = 21,

7(1000000000000005) = o0 (10110145) = 000 (400005 ) = op (244244 =

= 000 (1134511) = 00 (675C413) = 00,(16384) = 14.

[$nagrinéje skai¢ius i$ intervaly [11004; 100015], [1010110102; 1011000004],
[101100011115;101100101105] dvejetainéje skaic¢iavimo sistemoje, kurie atitinka h =

10 sistemos pagrindo nagrinétus skaic¢ius. Duomenys pateikti 16 priede 38 lentelé-

je. Matome, kad visu skaiciy sustojimo laikas o(n), visisko sustojimo laikas o(n)s

sutampa. Iteraciju auksciai s(n) taip pat yra analogiski desimtainéje sistemoje gau-

tiems iteracijy auksciy

rezultatams.

Pavyzdziui pasirinkime analogiskus skaicius i$ pries tai minéty intervaly n =

325, n = 21g,n = 18y, n = 10001y, n = 1641,n = 1445. Siy skai¢iy sustojimo laikas
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ir visisko sustojimo laikas sutampa o(n) = 2,0(n)s = 9. Pakeiskime visy skaiciy

pagrinda j h = 10. Tada gauname tokias israiskas:

Penketainé:  AsStuonetainé: Devynetainé: Vienuoliktainé:

1-9=9,
9+8=17.

Dvejetainé: Tryliktainé:

3-5=15,
154+2=17.

2-8=16,
16+1=17.

1-2=2, 1-11=11, 1-13=13,

24+0=2, 13+4=17.
2.2=4,

44+0=4,

4.2=8,

840=8,

8-2=16,

11+6=17.

16+1=17.

Skaiciy uzrasymas skirtingose skaiciavimo sistemose nors ir skiriasi, taciau ju
dydis islieka tas pats. Pakeiskime isvardinty skaic¢iavimo sistemy iteracijy auksciy
pagrinda i h = 10, kai s(325) = 1015, s(21g) = 32g,5(189) = 28, s(100015) =
110104, s(1611) = 2441, s(1413) = 20;3. DeSimtainéje sistemoje skaiciaus 17 iteracijos

aukstis lygus s(17) = 26.

Penketainé: Astuonetainé: Devynetainé: Dvejetainé: Vienuoliktainé: Tryliktainé:
1-5=5, 3.8=24, 2.9=18, 1-2=2, 2.11=22, 2.13=26,
540=5,  2442=26. 18+8=26. 2+1=3,  224+4=26.  26+0=26.
5-5=25, 3.2=6,
25+1=26. 64-0=6,

6-2=12,

1241=13,

13-2=26,

26+0=26.

Is gauty rezultaty matome, kad iteracijy auksciai sutampa. Skiriasi nagrinéja-
my skaiciy skaitmenys atitinkamai pagal analizuojama sistema, bet juy reiksmeés yra

vienodos.

Analizés metu pastebéjome, kad dalybos pozymiai skiriasi skai¢iavimo sistemo-
je. Nelyginj pagrinda turinciose skaic¢iavimo sistemose (h = 5,h =9,h = 11,h = 13)

negalima dalinti pusiau iS paziuros lyginiy skaiciy, t.y. 10, 30, 50 ir t.t. Taciau iS
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gauty rezultaty galime spresti, kad Kolatso uzdavinio elgsena skirtingose skaiciavi-

mo sistemose yra vienoda, skiriasi skaiciy ir juy iteracijy israiskos.
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5 KOLATSO UZDAVINIO ANALOGAS
DVEJETAINEJE SKAICIAVIMO
SISTEMOJE

Jau issiaiskinome, kad Kolatso uzdavinio elgsena jvairiose skaiciavimo siste-
mose sutampa. Kyla klausimas: ar yra jo analogas kitoje skaciavimo sistemoje. IS
dalies atsakyti j sj klausimg padés dar viena Kolatso uzdavinio modifikacija, kurig

pateiké J. M. De Koninck ir A. Mercier [5]. Sakykime, kad

n

, kain =2%.r, B> 1ir r yra nelyginis,
Ty =1 7 g2 y yg (©)
3n + 1, kain yra nelyginis.

[\

Tada kiekvienam n € Z* egzistuoja k € Z*, toks, kad ® (n) = 1; dia e (n) —

apibréztos funkcijos iteracija.

Kad buty aiskiau pateiksime pavyzdj. Pasirenkame skaic¢iy 21. Kadangi 21 —
nelyginis, dauginame is 3, pridedame 1 ir gauname 64. Skaicius 64 yra lyginis, taigi
remiantis uzdavinio analogo pirma salyga, §j skaiciy galima uzrasyti taip n = 2 - 1,
¢ia B = 6 ir r = 1. Sig iSraiska daliname i§ 2%, kaip pries tai minéjome B = 6 ir

gauname, kad kita iteracija yra lygi 1.

21 — 64 — 1.

Nagrinékime dvejetaine sistema ir jos skaicius, sudarytus tik iS vienety. Ko-
latso uzdavinio analogo salygos virsija dvejetainés sistemos pagrinda. Todél jas

konvertavus gauname tokig israiska:

n

T*(n) = 105" kai n = 105 -1, B > ir r yra nelyginis, (7)
115n + 15, kai n yra nelyginis.

Prisiminkime, kad dvejetainéje skaiciavimo sistemoje nelyginiai skaiciai bai-

giasi skaitmeniu 1.

Nagrinékime skaic¢ius 115, 1115, 11115111115, 1111115, 11111115, 111111115,
1111111115,1111111111,. Kadangi jie yra nelyginiai, tai is (7) formulés sujunge abu
Kolatso analogo salygos veiksmus gauname nauja funkcija, kuri padés sumazinti
iteracijy kiekij:

F.(n) Gia k=1ln+1,=105-r, B >1 irryranelyginis. (8)

105’

34



Parodysime, kad fukncija F,(n) yra funkcijos T, (n) analogas.

Irodymas. Sakykime, kad F) ir T, yra nagrinéjamo skaic¢iaus n iteracijy aibés, tada

F.(n) C T.(n).

Tarkime a — nelyginé skaicCiaus n iteracija dvejetainéje skaiciavimo sistemoje,

kuri a € F,. Remiantis pries tai nurodytomis F,(n) uzdavinio salygomis, gauname

11o-n+19

= a, pagal dalybos apibrézima 11, -n + 15 = a - 105. Is ¢ia isvedame, kad
2

115 - n + 1, o tai yra funkcijos Ti(n) salygos veiksmas, kai nagrinéjamas skaicius

yra nelyginis. Vadinasi, pritaike kita T, (n) uzdavinio salygos veiksma, gauname
a-105

o7 = a Taigi skaicius a € T,. Tad galime teigti, kad F.(n) C T.(n). O
2
Tada gauname tokias iteracines sekas. Skaiciavimai pateikti 17 priede 39-47
lentelése.

Skaiciui 115:
115 — 1015 — 1,.
Skaiciui 1115
1115 — 10115 — 100015 — 11015 — 1015 — 15.
Skaiciui 11115:
11115 — 101115 — 1000115 — 1101015 — 1015 — 15.
Skaiciui 111115

11111, — 101111, — 10001115 — 1101011 — 101000012 — 1111001,
10110115 — 100010015 — 1100111 — 100110115 — 11101001,
101011115 — 1000001115 — 1100010115 — 1001010001,

1101111015 — 101001115 — 111110115 — 1011110015 — 1000110114
1101010013 — 1001111119 — 1110111115 — 10110011119
100001101115 — 11001010011 — 1001011111015 — 1110001111,
101010101115 — 1000000000115 — 1100000001015 — 10010000014
1101100015 — 101000101 — 111101 — 101115 — 100011,

N

1101015 — 1015 — 1.
Skaicdiui 111111,:
111111, — 10111115 — 100011115 — 110101115 — 1010000115 — 111100101,
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10110115 — 100010015 — 11001115 — 10011011, — 11101001,
101011115 — 1000001115 — 1100010115 — 1001010001,
1101111015 — 101001115 — 111110115 — 101111001,

100011011, — 110101001, — 100111111, — 111011111,
10110011115 — 10000110111, — 110010100115 — 100101111101,
1110001111, — 101010101115 — 1000000000115 — 110000000101,
10010000015 — 1101100015 — 1010001015 — 1111015 — 10111,
1000115 — 1101015 — 1015 — 1.

N

Skaiciui 11111115

1111111, — 10111111 — 1000111115 — 1101011115 — 1010000111,
— 11110010115 — 10110110001 — 10001000101 — 110011015
— 10011013 — 11101 — 10112 — 10001y — 11015 — 1015 — 1s.

Skaiciui 111111115

11111111, — 101111111 — 10001111115 — 11010111115 — 101000011114
— 111100101115 — 1011011000115, — 1000100010101 — 11001101,
— 10011013 — 111019 — 10119 — 10001y — 11013 — 1019 — 1s.

Skaicius 1111111115

1111111119 — 10111111119 — 100011111115 — 110101111115 — 101000011111,

— 111100101111 — 1011011000111 — 100010001010115
11001101000001 — 1001101110001 — 1110011010101,
10101101, — 10000015 — 110001 — 100101 — 1115 — 1011,
10001y — 11015 — 1019 — 1,.

Lol

Skaiciui 11111111115

1111111111, — 10111111111 — 1000111111115 — 110101111111,
1010000111111 — 11110010111115 — 10110110001111,
1000100010101115 — 1100110100000112 — 1001101110001015
11100110101015 — 101011015 — 10000014

110001y — 1001015 — 1115 — 10115 — 100012

L4 Ll

11019 — 1015 — 1.

36



IS gauty rezultaty matome, kad sekos jteruoja i 1. Gauta nauja funkcija Fi(n),
kuri aprasyta (8) formule, galime vadinti Kolatso uzdavinio analogu nelyginiams
skai¢iams. Be to, atkreipus démesj j pirmasias seky iteracijas, galime jzvelgti tarp

ju panasumy.

11, — 101,...
1115 — 10115 — 100015 — ...

11115 — 101115 — 100011,...

11111, — 101111, — 10001115 — 11010115 — 101000015 — 1111001,...
1111115 — 10111115 — 100011115 — 11010111, — 101000011,

— 111100101,...

11111115 — 101111115 — 1000111115 — 110101111,

— 10100001115 — 1111001011,...

111111115 — 1011111115 — 10001111115 — 1101011111, — 10100001111,
— 11110010111,...

1111111115 — 10111111115 — 100011111115 — 11010111111,

— 1010000111115 — 11110010111 1,...

1111111111, — 101111111115 — 1000111111115 — 110101111111,

— 1010000111111, — 11110010111115...

Remdamiesi Siais rezultatais sukursime algoritma, kuris padés nuspéti, kokios

bus pirmosios 5 iteracijos neatlieckant Kolatso uzdavinio veiksmy.

Pazymékime n — nagrinéjama nelyginj skaiciy sudaryta is vienety. IS skaiciaus
n atimame nurodyta skaitmeny kiekj. Taip pat sakykime, kad s #r # k # d # g #
0. Tada

1. 10s, s=n —1;

2. 10007, r =n — 2;

3. 11010k, k =n — 3;
4. 1010000d, d = n — 4;

5. 11110010g, g = n — 5;
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Tarkime norime surasti pirmaja iteracija. Surandame kintamojo s reiksme,
t.y. 1S nagriné¢jamo skaiciaus n atimamas vienas skaitmuo. Tada gauta reikSme
priraSome prie nurodyty skaitmenuy (Siuo atveju 10) ir gauname pirmaja iteracija.

Analogiskai randamos kitos keturios iteracijos.

Patikrinkime algoritmo veikimg. Pasirenkame skaicius 1111111111115,
1111111111111115, 111111111111111111111115. Pirmasis skaic¢ius yra sudarytas is
vienuolikos skaitmeny, antrasis — penkiolikos skaitmeny, o treciasis — is dvideSimt
trijy skaitmeny. Pritaikius algoritma skai¢iams gauname tokias pirmasias penkias

iteracijas.

Nagrinékime pirmajj skaiciy, kai n = 11111111111,. Sis skai¢ius sudarytas i3
vienuolikos skaitmeny. Pirmg iteracijg gausime surade kintamojo s reikSme. IS nag-
rinéjamo skaiciaus atimamas 1 skaitmuo ir kintamasis s yra lygus s = 11111111115
Si reik§mé yra prirasoma prie nurodyty skaitmenny, §iuo atveju 10. Tad pirmoji itera-
cija yra lygi 101111111111,5. Norint rasti antrg iteracija, randame kintamojo r reiks-
me. IS nagrinéjamo skaiciaus atimame 2 skaitmenis ir gauname, kad r = 111111111,.
Sia reik§me prirasome prie nurodyty skaitmeny, t.y. 1000. Antroji iteracija yra lygi
10001111111115. Ieskant trecios iteracijos, reikia iS nagrinéjamo skaiciaus atimti
3 skaitmenis ir kintamasis £k jgauna tokia reikSme 111111115, kurig priraSome prie
nurodyty skaitmeny. Trecioji iteracija yra lygi 1101011111111,. IeSkant sekancios
iteracijos, i$ skaiciau n atimame 4 skaitmenis, gauta kintamojo d reiksmeé yra ly-
gi 11111115. Ja prirasome prie nurodyty skaitmeny, siuo atveju 1010000. Gauta
ketvirta iteracija yra lygi 101000011111115. Ir norint surasti penkta iteracija, rei-
kia i$ nagrinéjamo skaiciaus atimame 5 skaitmenis ir ieSkomo kintamojo reikSmé
yra g = 1111115, kurig prirasome prie nurodyty skaitmeny. Penktoji iteracija yra

11110010111111,.

111111111119 — 1011111111119 — 1000111111111 — 1101011111111,
— 101000011111115 — 111100101111115...

Patikrinkime ar gautos iteracijos yra teisingos naudodami modifikuotg Kolatso

uzdavinio versija, apibrézta (3) formule.
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1) WL 01111111111,
2) 1011111111115-115+419 — 1000111111111
102 2
3) 10001111111112-112412 — 1101011111111
102 2
4) 11010111111112-112412 _ 10100001111111
102 2
5) 101000011111119-1124+19 — 11110010111111
102 2

Pirmojo nagrinéjamo skaiciaus penkios iteracijos, kurios buvo gautos taikant

algoritma, sutampa su penkiomis iteracijomis, kurios buvo gautos naudojant mo-

difikuotg Kolatso uzdavinj. Tikriname kitus skaic¢ius sudarytus is vienety. Tada

gauname tokias iteracijas.

Skaiciui 1111111111111115

111111111111111,

— 111100101111111111,...

Tikriname ar iteracijos yra teisingos.

1

HUUUG e ot — 1011111111111,
2

[\

1011111111111011112‘112—‘,-12 _ 100011111111111112
2

w

100011111111111112-11941> — 110101111111111112
102

W

HOWIIIU L ALl — 1010000111111111115
2

)
)
)
)
)

5

1010000111111111115-11941o __ 1111001011111111112
102

Skaiciui 11111111111111111111111,

1111111111111 1111111111 — 101111111111111111111111,

1000111111111111111111111,
1101011111111111111111111,

10100001111111111111111111,

Lo Ll

Tikriname ar iteracijos yra teisingos.

— 10111111111111115 — 10001111111111111,
— 110101111111111115 — 101000011111111111,

111100101111111111111111115...
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1) ALLLMEI e bl — 101111111111111111111111,

2) 1011111111111111101211111112-112+12 — 10001111111111111111111112
3) AL — 1101011111111111111111111,
4) HERAAALEU L — 10100001111111111111111111,
5) 101000011111111111012111111112'112-‘1-12 —_ 111100101111111111111111112

Is gauty rezultaty matome, kad iteracijos sutampa. Todél naudojant sj al-
goritma, galime surasti penkias pirmasias iteracijas neatliekant Kolatso uzdavinio

aritmetniy veiksmy.

Sis algoritmas galioja tik dvejetainéje skaitiavimo sistemoje. Pries tai issi-
aiskinome, jog iteraciju elgesys sprendziant Kolatso uzdavinj ((1) ir (3) formulés)
sutampa visose nagrinétose skaiciavimo sistemose. Taciau tai yra Kolatso uzda-
vinio analogas dvejetainéje sistemoje. Taikant algoritma desimtainéje skaic¢iavimo
sistemoje pasiekti ty paciy rezultaty nepavyko, nes jis remiasi skaiciaus skaitmeny

issidéstymu ir panasumu tarp jy, o ne skaiciy skaitine verte.
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ISVADOS

. Kolatso uzdavinio elgesys skirtingose skaiciavimo sistemose yra vienodas, ski-

riasi nagrinéjamy skaiciy ir juy seky iteracijy reprezentacijos.
. Neheilstono sekos iteracijy kiekiai abiejose uzdavinio versijose sutampa.
. Skaiciaus 2° iteracijy seka néra heilstono seka, reikSmeés tolygiai mazéja.

. Neheilstono sekos visisko sustojimo laikas yra lygus skaiciaus 2° laipsnio ro-
dikliui, t.y.
0(2%)00 = s.

. Funkcija F,(n) yra Kolatso uzdavinio analogas, skirtas tik nelyginiams skai-

¢iams.

k
F.(n) = 107" Ga k=1lon+1,=105-7, B >1 irr yra nelyginis.
2

. Algoritmas, kuris padeda surasti penkias pirmasias iteracijas nenaudojant Ko-
latso uzdavinio aritmetniy veiksmy, galioja tik dvejetainéje skaic¢iavimo siste-

moje.
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Kolatso Uzdavinys [vairiose Skai¢iavimo Sistemose

SANTRAUKA

Bakalauro baigiamajame darbe analizuojamas Kolatso uzdavinys (3n+ 1 prob-
lema) ir jo issprendziamumas tryliktainéje, vienuoliktainéje, desimtainéje, devyne-
tainéje, astuonetainéje, penketainéje, dvejetainéje skaic¢iavimo sistemose. Kadangi
iki Siol néra Sio uzdavinio sprendimo visiems naturaliesiems skai¢iams, analizei pasi-
rinkti skaiciai is intervalo, kuriame desimtainéje sistemoje problemos iSsprendziamu-
mas yra jau patikrintas, t.y. nuo 1 iki 20 x 22 ~ 5.7646 x 10*®. Pakeitus nagrinéjimy
skaiciy skaiciavimo sistemos pagrinda bei naudojant jvairias Kolatso uzdavinio mo-
difikacijas, skaic¢iuojamos iteracijos. Sukurti du programiniai kodai. Vienas i ju
skirtas iteracijy aukscio, sustojimo laiko ir visisko sustojimo laiko radimui. Antrasis
yra taikomas iteracijy analizei dvejetainéje skai¢iavimo sistemoje, taip pat tikrinant

sukurto algoritmo iteracijy be skaiciavimo nustatymui teisinguma.
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Collatz’s Problem in Various Numeral Systems

SUMMARY

In Bachelor Work, the solvability of Collatz conjecture (or 3n + 1 problem) in
thirteenth, eleventh, decimal, octal and other numeral systems is analyzed. Since,
for every natural numbers, there is no general solution of this problem, we choose for
analysis the decimal numbers, which belongs to already tested interval from 1 until
20 x 228 ~ 5.7646 x 10'8. Several modifications of Collatz conjecture are applied for
the numbers, for which the basis of numeral system is changed. Two programme
codes are created. One of them, for the investigation of the height, the stopping
time and final stopping time of iterations, is used. For the test of correctness of the
created algorithm for the binary number‘s iterations, second programming code is

applied.
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ZYMEJIMAI IR KATI KURIOS SAVOKOS

Iteracija — matematinés operacijos pakartotinis panaudojimas, laipsniskai ar-

teéjant prie ieskomo rezultato.
Heilstono seka — seka, kurios reiksmeés didéja ir mazéja netolygiai.

Visisko sustojimo laikas — atlikty veiksmy skaicius, kai n iteruoja iki 1,

zymime o(n)qo.

Sustojimo laikas — tai atlikty aritmetiniy veiksmy skaicius, kai pasiekta

iteracija yra mazesné uz pasirinkta skaiciy n, zymime o(n).
Iteracijos aukstis — skaiciaus n didZiausia pasiekta iteracija, zymime s(n).

Skaiciavimo sistemos pagrindu (zym. h) vadiname skirtingy vartojamuy

skaitmeny kiekj. SkaiCiaus n skaiCiavimo sistemos pagrindg zZymime 7).

Algoritmas — tai tam tikra veiksmy seka, kurig reikia atlikti norint pasiekti

tam tikra rezultata.
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PRIEDAI
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1 priedas

¥+ [k, =eka| = Folat=a=[ZT)
E=

111

seka =

Colwmme 1 throwgk 11

Z7 B 31 123 =3 31 L 97 143 Tl Eld
Culimuez 12 tlezugls 22

107 ji g LE1l 81 21 171 J€1 lsz oL =7 L7
Celwumme 21 theough 17

417 R Ina z1m 155 4EF Fia T A5 175 3ZF
Columns 33 throuwgh 34

ZE3 758 £1-1] 1186 563 1730 550 445 1335 EEL 134

Columm= 43 through 55

167 502 251 54 aT? 113z SEE 283 B53 L 1£7€
Columns §5 through 66

£33 a1s 358 78 1438 e Z1i8 ol ] 2N 1618 4358
Columms & through 77

¥R 4539 1rde 11 FyEL Laed LatiFy AL Elat &
Columm= 71 through 18

EESE AC1C Z300 1154% o7 173z oGo 433 1303 Lo 3ET
Colummz 8} theough 3D

ET7E agE 44 1zz El 134 EZ aE bt} T s
Polywm= 1M theomgh 10

105 51 LEd 80 a0 20 0 5 15 1 gq

Columns 111 throwgh 112

9 pav.: Tiesioginis Kolatso uzdavinys skaiciui 27.
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¥» [k, =aka] = Terra=(Z7)
E=

70

seka =

Columms= 1 through 11

Columms= 12 through ZZ
o1 137 Z0E 103 155 233

Columms= 3 through 33

BOD 445 EEE 334 187 Z51
Colusms= 34 through 43

aie 478 71D 1078 1615 24zt
Colusms= 45 through 55

2077 4E1E 2308 1154 577 BEE
Columms= 56 through €6

1zz El -3 4E 23 a5
Columms E£7 through 71

5 B 4 z 1

10 pav.: Programinio kodo Terro

107

3644

433

rezultatas skaiciui 27.

161

1822

ZE3

3z8

a0

1z1

4z8

1387

2 priedas

€38

244

10
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3 priedas

function [k, g, seka. sek] = Terrasmax(n)

sekal( 1) = n; % pradinio skaiciaus vieta sekoje.
sek(1)=n; % pradinio skaitiaus viera sekoje.
i=2; % kito skaifiaus vieta sekoje.

while seka(i-1)~=1
if mod(seka(i-1), 2)==10
seka(i) = seka(i-1W2;
else
seka(i) = (3%*seka(i-1)+ 1)/2;
i=1i+1;
M = max(seka); % nustaro sekos didZiausiq reikime.
end
i=2;
while sek(i-1) > (n-1) % ciklas kartojamas kol gauta iteracija yra maZesné uf nagringjamg skaiiy.
if mod(sek(i-1), 2)==0
sek(i) = sek(i-1)/2;
else
sek(i1) = (3*sekii-1)+ 102
end
i=1i+];
end
k= (length({seka)-1);
g =(length(sek)-1); Zéiteracijy kiekis kai randama maZesné iteracijq.
disp('Didz_reiksme: 'J;
disp(M);

11 pav.: Modifikuoto Kolatso uzdavinio programinis kodas skirtas iteracijy auksciy,

sustojimo laiky bei visisko sustojimo laiky radimui.
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4 priedas

2 lentelé: Iteracijy T (n) elgsena desimtainéje sistemoje.

n | o(n)|ox(n) | s) n |o(n)|oxn)| sn)
97 2 75 | 4616 || 7082 1 78 | 7082
98 1 18 98 || 7083 5 40 | 15938
99 4 18 224 || 7084 1 40 | 7084
100 1 18 10 || 7085 2 40 | 10628
101 2 18 158 || 7086 1 40 | 11960
102 1 18 116 || 7087 8 40 | 35882
103 42 46 | 4616 || 7088 1 40 | 7088
1120 1 15 | 1120 || 7089 2 40 | 10634
1121 2 31| 2132 || 7090 1 40 | 7090
1122 1 31| 1122 || 7091 4 40 | 15956
1123 4 31 | 2528 || 7092 1 40 | 7092
1124 1 31 | 1124 | 7093 2 40 | 10640
1125 2 31| 1688 || 7094 1 40 | 13472
1126 1 31 | 1126 | 7095 5 40 | 23948
1127 20 88 | 10844 || 7096 1 40 | 7096
3201 2 107 | 8666 || 7097 2 40 | 11978
3202 1 42 | 3202 || 7098 1 40 | 7098
3203 4 42 | 7208 || 7099 7 40 | 17972
3204 1 42 | 3204 || 7100 1 59 | 22760
3205 2 42 | 4808 || 7101 2 59 | 22760
3206 1 42 | 3608 || 7102 1 29 | 26972
3207 7 34 | 10826 || 7103 16 93 | 91034

ol



5 priedas

3 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 6;3.

213

513-313+113 __ 813 __
=83 |4 =443

213

213
413 213
213 213 6) 213 1

613 313 ‘ 2) 313-313+113 __

4 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 2B3.

72313-311:“13 = 4445 42% = 3) 22271; = 114

% =713 713-313+113 6) B13~f;113;’+11,3 = 1445

1413312-&-113 = 2043 % = 9) 1013'312-&-113 =173
10) % = Az % = 12) 7513'3215’:113 = 813
13) 52 =43 o= 16) 32 =13

5 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 291;3.

29143 14713 __ 8A13 __ )
213 1473 213 3) 213 4513
4513-313+113 __ 6B13 __ 3413-313+113 __
213 6513 213 6) 213 013
5013'31?1-113 = 7713 7271133 — 9) 3A13-§>1133+113 = 594
5913 __ 2B13-313+1 _ 4413
21133 — 2313 13-913+113 __ 12) 21133 — 2213
2213 __ 1143 T13-313+113
213 1155 213 15) 213 Bis
B13'3211:;+113 — 1413 1413~§13+113 — 2013 18) 2201133 — 1013
1013-313+113 1713 A1z
213 =173 213 21) 213 d13
513-313+113 __ 813 413
213 =813 213 24) 213 213
213
e = lis
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6 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 1177;3.

1) Hhs =734, 2) T =385 |3) B =149

4) 14592 = BBy 5) BPir =503 | 6) egutlis =80,
7) 58 =463 8) T =123 |9) Buluths 35,
10) P12 =195 11) $12=DByy | 12) Buduths — 14,
13) thagutlia — 90,5 | 14) 2 =10y; | 15) efutle =17,
16) = Ay 17) 4§42 =5 | 18) Suduthe =g,
19) 32 =4y 20) 32 =2y 21) 32 =1y

7 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 75C4,3.

1) Bfhs = 39625 | 2) 228 = 1B31y | 3) 2he = 017y
4) Ghs =604y | 5) % =3053 | 6) 2P =169
7) 2 =9B;; | 8) P =4Cy 9) 41 =263
10) 2 =133 11) $2 =83 12) 52 =4y

13) 312 =23 14) 22 =13
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8 lentelé: Iteracijos T™)(n) tryliktainéje sistemoje.

n o(n) | os(n) s(n)
Cis 1 7 Chs
1043 2 7 1713
1145 1 12 2013
1243 7 12 6213
1343 1 4 1343
1445 2 9 2013
20813 1 23 | 2083
2095 | 10 80 | 214145
20A13 1 23 | 20A13
20843 2 23 | 3013
20C 3 1 53 | 214143
210y5 8 53 | 21414
21143 1 15 | 21143
85615 | 7 44 | 3386,
85713 1 25 | 85713
85813 2 20 | C8613
8593 1 20 | A91y3
85415 | 4 20 | 16013
85813 1 25 | 85D3
85C" 3 2 25 | C8Ch3
8603 1 20 | 9653

6 priedas
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7 priedas

9 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 6.

1) fu—3y|2) fwdurn g |g) susuon g g oy,
5) %:211‘6) =1y ‘ \
10 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 344;.
1) Hwgutin =51y, | 2) =206, 3) =13y
4) Pu=Ty 5) Twiutli =10, | 6) Augutls =16y
7) tougurin =94, | 8) T =12y 9) ugutln =19,
10) Su=Ay 11) 43 =5y, 12) Sudutin — g,
13) S =4y 15) =2y 16) 24 =1y
11 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 3851;.
1) #Pu =198, 2) 1P = Ady 3) 41 =52,
4) PPugutln =79, | 5) DU =34, 6) SAugurln — 54,
7) SAudutn — 84y, | 8) S =45, 9) #ufutlu — 68y
10) $ =34y 11) #wfutiu =51y, | 12) 55 =26,
13) 2 =13y, 14) =17y, 15) it — 10,
16) Aot — 16, | 17)  fougutin —94), | 18) P =12y
19) Bufudie =19, | 20) P = A 21) 41 =5y
22) Swsdutlu —gy, | 23) S8 =4y 24) =2y,
25) =1y
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12 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 19404 .

1) 15 = 420y, 2) A0 =510y | 3) 5P =260y

4) 2 =130y 5) LML =70y |6) Tugutu = A,
7) 4 =53, 8) Fu =27, |9) Fudutlu —40,
10) G =20, 11) 2‘2% =10y, | 12) 1wt =16,
13) Aoufutin =94y, | 14) 3 =12, |15) 2wjutu =19,
16) Do = Ay 17) 43 =5, | 18) Sudutli—g,
19) =4y 20) 34 =2y 21) 34 =1y

13 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 11345;.

1) M3 — 6178y | 2) O =3094y | 3) 2PEu =1542)
4) B2 — g5y, | 5) Bl =426, | 6) 42u =213,
7)) B =107y | 8) G =59 |9) FH=24y,
10) 25?111 = 1on 11) 1251111 =81 12) % =4

13) g4 =2 14) =1y
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14 lentelé: Iteracijos T®) (n) vienuoliktainéje sistemoje.

n o(n) | os(n) s(n)
1144 1 7 114
1244 2 7 1911
1311 1 12 244,
1444 7 12 7311
1511 1 4 1511
1611 2 9 244,

29511 1 23 29514
2961, 10 80 | 3517,
29711 1 23 29714
29814 2 23 | 422
2991, 1 53 | 35171
29A1, 8 53 | 3517y
2401, 1 15 | 2A014
10844, 7 44 | 546311
108511 1 25 | 108511
10861, 2 20 | 16744,
108711 1 20 | 13A44,
10881, 4 20 | 24601
10891, 1 25 | 10861
108 A1, 2 25 | 167A
10904, 1 20 | 123444

8 priedas
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9 priedas

15 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui Gg.

) =3 |2) BSsh_g |3 kg |y Bog
5) 3—3:29‘6) 32 =1 ‘ ‘

16 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 414.

1) Hedetl =629 | 2) Fo =3l 3) 52 =15 4) P2 =T

5) fadatle =12 | 6) ‘Bfatle =18y | 7) thafetla =98, | 8) Z =14,
9) Hefetle =224 110) e =114 11) 52 =59 12) Befatle — 8,
13) 32 =4y 15) 32 =2 16) 22 =14

17 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 556g.

1) % =273, 2) 2 =136, 3) 1522 =063

4) Safetla — 1059 | 5) 152 = 4T, 6) Hejetle =72,
7) Tedetla =118y | 8) 5P =54 9) Megetls — 82
10) % = 419 11)  Hedetle — 62 | 12) % = 31y

13) % = 159 14) P2 =Ty 15) % =12
16) Bfatle =18y | 17) fefetle =28, | 18) T =14

19) Hegatle =922 | 20) F2 =1l 21) & = 59

22) aftla =8, | 23) 2 =4y 24) % = 29

25) =1

18 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 3337,.

1) 2P =1618y |2) G2 =Todg |3) T2 =372

4) P =181, 5) 152 =183 |6) Sefatle =138,
7)1 =64 8) G2=232 |9) Pt =48,
10) T2 =249 1) 22 =12 |12) gt =18,
13) % =28y | 14) T =149 |15) Hegetls =22
16) % =114 17) 52 =05y | 18) Zftle =g,
19) 52 =4y 20) 3 =2 21) 2 =1,
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19 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 24424,.

1) 252 =122129 | 2) 12 =5551 | 3) Pl =2725 | 4) PP =1357,
5) 15 =628, 6) B =314y | 7) e=152 |8) 12 =Tl

9) @ = 359 10) 3@ =17, 11) @ =8 12) 89 =4y

13) 49 =2 14) 29 =1y
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20 lentelé: Iteracijos T (n) devynetainéje sistemoje.

n | o(n) | ow(n) s(n)
139 1 7 139
144 P 7 2%
159 1 12 289
169 7 12 889y
17, 1 41 17,
184 2 9| 28
4244 1 23 4244
425 10 80 | 62889
4269 1 23 4269
427, 2 23 6244
428y 1 03 | 62889
4309 8 53 | 6288
4319 1 15 4319
18519 7 44 | 10788y
18529 1 25 | 1852
18539 2 20 | 28359
18544 1 20 | 2428,
18559 4 20 | 4358
18569 1 25 | 18569
1857, 9 25 | 2842,
18589 1 20 | 2178y

10 priedas
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11 priedas

21 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 6g.

1) =34 ‘ 2) Bditls — 5 \ 3) il = 10g ‘ 4) =4y
5 k=26 2=l | |

22 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 45g.

1) Befatls =705 | 2) TR =34 3) = =16g
4) P =Ts 5) Teitls —13g | 6) Hats =21,
7) 21837:“8:328 8) % =15 9) Dogetls = 24y
10) %= =12 11) 35 =54 12)  Bsfrtls =104
13) 52 =44 15) 38 =24 16) 2 =14

23 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas

skaiciui 710sg.

1) Tk = 3444 2) %5 =162 3) =Ty

4) %:“8 = 1265 | 5) 5 =53 6) detls =101
7) Hegetls — 1424 | 8) 2 =6l 9) Cladetls — 1124
10) 452 =454 11)  Bedetls =705 | 12) T = 34

13) 3= =164 14) P2 =Ty 15) Tt — 134
16) Psfetle =21y | 17) Hegebls =39 | 18) 28 = 154

19) Befetle — 24y | 20) T2 =12 21) 1225 = bg

22) Suitls =105 | 23) 5 =4y 24) =12

25) 2 =1g
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24 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 4640g.

1) G0 =23205 | 2) 2 =11505 | 3) % = 464

4) Al =232 5) T2 =1155 |6) HoPHs = 1644
T) s =7 8) =35 9) mdetls — 54g
10) 5 =264 1) 2= =134 12) Bsfetls = 91,
13) Hefetle =32 | 14) P8 =155 | 15) Dejetls = 24y
16) %= =12 17) 52 =54 18)  Bfitls =104
19) 4= = 20) 3= 21) 2= =1g

25 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 40000g.

1) 2000 — 200005 | 2) 29%% = 100005 | 3) L°92% = 40005
4) 400 — 20005 | 5) 20 =1000s | 6) %% =400
7) A —2005 | 8) W =100 | 9) 4% =40

0 Bom [ o | -

13) 32 =12 14) 2 =14
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12 priedas

26 lentelé: Iteracijos T (n) astuonetainéje sistemoje.

n | o(n) | ow(n) s(n)
144 1 7 144
155 P 7 94g
16g 1 12 328
17 7 12 120g
205 1 4] 204
21g 2 9 32g
0932g 1 23 5932g
533 10 80 | 11010g
534s 1 23 534s
535g 2 23 T74g
536g 1 53 | 110103
537s 8 53 | 110103
540g 1 15 540g

2617g 7 44 | 160505
26203 1 25 | 26203
26213 2 20 | 4132
2622 1 20 | 2428
26233 4 20 | 34205
26245 1 25 | 18563
2625g 2 25 | 2624g
26263 1 20 | 31125
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13 priedas

27 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 115.

1) 42 =3; ‘ 2) bl — 0, ‘ 3) et =135 ‘ 4) Bs—yg
5) 3—2:25‘6) 2=1 ‘ \
28 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 1225.
1) 2BPHs = 9115 | 2) =103 | 3) 152 =24
4) 2 =12 5) eyt =215 | 6) Hegrts =3
7) eyt =101 | 8) 5= =23 9) Fegetls = 40;
10) 4% =205 11) 25 =104 12)  efetls =13,
13) 32 =45 15) 3 =25 16) 2 =1;
29 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 33115.
1) 34 =1403; | 2) 9P =424, 3) BB =212
4) 2125~2355+15 — 3215 5) 321L, = 1335 6) 1335'2:))55+15 = 2305
7) 2sdatls — 343; | 8) % = 1445 9) HHafhtls = 244;
10) 2= =122, 11) 2Pets =211 | 12) %5 =103
13) 1% =245 14) 22 =12 15) L Sstls — 215
16) Zedetle =32, | 17) Fegetls — 1015 | 18) 15 = 23;
19) Zefetle =405 | 20) 52 = 205 21) % = 105
22) M=t =135 | 23) =4 24) E =2
25) 2=1;
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30 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaiciui 34324s.

1) 2 114125 | 2) M2 = 44315 3) Ml = 9913,

4) 2k 1104, | 5) U0k =302, | 6) DBl =3,
7) 8l — 913 8) =104, | 9) ‘ot =134,
10) 185 — 42 1) F==21;, |12) Zefetle =32
13) 3dutls — 1015 | 14) Ws =235 | 15) Bedetls — yp;
16) 4% — 20 17) 25 =10, | 18) Msdutls — 13,
19) L= 20) %= 21) =1

31 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 10110145.

1) LU0 — 930932; | 2) 2B — 1123415 | 3) Uil = 31143,
4) s 130445 | 5) 10 —4022 | 6) 1922 = 20115

7) 205 = 1003, 8) 10 — 994, 9) #HE =112

10) 5 =3l 1) 5 =13 12) 5=

13) ;%225 14) %:15
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32 lentelé: Iteracijos T (n) penketainéje sistemoje.

n a(n) | os(n) s(n)
29 1 7 929
23 2 7 405
924 1 12 1015
305 7 12 3015
31, 1 4 315
325 2 9 1015

23415 1 23 23415
23425 10 80 | 1214315
23435 1 23 23435
23445 2 23 40445
24005 1 53 | 1214315
24015 8 53 | 1214315
24025 1 15 24025
211435 7 44 | 2123135
9211445 1 25 | 211445
212005 2 20 | 320235
212015 1 20 | 242135
212025 4 20 | 1003225
212035 1 25 | 212035
212045 2 25 | 320345
212105 1 20 | 224205

14 priedas
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15 priedas
33 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 110,.

1) Lo =11, ‘ 2) Mtz =101, ‘ 3) Aatlatlz — 1000,

i 105 102
4) 100 00, | 5) 20— 1, 6 =1

34 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 1001015.

10010020282 — 111000, | 2)  H40%2 = 11100, | 3) %2 = 1110,

) ) ) o
4) o =11 p) Mlllatls — 011, | 6) 10allatl — 10001,
7) 10001?0121#12 — 11010, 8) % — 1101, 9) 7110121'(1)32“2 = 10100,
10) 152 = 1010, 11) 52 =101, 12) 2Rt = 1000,
13) 452 =100, 15) 452 =10,

16) {2 =

35 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 111001000s.

1) AHOR00%2 — 11100100, 2) P2 = 1110010,

3) A% = 111001, 4) Mt — 1010110,
5) MO0 — 101011, 6) HHEEMEE2 = 1000001,
7) A0000LdLtl — 1100010, | 8) HORA% = 110001,

9) H0zlltle — 1001010, | 10) 10520 = 100101,

11) 10010Lxllotly — 117000, | 12) 211990 — 11100,

109 102

111002 __
1002 — 1110, 14

1115-11541
Ulallotly — 1011, 16

)

) )

) )

) )

) W00lzllls — 91010, | 18) 00 — 101,
) )

) )

) )

)

11102 __
10 — 111,

10115-110412 __
Loty dlatly — 10001,

% = 10100, 20) G2 = 1010,

102
10109 __
1010 — 101, 22

10002 __
1000 — 100, 24

1019-119410
Wlzllztlz — (),

100 _
o2 = 102

100
102—12
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36 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 100110100000s.

1) 1000000002 — 10011010000 | 2) 10OLEE00002 — 1001101000,
3) l0UO0: _ 100110100, | 4) L0UMO0% — 10011010,
p) 00010 — 7001101, 6) RO = 1110100,
7) R = 111010, 8) g2 = 11101,
9) iHflzllatlz — 101100, 10) 1003002 = 10110,
1) e op, 12) otagtatls — 10001,
13)  1000Ldltls — 11010, 14)  HE2 = 1101,
15) % = 10100 16) 101100202 = 1010,
7)o gy, 18) Mtz — 1000,
19) 1090 — 100, 20) fg2 =10

)

102 _
102_12

37 lentelé: Modifikuoto uzdavinio pritaikymas skaic¢iui 1000000000000005.

1) W = 100000000000005 | 2) W = 1000000000000,
3) 1000000000002 — (0000000000, 4) 2000050002 = 100000000005

5) 100000000002 — 1000000000, 6) 10002 = 1000000002

7) 100000000 — 100000000, 8) G, = 1000000,

9) 1009000 _ 1000, 10) 4G, = 10000,

11) 10000 — 1000, 12) o, = 100

13) 9% — 10, 14) g =1
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38 lentelé: Iteracijos T®*)(n) dvejetainéje sistemoje.

n ag(n) | os(n) s(n)
1100, 1 7 1100,
1101, 2 7 101004
11104 1 12 110109
1111, 7 12 10011004
100004 1 4 100004
100014 2 9 110104

1010110104 1 23 1010110104
101011011, 10 80 | 1001000001000,
1010111004 1 23 1010111004
1010111014 2 23 10000011004
1010111104 1 53 | 1001000001000,
101011111, 8 53 | 1001000001000,
1011000004 1 15 1011000004
101100011115 7 44 | 11100001010002
101100100004 1 25 101100100004
101100100014 2 20 | 100001011010,
101100100104 1 20 111000100004
101100100115 4 20 | 110010001100,
101100101004 1 25 101100101004
101100101014 2 25 | 100001100000,
101100101102 1 20 110010010102

16 priedas
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17 priedas

39 lentelé: Kolatso uzdavinio analogo pritaikymas skaiciui 11s.

119-110410 1019-110410
1) g =101, | 2) Mgz -,

40 lentelé: Kolatso uzdavinio analogo pritaikymas skaiciui 1115.

1115-115+19 — 10112 2) 10112-119+19 — 100012 3) 100015-112+19 — 11012

102 109 10510

11012-115+19 — 1012

5) 1012-112412 — 12

10510 10,10

41 lentelé: Kolatso uzdavinio analogo pritaikymas skaic¢iui 1111,.

102
1000112-11041o 1101012-11041o
3) it - 110101, | 4) Mol — 1,

1012-110+12 _
5) 1042110 - 12

42 lentelé: Kolatso uzdavinio analogo pritaikymas skaic¢iui 11111,.

1) % = 101111,

2) % = 1000111,

3) % = 1101011,

4) % = 101000015

5) % = 1111001,

6) % = 1011011,

7) % = 100010015

3) % = 1100111,

9) % = 10011011,

10) 100L0La 112502 — 101001,

11) % = 101011114
12) % = 1000001115
13) 1000001}(1)3'112“2 = 1100010115
14) 1100010}(1)3'112“2 = 10010100014
15) 1001010;)(%1120112“2 = 1101111015
16) LOLLIO0L A1+ — 10100111,

10210
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1010011111541 _
*ﬁz = 11111011,

L0l — 101111001,

1011110012 11+1> _ 19001101 15

10210

1000110115-115+1> — 110101001
102 2

1101010012 112412 — 100111111,

10210

1001111119 119+15 _
1 2412 — 111011111,

1110111115-1154+12 _ 1011001111
102 2

10110011115-11o+12 — 10000110111
102 2

10000110111-112+1> _ 11001010011
102 2

110010100115-115+19 __ 100101111101
102 2

1001011111019-1154+15 __ 11100011115

10;10

102

101010101115-115+1s __ 100000000011
102 2

1000000000115-1154+19 __ 1100000001015
102

1100000001012 112412 — (1000001,

10310

10010001()(%11%~112+12 = 110110001,

110110001 o412 — 1()1(000101,

10310

1010001012-115415 __
1010 = 111101,

111101p-11o+15
10510 = 10111,

101112-110+1o0 _
AAAA%EQj;z = 100011,

1000115110415 _
#m = 110101,

1101012-119+4+1o _
Ul A4l — 101,
100
1015115415 _ |
— 12
10210

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
28)  L0001LlLx:11a412 — 10101010111,
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

43 lentelé: Kolatso uzdavinio analogo pritaikymas skaic¢iui 1111115.

1111115-11041o9
Agggf%;Qj;l = 1011111,

Lol Al — 10001111,

100011112 1lp412 — 11010711,

)
)
) 102
)
)
)

Lo0ULe dlatls — 101000011,

101000011z-11o+1> — 111100101
102 2

1111001019-1124+10 _
1010 = 1011011,




7) % = 100010015
8) % = 1100111,
9) % = 10011011,
10) 100110llp-1ly41y _ 11()7(01,

102

% = 10101111,

—_
—_

—
[\

101011115 119+1y _
#m = 1000001114

—
w

1000001115-115+1
T 2+l = 110001011,

—_
N

1100010115-115+1y __ 1001010001,

109

—
(@S

100101010(%1120'112+12 = 110111101,

—
D

110L1101s Mol — 1100111,

10310

—_
N |

101001115-115415 _
*ﬂ = 11111011,

—
oo

1111011511541y _
*m = 1011110014

—
=]

1011110012 Lo+l — 100011011,

10510

DO
==

1000110112-115+12 — 110101001
102 2

[\
—

110101001 1o+1> — 1())111111,

10510

[\
[\

1001111119-119+415 _
e 24l = 111011111,

[\]
w

1101 s+l — 111001111,

[\
=

10110011115-115+1> — 10000110111
102 2

[\]
ot

100001101115-115+15 _
10, 2tl2 — 110010100115

DO
D

11001010011z-11o+12 — 1)0101111101
109 2

[\)
-3

1001011111012-11941p __ 11100011115

10310

[\)
oo

11100011115-115+1> 13101010111
102 2

N
=]

101010101119-119+1p _ 1000000000115

102

w
o

1000000000115 115415 __ 1100000001015

102

w
—_

1100000001012-112+12 — 1())1 (000001,

10510

w
[\

10010000012 112412 — 11()11000]1,

10310

(V)
w

1101100015112+ — 11000101,

10510

w
o~

1010001015-119+1o __
1010 = 111101,

w
ot

111101p-11o+1s _
10710 = 10111,

w
D

101115-1104+1s
iTm = 100011,

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
) 102
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

1000112-1104+1o _
4444ﬁE;L42,__1101012
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38) ].10].0].25'}(}2'1'12 — 1012
10,
39) 1012-112412 — 12

10310

44 lentelé: Kolatso uzdavinio analogo pritaikymas skaic¢iui 11111115,.

1) MUrletl — 90111111, 2) At = 100011111,

3) 10001111[1);-112+12 — 1101011112 4) 11010111(1)3-112+12 — 10100001112
5) 10100001110122-112+12 — 11110010112 6) 11110010110122-112+12 — 101101100012
7) 1011011(1]2215-112+12 — 100010001012 8) 1000100?ég}§-112+12 — 110011012
0) MOt — 1001101, 10) TR = 11101,

11) % — 1011, 12) % = 100015

13) 00z = 1101, 14)  Hisg2 = 101,

15) % =1

45 lentelé: Kolatso

uzdavinio analogo pritaikymas skaiciui 111111115.

1) % = 1011111115

2) 10111111(1)3~112+12 = 10001111115

3) 10001111110122.112+12 = 1101011111,

4) 11010111110122.112+12 = 10100001111,
5) 101000011(1);2'112'*'12 = 11110010111,
6) 11110010%;2'112“2 = 1011011000114
7) 1011011010%1&)2'112“2 = 1000100010101,
8) 10001000%?01?112“2 = 11001101,

9) % = 1001101,

10) % = 11101,

11) Wl g1,

12) Wiallil _ 30001,

13) 10l 101,

1) M o,

15) i =1,
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46 lentelé: Kolatso uzdavinio analogo pritaikymas skaic¢iui 1111111115.

1) 1111111%2‘112“2 = 1011111111,
2) 10111111110122~112+12 = 10001111111,
3) 100011111(1)22'112“2 = 11010111111,
4) 11010111111p-1lo+1> — 11000011111
102 2
5) 101000011111p-112412 — 111100101111
102 2
6) 1111001011115 11241 1911011000111
102 2
7) 10110110001115-115+1> — {())01000101011
109 2
8) 1000100010115)112-112“2 = 110011010000015
2
9) 1100110103(;)2%%12-11%12 = 10011001110001,
2
10) 10011001111(%(1%12'112“2 = 1110011010101,
1) 1110011101100;11%12~112+12 = 101011015
13) % = 110001,
14) % = 100101,
2
15) %% =111,
111911541
16) #m = 1011,
1011011541y _
17) #*2 = 10001,
18) % = 11015
19) % = 1015
20) Wl =1,

47 lentelé: Kolatso uzdavinio analogo pritaikymas skaiciui 1111111111,.

1) HHLIHLAL+L 10111111111,

102
101111111119-11541> — 1000111111112

102

1000111111115-115419 — 1101011111112

102
1101011111119-110419 — 10100001111112

)
)
)
) 102
)
)
)
)

[\

w

e~

ot

10100001111112-112+19 — 11110010111112
102

(=]

L0101 L a2 — 0110110001111,
2

\]

10110110001101112~112+12 — 1000100010101112
2

8 1000100010101112-119+19 — 1100110100000112

102




Ne)

)

1100110100000112- 112412 — 1)()11001110001015

102

—
=)

10011001110001015:115+1 — 1110011010101,

10‘2110

—_
—_

111001110101015-1194+15 __ 10101101,

10;10

—
()

101011015-112412 — 1000001,

10210

—
w

10000015 Ls+15 — 110001,

10310

—_
B

1100012 11x41> — 1())1()1,,

10210

1001012 o +1s — 177,

10,10

—_
D

Ll 1o+l _ 1011,

102

—_
N |

1011141y _ 10001,

102

—
(0.¢]

100012-11y+12 _ 170,

10310

—_
=)

101y 1oty — 10,

10210

—_
(@ ” ~— v
= N’ | — | — ~— ~— ~

10;10
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