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ВВЕДЕНИЕ 

Известна следующая задача об измерении длины неко-
торого физического объекта (например, длины стального 
стержня). Истинную длину обозначим через М, а результат 
измерения — через т. Тогда Х=М—т является погрешнос-
тью измерений. Что можно сказать о распределении Р 
случайной величины XI Для ответа на этот вопрос длину 
М будем измерять дважды: сначала измерим МХ<М и по-
лучим результат тъ а затем М2 = М — Мъ получая результат 
т2. Таким образом мы представили М в виде М±+М2 и 
получили результат измерения т1 + т2 для М. Погрешность 
измерения теперь представляется следующим образом: 

М-т1-т2 = (Мг -тг)+ (Л/2 - т2) = Хг + Х2. 

В силу условий проведения эксперимента естественны 
следующие предположения: 

1) Хъ Х2 — независимы; 
2) Х19 Х2, X — равнораспределены; 
3) Хг + Х2 принадлежит тому же типу распределений, что 

и Х.\ 
Утверждение 3) означает существование констант а > 0 

и Ъ таких, что аХ+Ъ и Х1 + Х2 являются равнораспределен-
ными. Наконец, поскольку по своей природе X — величина 
малая, то предположение о конечности дисперсии В > О 
величины X вполне естественно. Отсюда в свою очередь 
следует, что Е ^ конечна, поэтому, не умаляя общности 
рассуждений, можем предположить, что ЕХ=0. 

Итак, в силу предположений 2) и 3) 

а в силу 1) -3 ) 

а*ВХ=В(аХ+Ь) = 0(Хг+ Х2) = 1УХ1+ВХ2=2ВХ. 

Следовательно, Ь = 0 и а = ]/ 2. Условие 3), таким образом, 
можно переформулировать так: 

3*) X и (Х1 + Х2)1]// 2 равнораспределены. 
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Теперь уже на поставленный выше вопрос — что можно 
сказать о распределении случайной величины XI — ответ 
найти легко. Действительно, еще в 1923 г. Д. Пойа [134] 
обнаружил, что при соблюдении условий 1), 2), 3*) X имеет 
нормальное распределение. Это была первая характериза-
ционная теорема математической статистики. 

Дальнейшее развитие характеризационные задачи полу-
чили в работах Г. Крамера [107], Д. А. Райкова [59], Й. Мар-
цинкевича [128], С. Н. Бернштейна [4], Е. Лукача [120], Т. Ка-
вата, X. Сакамото [114], А. А. Зингера [14], Ю. В. Линника 
[48, 49] и др. 

Основные результаты по характеризационным зада-
чам отражены в известной монографии А. М. Кагана, 
Ю. В. Линника и С. Р. Рао [30]. Ее выход в 1972 г. способ-
ствовал дальнейшему развитию этой проблематики. Появи-
лись новые монографии Я. Галамбоша и С. Кода [110], 
А. Матаи и Г. Педерзоли [130], Т. А. Азларова и Н. А. Воло-
дина [1], А. В. Какосяна, Л. Б. Клебанова и И. А. Меламеда 
[113] и др. В 1975, 1981 гг. вышли в свет трехтомный и четы-
рехтомный сборники трудов конференций по характериза-
ционным проблемам, организованных Институтом передо-
вых исследований НАТО [132, 152], сборник трудов [102] и 
др. В настоящее время задачи характеризации вероятност-
ных распределений составляют значительный по разнообра-
зию и объему накопленных фактов раздел теории вероятнос-
тей и математической статистики. 

Однако проверка условий той или иной характеризацион-
ной задачи на практике возможна лишь с некоторой степенью 
точности. Такая ситуация, например, наблюдается в тех слу-
чаях, когда рассматривается выборка конечного объема. По-
этому возникает следующий естественный и весьма актуаль-
ный вопрос. Предположим, что предпосылки теоремы 
выполнены не точно, а лишь приближенно. Можно ли 
утверждать, что заключение теоремы также приближенно 
выполнено? По терминологии, предложенной В. М. Золотаре-
вым [25], это так называемая проблема „качественной" 
устойчивости. Задача „количественной" устойчивости состо-
ит в установлении степени выполнимости заключений ма-
тематических предложений при условии, что известна степень 
приближенности посылок. Соответствующие строгие мате-
матические определения приводятся в гл. 1. 

Проблемы качественной и количественной устойчивости 
характеризационных моделей привлекают внимание болыпо-
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го числа математиков. Одними из первых в этой области яв-
ляются работы Н. А. Сапогова [60, 61], О. В. Шалаевского 
[75], Л. Д. Мешалкина [131], Хоанг Хыу Ньы [73], В. М. Зо-
лотарева [23] и др. Появились первые сборники работ [56, 
29]. Начиная с 1980 г., ежегодно выходят в свет труды семи-
нара „Проблемы устойчивости стохастических моделей" 
под редакцией В. М. Золотарева и В. В. Калашникова (Моск-
ва, ВНИИ системных исследований). Сборники работ этого 
семинара выпушены также в издательстве „Шпрингер" 
(см. [149-151]). 

Цель, которая ставится в настоящей работе, можно крат-
ко охарактеризовать как попытку создания общего подхода 
к задачам устойчивости характеризационных моделей. По-
скольку, по нашему убеждению, задачи устойчивости мате-
матических моделей и, в частности, устойчивость моделей 
характеризации распределений имеют в своей основе метри-
ко-топологическую природу, то ставить эти задачи и решать 
их следует исходя из единых позиций, не использующих спе-
цифику конкретных задач. 

На основе предлагаемого метода мы задались целью, во-
первых, построить новые оценки устойчивости в конкретных 
характеризационных задачах (теоремы2.2.1, 2.2.3, 2.2.4, 2.3.1 и 
др.), во-вторых, улучшить ране? известные результаты устой-
чивости (см., например, теорему 2.2.2) и, наконец, единым ме-
тодом получить известные оценки устойчивости в различных 
по статистическому смыслу и по предлагаемым ранее дока-
зательствам характеризационных задачах (теоремы 2.3.2, 
2.4.1 и 2.5.1). Среди новых оценок устойчивости следует от-
метить принципиально новые оценки устойчивости характе-
ризаций смеси вероятностных распределений (см. § 2.3). 

Предлагаемый в монографии метод исследования устой-
чивости характеризационных теорем послужил основой для 
разбиения ее на главы. Суть этого метода состоит в следую-
щем. 

Во-первых, основное функциональное уравнение, возни-
кающее в рассматриваемой модели устойчивости, сводим к 
определенному уравнению свертки (см. § 1.3). 

Во-вторых, на основе теоремы 1.3.1 проверяем, обладают 
ли решения этого уравнения качественной устойчивостью, 
после чего можно переходить к количественным оценкам. 

В-третьих, при помощи аналитических теорем 2.1.1 и 
2.1.2 оцениваем решения уравнения свертки, имеющие ве-
роятностный смысл. 
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Наконец, в-четвертых, на основе теоремы 3.1.1 осущест-
вляем „растяжение" полученных оценок с узкого интервала 
на более широкий или выясняем длину интервала, в котором 
характеристическая функция не обращается в нуль (см. 
§ 3.3). Тем самым осуществляется переход от оценок близости 
решений функциональных уравнений к оценкам в вероятност-
ных метриках. 

В приведенном в конце книги Приложении дан обзор 
основных результатов по устойчивости характеризаций ве-
роятностных распределений с классификацией работ по ста-
тистическим свойствам рассматриваемых форм. С учетом 
этого обзора пополнен список литературы. 

Сделаем несколько замечаний, касающихся изложения 
материала. 

Главы монографии нумеруются арабскими цифрами. 
Параграфы внутри имеют двойную нумерацию (например, 
§ 2.3 означает третий параграф второй главы). При нумера-
ции формул, теорем, лемм и следствий первый индекс со-
ответствует номеру главы, второй — номеру параграфа, а 
третий — порядковому номеру в соответствующем парагра-
фе. 

Термины „устойчивость задачи (или теоремы) характери-
зации" и „устойчивость в задаче (теореме) характеризации", 
используемые, например, соответственно В. М. Золотаревым 
[25] и А. А. Зингером, Л. Б. Клебановым [16], можно считать 
равнозначными, поскольку это не приводит к недоразуме-
ниям и довольно часто употребляются разными авторами 
в обоих вариантах. 

Как известно, в случае простой метрики [д. (см. [25, с. 418]) 
ее значения (л (X, У) полностью определяются парой мар-
гинальных распределений Я (X) и й (У). Поэтому там, где 
это сокращает запись, такие метрики могут рассматривать-
ся не только на пространствах случайных величин (случайных 
векторов), а и на пространствах вероятностных распределе-
ний или характеристических функций. 

Наконец, заметим, что от ограничений на малость е в 
доказательствах теорем, лемм и следствий можно освобо-
диться за счет увеличения величины С, присутствующей в 
соответствующих оценках устойчивости формулируемых ут-
верждений. 

В заключение выражаю искреннюю признательность и 
глубокую благодарность моим учителям и коллегам В. М. Зо-
лотареву и Л. Б. Клебанову. 



ГЛАВА 1 

ХАРАКТЕРИЗАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ 
И ЭФФЕКТ ИХ УСТОЙЧИВОСТИ 

§ 1.1. Модель характеризации 
вероятностных распределений 

Общая постановка проблемы устойчивости в задачах 
характеризации распределений и последующее ее решение 
начинается, разумеется, с общего описания самих задач ха-
рактеризации. Эту часть общего исследования, следуя 
В. М. Золотареву [24, 25, 163], будем называть чистой за-
дачей характеризации (коротко — чистая задача), а вторую 
часть — устойчивостью чистой задачи характеризации. 

Проблемам характеризации вероятное! ных распределений 
в теории вероятностей и математической статистике отво-
дится значительное место. Во Введении отмечалось, что име-
ется ряд монографий, посвященных специально этим вопро-
сам. Это — объемистая книга А. М. Кагана, Ю. В. Линника 
и С. Р. Рао [30], монографии Я. Галамбоша и С. Кона [110], 
Т. А. Азларова и Н. А. Володина [1] и ряд других. Важные 
теоремы о характеризации распределений рассмотрены в 
книге Ю. В. Линника и И. В. Островского [52]. 

Если проанализировать структуру различных характери-
заций из числа собранных в перечисленных монографиях, 
то можно заметить, что большая часть из них построена по 
следующей схеме, предложенной В. М. Золотаревым [24, 25]. 
Пусть ( си, с1с̂ г ) и ( ]?, с}Су) — некоторые измеримые метри-
ческие пространства, в которых в качестве а-алгебр 93^и 
выбираются системы борелевских множеств, порождаемых 
соответствующими метрическими расстояниями с!^ и Асу. 
На одном вероятностном пространстве (О, Р) опреде-
ляются пространство Т:: — {Х} случайных величин со значе-
ниями из с/с^) и пространство 2/ = {У} случайных вели-
чин со значениями из (Ф, 

Пусть задано отображение Г : ->2/. Характеризация 
распределений некоторого класса случайных величин С ^ ^ в 
осуществляется путем выделения некоторых свойств этих 
случайных величин и их образов, получаемых с помощью 
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отображения Р. Это означает, что в пространстве X) выделя-
ется подмножество аз/, а в пространстве 2/ — подмножество 
& такие, что 

Хел/, РХе^оХеб. (1.1.1) 
Такой тип описания множества случайных величин С будем 
называть чистой задачей характеризации. 

Если обозначить через Р - 1 ^ полный прообраз в X) мно-
жества то (1.1.1) можно записать также в виде равенства 

е ^ л / п г - 1 ^ . 

Таким образом, каждая чистая задача определяется заданием 
трех элементов: (Р, «я/, Приведем несколько конкретных 
примеров, которые помогут лучше понять эту модель. 

1. Характеризационная теорема Д. Пойа [134]. Если Хг 
и аХг + ЬХ2 равнораспределены, причем Хг, Х2 — независимые 
равнораспределенные случайные величины с нулевым средним 
и конечным вторым моментом, то Х] имеет нормальное 
распределение. 

Позднее эта теорема была обобщена (см. [30, теорема 
13.7.2]) следующим образом. 

Пусть Х19 ..., Хк, к>2, — невырожденные независимые 
равнораспределенные случайные величины. Если статистики 
Х1 и а1Х1 + ...+акХк равнораспределены и при этом 

к 
\а,.\<\, 2 а]=1, (1.1.2) 

У —1 

то Xу подчиняется нормальному закону. 
Здесь = Ф = К2. Отображение Р представляет со-

бой матричное преобразование векторов из % в векторы из 

подчиненное требованию (1.1.2). Далее, пусть — множество 
^-мерных случайных вектор-столбцов с независимыми рав-
нораспределенными компонентами, а — множество 
двумерных вектор-столбцов с равнораспределенными ком-
понентами. В определенной таким образом чистой задаче 
характеризуется множество С /с-мерных вектор-столбцов с 
нормальными независимыми равнораспределенными компо-
нентами. 
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2. Характеризационная теорема Е. Лукача [124]. Пусть 
Хг, ..., Хк, к^2, — независимые равнораспределенные сим-
метричные случайные величины, Х = (Хх, Хк). Пусть, 

того, 
к 

к 
+ 1 I П (1.1.3) 

7 = 1 
к 

Т=Т&>=т=ту 2 I да.-гвдн 
7=1 /̂ 7 

к к 
+ т 2 А = Л ( Х ) = 2 дг,. (1.1.4) 

7=1 7=1 

Ес/ш Е Г̂) < оо, | Х] | — невырождена, а статистика 8 и ста-
тлстика Т имеют постоянную регрессию на Л, то X) имеет 
равномерное распределение на 1, 1). 

Здесь = Ф = К3. Отображение Г представляет со-
бой следующего вида отображение векторов и со значениями 
из в векторы у = ^з) и з 

Г (и), ъг=А(и). 

В качестве множества берется множество ^-мерных слу-
чайных векторов (Хъ ..., Хк) с независимыми симметричными 
равнораспределенными компонентами, причем ЕХу<оо и 
| Х] | — невырождена. Третьим элементом чистой задачи 
выступает множество & трехмерных случайных векторов V, 
компоненты У ъ У2, Уз которых подчинены дополнительному 
условию 

Е(У11У3) = ЕУ1, Е(У 2 |У 3)=ЕУ 2 . 

Эта чистая задача связана с характеризацией множества 
в , состоящего из /г-мерных случайных векторов с независи-
мыми компонентами, имеющими равномерное распределе-
ние на (—1, 1). В связи с этим интересно отметить, что ха-
рактеризацию Лукача можно модифицировать так, чтобы 
компоненты случайных векторов из С имели произвольную 
симметричную функцию распределения С. 

\ 
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Теорема 1.1.1 (см. [68]). Пусть О — симметричное распре-
деление, ..., Хк — независимые невырожденныеравнораспре-
деленные симметричные случайные величины, аЪ — (20 (2— 
— 1, ..., 20 (2к) — 1). Если статистики 8 (Ъ) и Т (Ъ) имеют 
постоянную регрессию на Л (2), причем | 20 (2ГХ) — 1 | — не-
вырожденная случайная величина, то имеет распределе-
ние О. 

Действительно, для доказательства этой теоремы доста-
точно определить Х5 = 20 (2,) - 1 и применить характериза-
ционную теорему Лукача. Согласно заключению этой тео-
ремы, = где II — случайная величина с равномерным 
распределением на (—1, 1). Следовательно, 

т. е. 
Р (У^ < х) = Р ((Ц + 1)/2 < 0(х)) = 0(х), 

что и требовалось доказать. 
3. Характеризация компонент вероятностных законов. 

Пусть ^ = К2, С1? = К1, Р = (1 1). Через «я/ обозначим мно-
жество двумерных случайных вектор-столбцов с независи-
мыми компонентами. Пусть 31 — класс случайных величин, 
разложения которых мы хотим исследовать (например, 
класс нормальных случайных величин, класс пуассоновских 
случайных величин, класс двухточечных случайных величин 
и т. п.). Нетрудно проверить, что множество С? случайных 
векторов с независимыми компонентами, сумма которых при-
надлежит классу полностью характеризуется набором 
(Г, Я). 

§ 1.2. Эффект устойчивости 
характеризационных задач 

В практических применениях теоретических исследований 
обычно нет полного совпадения предположений математи-
ческой теории с наблюдаемой действительностью. Поэтому 
возникает естественный вопрос: если теоретические предпо-
сылки соблюдаются не точно, а лишь приближенно, то мож-
но ли утверждать, что заключения также приближенно вы-
полнены? Эти вопросы порождают следующую проблему: 
установить степень выполнимости заключений математи-
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ческих предложений в случае приближенного выполнения 
посылок. Теоремы, в которых рассматриваются такого рода 
задачи, называются теоремами устойчивости. Интересно от-
метить, что даже предельные теоремы можно представить 
как теоремы устойчивости (см. [204]). 

На основе схемы (1.1.1) сформулируем сейчас общую про-
блему устойчивости модели чистой задачи характеризации, 
следуя при этом работе [25]. Для этого понадобится несколь-
ко дополнительных определений, являющихся, кроме послед-
него, перефразировкой хорошо известных понятий функцио-
нального анализа. 

Пусть, как и прежде, Х = {Х} — пространство случайных 
величин со значениями из (О*, ^с^), а [у' = {У} — простран-
ство случайных величин со значениями из (Ф, йсу). Пред-
полагается, что в X задана метрика [л, а в 2/ — метрика V. 

Множество Х'яХ называется [л-замкнутым, если для 
любой последовательности случайных величин Хъ Х2, ... е 
еХ' условие [л (Хп, Х0)->0, о, где Х0еХ, влечет за со-
бой утверждение Х0еХ\ 

Отображение Г : X называется (V, [л)-непрерывным 
в точке Х0еХ, если V (РХп, для любой последова-
тельности ХпеХ такой, что [л (Хп, Х0)->0 при п^оо. 

Множество Х 'Я:Х называется [1-компактным, если из 
любой бесконечной последовательности {Хп}, ХпеХ\ можно 
выделить подпоследовательность {Хп>} и указать случайную 
величину Х0еХ такую, что [л (Хп>, Х0)->0, /г'—>оо. 

Пусть, далее, в множестве распределений случайных ве-
личин {X} из X задан некоторый функционал 0 = 6 (X) со 
значениями из [0, оо]. Множество X'рХ называется (0, [л)-
компактным, если для любой последовательности чисел 
оо = е0> гг> г2>.. . , >0 при п->оо разбиение множества 
X' на непересекающиеся множества Х'п = {X: гп ^ 0 (X) < 
<с„_1}, п= 1, 2, ..., обладает тем свойством, что каждое 
множество представителей этих классов, т. е. {Хп: ХпеХ„9 
ХпфХ'т для тфп}, является [л-компактным множеством. 

В пространстве X определим следующие функционалы: 
г = г(Х)={1(Х, Я), 8=8(Х)=ц(Х, С), 

где расстояние от ХеХ до множества «я/ определяется как 
обычно, т. е. [л(Х, я?) = тГ{у,(Х, X): Х'ед/}. 

Теперь мы подготовлены к постановке проблемы устой-
чивости чистых задач характеризации в ее общей форме и к 
формулировке критерия этой устойчивости. 
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Определение 1.2.1 (см. [25]). Чистая задача характери-
зации, заданная в пространствах (X, [л) и (2/, V) своими эле-
ментами (Г, л / , называется ([л, V)-устойчивой в пределах 
множества Х'яХ, если для любой последовательности слу-
чайных величин Х19 Х2, ...еЛЗ' при оо 

(1.2.1) 
Проблема „качественной" устойчивости состоит в оты-

скании условий, обеспечивающих выполнение свойства (1.2.1), 
в то время как задача „количественной" устойчивости свя-
зана с построением оценок вида (г). 

Теорема В. М. Золотарева [24, 25]. Предположим, что 
чистая задача характеризации в пространствах (X, (л) и 
(2/, V) задается элементами (Г, .я/, Эта задача будет 
([л, V)-устойчивой в пределах множества Х'Я:Х, если выпол-
нены следующие условия: 

1) множество является [л-замкнутым; 
2) множество & является V-замкнутым; 
3) отображение Р (V, [л)-непрерывно в каждой точке мно-

жества 
4) множество X' является (г, (л)-компактным (г= г (X) — 

функционал, определенный выше). 

Рассмотрение конкретных задач показывает, что первые 
три условия легко проверяемы. Однако отказ в теореме Зо-
лотарева от четвертого условия является довольно сложной 
задачей (см. [26, 43]). Часто это условие заменяется более 
жестким условием [л-компактности. В некоторых зада-
чах такое усиление предпосылок не отвечает существу де-
ла, и вместо условия (л-компактности может быть использо-
вано предположение, заключающееся в том, что „не вся 
масса утекает в бесконечность". Далее этот вопрос рассматри-
вается более подробно. 

Законы распределения семейства 91 называются равномер-
но сходящимися на бесконечности, если величины 

х х ( Г ) = Р ( | Л Г | > Г ) 

равномерно малы при Т-> оо (см. [72]) или, иначе говоря, если 
существует функция х (Т) такая, что хх (Т)^х(Т) при всех 
Т и всех X с распределением из ЭС, причем 

Нш х(Г) = 0. 
Т-+ао 
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Впрочем, равностепенная непрерывность характеристических 
функций при 1 = 0 (в доказательстве приводимой ниже тео-
ремы 1.2.1 именно это условие фактически подвергается 
проверке) эквивалентна равномерной сходимости на беско-
нечности соответствующего класса вероятностных распре-
делений. 

При исследовании устойчивости в задачах характеризации 
распределений свойством независимости статистик условие 
равномерной сходимости на бесконечности может быть за-
менено следующим существенно более слабым условием 
„неутекания значительной массы в бесконечность": 

где & — рассматриваемый класс вероятностных распреде-
лений. 

В изучаемом круге задач удобно использовать аналогич-
ное условие, но уже записанное в терминах характеристи-
ческих функций (см. условие (1.2.3) ниже). 

Перед тем, как сформулировать соответствующие теоре-
мы, уточним смысл употребляемого нами термина компакт-
ности. Множество А топологического пространства (Е, П) 
называется компактным, если оно является компактным 
пространством в индуцированной топологии. Множество А 
называется относительно компактным (или предкомпакт-
ным) в (Е, П), если его замыкание А компактно. 

Через С [а, Ъ], как обычно, обозначается метрическое 
пространство всех непрерывных действительных функций, 
определенных на сегменте [а, Ь], с равномерной метрикой р, 

р ( / , *)= шах [ $ ( 0 - / ( 0 1 -

Теорема 1.2.1 (см. [43]). Пусть при | * | < Г 
к 

(1.2.2) 

где /е (0 — характеристическая функция, а 

вир { | г (Г, е ) | : * е [ - Г , при е - * О, 
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причем существуют /, у ( / / у ) такие, что а^а^фО. Пусть, 
кроме того, {г„} — произвольная монотонная последователь-
ность такая, что \\т г„ = 0. Если 

«—>00 
Нт Птзир т щ | / е ( / ) |>0 , (1.2.3) 

гая множество {/ед(0} относительно компактно (предком-
пактно) в пространстве С [ — Г, Г]. 

Следствие 1.2.1. ^сли в условиях теоремы 1.2.1 Т=Т(г)-> 
->оо, т о {/г (?)} относительно компактно в пространстве 
характеристических функций. 

Справедливость следствия очевидна. Действительно, из-
вестно (см., например, [72, §19.3]), что если последователь-
ность характеристических функций {с,, (г)} сходится для лю-
бого / > 0 к функции а ( Г ) , непрерывной при ? = 0, то а (0 — 
характеристическая функция. Это и означает, что множество 
{/е„(0}> удовлетворяющее условиям следствия, относитель-
но компактно (предкомпактно) в пространстве характеристи-
ческих функций. Таким образом, в классе возмущенных ха-
рактеризационных задач, описываемых уравнением (1.2.2), 
условие 4) теоремы Золотарева можно заменить более про-
стым и часто легко проверяемым условием (1.2.3). 

На конкретном примере убедимся, что нарушение условия 
(1.2.3) может оказаться причиной некомпактности множества 
{Лп (0} в пространстве С [ — Г, Г], а тем самым и в простран-
стве характеристических функций. 

Действительно, нетрудно проверить, что характеристи-
ческая функция нормального закона с параметрами 0 и 1/с 
является решением уравнения 

Р к 
/ Д 0 = П ^ ( М ) П / « ( " М . (1.2.4) 

7 = 1 ]=Р+1 
которое появляется, например, в рассмотренной нами (§ 1.1, 
п. 1) задаче о равнораспределенности одночлена и линейной 
статистики (в обобщенной теореме Пойа). Для такой после-
довательности нормальных характеристических функций 
имеем 

( 1 при *=0, 
е |0Уе ^ 10 при 1Ф0, 
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т. е. предел не является непрерывной функцией. С другой сто-
роны, хотя в рассматриваемом случае условие (1.2.2) и вы-
полняется, тем не менее условие (1.2.3) нарушается, посколь-
ку для любого § > 0 

\ \ т шш ехр ( — г2/(2?))= 0. 
е | / | 

Доказательство теоремы 1.2.1. Множество характеристи-
ческих функций {/е (0}» удовлетворяющих соотношениям 
(1.2.2) и (1.2.3), обозначим через . Можно доказать, что 
& относительно компактно в С [ - Г, Т] тогда и только тог-
да, когда относительно компактно в С [ — Г, Т] множество 
характеристических функций 

Подставляя в (1.2.2) вместо I аргумент — I и умножая 
полученное уравнение на (1.2.2), получаем 

к 
1 / е ( 0 1 2 = П 2 + Д ( ' , 8), (1.2.5) 

7 = 1 

где 
з и р { | Я ( ' , е ) | : Г е [ - Г , при г ->0 , 

т. е. получаем однотипное с (1.2.2) соотношение. 
Согласно теореме Арцела, достаточно убедиться, что 

Я равностепенно непрерывно на интервале [ — Т, 7], т. е. что 
для каждого 8Х>0 найдется 5 2 >0 такое, что 

|ф(>1)-ф('2)1<§1 для УГ1Э 12е[-т, Т] 
таких, что | — I ^ и для всех сре§. 

Для действительных (Г) определим 

Так как для любой характеристической функции /({) 

! / ( 0 - / ( * + к) < 2 (1 - Не /(А)), (1.2.6) 

то для любой имеем 

т а х { ! * . ( * , ) ( * , ) ! « : * ! , (2е[-Т, Т], 
^ 2 ( 1 - 0 ( 8 , *,)). 
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Рассмотрим функцию 

еп|0 

где последовательность {гл} обусловлена предпосылками 
теоремы. Функция монотонна, поэтому существует 
предел 

ПшО0(8)= Нш^ир т т # е ( 0 - (1.2.7) 
8 10 8 | 0 е п | 0 

Для завершения доказательства теоремы необходимо по-
казать, что (3=1. Согласно (1.2.5), 

к к 

1ЛСОГ-П П г), 1=1 у=1 
где | Кг (/, г) | обладает тем же свойством, что и | К (1, г) [. 
Отсюда получаем 

1 / . ( 0 М / . ( * 1 « 2 *)|4 + (1-2.8) 
(Предполагается, что именно аха2Ф0, т. е. в условиях теоре-
мы /= 1,у=2.) Заметим, что для любых непрерывных на [а, Ъ] 
функций Н1 (0, й2 (0 и (0» удовлетворяющих соотношению 

|йх(0 ^ Л2 (0 | + /г3 (0 , й], 
справедливо неравенство 

шш шш |А2(0(+ т а х |А3 (01. (1-2.9) 
*е[а, Ы (е [а, Ь] 1е[а, Ь] 

Действительно, пусть |й 2 ( / 0 ) | = т т й2(/) | . Тогда 
' € [а, 

1ШП 1 ^ ( 0 1 ^ Ш1П ( |А2(0! + | Л 3 ( 0 | ) < | А 2 ( 0 1 + 

+ 1М'о)1<|Аа('о)1 + тах |й 8 (0 | . /€[а, 6] 
Вспомнив определения (/), (<*)> в силу 

(1.2.8) и (1.2.9) имеем 
П0(8)^СЙ(|*1ва1*)+Ит8ир тах ^ ( г , г„)|. (1.2.10) 

еп|0 |Г|<8 
Поскольку предел О0 (8) при 8 ф 0 существует, то при 

к #0, согласно определению (1.2.7), 
Нш О0(А:8)=Нщ Й О 0)=Р . (1.2.11) 
8 |0 810 
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Соотношения (1.2.10) и (1.2.11) означают, что 

И Р 2 - (1.2.12) 
В силу (1.2.3) р>0. Тогда (1.2.12) означает, что С дру-
гой стороны, так как (?) — характеристическая функция, 
то из определения (1.2.7) следует, что 

И 1 -
Следовательно, Р = 1. 

Теорема доказана. 

Далее нам потребуются метрики X и Х0, поэтому напом-
ним их определения. Пусть X, У — случайные величины или 
случайные векторы. Тогда 

Х 0 ( / х , / У ) = Х0(Х, У) = зир | / х ( 0 — /у (01> 0-2.13) 

>.(/х, /у) = Х(Х, У) = 
= т Г { т а х (г> (X, У, (), ( ) : о О } , (1.2.14) 

где 
/х(1) = Еехр(/(1, X)), 

® (X, У, О = | т а х { | / х ( и ) - / у ( и ) | : | и | < 1 / 0 . 

Здесь, как обычно, через (•, •) обозначается скалярное произ-
ведение, а | и\= (и, и). 

На основе полученных результатов в качестве примера 
сформулируем упрощенный критерий качественной устойчи-
вости для рассмотренной в п. 1 § 1.1 обобщенной теоремы 
Пойа, используя Х-метрику. Заметим, что двусторонние оцен-
ки этой метрики через метрику Леви рассмотрены в работе 
В. М. Золотарева и В. В. Сенатова [28]. 

Пример 1.2.1. Пусть Х1г е, Х2, е, ..., Хк§ 6 - независимые 
равнораспределенные случайные величины, характеристи-
ческие функции которых удовлетворяют соотношению (1.2.3). 
Если 

(1.2.15) 
где 

к к 
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при любом у, то существует нормальная случайная величина 
(е) такая, что 

Нш X ( Х ] г е, К о Г е ) )=0 , у= 1, 2, к . 
е 

Действительно, условие (1.2.15) означает, что 
к 

7 = 1 
гДе /е (0 ~ характеристическая функция случайной величины 

е, а при | Г | < 1/е справедлива оценка | г* (?, е) | < е. В си-
лу следствия 1.2.1 и теоремы Золотарева заключаем, что 
характеризационная теорема Пойа и ее обобщение (X, е)-
устойчивы в пределах множества, описываемого условием 
(1.2.3). 

§ 1.3. Характеризационные задачи, 
приводящие к уравнениям свертки 

На примере характеризационной теоремы Пойа и ее обоб-
щения в предыдущем параграфе мы убедились, что решение 
характеризационной задачи сводится к решению функцио-
нального уравнения определенного вида. Оказывается, что 
большинство этих уравнений и их возмущенные аналоги мож-
но преобразовать в характеристические интегро-дифферен-
циальные уравнения типа свертки с ядрами { к п } 9 { к ] 2 } (см. 
[9, § 7.2]): 

п 00 

у'=0 0 
0 

+ Г } = ' ( ' ) • (1.3.1) 
— 00 

В настоящем параграфе поставлена цель в качестве при-
меров рассмотреть широкий диапазон характеризационных 
задач, приводящих к уравнениям типа свертки (1.3.1). Для 
экономии места будем рассматривать лишь один-два приме-
ра из каждого класса характеризационных задач. 
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Пример 1.3.1 (равнораспределенность линейных статис-
тик). Первым исследованием вероятностных решений урав-
нения типа свертки в его общем виде является, по-видимому, 
докторская диссертация А. А. Зингера [15] (см. также [30, 
гл. 2]). В ней рассмотрено естественное обобщение теоремы 
Ю. В. Линника [49] (см. также [51]) о характеризации нормаль-
ного закона одинаковой распределенностью линейных ста-
тистик Ь г и Ь29 

п п 

(1.3.2) 
7 = 1 7 = 1 

где Хъ ..., Хп — независимые равнораспределенные случай-
ные величины. Возникающее при таком обобщении уравнение 
свертки выглядит так (см. [2, § 2.2]): 

ОО 00 
/ х(т + а ) ё ^ ( а ) = / х ( т + а) (Ь 2 (а) , т^О, (1.3.3) 
о о 

где х (т) ~ непрерывная ограниченная на (0, оо) функция, 
X (т)-Я) при т—>-оо, (а) и (а) - неубывающие функции, 
удовлетворяющие при некотором 8 > 0 условию 

00 
[ ехр (8а) й (а) + V?, (а)) < оо. 

о 
Нетрудно убедиться, что в случае (1.3.2) функции / и ^ в 
П.3.3) приобретают следующий вид: 

Х ( т ) = - 1 п [ / ( е х р ( - т ) ) | , ^ ( а > = > у Д е х р ( - а ) ) , 

{ > * } {Ь^х} 
где / (0 — характеристическая функция случайной величины 

Пример 1.3.2 (обобщенная теорема Д. Пойа). В предыду-
щем параграфе мы уже видели, что равнораспределенность 
X, и аг Хг +... +й в терминах характеристических функций 
означает, что 

/ ( ' ) = / ( * ! 0 . . . / К 0 . (1.3.4) 
Поскольку / (7) — характеристическая функция, то существу-
ет число > 0 такое, ч т о / ( 0 ^ 0 при | Г | < Не умаляя общ-
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ности рассуждений, предположим, что г' — \. Логарифмируя 
(3.4) и обозначая 7 = ехр( — т), при т^О получаем: 

п 

1 п Л е " т ) = 2 1п/(е- ( т + а^) , а , = - 1 п а , 
7 = 1 

(для упрощения выкладок полагаем, что О при 7 = 1 , 
п). Определим теперь 

Х(т)=1п/(е~ т) , 

0 при — со < х ^ ах , 
1 при к{х) = 

п п р и <Хп<Х< СО , 

При определении к (<р) предполагалось, что ах < а2 < ... < аи; 
в противном случае видоизменения очевидны. Тогда 

X 
7 = 1 

Х ( т ) = / X а) й *:(«), т ^ О , (1.3.5) 
о 

т. е. имеет место (1.3.1). 
Пример 1.3.3 (теорема Скитовича — Дармуа о независи-

мости линейных статистик). Пусть Х 1 9 Х п — независимые 
случайные величины. Если линейные статистики Ь1 = а1Х1 + 
+ ...+апХп и Ь2 = Ь1Х1 + ...-\-ЪпХп независимы, то те случай-
ные величины Х^ для которых нормальны. Дополни-
тельно предположим, что Хъ ..., Хп — равнораспределены. 

Повторяя выкладки из [30, § 3.1], легко убедиться, что в 
этом случае 

т 

9 " ( и ) - П 
7 = 1 

где ф — некоторая характеристическая функция, а 
Следовательно, мы опять получаем уравнение свертки (1.3.5), 
однако с множителем 1/(2га) перед знаком интеграла. 

Пример 1.3.4 (независимость выборочного среднего и 
выборочной дисперсии). Пусть дана повторная выборка 
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Хъ Хк. Известно (см., например, [30, теорема 4.2.1]), что 
для независимости выборочного среднего X и выборочной 
дисперсии 

к к 

7=1 7 = 1 

необходима и достаточна нормальность повторной выборки. 
В этом случае получается следующее дифференциальное урав-
нение: 

Г С ) Г - 1 (0 - Г 3 (О/*- 2 (0 + с 2 / к (0 = 0, (1.3.6) 
где а2 — некоторый параметр, а /(7) = Еехр (̂ ^X^ — X^). Пу-
тем замены 

I 
Д 0 = е х р ( [ ?(«)<! и) 

о 
это уравнение сводится к более простому: ср' + сг2 = 0, т. е. 
опять к уравнению типа (1.3.1). Для экономии места мы опу-
скаем вопросы, связанные с установлением зоны, в которой 
рассматриваемые функции не обращаются в нуль (см. § 3.3). 

Пример 1.3.5 (допустимость выборочного среднего 
в классе несмещенных оценок). Необходимо отметить, что 
одно и то же функциональное уравнение может возникать в 
совершенно различных в смысле используемых статисти-
ческих свойств характеризационных теоремах. Так, например, 
допустимость выборочного среднего X в классе несмещенных 
оценок беК1 при квадратическом ущербе является характерис-
тическим свойством нормального закона, и при этом основ-
ное уравнение совпадает с (1.3.6) (см. [30, § 9.3]). К рассмотре-
нию устойчивости этого же уравнения приводит и задача о 
пространстве регрессии квадратичной статистики на линей-' 
ную [121]. 

Пример 1.3.6 (характеризация Рамачандрана —Рао свой-
ством постоянства регрессии одной линейной статистики на 
другую). Эта характеризация описывается регрессионным 
уравнением 

Е(а1Х1+ ...+акХк\Ь1Х1 + ...+ЬкХк) = 0 (1.3.7) 

почти всюду при некотором к ^ 2 . Как видно из работы 
[140], при определенных условиях возможен случай к = с о . 
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После симметризации исходных случайных величин из (1.3.7) 
нетрудно получить, что 

к 

[ Д 0 1 2 = П [ / ( М ) 1 2 Ч (1.3.8) 
7 = 1 

где (3^0, у ^ О . 
Определяя 

Х(т) = 2 1п | / (е - т ) | , 

и логарифмируя (1.3.8), получаем 
к 

7 = 1 

т. е. справедливо уравнение свертки типа (1.3.5). 
Пример 1.3.7 (характеризация Россберга [25] свойства-

ми порядковых статистик). Пусть Хх, ..., Хк — независимые 
неотрицательные равнораспределенные случайные величи-
ны с распределением Р, а Хи к — у-я порядковая статистика, 
т. е. Х1г к ^ Х2,1с ^ . . . < Хк> к. Если для некоторого у статисти-
ки X — Х и 10111(7!, ..., Ук-у) равнораспределены, где 
Уъ ..., Ук-^ — выборка объема А;—у с распределением Р, 
то Р является экспоненциальным распределением. 

В самом деле, если через ^ у ̂  обозначитьу-сочетание из 
к элементов, то 

Р 00 + 1, к ~ X к > х) — 
оо 

= / Р (^0 + 1. к > х + 7 I & = Х) <1 Р * < ДО = 

о 

5 ) о о - > -
О 4 ^ ' 

со 

= ( * ) / О - ^ + ^ - ^ Я О ' ) . (1.3.9) 
о 

С другой стороны, 

(1.3.10) 
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Пусть С (х) — функция, определяемая формулой 

а также положим 

Н (л:) = (1 - Г (х))к^ ех 

Тогда из (1.3.9) и (1.3.10) получаем следующее уравнение 
свертки: 

00 

Н(х)= [ Н(х + у)дО(у), V л: > 0 . 
о 

Пример 1.3.8 (теорема Кришнайи [117] о характеризации 
распределения Парето). Пусть X — неотрицательная случай-
ная величина, а 2Г — случайная величина с плотностью 

( о я*-1 при 0 < 1, 
I 0 в противном случае, 

причем / ? > 0 , а 1 и 2 - независимы. В [117] рассматривается 
характеризация распределения Парето следующим свойст-
вом условных вероятностей: 

Р(Х2^у1Х2>х0) = Р(Х>у), Уу>х0, (1.3.11) 

где х 0 ^ 0 — некоторое число. Пусть 

Р(Х^х)=С/(х), Р(Х2>х)=У(х). 

Тогда 
1 

У(у) = р [ и(у/х)х'-гйх. 
о 

Отсюда на основе (1.3.11) нетрудно убедиться, что при х0 = 0 
00 

#(2г)= [ Н(и)д(г-и)йи9 г ^ О , (1.3.12) 
о 

где # ( х ) = (/(ехр х), а 

ГО при х>0, 
Р ехр (рх ) при х ^ О . 
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Известно большое число характеризации экспоненциаль-
ного распределения, приводящих к уравнению свертки типа 
(1.3.12). Довольно широкий круг этих характеризаций будет 
подробно исследован на устойчивость в следующей главе. 
В заключение параграфа приведем две хорошо известные 
характеризации свойством типа отсутствия последействия, 
которые также можно свести к изучению решений уравнения 
(1.3.12). 

Пример 1.3.9 (характеризация экспоненциального рас-
пределения свойством отсутствия последействия). Хорошо 
известно, что если предварительное использование устрой-
ства никак не влияет на остальное время его работы, то это 
устройство имеет экспоненциальное распределение времени 
безотказной работы. Говорят, что неотрицательная случайная 
величина X обладает свойством отсутствия последействия, 
если для всех х^О и у^О таких, что Р (Х^у)>09 

Р(Х>х + у\Х>у) = Г(Х>х). (1.3.13) 

Свойство отсутствия последействия (1.3.13) характери-
зует экспоненциальное распределение. Если Р (Х=0)^\, 
то существует такое число у0>0, что Р ( Х ^ у 0 ) > 0 . Но в 
этом случае из (1.3.13) следует, что Р (Х^пу0) > 0 для любого 
натурального п и, следовательно, Р (X ^ у) > 0 для |любого 
действительного у^О. Это означает, что (1.3.13) можно пе-
реписать следующим образом: 

Р(Х^х + у) = Р(Х^х)Р(Х^у), Ух^О, V у^О. (1.3.14) 

Оказывается, что для характеризации экспоненциального 
закона свойством (1.3.14) достаточно, чтобы это свойство 
имело место лишь для двух несоизмеримых значений у 
(см. [129, 78]). В этом случае (1.3.14) сводится к уравнениям 

сру(х)=сру(х + уу), 7 = 1, 2, 

каждое из которых можно рассматривать как простейшее 
уравнение свертки. 

Однако вернемся к уравнениям (1.3.13) и (1.3.14). Инте-
грируя по у, убеждаемся, что 

оо 

Г(х) = Х [ Р{х + у)Ау, 
о 
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где 
00 

Р(х) = Х~1= [ Р (х) с! х. 
о 

При этом нетрудно убедиться (см., например, [1, с. 8]), что 
А>0, т. е. что 

оо 

[ Р(х)дх = ЕХ< оо . 
о 

Пример 1.3.10 (характеризация экспоненциального рас-
пределения свойством отсутствия последействия в среднем 
к - г о порядка). Это свойство неотрицательной случайной 
величины с конечным моментом определяется так: 

Е((Х-х)к\Х>х) = ЕХк, Ух^О. 

Отсюда легко получить, что 
00 

Р(х)= [ Р(у)д(х-у)6у, Ух>0, 
о 

где Р(х) = Р(Х^х), а 

| \><к(-у)к ПРИ У*09 

о при у > 0 , 
ц=1/ЕХк. 

Ссылки на статьи о характеризациях свойством отсутствия 
последействия в среднем приводятся в монографии [1, с. 90]. 

Таким образом, мы убедились, что решение большинства 
характеризационных задач можно свести к рассмотрению 
уравнений типа свертки. Этим обусловливается целесообраз-
ность обобщения теоремы 1.2.1 на случай, когда основное 
функциональное уравнение представимо в виде уравнения 
свертки. Формулируемая ниже теорема представляет собой 
критерий качественной устойчивости для таких характериза-
ционных задач. 

Предварительно заметим, что условие 

| / ( 0 | при | * |< 1, (1.3.15) 
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где / — характеристическая функция, а с — некоторая фикси-
рованная константа из интервала (0, 1), не умаляет общности 
дальнейших утверждений. Действительно, пусть (1.3.15) 
не выполняется. Тогда 

о < * = ш Г { | / | : | / ( о н с } < 1 , 
и вместо / ( 0 в рассмотрение вводится характеристическая 
функция /С?0> для которой, очевидно, 

Более подробно эта так называемая процедура масштаби-
рования рассматривается в гл. 4. 

Теорема 1.3.1. Пусть { / е (0} — характеристические функ-
ции, удовлетворяющие соотношению (1.3.15) для любого 
е>0. Пусть, кроме того, функция (и) = 1п | / е (ехр (— и)) \ 
удовлетворяет уравнению 

00 

0 
Здесь зир {| К (и, г) | : и^ 0}->0 при г->0, а к — неубывающая 
функция такая, что к (и) — 0 при и>0 и 

о 
[ ёА:(м)<оо. 

— 00 
Тогда множество (и)} относительно компактно в 

пространстве С [0, оо]. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству 
теоремы 1.2.1. 

Далее нам потребуются следующие обозначения. Через 
К1, как и прежде, обозначается множество всех действитель-
ных чисел. Пусть Х ^ К 1 — борелевское множество. Тогда 
Ьр (X), р < оо, - пространство {<р} всех измеримых функций 
на X таких, что (х) \р йх< оо. Этот интеграл в степени 

11р задает норму |[ <р |[= |[<Р Кр элемента ср. Через Ь^ (X) 
обозначается пространство существенно ограниченных на 
X функций {ф} с нормой || ф |[оо = тГ {М : Ь (х : | ф (х) | > М) = 
= 0}, где Ь — мера Лебега (более подробно см. [72, с. 128]). 
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§ 1.4. Необходимые сведения 
об уравнениях типа свертки 

Довольно давно известно, что теория интегральных пре-
образований Фурье позволяет указать достаточно простую 
процедуру решения уравнения свертки следующего вида: 

00 

Х ( 0 - [ к (1 -5)х(а )й5 = г(1), — оо < ?< оо, (1.4.1) 
— 00 

где к ({), г (I) — заданные функции, а % (7) — искомая функция 
(см. [47]). В самом деле, если функции к {I) и г (0 принадле-
жат классу ( - оо, оо) и в том же классе ищется функция 
X, то, применяя к обеим частям равенства (1.4.1) трансформа-
цию Фурье, преобразуем его в алгебраическое соотношение 

Х(Х)(1 -К(Х)) = Я(к), — оо <X< оо. (1.4.2) 

Здесь через х (Л), К (X), Я (X) обозначаются соответственно 
преобразования Фурье функций х (0> & СО» г (0 так> что> на~ 
пример, 

00 
К(Х) = [ еа'/с (()<!(. 

— 00 

Найдя х м ы затем путем обращения преобразования 
Фурье получим искомую функцию % (I). 

Поскольку преобразование Фурье функции из класса 
00^ °°) всегда непрерывно, то для разрешимости урав-

нения (1.4.1) в этом классе при любой функции геЬ^— оо, оо), 
очевидно, необходимо, чтобы 

1 - К ( Х ) # 0 , УХе(— оо, оо). (1.4.3) 

Это соотношение иногда называют условием нормальности 
(см. [9]). Оказывается, что условие нормальности (1.4.3) 
является также достаточным для того, чтобы уравнение 
(1.4.1) при любой правой части геЬг (—со, оо) имело решение 

оо, оо). Этот просто формулируемый факт стал, од-
нако, ясным лишь после того, как в 1932 г. Н. Винер (см. 
[154]) впервые установил, по выражению М. Г. Крейна [47], 
„тонкую теорему", заключающуюся в следующем. 
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Теорема Н. Винера. Для функции оо, оо) условие 
нормальности (1.4.3) является необходимым и достаточным 
условием существования функции к1еЬ,1 (— оо, оо) такой, что 

1 + Х 1 (Х)=1/ (1-Х(Х)) , — оо <X< оо, 
т. е. при — оо<Х<оо 

00 00 
1+ / е ш к 1 ( 0 а ( = ( 1 - [ & ш к ( 1 ) й 1 у \ (1.4.4) 

— 00 —00 
Эта теорема будет существенно использована в § 2.6. 
Таким образом, при выполнении условия нормальности 

соотношение (1.4.2) равносильно соотношению 
Х(Х) = ( 1 + К1(Х))КСК), 

а последнее — тому, что 
00 

Х(0 = К 0 + I ^{{-з) г(з)ёз. (1.4.5) 
— оо 

Сложнее обстоит дело с уравнениями свертки на полуоси 
вида 

00 
х ( 0 ~ / О, (1.4.6) 

о 
которые существенно используются в следующей главе. 

Первоначально казалось, что в отличие от уравнения 
свертки (1.4.1) на всей оси получение явных аналитических 
формул для решений уравнения (1.4.6) принципиально не-
возможно (см. [47]). Однако еще в 1931 г. эта точка зрения 
была опровергнута Е. Хопфом и Н. Винером, которым уда-
лось разработать теорию и технику аналитического решения 
однородного уравнения свертки 

00 
ф ( 0 - [ к(!-х)ср(х)ё*=0, У ^ О . (1.4.7) 

о 
Позднее выяснилось, что в теории уравнений (1.4.6) и (1.4.7) 
особую роль играет целое число 

00 
у = - ш < 1 ( 1 -К(\))=--± [ ё х а г 8 ( 1 -К(Х)), 

— 00 
называемое индексом этих уравнений. 
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Напомним, что если функция М (X) есть краевое значение 
аналитической, за исключением разве что конечного числа 
полюсов в верхней (нижней) полуплоскости, функции, то, 
согласно принципу аргумента, справедливо равенство 

Ы М(Х)= (1.4.8) 

где N — число нулей, а Р — число полюсов в соответствую-
щей полуплоскости (кратные нули или полюсы считаются 
столько раз, какова их кратность). 

В исследованиях Н. Винера и Е. Хопфа впервые была 
использована идея факторизации функции § (г), аналитич-
ной в полосе 11ш г | < а, т. е. идея о возможности ее представ-
ления в виде произведения (г) (г), где §+ (2) и (*) 
— некоторые функции, аналитичные соответственно в полу-
плоскостях 1 ш 2 > - й и 1тка и удовлетворяющие неко-
торым дополнительным требованиям. 

Эта идея явилась решающей и для построения теории 
неоднородных интегро-дифференциальных уравнений типа 
свертки (1.3.1), примеры которых рассматривались в преды-
дущем параграфе. Методом факторизаций решение уравне-
ния (1.3.1) сводится к решению краевой задачи Римана - Гиль-
берта (см. [9, § 7]), заключающейся в следующем. Пусть 
Г — простой замкнутый контур, ограничивающий на комп-
лексной плоскости область Ее дополнение обозначается 
через В„ . Пусть А (г) и В (г) — две непрерывные функции, 
заданные на Г. Следует отыскать две функции х+ (2) и Х- (2)> 
аналитические внутри соответствующих областей и непре-
рывные, включая границу, такие, что при г е Г 

А(г)Х+ (*) = Х- (г) + В(2). 

Теорема М. Г. Крейна [47]. Пусть к (ОеЬ х ( - оо, оо) и 
выполняется условие нормальности (1.4.3). Для того чтобы 
однородное уравнение (1.4.7) имело нетривиальное решение 
в пространстве (0, оо) (1 ̂  р ^ оо), необходимо и достаточно, 
чтобы 

^ = - Ы ( 1 - К ) > 0 . 

При выполнении этого условия уравнение (1.4.7) имеет V ли-
нейно независимых решений. 

При рассмотрении решений (1.4.6) и (1.4.7) в пространстве 
(0,оо) очень полезной оказывается следующая лемма. 

2. К. т̂ш̂ кеуШиз 



34 гл. 1. Характеризации и эффект их устойчивости 

Лемма Р. Шимицу [144]. Пусть О (х) - функция распре-
деления с носителем из [0, оо) и при этом для некоторого 
8 > 0 

00 
1 < [ е8хдС(х)<оо. (1.4.9) 

о 
Пусть, кроме того, Н(х) — неотрицательная непрерывная 
справа функция, которая при некоторой константе Х>0 
для всех х^х0> — оо и всех 0 удовлетворяет неравенству 

Н(х + у)*:^уН(х). (1.4.10) 

Если при этом 
00 

Н(х)> [ Н(х + у)<1в(у), х^х0, (1.4.11) 
о 

то Н(х) ограничена. 

Эта лемма и теорема Крейна потребуются в последую-
щих главах. 

Некоторые авторы (например, С.Р. Рао, К.С. Лау, Х.М.Гу 
[111, 118] и др.) вместо термина „уравнение свертки" и „урав-
нение типа свертки" используют понятие „интегральное урав-
нение Коши". Как известно, уравнением Коши принято на-
зывать следующее функциональное уравнение: 

Л * + Л = / ( * ) / 0 » , V(x, у)еЗяК*. (1.4.12) 
Полагая <5= [0,|оо) х [0, оо) и интегрируя (1.4.12), получаем: 

00 
/ {/(х+у)Ш-/(х)}<1ц(у) = 0, (1.4.13) 
О 

где (х — положительная борелевская мера на [0, со), а / 0 > ) # 0 
при ^езирр (х. Очевидно, что при определенных условиях 
(1.4.13) является частным случаем уравнения 

00 
[ /(х+у)йр(у)=/(х), V* (1.4.14) 
О 

т. е. уравнения свертки, с которым мы встречались, например, 
в (1.3.5). Уравнение (1.4.14) в вышеупомянутых работах 
называют интегральным уравнением Коти. 
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В заключение отметим, что само уравнение Коши (1.4.12) 
также довольно часто встречается в характеризационных 
задачах математической статистики. Оно возникает, напри-
мер, в характеризации экспоненциального распределения 
свойством отсутствия последействия (пример 1.3.9, уравне-
ние (1.3.14)), в характеризации нормального закона свойст-
вом независимости суммы и разности исходных случайных 
величин, рассматриваемой в гл. 3, а также в некоторых дру-
гих задачах. 

2* 



ГЛАВА 2 

УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ 
СВЕРТКИ, СВЯЗАННЫХ С ЗАДАЧАМИ 

ХАРАКТЕРИЗАЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

Первыми работами по применению однородных уравне-
ний свертки на полуоси в характеризационных задачах ма-
тематической статистики являются, по-видимому, работа 
А. А. Зингера [15] (см. также [30, гл. 2]) и работа Л. Б. Клеба-
нова [34] (см. также [110, с. 33, с. 153]). Другое направление 
исследования уравнения свертки — родственное теореме Шо-
ке—Дени [106] или основанное на ее использовании — мож-
но проследить в работах [108, 118, 137, 141]. Сюда можно 
отнести и работу Р. Шимицу [143]. 

Из теоремы Шоке — Дени, в частности, следует, что если 
Н — ограниченное неотрицательное решение уравнения 
свертки 

00 
Л ( * ) = [ Н(х+у)&и.{у\ У х ^ О , (2.0.1) 

о 
а [л — вероятностная мера на [0, оо], то Н — периодическая 
функция, периодом которой является каждое число г, ге 
езирр у.. Естественно, если носитель меры [л не является 
решеткой, то Н — константа. 

Многие авторы стремились избавиться от условий на 
ограниченность функций Н и (л. - например, Р. Шимицу 
[144], Т. Брандхоф и Л. Давис [105], Б. Рамачандран [136]. 
Наиболее глубоко в этом направлении удалось продвинуться 
К. С. Лау и С. Р. Рао [118] (доказательство которых было 
упрощено Б. Рамачандраном [137]), а также С. Р. Рао и 
Д. Шанбхагу [141]. Сформулируем соответствующий резуль-
тат более подробно. 

Теорема Лау—Рао, Пусть Н — неотрицательная локаль-
но интегрируемая (относительно меры Лебега Ь) функция 
на [0, оо), а — борелевская мера на [0, оо), причем [л ({0}) = 0. 
Если имеет место уравнение (2.0.1), то либо Н= 0 Ь-почти 
всюду, либо Н(х)=р (х) ехр (г0х) для Ь-почти всех неотри-
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цательных х, где р (х) = р(х + у) для всех х ^ 0 и всех уе зирр [л, 
а г0 является действительным корнем уравнения 

со 

[ ехр (Ху)<1ц(у)=1. (2.0.2) 
о 

Решения неоднородных уравнений свертки на полупря-
мой и некоторые их применения для построения оценок 
устойчивости в характеризационных задачах рассматрива-
лись Р. Шимицу [144] и X. М. Гу, К. С. Лау [111]. 

Теорема Гу—Лау. Пусть Н — неотрицательная локаль-
но интегрируемая {относительно меры Лебега Ь) функция 
на [0, оо), а [I — борелевская мера на [0, со), [х (0)< 1. Если 

со 

Л(*)(1-*(*))= [ Н(х + у)ё[1(у), Ух^О, (2.0.3) 
о 

|Д(л; ) ]^гехр(-8;с) (2.0.4) 

для некоторого Ь > 0 и существует неположительный корень 
20 уравнения (2.0.2), то при х^0 

Н(х) = р (х) ехр (г0х)(\+К (*)), 

где р (х)=р (х+у) для всех х^0 и всех .уезирр^л, 
< С г ехр ( — 8л;) при х ^ х0, 

со 

С = 2 ( 1 - ^ ( 0 ) ) - » ( 1 - / ехр((г0-&)х)<1{л(д 
О 

а х0 — некоторое неотрицательное число. 

Здесь сразу возникают следующие две проблемы. Во-
первых, в целом классе задач устойчивости (в которых основ-
ное функциональное уравнение записывается с использова-
нием характеристических функций) особенно важно избавить-
ся от условия на неотрицательность функции Н{х). Это 
объясняется тем, что тогда отпадает необходимость в про-
ведении симметризации исходных случайных величин, при-
водящей к существенным потерям в оценках устойчивости 
(см. [74, с. 436]). 

Во-вторых, если о Н(х) имеется некоторая дополнитель-
ная информация (например, что (0,оо)), то крайне 
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нежелательным становится присутствие экспоненциального 
множителя в (2.0.4). 

Далее будут найдены условия, при которых гарантиру-
ется решение обеих проблем. При этом нами используется 
метод, принципиально отличающийся от метода работ [106, 
111, 118, 137, 144]. 

Существенно важным, на наш взгляд, является и то об-
стоятельство, что если мера [л — абсолютно непрерывна 
относительно меры Лебега Ь, то из теоремы Гу — Лау при вы-
полнении некоторой предпосылки (см. § 2.3) вытекает, что 
индекс уравнения свертки (2.0.3) равен единице. 

В этом свете оценки устойчивости характеризационных 
теорем с индексом, превышающим 1, представляются прин-
ципиально новыми. 

В заключение сделаем несколько замечаний относительно 
уравнения свертки на всей оси. Решения этого уравнения 
изучались К. С. Лау и С. Р. Рао [119], Б. Рамачандраном и 
Б. Л. С. Пракаса Рао [139], Б. Рамачандраном [185, 186], 
Р. В. Янушкявичюсом [94]. В работах Б. Л. С. Пракаса Рао, 
Б. Рамачандрана [135] и Б. Рамачандрана [138] рассмотрены 
применения этих уравнений в теории случайных процессов 
и в теории восстановления, а в работе автора [94] — примене-
ния к задачам устойчивости характеризации вероятностных 
распределений. 

§ 2.1. Уравнение Винера—Хопфа в задачах 
устойчивости характеризаций 

распределений 

В пространстве (0, оо) рассмотрим уравнение свертки 
00 

[ хС5)&к(1-з) = г((), 0 < * < о о , 
о 

где к (I) (— оо < К со) — функция ограниченной вариации без 
сингулярной компоненты (см. [10, гл. 5]). Иначе говоря, 
рассмотрим уравнение вида 

00 00 

2 I х ( * ) ? ( ' - - 0 < Ь = г ( 0 , ' > 0 , (2.1.1) 
у = — оо О 
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где # (Г) и г (0 - заданные функции, деЬг ( - оо, оо), | г (7) | < 
при — произвольные числа такие, что 

2 | ^ | < о о , (7 = 0, ±1 , . . . ) , 
/ = - о о 

а Х(0 (0<*<оо) — искомая функция. 
Уравнение (2.1.1) представляет собой обобщение как ин-

тегрального уравнения Винера —Хопфа, так и его дискрет-
ного аналога. Если положить ^ = 0 (у^О) и Ь0=0, то уравне-
ние (2.1.1) совпадает с интегральным уравнением Винера — 
Хопфа. Если # ( 0 — 0 и ^ = у ( / = 0 , ± 1, ...), то относительно 
вектор-функции X (0 = (Х1 (0, Хч(0>-)> где + 
+ / — 1) (0< 1), уравнение (2.1.1) является дискретным урав-
нением Винера —Хопфа с матрицей к=ж\. 

С уравнением (2.1.1) сопоставляется так называемый сим-
вол 

ОО 00 
9 ^ 0 0 = 2 / (2.1.2) 

у = — 00 —00 

Символ О^7 (X) называется невырожденным, если 

шГ | 9 ^ ( Х ) | > 0 . 
— оо < Х < о о 

Следуя [12], с каждым невырожденным символом О^7 (X) со-
поставим два числа и определяемых равенством 

V1= Иш (Аг§а(Х))|1/, 
/-••00 * 

^ = ^ Г ( А г ё ( 1 + е(А)/а(Х))) | - в ) . 
где 

00 00 

а(Х)= 2 / 
. / = — о о — о о 

и полагается, что а (X) на действительной оси не имеет ну-
лей. 

Предел V! существует в силу известного свойства почти-
периодических функций. Величина V2 означает изменение ар-
гумента функции 1 + ( ) ( ) )1а ( \ ) на действительной оси, вы-
раженное в полных оборотах. 

Величины V! и V2 называются индексами. 



7 / 
4 0 гл. 2. Устойчивость решений уравнений свертки 

Теорема 2.1.1 (см. [95]). Если V1=V2 = 0 и символ (X) 
невырожден, то при указанных выше ограничениях на г, 

6/ уравнение (2.1.1) имеет в пространстве Г,да (0,об) единст-
венное решение х (0 такое, что 

вир | х (О I < С вир | г (0 I < С е, (2.1.3) 

где величина С может зависеть лишь от {о,-}, 

Сведение рассматриваемого уравнения свертки к уравне-
нию свертки с нулевыми индексами достигается, например, 
за счет использования моментных условий, налагаемых ап-
риори на исходный класс случайных величин. Круг таких 
задач, как будет показано далее, довольно широк. Это тео-
ремы о характеризации (и, естественно, соответствующие тео-
ремы устойчивости) свойствами равнораспределенности ли-
нейных статистик, свойствами независимости статистик, ре-
грессионные модели. 

Однако уже рассмотрение характеризаций экспоненциаль-
ного закона свойствами типа отсутствия последействия, свой-
ствами порядковых статистик и рекордов показало, что воз-
никающие в некоторых вероятностных моделях уравнения 
не сводятся к уравнению свертки с нулевыми индексами. На-
пример, в широком круге задач, рассмотренных Л. Б.Клеба-
новым [34], возникает уравнение свертки (1.1) с V1 = 0, 0=^ V2< 
< со. Поэтому мы задались целью изучить также устойчи-
вость решений интегрального уравнения Винера—Хопфа 
с ядром из (— оо? оо). Таковыми, как известно, являются 
уравнения 

00 
Хг(0~/ Хг(')9(*-')4'=г((), У * > 0 , (2.1.4) 

о 
оо 

Х ( 0 - / х ( * ) 9 ( 1 - * ) й ' = 0, У / > 0 . (2.1.5) 
б 

К этому виду легко привести уравнение свертки (2.0.1), 
рассматриваемое в теоремах Лау — Рао и Гу - Лау, если допол-
нительно известно, что Ь-почти всюду на [0, со) 
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где Ь — мера Лебега. Действительно, 
ОО 00 

Н(х) = [ Н(х + у)д[1(у)= [ Н(х+у)е(у)(1у = 
о о 

00 
= [ Н (и)2(и-х)&и. 

X 
Обозначив 

д(у)- П [ — V) При 
при V > О, 

получим однородное уравнение Винера —Хопфа (2.1.5). 
Поскольку в таком случае 

[ ехр(Лу)с!ц(у)= [ ехр(Лу)#(у)ёу = 
о о 

оо 

= [ ехр (Ли) у ( - и) Ли, 
о 

то уравнение (2.0.2) можно переписать следующим образом: 
00 

^ ехр(Хм)#(-и)с1м=1. (2.1.6) 

Теорема 2.1.2 (см. [95]). Предположим, что — решение 
уравнения (2.1.4) в пространстве (0, оо), причем (— оо, 

I г (О I < 8 пРи и символ этого уравнения невырожден, 
т. е. 

00 
б(Х)= / е х Р ( , Х ) , ( 0 Л , 1 , У Х е ( - . , . ) . (2.1.7) 

— 00 
Пусть уравнение (2.1.5) имеет хотя бы одно нетривиаль-

ное решение. Тогда в пространстве (0, оо) существует 
решение Хо уравнения (2.1.5) такое, что 

8иР I Хг (0 — Хо (01<Се, 
где величина С может зависеть лишь от # (•). 

Как уже отмечалось, в формулировках теорем 2.1.1 и 
2.1.2 отсутствует условие неотрицательности функции ^ (0 -
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Это означает, что в (2.1.1) и соответствующих теоремах 
можно полагать, что х — комплекснозначная функция. В 
самом деле, в таком случае достаточно (2.1.1) записать от-
дельно для действительной части и отдельно — для мнимой. 

В теореме 2.1.2 аппроксимация в пространстве Ьоо (0, оо) 
производится некоторой функцией Хае^зо (0, оо). Вопрос, 
возможна ли такая аппроксимация в пространстве функций, 
имеющих вероятностный смысл, оставался открытым. Приме-
ры таких функций рассмотрены в § 1.3. Так, в примере 1.3.1 
такой является функция х ( т ) = 1 / ( е х Р ( ~ т ) ) 1> гДе 

характеристическая функция, в примере 1.3.7 — это функция 
-_Е(х))к ' ехр (х(&- / )х) , в примерах 1.3.9 и 1.3.10 -

функция Ё(х)=1—Е(х), где /^—вероятностное распреде-
ление, и т. д. 

Первым этапом для решения этой важной проблемы 
аппроксимации в пространстве функций, имеющих вероят-
ностный смысл, является следующая теорема. 

Теорема 2.1.3. Предположим, что Хг ~~ решение в про-
странстве Ь х (0 , со) уравнения (2.1.4), причем ^еЬ^—оо, оо) 
и выполняется условие нормальности (2.1.7). Пусть хотя бы 
одно решение соответствующего однородного уравнения 
(2.1.5) является функцией вида Аехр( —В1), Аф0, 2?>0*} . 

Если для некоторого со ^ 2 | /< о ) (?) | У /^0 , причем 
г, /61^(0,00) и | г (I) | ̂  г Уг^О, то существуют такие ве-
личины (возможно, комплексные) и {ул}9 что 

Хг(0 = Т о о X + 7*0(0> 
7-1 /= 1 

где | г0 (0 | ̂ Сг 1 " - 1 ^ , а С зависит лишь от М, || # |[, оо и В. 

Величины 2 и являются корнями уравнения 
0 оо 

= А [ [ е - " - в *д(1 -х )йя<11= 0, (2.1.8) 
— оо О 

а — кратность корня Замечание о том, что {ул} не за-
висят от 1, полагается очевидным. Теперь легко сделать вы-
вод о справедливости следующего утверждения. 

Это эквивалентно условию (2.1.6) при \=—В, если исходное 
уравнение (2.1.5) рассматривать в форме (2.0.1) при дополнительном 
требовании (*). 
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Следствие 2.1.1. Если в условиях теоремы 2.1.3 все корни 
..., уравнения (2.1.8) действительны и не являются 

кратными, то существуют у0, ..., ух такие, что 
X 

I Х г ( 0 - 2 Ъ « р ( * , 0 ^ С е 1 - ! / * (2.1.9) 
у = 0 

где 20= - Я , # > 0 . 

Доказательство теоремы 2.1.3 может быть получено из 
теоремы 2.1.2 с использованием довольно тонких результа-
тов из § 18 монографии В. В. Напалкова „Уравнения сверт-
ки в многомерных пространствах" (Москва, „Наука", 1982). 
Ниже, для полноты изложения, приведем свое доказатель-
ство теоремы 2.1.3 методом факторизации. 

Можно ли улучшить оценку (2.1.9)? Ответ положителен, 
если имеются дополнительные условия на ядро рассматри-
ваемого уравнения свертки. 

Теорема 2.1.4. Пусть выполнены предпосылки теоремы 
2.1.2. Пусть, далее, # и — непрерывны и суммируемы, при-
чем д (и) = 0 при и^О, # (— оо) = 0, а корни Х1? ..., XV уравнения 
(2.1.6) с индексом V действительны и не являются кратными. 
Тогда существуют константы с19 ..., такие, что 

вир | Х г ( 0 - 2 ехр(Х70 | < С е , 
7-1 

где С может зависеть лишь от # (•). 

На конкретных примерах убедимся, что в большинстве 
случаев требование существования решения однородного 
уравнения (2.1.5) вида А ехр (—В1), присутствующее в теоре-
ме 2.1.3 и ее следствии, не является ограничительным. Нач-
нем с примера 1.3.1. Здесь это уравнение описывает класс 
нормальных случайных величин с характеристической функ-
цией Ф (7) = ехр ( — с272/2). Но в таком случае при т^О 

х ( т ) = - 1 п | Ф ( е х р ( - т ) ) | = «2 ехр( — 2т)/2 

и, следовательно, А = с212, В=2. Аналогичное положение и 
при характеризации экспоненциального распределения, хотя 
в этом случае при составлении уравнения используются 
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не характеристические функции, а функции распределения, 
и т. д. 

Рассмотрим теперь некоторые примеры характеризацион-
ных задач и их устойчивости, в которых основное функцио-
нальное уравнение можно свести к уравнению свертки (2.1.1). 

Пример 2.1.1 (задача устойчивости теоремы Пойа). Пусть 
Х19 Х2 — независимые равнораспределенные случайные ве-
личины, ЕХ,. = 0, ЕХ2

]=\, Е | Х] | 3 < М . Пусть, кроме того, 
статистики (Х± + Х2)/]/ 2 и Хг (X, г)-равнораспределены, т. е. 

(определение метрики X дается в § 1.2). В этом случае легко 
убедиться, что при | I | ̂  1 / г 

/(О =/ 2 С/У 2) + к о , \ г{о [ < е, 

где / — характеристическая функция Ху За счет моментных 
условий имеем: 

Отсюда следует, что при \1 | < 1 

1пЛ0 = 2 1П/(г/1/1) + гх (0, [(2.1.10) 

к1(01 = [Ь(1 + г(0//3С/]/2))|<4г. 
Поскольку / ( ? ) = / ( — г), то вместо интервала — 1 ^ 1 доста-
точно рассмотреть интервал Обозначив 

Ф ( 0 = * - 2 - 8 ( 1 п Д 0 + ' 2 / 2 ) , (2.1.11) 

уравнение (2.1.10) перепишем так: 

9 ( 0 == 2"8 / 29 (1/]/~2) 4- г2 (*), 

Пусть г=е~ т , ф (т)=9^(е-т), а0 = -^ 1п 2. За счет моментных 
ограничений и определения (2.1.11) легко убедиться, что 

феЬоо (0, оо), 

при этом для т ^ 0 

ф (т) = 2-*1*ф (т+ ос0) + г2 (е-*). (2.1.12) 
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Итак, мы получили уравнение Винера —Хопфа (2.1.1), в ко-
тором # = 0, а 0 = 1, аг = — 2~8/2, — а0, а остальные Ъ] — 
нули. Коэффициент 2~ 8 / 2 (§>0) в (2.1.12) необходим для 
невырожденности символа этого уравнения. 

Пример 2.1.2 (характеризация распределения Парето 
свойством постоянства условного математического ожида-
ния). Эта характеризация родственна соответствующей тео-
реме в работе К. С. Лау, С.Р. Рао [118] (с исправлением оши-
бок в [141]). Поскольку она, как будет показано, по сути 
дела сводится к теореме Клебанова (см. § 2.2), то мы не бу-
дем отдельно обсуждать все условия, при которых эта ха-
рактеризация имеет место. 

Итак, пусть X — неотрицательная случайная величина с 
распределением Г такая, что 

Е{к(Х/а)\Х^а} = с, (2.1.13) 

где с — некоторая константа, а к — действительная функция 
на [1, оо), причем к (оо)< оо, к (1 )фс. Если Р (Х^а)=Р (а)>0, 
то (2.1.13) означает, что 

оо 

- [ к (х/а) с! Р (х) = сГ (а), а> 1. 
а 

Интегрируем по частям, учитывая, что к(оо)<оо : 
00 
[ Р (аи) к'(и)йи = (с-к(1))Р(а) (2.1.14) 

1 
при а ̂  1 и Р (а) > 0. Если же существует а0 такое, что Р (а0) = 0, 
то (2.1.14) обращается в тривиальное тождество. Следова-
тельно, V Ье[0, оо) 

00 
[ в(х + Ь)к'(ех)ехйх = (с-к(1))С(Ь), (2.1.15) 

о 
где С (х) = Р (ехр х). 

Пусть 

{О при х>0, 
/ *> -* )е -* / ( с -А( I ) ) при 
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Тогда (2.1.15) можно переписать так: 
00 

0(Ь)~ / О(у)д(Ь-у)йу=0, 
О 

т. е. мы получили уравнение свертки (2.1.1). 
Пример 2.1.3 (характеризационная теорема М. Фиша). 

Пусть Хъ Х2 — независимые равнораспределенные случай-
ные величины с непрерывной функцией распределения Р, 
а Х1>2, Х2>2 — соответствующие порядковые статистики. 
Пусть <оо, с — некоторая константа. Согласно теореме 
3.4.5 из [110], 

Е (Х2г2-Хи2\Х1Л = у) = с (2.1.16) 

^-почти всюду (т. е. почти всюду относительно Р) тогда 
и только тогда, когда Р — экспоненциальное распределение. 
Рассмотрим функциональное уравнение, возникающее при 
этой характеризации. 

Согласно (2.1.16), 
оо 

Е(Х2г2-Х1г2\Х1Л = у) = / хйР*(х)-у = с 
У 

для /'-почти всех у из области О с ^ О ^ с 1, где 

г*/ \ Р(х)-Р(у) Р*(х)= \-Г(у) ПРИ Х>У' 

Следовательно, в этой области 
оо 

I х4Г(х) = (с+у)(1-Г0»). (2.1.17) 
У 

Заметим, что если, во-первых, для некоторого у0 р(у0)= 1, 
то (2.1.17) выполняется очевидным образом. Во-вторых, пу-
тем соответствующего сдвига легко достигнуть того, чтобы 

Ы{х:Р(х)>0} = 0. 

В-третьих, в [110] на основе (2.1.17) доказано, что Р(х) стро-
го монотонна в области 0 < ^ ( х ) < 1 . Из этих трех замеча-
ний с учетом того, что Р — непрерывна, заключаем, что урав-



§ 2.1. Уравнение Винера—Хопфа 47 

нение (2.1.17) верно для всех у ^ 0. Интегрируя по частям, 
имеем: 

со 
I (1-Г(х))дх = с(1-Р(у)), Уу>0. (2.1.18) 
У 

Пусть X — некоторый фиксированный параметр, 
Я(* )= (1 - / ? (* ) ) ехр (Хх), 

{0 при л: > 0, 
с~2ехрЛх при 

В таком случае (2.1.18) можно переписать так: 
00 

Я(х)= I Н(х)д(х-и)йи, Ух^О, (2.1.19) 
о 

т. е. мы опять получили уравнение свертки (2.1.1). 
Отметим, что уравнение (2.1.19) представляет собой част-

ный случай уравнения свертки, возникающего в теореме 
Т. Фергюсона [109], устойчивость которой исследуется в сле-
дующем параграфе. 

В заключение вкратце рассмотрим доказательства при-
веденных выше теорем. Теорема 2.1.1 сформулирована на 
основе статьи И. Ц. Гохберга и И. А. Фельдмана [12] (см. 
также [13]). Согласно этой работе, для того чтобы оператор 
IV, действующий в пространстве по формуле 

00 00 

./ = -00 О 
при V1= V2 = 0 был обратим в этом пространстве, необходимо 
и достаточно, чтобы его символ (X) был невырожденным. 
Таким образом, 

11x11 = 11 иг-11| ||г||. 
Отсюда следует оценка (2.1.3). 

Теорема 2.1.2 почти непосредственно вытекает из резуль-
татов М. Г. Крейна [47, с. 8, теоремы II, III]. В самом деле, 
рассмотрим в пространстве (0, оо) оператор Т, опреде-
ленный формулой 

00 

( Т х ) ( 0 = Х ( 0 - / 
О 
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Согласно вышеупомянутым результатам М. Г. Крейна, из 
(2.1.7) и существования хотя бы одного нетривиального 
решения (2.1.5) вытекает, что оператор Т отображает (0, оо) 
на все пространство Ьоо (0, оо). Положим 

Е = Кег Т. 

Тогда оператор Т, индуцированный оператором Т в фактор-
пространстве Ьоо (0, оо)/Е, обратим. Элементы фактор-про-
странстваЬоо (0, оо)/Е будем обозначать через [/],/еЬоо (0, оо). 
Рассмотрим уравнение, индуцированное уравнением (2.1.4) 
в Ьао(0, оо)/Е: 

Т[Хг] = И . (2.1.20) 
Тогда для любого [г] имеем: 

Ы = т ~ 1 И -
Поскольку 

||[/]!1 = шГ ||/-/о11, 
Л€Е 

то из (2.1.20) получаем: 

II ы К ЦТ-1 IIII и II < ЦТ-1 II | к | К | | Т - 1 | | г . 
Отсюда вытекает утверждение теоремы. 

Порядок доказательства следующих двух теорем мы соч-
ли целесообразным изменить. 

Доказательство теоремы 2.1.4. Согласно заключению 
теоремы 2.1.2 и определению д, 

Хо С О - / (2.1.21) 

Поскольку д к д' — непрерывны и суммируемы, то Хо (0 "* 
дифференцируема. Заметим, что 

I 
оо 

+ / х о О ) ^ - ^ ) ^ 

+ 5 = / 
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и поэтому 
ОО 

Хо(0= / Уа(.*)9(*-з)йз. 
I 

Следовательно, Хо также является решением (2.1.21), а поэто-
му дифференцируема. Таким образом (как и в работе Л.Б. Кле-
банова [34]), мы получили, что Хо (0 обладает производны-
ми любого порядка и Хо"\ п = 1, 2, ..., — решения уравнения 
(2.1.21). Согласно теореме М. Г. Крейна (см. § 1.4), число 
линейно независимых решений этого уравнения равно 

V = - т с ! ( 1 - е ( 0 ) > 0 -

Это означает, что функции Хо (0» Хо (0? •••> Хо} (0> являющие-
ся решением уравнения (2.1.21), зависимы. Следовательно, 
Хо (0 удовлетворяет некоторому линейному дифференциаль-
нохму уравнению с постоянными коэффициентами порядка V: 

V 

2 Я/Хо7) (0 = 0. (2.1.22) 
7=0 

В дальнейшем полезно следующее замечание. Если су-
ществует действительное такое, что 

00 
1 = / ехр (X* у)д( — у)^у, 

о 
то нетрудно убедиться, что ехр (Х*)>) является решением урав-
нения свертки (2.1.21) и, следовательно, решением дифферен-
циального уравнения (2.1.22). Но тогда X* является корнем 
характеристического уравнения 

V 

7=0 

В силу условий теоремы таких корней есть V, причем они 
действительны и различны. 

Теорема доказана. 

Доказательство теоремы 2.1.3. Введем в рассмотрение 
следующие односторонние функции: 

\ г(0, Г Хг(0> *>09 
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Уравнение (2.1.4) можно доопределить на всю ось следующим 
образом: 

Х + ( 0 - / = 

— Х- (0+ г+ (0> -со<г<со, (2.1.23) 
где через (I) обозначена следующая функция: 

Х- ( 0 -
- / ПРИ Г<0, ^ ^ ^ 

0 при 1 ^ 0 . 
Пусть К+ (х) — преобразование Фурье функции г+ (7), 

т. е. 
оо оо 

Д+(*)= [ г+(Ое|1яй/= [ г+(0е^(1л 
— оо О 

Аналогично через 2*4 (х), .Г" (х) и б (х) обозначим преобра-
зования Фурье функций (0> Х- (О и <7 (0 соответственно. 
В уравнении (2.1.23) переходя к интегралам Фурье и учитывая, 
что выполнено условие нормальности (){х)Ф\, Ухе К1, 
получаем краевые условия для задачи Римана - Гильберта 
(см. § 1.4): 

^ ( *) = Д щ + н (*) . У * е К 1 > ( 2 - 1 -2 5> 
где 

Согласно условиям теоремы, существует частное решение 
V (О—А ехр (—Вг), однородного уравнения (2.1.5). Оп-
ределим 

Г А ехр( — 2*0 при ^ • 
©+(*) = { л , Л (2.1.26) 10 при г < о . у 

Заметим, что 
00 

У+(х)= [ V + ( ^ ) А = 
о 

оо 
= ~ А (2.1.27) 
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Теперь по аналогии с (2.1.24) определим (Г): 
' 00 

* - ( ' ) = ' - I (2.1.28) 
О, г>0 . 

Убедимся, что е!^ (— оо, оо): 
оо оо оо 

— 00 — 00 — 00 
00 00 

= А [ [ |?(г-я)|ехр(-Яу)сЬ(1*:= 
-00 О 

= А [ ехр(— Ва) / \д({-з)\Шз=А\\дУВ. 
О —оо 

Подведем итог. Функции (О и ((), определяемые 
соотношениями (2.1.26) и (2.1.28), являются частным реше-
нием соответствующего (2.1.23) однородного уравнения 

00 
V + ( 0 - [ V+(5)^(^-x)<^5=V-(^), У/еК1. (2.1.29) 

— 00 
Следовательно, 

где 
К+(х )=К- (х ) / (1 -д (х ) ) , (2.1.30) 

00 О 

у-(х)= [ { г>-(()е"х<11. 
— 00 —00 

Поскольку интегралы Фурье правой и левой односторонних 
абсолютно интегрируемых функций есть краевые значения 
функций, аналитических соответственно в верхней и нижней 
полуплоскостях, то У+ (г) аналитична в верхней полуплоскос-
ти, а У~ (г) — в нижней. При этом в силу (2.1.30) уравнение 
(2.1.25) можно переписать так: 

(х)/У+ (х) = Г- (х)/У~ (х) + 0 (х), УхеК1, (2.1.31) 
где 

0(х) = Н{х)!У+(х). 
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Согласно теореме Н. Винера (см. § 1.4), для функции де 
еЬ х ( -оо , оо) соотношение ( , УхеК1 является необ-
ходимым и достаточным условием существования функции 

оо, оо) такой, что УхеК1 

00 00 

1+ I - [ ехр {Их) д (/) й^'1, 
— 00 —00 

т. е. 1+е х (* ) = ( 1 - 2 (*))-!. 

Таким образом, 

Я (х) = *+(*) + & (х)КЧх), 

а в силу формулы (2.1.27) 

С (х) = Н (х)/У+ (х) = 

= -Л~1((В- IX) Я+(х) + (В- гх) (*) (л)), 

л е (л:) = _ Д Д + (х) - (х) А+ ( х ) + 1х К + (х) + 

+ / х д 1 ( х ) Я + ( х ) . ( 2 . 1 . 3 2 ) 

Поскольку по определению г+ (—оо) = 0, а согласно услови-
ям теоремы геЬх (О, оо), т. е. г+ (+оо) = 0, то 

СО 00 

^ е"* (3 г+ (0 = - /х ( г+ (0 е"* = 
— 00 —00 

= (2.1.33) 

Учитывая (2.1.32), отсюда делаем вывод, что О (х) является 
преобразованием Фурье некоторой функции # (О- В силу 
формулы свертки и однозначности соответствия между ори-
гиналом и его преобразованием Фурье на основе (2.1.32) и 
(2.1.33) заключаем, что 

(0 = -Вг+ ( 0 - * г+ (Г)-г'+ ( 0 ( Г ) , - оо < X< оо. 

Здесь символом * обозначена операция свертки, а г'+ (0) — 
производная в нуле справа. При этом заметим, что относи-
тельно г'+ в дальнейшем потребуется лишь формула (2.1.38), 
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в которой г'+ присутствует только в виде свертки, и полагается, 
что 

оо 

г'+#г>(0= [ V((-и)<1^+(и)=V(0^(0 + ) + 
— оо 

оо 

+ [ ъ(1-и)г'(и)йи. (2.1.34) 
о + 

Положим 

оо О 

О —00 
где 

в в 8+ = г + (дг*г+)+-

= Т (91 * + Т (91 «"+)-. 

В этих формулах индекс + для функции т (*) означает, что 
т + (!) = т(1) при (^0 и ( 0 = 0 при г<0. Аналогично, 
т_ (1) — т (I) при К О и (0 = 0 при ^ 0 , 

Легко убедиться, что 

( ? + ( * ) - ( ? - ( * ) = (? (*) 

и из формулы (2.1.31) для любого хеК1 имеем: 

Р+ (х)!У+ (х)-в+ (х) =р- (х)/Г-(х)-0- (*). (2.1.36) 

Далее будем опираться на обобщенную теорему Лиувил-
ля (см., например, [9, с. 29 — 30]). Согласно этой теореме, ес-
ли функции Рг (г) и Р2(?) аналитичны соответственно в верх-
ней и нижней полуплоскостях, за исключением разве что ко-
нечного числа точек г0==со, (к — 1, п), где они могут 
иметь полюсы с главными частями 
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и совпадают на действительной оси, то они представляют 
единую во всей плоскости рациональную функцию 

х 

Р(*) = с + Я,00 + ^ О Л г - 4 ) , 
к= 1 

где с — произвольная константа. Полюсы г* могут лежать 
как в полуплоскостях, так и на действительной оси. 

Обозначим через 7У+ и числа нулей функции У+ со-
ответственно в верхней полуплоскости и на прямой ( — оо, оо), 
а через N.. — число нулей функции V~ в нижней полуплос-
кости. В силу (2.1.30) на основании свойств индекса (см. [9, §3]) 
получаем 

N + + N 0 + N - = т ( ^ ( 1 - ^ ( x ) у 1 = - Ы ( 1 - 2 ( х ) ) = V. 

Согласно теореме Римана — Лебега ([69], теорема 1), из усло-
вия оо, оо) следует соотношение 

Нш (?(х) = 0. 
ЛС—>00 

Это означает, что ч<со, т. е. что < оо. Далее, Р±
9 У±

9 
0 ± — это односторонние преобразования Фурье абсолютно 
интегрируемых функций, которые, как уже отмечалось, имеют 
аналитические продолжения соответственно в верхнюю и 
нижнюю полуплоскости. Заметим, наконец, что У~ (г) ана-
литична и ограничена в нижней полуплоскости, включая 
бесконечность. Учитывая это, а также (2.1.27) и (2.1.36), при-
меняем обобщенную теорему Лиувилля к функциям 

Рг (г) = (12-В)Р+ (2)1 А-С+ (2), Р2(2) = Р- (2)/У- (2)-0-(2). 
Таким образом, УхеК1 

р+ (х) = Р (х) У+ (х) + С+ (х) У+(х). (2.1.37) 
Опять воспользовавшись теоремой Римана — Лебега относи-
тельно функций Р+ (х) и 0+ (х), на основе соотношения 
Рг (х) =Р (х) заключаем, что 

А>(*) = 0. 

Для завершения доказательства теоремы нам, таким об-
разом, осталось оценить функцию 

г0(0 = 2+*я+(0, 
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преобразование Фурье которой С+(х) У+(х) присутству-
ет в формуле (2.1.37). 

Из (2.1.35) следует, что 
г0 (0 = *+**>+ (0 = -Вг+ «V* ОО/Л-В (дг * г+)+ * (О/А -

-г'+ * (О/А -(дх* г'+)+ * ( О / А . (2.1.38) 

Согласно определению (2.1.26), 
00 

| ( ? 1 « Г + ) + « ® + ( 0 | < ( / к 1 ( / - и ) | | г + ( и ) | < 1 и ) * | ® + ( 0 | = 
— 00 

00 00 

О —00 
где через / обозначена норма || дг || =)[ дг |[1в С учетом (2.1.34) 
аналогично получаем, что 

I (Л * * *>+ ( 0 | < (е + вир | г'+ (0 [) А1/В, 1>Ф 
\^+*V+(^)\^гА|В9 

| г ; * V + (О I < (V+ аир I г'+ (о I) А/В. 

Таким образом, УгеК1 

| г 0 ( 0 | < в ( 1 + 1/В)(1 + Л + 
+ (1 + /) зир | г+ (О \/В. (2.1.39) 

Для завершения доказательства теоремы достаточно 
воспользоваться теоремой А. Горного и А. Картана (см. 
[54, с. 217]), которая формулируется следующим образом. 
Пусть / (х) - дифференцируемая п раз функция на [0, оо) и 

х>0 

Тогда 
Мк < (8 е п/к)к М"п

у 1 ^к<п. 

Отсюда и из (2.1.39) имеем 

что и следовало доказать. 
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§ 2.2. Устойчивость характеризаций 
экспоненциального закона 

1. Условие отсутствия последействия в среднем. Пусть 
\ — неотрицательная невырожденная случайная величина 
с функцией распределения Р(х), а И (и), и ̂  0, — некоторая 
вещественная измеримая функция, для которой 

Е | А © | < о о , ЕЙ©#Л(0) . (2.2.1) 
Нас будет интересовать, для каких распределений Р(х) 
соотношение 

Ъ { к Ъ - у ) \ Ь > у ) = Ш<& (2.2.2) 
справедливо при всех у ^ 0. 

Теорема Л. Б. Клебанова [34]. Пусть функция Н (г), г^ 0, 
— абсолютно непрерывна, а для некоторого сг0^0 функция 

!

Н' (и) ехр ( — <т0 и) при и^ 0, 
0 при и< 0 

принадлежит и 
Иш (1-^(и))ехр(аг0и) = 0. (2.2.3) 
и—>оо 

Положим 
00 

Р ~ 1 / ( Е й © - Л ( 0 ) ) , 6 ( 0 = Р / *(-и)«р(Йи)<1и 
— оо 

и допустим, шо У^еК1 

6 ( 0 * 1 , V - - м ( 1 - е ( 0 ) - 1. 
Соотношение Р (х) = 1 - сехр ( — Лх), х^О, 0 ̂  с < 1, справедли-
во тогда и только тогда, когда выполняется (2.2.2). 

Здесь и далее с и С означают положительные константы. 
Мы опускаем нумерацию констант там, где это несущест-
венно. 

Понятие индекса довольно подробно рассмотрено в 
§ 1.4. Отметим, что в рассматриваемой характеризации усло-
вие на индекс V = 1 эквивалентно существованию константы 
В такой, что 

00 
I" е х р ( — — п р и 1 т г < 0 . 
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Пусть теперь условие отсутствия последействия в среднем 
(2.2.2) выполнено лишь приближенно в следующем смысле: 

Е{Ь($-у)\^у}-ЕИ(®=г(у)9 (2.2.4) 

| г (у) | < г при у^О. 

Что в таком случае можно сказать о распределении 

Теорема 2.2.1 (см. [95]). Пусть выполнены условия тео-
ремы Клебанова. Если | г (у) | < г при у^О и ЕН ($) = а, то су-
ществуют величины Си \ зависящие лишь от § (•) и а, такие, 
что 

\Р(х) —с ехр ( — Л х) | ̂  С е е х р ( - а 0 х ) , х^09 

для некоторой неотрицательной константы с (здесь Р= 1 — Р). 
Доказательство. Если Р(у)Ф\, то, согласно (2.2.4), 

00 

У 

Интегрируя по частям, из 
00 

- / к(и-у)&Р{и) = а.Р{у) + г(у)Р(у) 
У 

получаем 
00 

Р(у) = Р [ Ь'(х-у)Р(х)<1х+рг(у)Р(у). (2.2.5) 
У 

Если для некоторого у0 Р(у0)=1, то Р (у) = 0 при у^у0 и, 
следовательно, (2.2.5) выполняется для всех у^О. Обозначив 

= /(у) = ехр(а0у)Р(у), 
из (2.2.5) получим 

00 
/ОО = / Л ( у - * ) / ( * ) д х + р г Ы / 0 ' ) , (2.2.6) 

О 
В силу (2.2.3)/еЬоо (0, оо). Очевидно, вьшолнены и остальные 
предпосылки теоремы 2.1.2. Поскольку индекс уравнения 
(2.2.6) равен единице, то множество решений соответствую-
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щего (2.2.6) однородного уравнения имеет базис, состоящий 
из единственного элемента — экспоненциальной функции. 
Следовательно, /о в (2.1.7) имеет вероятностный смысл и при 

О 
| / 0 0 - с ехр (<г0 у - Xу) I < С г, 

что и следовало доказать. 

2. Свойства порядковых статистик. Пусть Х19 ..., Хк — 
независимые неотрицательные равнораспределенные случай-
ные величины с распределением Р, а Хик — /-я порядковая 
статистика, т. е. 

к ̂  к ^ • • • ^ к. 

Теорема Т. Фергюсона [109]. Пусть Р — непрерывное рас-
пределение с конечным первым моментом. Если для некоторо-
го ] (1^у<&) условное математическое ожидание Х]+хл — 
— Х]%к при данном Х}ук = х постоянно Р-почти всюду, то 
Р — экспоненциальный закон. 

Устойчивость этой теоремы впервые была исследована 
Р. Шимицу [144], однако при следующем условии на оста-
точный член в уравнении (2.1.4): 

| г ( * ) | < е е - * , У ^ О , (2.2.7) 

где Д — некоторая фиксированная положительная константа. 
Мы задались целью отказаться от экспоненциального мно-
жителя в (2.2.7). 

Теорема 2.2.2 (см. [95]). Пусть Р — непрерывная и строго 
монотонная в области 0<^(д:)<1 функция распределения 
с конечным первым моментом. Если для некоторого 
существует положительная константа у такая, что при 
Р-почти всех х^О 

|Е ( Х л . 1 , к - Х ^ к \ Х ^ к = х ) - у \ = \г (х) \^г , (2.2.8) 

то при всех х^О 

Ц-Р(х)-ехр(-^х)\ <Се*/ (*-'>ех;р(-Ь*х), (2.2.9) 

где X*, X* и С зависят лишь от у и к—]. 
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Доказательство. Поскольку Г — непрерывна, то 

X 
.Р-почти всюду в области 0</7(л:)<1. Отсюда, согласно 
(2.2.8), 

X 
оо 

- 1 у<1(1-Г(у)у-1 = (х+Г)(1-Р(х)у-' + 
X 

+ г(х)(1-Г(х))к-'1 (2.2.10) 

/'-почти всюду в области {х: 0<Г(х)< 1}. Наша ближай-
шая цель — доказать, что уравнение (2.2.10) верно для всех 
х^О. Поскольку (2.2.10) верно для ^-почти всех л: из области 
{х : 0<Р(х)< 1}, а Р — непрерывна и строго монотонна, то 
оно верно и для всех х таких, что 0<.Р(л:)<1. С помощью 
сдвига исходной выборки нетрудно достигнуть выполнения 
условия тГ {х: / ( х ) > 0 } = 0. Далее, если для некоторого 
л:0^(л:0)=1, то, очевидно, (2.2.10) обращается в тривиальное 
тождество при х^х 0 . Таким образом, (2.2.10) выполняется 
для всех 

Покажем теперь, что 
00 

- / уй(1 -Г(у)У-> = 

= / (1 - Р1 с! ̂ +д: (1 - ^ (х))*--'. (2.2.11) 
X 

В самом деле, если А > х, то, интегрируя по частям, имеем: 
А 

/ у с! (1 А(1-Г (А))*-•> - х (1 -
X 

А 

- / (1 -Р(у))к~^у. 
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Поскольку при А-+оо 
00 

А 

то отсюда следует (2.2.11). Из (2.2.10) и (2.2.11) получаем, что 
при х^О 

00 

о 
+ г ( х ) ( 1 - Г ( х ) ) к ( 2 . 2 . 1 2 ) 

Подчеркнем, что условия непрерывности и строгой мо-
нотонности функции Г, а также условие существования пер-
вого момента требовались лишь для получения уравнения 
свертки (2.2.12) для всех х^О. 

Фиксируем некоторое малое положительное число 
Из (2.2.12), очевидно, следует, что при малых е>0 

00 

О 
Умножая обе стороны неравенства на ехр (х/(у+ 80)) и обо-
значая 

# (* ) = ( 1 ехр 0 / ( у + 80))> 
при х^О имеем: 

00 
/ Н(х+у) ехр ( - у/(у+80)) с ! ^ (у + §0) Я (*). (2.2.13) 
О 

Теперь воспользуемся леммой Р. Шимицу (см._ § 1.4). С этой 
целью определим экспоненциальное распределение форму-
лой 

<1С ОО = (у + 8с)-1 ехр ( - , / (у + §0)) йу. 
В этом случае (2.2.13) можно переписать так: 

00 
Н(х)> | Н(х + у)<1С(х\ 

о 
т. е. условие (1.4.11) имеет место при х^О. Легко проверить, 
что условие (1.4.9) выполняется для любого фиксированного 
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8е(0,1/(у + 50))- Убедимся, наконец, что условие (1.4.10) лем-
мы Р. Шимицу также имеет место. В самом деле, 

(1 - Г (х+у)?-' ехр ((х + у) К у + 80)) ^ 
< (1 - Г(х)У~1 ехр (*/(у + 80)) ехр (у/(у + §0)), 

т. е. при х^О, у^О 
Л(х + у)^ех р (у/(у + §0)) Н (х), 

что и следовало доказать. Таким образом, 
НеЪо, (0, оо). 

Обозначим А=1/(у + 80), 

{О при х>09 

у 1 ехр (X х) при л: ̂  0 . 
Тогда (2.12) можно переписать так: 

00 

Н{х)= [ Н(и)д(х-и)ди-у-1г(х)Н(х). (2.2.14) 
о 

Поскольку оо, оо) и 
00 00 

6 ( 0 = / е»*<7(*)<!* = г 1 / ^ ^ " ' " ^ - ( х т Ь т ^ 1 

— оо О 
при любом Ге(— оо, оо), то выполнены все условия теоремы 
2.1.2. Поэтому из (2.2.14) следует, что 

где Н0 — решение соответствующего (2.2.14) однородного 
уравнения, а С зависит лишь от у и Согласно формуле 
(1.4.8), 

V = - ^ п д ( 1 - ^ ( 0 ) = - ( 0 - 1 ) = 1 . 

Следовательно, множество решений соответствующего 
(2.2.14) однородного уравнения имеет базис, состоящий из 
единственной — экспоненциальной — функции. 

Таким образом, за счет удачного выбора ядра д (х) в урав-
нении (2.2.14) упрощена до минимума проблема выделения 
решений, имеющих вероятностный смысл. В дальнейшем вез-
де, где это возможно, будем следовать этой схеме. 
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Поскольку решение рассматривается в классе непрерыв-
ных функций и предполагается, что 

тГ{ х:.Г(л:) > 0 } = О, 
то Н0 (х) = ехр ( — Х0л;) при х^О. Отсюда 

Н 0 ) = ехр ( - Х0 х) + гх (х), 
(1 - Г С х ) ) к « е х р ( - (Х0 + X) *) + 

+ Гг (х) ехр ( - X х)9 (2.2.15) 
где | гг (х) | ^ Се. Полагая 

/СиЬ/^-Л У = а + Ь, я = ехр{-(Х + Х0)х}, 
Ь=гг (х)ехр ( —Хх), 

из разложения 
/(у)=П<*) + Ь/'(а+Щ9 0 < 8 < 1 , 

получаем, что 
1—Г(х) = ехр { — (X + Х0) х/(к —у) } + 

+ Г1 (*) ехр (— X . (2.2.16) 
(к -л { ехр ( - (X + Х0) *) + вгх (х) ехр ( - Хх) ' 1/<*" » 

Нетрудно убедиться, что при 

из (2.2.16) следует, что 
11 -Г (х) - ехр { - (Х + Х0) х/(к -У)} | ^ 

^ С еЧЪ-Л ехр ( — X х/(к -у ) ) . 
При х ^ х 0 требуемая оценка (2.2.9) получается непосредствен-
но из (2.2.15). Теорема доказана. 

3. Рекорды. Напомним определение рекордной случайной 
величины. Пусть {Хк, к ^ 1} — последовательность незави-
симых равнораспределенных случайных величин. Пусть 
Ук = тах(Хъ ..., Хк). X) является рекордом последователь-
ности {Хк}, если У^>У^-^9 причем по определению Хг — ре-
кордная величина. 

Рассмотрим теперь устойчивость характеризации экспо-
ненциального закона свойством рекордности. А именно, по-
строим оценку устойчивости в одной из теорем Р. Гупта 
[112]. 



§ 2.2. Устойчивость характернааций экспоненты 6 3 

Теорема 2.2.3 (см. [95]). Пусть К19 К2, ... — рекордные 
величины неотрицательной случайной выборки с непрерывной 
функцией распределения Р и конечным первым моментом. 
Пусть, кроме того, Р — строго монотонна в области 0 < 
<^(х)<1, и для некоторого фиксированного у существует 

положительная константа у такая, что при Р-почти всех 
х^О 

1г(х)1 = 1 Е ( Ъ + 1 - Л У 1 Ъ = х ) - у 1 ^ г . (2.2.17) 
Тогда 

| Р (*) - ехр ( - А0 х) | ^ С г ехр (— л х), х ^ 0 , 

где X = 1 /у — 8 > 0, 8 — фиксированная положительная конс-
танта, а С, А0 — некоторые величины, зависящие лишь от 
у и 8. 

Доказательство. Из непрерывности .Г и существования 
первого момента в силу (2.2.17) следует, что при 0 < ̂  (л:) < 1 
-Р-почти всюду 

оо 

г(х) + у = [ Р(и + х)/Р(х)<1и, Р=1-Р. (2.2.18) 
о 

Поскольку (2.2.18) верно для ^-почти всех х из области 
{х : 0<Р(л;)< 1}, а Р — непрерывна и строго монотонна, то 
оно верно и для всех л; таких, что 0 < Р (х) < 1. Следовательно, 
в области {х : 0 < Р(х) < 1} 

00 

/ Р (и + х) (1 и = г (х) Р (*) + у Р (х). (2.2.19) 
о 

Аналогично предыдущим доказательствам предполагаем, 
что тГ {х : ,Г(л;)>0} = 0 и убеждаемся, что уравнение (2.2.19) 
справедливо на всей полуоси [0, оо). 

Как и при доказательстве теоремы 2.2.2, подчеркнем, что 
условия непрерывности и строгой монотонности функции 
Р, а также условие существования первого момента требо-
вались лишь для получения уравнения свертки (2.2.19) для 
всех х ^ 0. Теперь остается заметить, что (2.2.19) является 
частным случаем уравнения (2.2.12) при к—]=\. 

Теорема доказана. 
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4. Устойчивость характеризации распределения Парето. 
В настоящем пункте рассматривается устойчивость характе-
ризации [133] распределения Парето условием типа отсутст-
вия последействия в мультипликативной форме. 

Теорема 2.2.4. Пусть некоторая невырожденная случайная 
величина удовлетворяет условию 

\Р(Х^ху\Х^х)-Р(Х>у)\^е (2.2.20) 

при у^ 1. Тогда существуют положительное решение 
у0 неравенства 

00 

у < М (у) = \ / / Р (\пХ >у)*-чу&у (2.2.21) 
о 

и конечные положительные величины X и С такие, что 

\Р(Х^х)-х-х\^Сг при (2.2.22) 
причем X и С могут зависеть лишь от у0. 

Доказательство. Обозначив У = 1п X, из (2.2.20) получаем 

Р (У + = Р (У + И(и, *>), (2.2.23) 

Следуя [1, с. 8], нетрудно доказать, что 
00 

I Р (У^у)ду< оо, 
о 

и поэтому М(0)>0. Определим ^(x)=x. Поскольку / (0) = 0, 
то в силу непрерывности М и / существует у0 > 0 такая, что 
/(у0)<М(у0), т. е. при у = уо верно соотношение (2.2.21). 
После умножения (2.2.23) на ехр(-у0^) и интегрирования 
по V получаем, что при и^О 

00 00 

о о оо 
+ [ А (и, 
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Таким образом, при и^О 
оо 

о 
00 

+ Тх [ К(.и> V)е-^•VйV, (2.2.24) 
о 

где С (м)=Р (У^и), 
00 

Та = 1 / / = 

- Г I т 

при и>0, 
ухехр у0" ПРИ и^О. 

При этом в силу невырожденности У справедливо неравенст-
во 

У!< 00 . 
Далее, 

оо 

Ух / ^е-^/уо, 
о 

^бЬ х ( -оо , оо), 
00 00 

<2(0= / (*)<!*--к / 
- о о О 

Поскольку в силу (2.2.21) у<Л/(у0), то 

й ( 0 # 1 ПРИ *е(-оо, оо). 
Согласно формуле (1.43), ^ 

V = - (1 - ^ (0) = - (0 — 1) = 1. 
Следовательно, множество решений соответствующего (2.2.24) 
однородного уравнения имеет базис, состоящий из един-
ственной — экспоненциальной — функции. Из (2.2.23) при 
к== О следует, что у этой экспоненциальной функции скачок 
в начальной точке отсутствует. Применением теоремы 2.1.2 
завершается доказательство оценки (2.2.22). 

3. К. Лапи§кеу!б1из 
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В заключение заметим, что решение уравнения (2.2.23) 
другим методом — путем сведения к дифференциальному 
уравнению — рассматривалось в монографии [1] при иссле-
довании устойчивости характеризации экспоненциального 
распределения свойством отсутствия последействия. 

§ 2.3. Оценки устойчивости характеризаций 
смеси распределений 

Убедимся теперь, что из теоремы Гу-Лау (см. введение 
к гл. 2), а также из теоремы Лау-Рао при абсолютной не-
прерывности (л относительно Ь и некотором ограничении 
на корень Х = ^0 уравнения 

00 
/ ехр (ХдОё^ 0 0 = 1 (2.3.1) 
О 

индекс рассматриваемого в этих теоремах уравнения свертки 
00 

НМ(1 - К (*)) = / Н(х + у) сГ(л 0 0 , 1 У * > 0 , 1(2.3.2) 
О 

равен 1. Точнее, докажем, что при условии единственности 
корня г0 в полуплоскости {^ :Кег<0} уравнения (2.3.1) 
индекс уравнения свертки (2.3.2) с учетом соотношения 

ь-почти всюду>а [0, оо) (2.3.3) 

равен 1. В конце параграфа приводятся конкретные примеры 
характеризационных задач, обладающих этим свойством 
единственности. 

Итак, пусть имеют место соотношения (2.3.2) и (2.3.3). 
С целью упрощения обозначений будем полагать К(х)==0, 
т. е. рассмотрим соответствующее (2.3.2) однородное уравне-
ние 

00 
#(*)= / Н(х + у)д(у)йу, Ух^О. (2.3.4) 

о 
Очевидно, 

00 00 
Я ( х ) = / Н(з)д(5-х)йз= [ Н(5)2(х-5)11а, (2.3.5) 

х О 



§ 2.3. Устойчивость характеризадий смеси 6 7 

где, по определению, 
ГО, *>0, 

Аналогично соотношение (2.3.1) с учетом новых обозна-
чений перепишем так: 

ОО 00 
( ехр (20;;) <1^00= / ехр (г0у) # (у) йу = 

о о 
о 

= ^ ехр( — 2к,х)д( — х)йх = 
— со 

со 

= [ ехр ( — г0х)% (х) йх = Оь (г0) = 1. (2.3.6) 
— 00 

Здесь Оь (г) — двустороннее преобразование Лапласа функ-
ции §(х). 

Нетрудно убедиться, что в интервале ( — оо, 0] функция 
Сь (г) монотонно возрастает, поскольку # (х) — неотрица-
тельна. Следовательно, при условии [х (̂ [0, оо)) > 1 уравнение 

Сь(г)=1 [(2.3.7) 

на левой полуоси ( — оо, 0) имеет единственное решение. 
Пусть это свойство Оь (2) сохраняет и в левой полуплос-

кости, т. е. (2.3.7) имеет единственный корень в области 
Кег<0. Поэтому если 0 Р (О, геК1, — преобразование Фурье 
функции $(х), то 

со 

6Р($)= I ехр %(х)<1х = 
— 00 

00 
= ехр (гх Ке я - х 1ш я) # (х) й х = Оь (1т ^ — / Ке л-) 

— 00 

имеет единственный корень в нижней полуплоскости {$ :Ъп$< 
<0}. Следовательно,) 

1 - 6 ^ ) ^ 0 
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при 1т з<0 и 8Ф120. Поскольку Ке г0<0, то, согласно форму-
ле (1.4.8), 

т<1 (1 —0Р((У)= — 1 
при условии аналитичности СР (я) в нижней полуплоскости. 
Таким образом, индекс уравнения (2.3.5), а тем самым и урав-
нений (2.3.4), (2.3.2) с учетом (2.3.3), равен 1. 

Следует отметить, что известные в настоящее время оцен-
ки устойчивости посвящены именно этому случаю. Поэтому 
возникает естественная задача: исследовать устойчивость ха-
рактеризаций, которые можно свести к уравнению Винера — 
Хопфа (2.3.4) с индексом, превышающем 1. 

Такого рода характеризации впервые, по-видимому, 
рассмотрены в работе Л. Б. Клебанова [34]. Соответствую-
щий результат устойчивости, следуя работе автора [97], на 
основе теоремы 2.1.2 можно сформулировать следующим об-
разом. 

Теорема 2.3.1. Пусть \ — невырожденная неотрицатель-
ная случайная величина с функцией распределения Р(х). Если 

к(х) = Мх*-Ых* + В, М> О, ЛГ>1/24М, (2.3.8) 

Е | к | < оо и при этом У у ^ О 

\г(у)\ = \Е(Н<Ь-у)\1>у)-Ек®\**9 (2.3.9) 
(1 - Р (х)) ехр (а х) < сопз* (2.3.10) 

для некоторого сг>0, то существует константа с такая, 
что для любого х^О 

(1 - Р (х) - с ехр (Х̂ лг) - (1 - с) ехр (Х2 х) | < С г ехр (-ах) , 

где Х1>2 = - ТУ ± ] /№ - 24 М, а величина С может зависеть 
лишь от Н (•), с и ЕИ 

Возникает еще один естественный вопрос: а нельзя ли, 
несколько видоизменив функцию й, отказаться от условия 
(2.3.10)? Оказывается, можно, если потребовать, чтобы в 
формуле (2.3.8) N было бы неположительными 

В связи с этим необходимо подчеркнуть, что неравенство 
N ^ 0 по существу меняет задачу. В таком случае Н становится 
неотрицательным и индекс рассматриваемого уравнения ра-
вен 1. 
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Теорема 2.3.2 (см. [97]). Пусть \ — невырожденная не-
отрицательная случайная величина с распределением Р(х). 
Если й(х) = Мх4-ЛЪ;2 + А М>О, Е | й (?) |<оо и при 
этом для любого у^О выполняется соотношение (2.3.9), то 
для любого х^О 

| 1 — Г (х) — ехр ( — X х) | < С е ехр (-сух), (2.3.11) 
где положительные величины X и С могут зависеть лишь от 
М и ТУ, а 

( У = { ( - # Р + (ЛГ2Р2+48ЛГ р)1/а/2) 

Р=1/ (ЕЙ©-Й(0) ) . 

Доказательство теоремы 2.3.1. Согласно (2.3.9), при 
и 1 

00 
(/ к(и-у)ЛГ{и))1 (\-Г(у))-а. = г{у), 

У 

где ос=Ей (5). 
Отсюда при >>^0 в обозначении 17=1— имеем: 

00 
- / А (и - <! (и) = а 0») + Г о ) / ( у ) . (2.3.12) 

Поскольку 
00 
Г й (н —7)сЦ?(1/) = Нш Р(А)к(А) — Р(у)к(0) — 

00 
- / Г(«) Л'(«-*)<!«, 

оо 

[ \к(х)\<1Г(х)->0 
А 

при М > 0 и А-+СО, то из (2.3.12) в обозначении (3 = 1/(а — 
—й (0)) получаем, что 

00 
/ 0 0 = р / /-(и)/г'(«->-) г Си)/О') (2.3.13) 
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при у^О. Обозначим 
17/л , ч * , ч ч 1 РехрСа^АЧ-и), 

где сг определяется соотношением (2.3.10). Из (2.3.13) следует, 
что при р^О 

со 

# 0 0 = / # (*0*0>-")<Ь-Зг( ;и)#00 . (2.3.14) 
о 

Очевидно, 
ЯеЬоо(0, оо), оо, оо). (2.3.15) 

Убедимся, что символ уравнения свертки (2.3.14) — функция 
1 —К(1) —невырожден, т. е. 

1 - К ( 0 # 0 , УгеК1. (2.3.16) 

Здесь К(1) — преобразование Фурье ядра к (*). Действи-
тельно, 

(/7 + а)4 (//+а)2 

(а + //)4 + (а + /О 2 Лф-24 М(3 О Ч 1 7̂  
- ^77)4 • ^ ^ 

Обозначим (сг+|'02=)\ Тогда соотношение 1— К(1)^=0 озна-
чало бы, что 

^ + = (2.3.18) 

Если (2.3.10) верно для некоторого положительного то 
оно верно и для < с1. На основании предположения о ма-
лости а из (2.3.17), (2.3.18) заключаем о справедливости 
(2.3.16). 

Теперь воспользуемся теоремой 2.1.2. Согласно этой тео-
реме, существует решение Н0 соответствующего (2.3.13) од-
нородного уравнения такое, что' 

\Н(х)-#0(*) | ^ Сг9 0, (2.3.19) 

где С зависит лишь от М и N. 
Согласно [34, 67], Н0 (х) имеет следующий вид (при х^0): 

Н0 (х) = (Сх е** + С2 е»«* + С3 е»«* + С4 е»**) е°*, 
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где Съ С\, С3, С4 — константы, а 

*>1,2= ±(N+^№-24 М), 

ълл= ±(лг-Улг2_24 М). 
Поскольку О, и при этом, согласно тео-

реме 2.1.2, 7/0еЬоо (0, оо), то 
Сг = С8 = 0. 

С другой стороны, ^(0) = 1, поэтому Я(0) = 1 и 
| 1 - С 2 - С 4 | < С е . 

Отсюда и из (2.3.19) получаем утверждение теоремы 2.3.1. 

Доказательство теоремы 2.3.2. Мы уже видели, что в 
условиях теоремы справедливо уравнение (2.3.14), т. е. при 
у> о 

ОО 
Н00= / Н (и) к (у — и) йи — $ г (у)Н(у). 

о 

Проблема, однако, заключается в таком выборе параметра 
о 0, чтобы имели место соотношения (2.3.15): 

ЯеЬ«(О, оо), кеЪг(— оо, оо). (2.3.20) 

Для доказательства первого из этих соотношений восполь-
зуемся леммой Р. Шимицу (см. § 1.4) . Пусть 

00 
(7(л;) = р/|2 ^ ехр (и)йи9 х>0. 

о 
Поскольку, согласно условиям теоремы, к'^ 0, то С(х) — 
функция распределения, если только 

00 
(3/2 I ехр(-(ти)(4Ми3-2Яи)<1и=1. (2.3.21) 

о 

Очевидно, для всех х^О, у^О 
Н(х + у) = ехр (сх+ су) Р(х+у) < 
^ ехр (<т х) ехр (сг у) Р (л:) = ехр (<т у) Н (х), 
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Рехр(а^) [ Ё(и)к'(и-у)йи = 
у / 

оо оо 

= (3 [ Л(х+у)ехр(-(7х)к'(х)(1х = 2 ^ #(* + >>)с1(7(;с). 
о о 

В силу (2.3.13) 
00 

ЯОО + ргС)ЯОО = 2 / Я(х+^)с1(7(х). 
О 

Таким образом, при 1/(3 
00 

о 
и в силу леммы Р. Шимицу Н(х) ограничена. 

Справедливость второго из соотношений (2.3.20) очевид-
на в силу определения функций к и к . 

Согласно работе М. Г. Крейна [47], число линейно незави-
симых решений соответствующего (2.3.14) однородного урав-
нения конечно и равно 

00 
где, как обычно, К(1)= ^ ехр фх) к (х) с! х. Займемся под-

— 00 

счетом этого числа. 
Сначала на основе (2.3.21) определим число в: 

00 00 
2М(3 [ и3 е х р ( - с г м ) ё и - [ и е х р ( - с и ) й и = 1, 

о о 

о4 + ^ р с т а - 1 2 м р = 0. (2.3.22) 

Поскольку, согласно определению, сг>0, М>О, N ^ 0 , (3>0, 
то из (2.3.22) получаем, что 

а = { ( - N р + ]/ЛГ2(32-ь48М(3)/2 }V*. (2.3.23) 
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С целью подсчета числа х воспользуемся формулой 
(1.4.8). Для этого сначала необходимо подсчитать нули и по-
люсы функции 1— К (г), г — комплекснозначная переменная. 

о 
1 - К ( 2 ) = 1 - р е х р + <7и)А'(-и)йи = 

— 00 
(12+ау 4- (г г + а)2 2 лф - 24 М [3 

а)4 

Таким образом, имеет место уравнение (2.3.18) с >> = (/2 + <т)2* 
Следовательно, 

^1,2= ± 1/уди 3̂,4 = ±1/1л1+<*'-

Нетрудно убедиться, что Поэтому 1ш г2<0. Посколь-
ку г ъ г3, находятся в верхней полуплоскости, а 
этой полуплоскости аналитична, за исключением четырех-
кратного полюса 2 —ах, то, согласно (1.4.8), 

Ы ( 1 - Х ( 0 ) = 3 - 4 = - 1 , 
т. е. х= 1. Теперь на основе (2.3.16) и теоремы 2.1.2 получаем 
(2.3.11). Теорема доказана. 

Итак, соотношение N < 0 существенно меняет теорему 
2.3.1. Нельзя ли в ее условиях уменьшить степень полинома 
к (х) с четырех до двух? Ответ оказался положительным. С 
целью экономии места ограничимся рассмотрением лишь са-
мой характеризации. 

Теорема 2.3.3. Пусть неотрицательная случайная величина 
\ такова, что 0<а 2 = Е^2< оо. Пусть, кроме того, 

к (х) = К (х — М) (х-ЛО, 

где К — произвольная отрицательная константа, а числа 
М и N удовлетворяют соотношениям 

(М+Ы) (1 - 1/ц) < а2/[л < М + ( 2 . 3 . 2 4 ) 

здесь [л. = Е^>0. Если 

Е{Ь($-у)\^у} = 0, У/уе[09 оо), (2.3.25) 
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то существуют положительные сох и со2, со1^со2, такие, 
что при х^О 

где у — некоторая константа. 

Доказательство. По аналогии с выводом формулы (2.3.13) 
нетрудно убедиться, что в силу (2.3.25) при у^О 

00 

[ Н{и-у)Р(и)йи = %Р(у), 
У 

где р0 = а - й (0) = Е/? Ц) - КММ. 
Следовательно, 

00 00 
2К | иР(и)йи-К(2у + М+Щ [ Ё(и)йи= у у 

= РоР(У), У> 0. (2.3.26) 
Из этого уравнения и условия Р(у) = 1, Уу^О, видно, что 
функция Р(у) обладает производными любого порядка на 
всей действительной оси. 

Дифференцируем (2.3.26): 
00 

-2К / Р(и)&и + К(М+ЮР(у) = %Р'(у)9 у> 0. 

Отсюда легко убедиться, что на всей действительной оси 
р0Р" (у) - К (М+ Ю Р' (у) — 2КР(у) = $. (2.3.27) 

Это уравнение является линейным дифференциальным 
уравнением с постоянными коэффициентами. Соответству-
ющее ему характеристическое уравнение имеет вид 

$0и*-К(М+^и-2К = 0. (2.3.28) 

В силу (2.3.24) поэтому 

С другой стороны, опять в силу (2.3.24) 
К2 ( М + Л 0 2 + 8 р 0 К > 0 , 
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поэтому корни уравнения (2.3.28) 

"1,2 = ( к (М+ ТУ) ± 1/Х2(М + 7У)2+8р0К)/(2 р0) 
различны и отрицательны. Следовательно, общее решение 
уравнения (2.3.27) имеет вид 

Р(у) = Сг е"^+С2 е"аУ, 
где С1? С2 — константы. Поскольку / ( 0 ) = 1 , то С1 + Са=1, 
т. е. 

/;(л^ = уе"1У + (1 — у) ем«*. 
Теорема доказана. 

Далее рассмотрим в качестве примеров характеризацион-
ные задачи, в которых требование единственности отрица-
тельного корня уравнения (2.3.6) и требование единственнос-
ти корня уравнения (2.3.7) в левой полуплоскости {т, : Ке 2 < 0} 
эквивалентны. 

Пример 2.3.1 (Р. Гупта [112]). Пусть { К — рекордные 
величины неотрицательной случайной выборки с непрерыв-
ной функцией распределения Р и конечным г-м моментом. 
Если для некоторого у и некоторого г ^ 1 существует положи-
тельная константа у такая, что 

Е = = Г (2.3.29) 

для /"-почти всех то Р — экспоненциальное распреде-
ление. 

Согласно [112], в силу непрерывности Р и условия на мо-
менты из (2.3.29) следует, что при 0</Чх)< 1 ^-почти всюду 

00 

у= С гиг-1Р(и+х)1Р(х)йи, Р=1-Р. (2.3.30) 
о 

Нетрудно убедиться, что в рассматриваемом случае Р — стро-
го монотонна (см. [110], с. 60-61). Это означает, что (2.3.30) 
верно для всех л: из области 0 < ^ ( х ) < 1 и, следовательно, 

00 
Р(х) = г/у [ иг~1Р(и + х)йи. (2.3.31) 

о 
В свою очередь отсюда получаем (см. также доказатель-

ство теоремы 2.2.2), что (2.3.31) справедливо для всех х^О. 
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Обозначим 
Н (и) = Г (и) ехр (Хм), 

где X удовлетворяет неравенствам 
О < Хгу/г! < 1. (2.3.32) 

Тогда (2.3.31) можно переписать так: 
00 

Н(х)= I Н(и+х)д(и)йи, Ух^О, 
о 

где ^(м) = гу 1 м г " 1 ехр( — Хм) при и^О 
Согласно (2.3.6), 

оо 

г/у [ ехр (г0у) У"1 ехр ( — Лу) (1д>= 1 . 
о 

Следовательно, 
г! =1 . (2.3.33) г(Х-го)" 

Соотношения (2.3.32) и (2.3.33), в частности, означают, что 
г0<0, т.е. (2.3.6) в К1 имеет единственный отрицательный 
корень. 

Убедимся, что этим же свойством единственности обла-
дает решение уравнения (2.3.7) в области {г: Ке^сО}. Дейст-
вительно, 

00 О 
[ ехр(-2х)#(х)(1х=: ^ ехр(-гх)д(-х)(1х = 

= ехр (гх) д (х) (Iх = г/у ^ ехр (гх — Хх) хг~16х = г! 
г(х-гГ ' 

и при г— 1 единственность очевидна. 
Рассмотрим еще три случая, т. е. г = 2, 3, 4. 
При г = 2 получаем следующее уравнение: 

1 - Оь (г) = 1 - 2!/(у (X - *)2) = 0. (2.3.34) 

Следовательно, 
г, 2 = Х ± У 2/у. 
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Отсюда видно, что поскольку в силу (2.3.32) Х<]/2/у, то в 
области {г:Ке2<0} (2.3.34) имеет единственный корень 

При г = 3 имеем: 
1-С7 г .(7)=1-3!/(у (X - г)3) = 0, (2.3.35) 

(Л-2)3= 3!/Т. 
Г 

Как и прежде, через обозначен арифметический корень 
числа Тогда 

з 
* х =л-1 /б / г , 

з 
^2==Х+]/б/у 1/3/2 -1/2, 

з 
23 = Х+1/б/у 1/3/2+ //2, 

т. е. в области {2: Ке2<0} уравнение (2.3.35) имеет единствен-
ный корень. 

При г = 4 получаем: 
1-<7ь(*)= 1-4!/(у(Х- 2)*) = 0. 

Корнями этого уравнения являются следующие числа: 
4 4 

*1 = Х+1/24/Г, г2 = Х-1 /24 / Т , 
4 4 

= X + /1/24/у , = X -11/24/ у. 

Опять убеждаемся, что рассматриваемое уравнение в области 
{2 : Ке2<0} имеет единственный корень, а именно, число 
г2. Из-за громоздкости выкладок мы не будем рассматри-
вать случаи г ^5. 

Пример 2.3.2 — это теорема Фергюсона из § 2.2. Посколь-
ку в этом случае Р — непрерывна, то 

00 
Е (20+1., 12ГЛ » = * ) - - / у 6, (Г(у)/Г(х))к-> 

X 
/^-почти всюду в области 0<7г(х)<1. Следовательно 

00 
- [ у<и»--'0г) = (х+у)Я*-'(х) (2.3.36) 
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.Р-почти всюду в области 0 < Р(х) < 1. Повторяя рассуждения, 
приведенные при рассмотрении предыдущего примера, не-
трудно убедиться, что уравнение (2.3.36) верно для всех 
х^О. В (2.3.36), интегрируя по частям, получаем, что при 
всех х^О 

00 
Я"-/(л:) = у-1 | Рк^(х + у)6у. 

о 
Таким образом, мы получили аналог уравнения (2.3.31) при 
г= 1. 

Пример 2.3.3. Пусть при у^О 

Е { И & - у ) \ ^ у } = Е к ( а , (2.3.37) 

а \ — невырожденная неотрицательная случайная величина, 
к(х) = Ах* + Вх+П, А> О, В^ О, 

причем Е | к (5) | < оо. Тогда \ имеет экспоненциальное рас-
пределение. 

Заметим, что теоремы такого типа рассматривались в 
работах [34, 67]. 

Согласно (2.3.37), при у^О 
00 

/ к(и-у)йР(и) = х(1-Г(у)), (2.3.38) 
У 

где Р — распределение а а = Ек (5). 
Поскольку 

00 
г(Т)к(Т)^ [ \к(х)\аг(х)-+о 

т 

при Г->оо, то из (2.3.38) в обозначении (3 = 1 / (а -й (0)) по-
лучаем, что 

оо 

Р{у) = $ [ Р {и) к'{и-у) Ли, 
у 

Обозначив 

Н (и) = ехр (аи) Г (и), # (и) = | ^ и>() 
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величину о*>0 определим на основе уравнения 
00 

(3/2 [ ехр ( — а и) (2Ли+ В)6и = 1. 
о 

Аналогично доказательству теоремы 2.3.2 убеждаемся, 
что имеют место соотношения (2.3.20). Пусть, как обычно, 

оо 

СР(0= I ехр(Нх)$(х)<1х. 
— 00 

Тогда 
о 

1 —С>(г)= 1 — (3 I ехр (ш/) ехр (а и)/*'(--и) с! и = 
— 00 

(/г + а)2 

Отсюда легко убедиться, что в верхней и нижней полуплос-
костях уравнение 1 —Ог (г) = 0 имеет лишь по единственному 
корню. 

Следовательно, уравнение (2.3.7) обладает единственным 
решением в области {г: Ке2<0}. Легко убедиться, что этим 
же свойством единственности обладает (2.3.6) в интервале 
( -00 , 0). 

В заключение отметим, что ранее оценки типа (2.3.11) 
строились Р. Шимицу [146, 147] и доказывались другим 
методом. 

§ 2.4. Регрессионные модели 

Пусть у. — некоторое расстояние, определенное на про-
странстве случайных величин. 

Определение 2.4.1. Случайная величина X имеет е)-
постоянную регрессию на случайную величину У, если 

|л(Е(ДГ|У), 

В качестве расстояния [л выберем следующую характерис-
тику: 

ц ( 2 ь г2) = Е | г 1 - г 2 | . (2.4.1) 
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Поскольку для любых натуральных 1 ^ Кг ^ К2 справедливо 

то, очевидно, 

где 

Расстояние (л.! использовалось, например, А. М. Каганом 
(см. [30, § 9.3]), автором [87, 89], а [л2 - Е. Лукачем Хсм-> на-
пример, [125]). 

Подчеркнем еще раз, что среди перечисленных условий 
почти Постоянства регрессии условие е)-постоянной рег-
рессии при выборе [л по формуле (2.4.1) является наименее 
ограничивающим. 

Далее для упрощения обозначений вместо термина ([л, г)-
постоянная регрессия будем использовать термин г-регрессия. 

Теорема 2.4.1 (см. [95]). Пусть Хъ Х2 — независимые 
равнораспределенные случайные величины, Е^ = 0, ЕХ]=с2, 
Е | оо для некоторого 8>0. Если статистика 
Ь1 = а1Х1+а2Х2 имеет г-регрессию на Ь2 = Ь1Х1 + Ъ2Х2, 
причем а1Ь1+а2Ь2 = 0, | Ь21Ь1 |<1, то существует величина 
С, зависящая лишь от М и {<а/5 Ь}}9 такая, что 

зир \У (х) - Ф (х) | < С/ У\п 1/8 , 
X 

где Р(х) = Т*(X^<x)9 а Ф (х) — нормальное распределение с 
параметрами 0 и а. 

Доказательство. Обозначив г (1)~ЕЬ1ехр (НЬ2), из усло-
вия 2-рзгрессии Ьх на Ь2 получаем, что 

| г (г) | = | Е { Е (Ьх ехр (ИЬ2) | ^2) - ехр (ПЬ2) ЕЬ2}\ = 
= ! Е { ехр (иь2) (Е (Ьг I Ь 2 ) - Е Ь 2 ) } | ̂  г . 

Следовательно, если /(^) = Е ехр (ИХ^9 то при (е(— оо, оо) 

ъ Г ( М ГФгО + /XV)/ ' ( М - /г (0. (2.4.2) 
Положим 

^ = = Щ1П { |/1п 1/е, 
8ир(т: | / ( / ) |>е® при |* |<т)} , (2.4.3) 
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где константа <о > 0 определяется ниже. Учитывая, что | Ъг \ > 
> | |, при | ? | ̂  <7 имеем: 

/ ' (О , аг Г(Ь21!Ьх) _ 1г(1[Ьг) 
/{I) т /(62>/6а) ^/(ОЛМДч) ' 

Интегрируя это соотношение, получаем: 

1пДО = а 21п/(г/а)+/*( ' ) , (2-4.4) 

' . М - г / т Ш ' < 2 А 5 ) 
о 

а = 61/62= - а 2 1 а ъ | а | > 1 . (2.4.6) 

Поскольку / ( 0 = / ( — т о вместо интервала — 
достаточно рассмотреть интервал Далее полагается, 
что а — положительное число. Случай отрицательного а 
рассматривается аналогично. Обозначив 

9 ( , ) = Г 2-* . ( 1 п / ( ^ ) + а2*2?2/2), 

где 80 — произвольная константа из (0, 8), уравнение (2.4.4) 
при 0 ̂  * < 1 перепишем так: 

Пусть 

Тогда 

9 (0 = а"8»9 (Г/а) + г* (Ц) 

г = ехр( — т), ф(т) = 9(ехр( —т)), ос0 = 1пос. 

ф (т) = а~8° ф (т+ ао) + г* (т), т ^ 0, (2.4.7) 

г* (т) = г* (ехр (~т)д)ехр (2т + 80т). (2.4.8) 
Символом уравнения (2.4.7), согласно определению (2.1.2), 
является функция 

С)4?(Х) = 1 - ехр ( — / а0 X). 

В силу (2.4.6) этот символ невырожден. Из принятых момент-
ных ограничений и выбора §0< 8 имеем феЬоо (0, оо). Далее 
воспользуемся теоремой 2.1.1. Поскольку в рассматривае-
мом случае V2 = 0 и 

Аг§(1 - а - 8 ' е х р ( - / а 0 Х ) ) ^ 2 т т , 
т. е. и VI = 0, то 

|ф(т ) | ^Сзир |г*(т)|. (2.4.9) 
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Согласно (2.4.4), при малых ?>0 

Отсюда с учетом (2.4.5) и (2.4.8) имеем 
|г*(т ) | < С е Ч т^О, 

где С зависит лишь от М и аъ а 
^ = (1 - 2со) (8-80)/(1 + 28). 

Объединяя эту оценку и (2.4.9), при получаем: 
11п/(/?) + а2 *2 #2/2 | ^ С г8* /»+*•. 

Таким образом, при 0 ^ г ̂  # 

1/(0 - ехр ( - а2 г572) | = ехр ( - а2 Г2/2) 11п / ( 0 + 

+ а 2 / 2 /2 | шах ехр (ке (1п/(0 + а 2 * 2 / 2 ) ) ^ 

^ С г8* /2+8°. (2.4.10) 

Теперь необходимо осуществить переход от оценки бли-
зости решений (2.4.10) исходных уравнений к оценкам в рав-
номерной метрике р. С этой целью построим оценку снизу 
для величины # (г), а затем воспользуемся известной леммой 
Эссеена об оценке близости распределений по близости их 
характеристических функций. 

Согласно (2.4.10), при 

1 / ( 0 | > е ( е , 0 , (2.4.11) 
где 

с?(е, I) = ехр { — сг2 72/2 } — С г8* Г2+8°. 
Пусть 

? ( е ) » 8 и р { т : | / ( 0 | > е « при | / К т } . 

Выберем X так, чтобы при 0 ^ ^ ^ 1 = ']/х1п1/е 

Й(е, (2.4.12) 
В таком случае, очевидно, Из оценки (2.4.11) заключа-
ем, что для выполнения (2.4.12) достаточно рассмотреть сле-
дующее неравенство: 

а2А/2<тш{со, 8Нс} = тт{со , (1-2со)(8-80)/О + 8)}-
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Положив о> = (8 —80)/(1 — 8 —280), нетрудно убедиться, что 
(2.4.12) выполняется для любого X из интервала (0, 2со/с2). 
Следовательно, 

# ̂  = а - 1 ]/со 1п 1/е. 
Поскольку 

ц 

[ I' Г 1 / ( 0 - ехр { - сг2 ;2/2 } I (1 г < С 
-я 

то, воспользовавшись леммой Эссеена, получаем утвержде-
ние теоремы. Рассмотрение случая 1/е (см. фор-
мулу (2.4.3)) очевидно. 

Теорема доказана. 
В условиях приводимой ниже теоремы Лукача [125] в яв-

ном виде требуется существование лишь первых двух момен-
тов, а в нашей теореме 2.4.1 — моментов порядка 2 + 8, 
8>0. Правда, порядок оценки устойчивости в теореме 2.4.1 
лучше, чем в [125]. Возникает вопрос — по существу ли мо-
мент порядка 2 + 8 в методе доказательства теоремы 2.4.1? 
Ответ положителен. Более того, оказывается, что в доказатель-
стве Е. Лукача [125] в действительности по существу исполь-
зуется довольно жесткое определение ((л2, ̂ -постоянной 
регрессии, которое в рассматриваемом случае влечет за со-
бой существование в нуле третьей производной характеристи-
ческой функции исследуемых случайных величин. Требова-
ние существования ([л2, г)-постоянной регрессии нежелатель-
но также по той причине, что, как показано в работе автора 
[87], в некоторых регрессионных моделях оно влечет за собой 
существование всех моментов у рассматриваемых случайных 
величин. 

Остановимся на этом вопросе более подробно. 
Начнем с формулировки основного результата статьи 

[125]. 

Теорема Е. Лукача [125]. Пусть Хг, Х2 — независимые 
равнораспр еде ленные случайные величины, 

ЕХ] = 0, ЕХ| = а2< оо. 
Если Ь1 = а1Х1+а2Х2 имеет ([12,г)-постоянную регрессию 
на Ь2 = Ъ1Х1 + Ъ2Х2, причем а1Ь1+а2Ь2 = О, | Ь2\Ъ1 |<1, то су-
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ществует нормальная случайная величина N такая, что при 
малых е>0 в метрике Леей Л 

А(Х^ ККСхОп 1/е)-1/11, (2.4.13) 
где сг — некоторая величина, не зависящая от е>0. 

В действительности отказавшись в доказательстве этой 
теоремы от симметризации случайных величин и более акку-
ратно применяя процедуру растяжения, точнее, более акку-
ратно оценивая снизу величину 

?(е) = 8 й р { т : | / ( 0 | > е « при | / | < т } , 
оценку (2.4.13) можно существенно улучшить. А именно, при 
малых г>0 ее можно заменить неравенством 

Р0О, ^ К ^ с г - Ч Ь \/г)~112, (2.4.14) 
где с2 — абсолютная константа, р — равномерная (на всей оси) 
метрика, а ^ 0— нормальная случайная величина с нулевым 
средним и дисперсией о*2. 

Заметим, что всегда Л^р . 
С целью ответа на поставленный выше вопрос вкратце 

обратимся к доказательству, предлагаемому в [125]. Здесь 
существенно используется то обстоятельство, что при обо-
значении к (г) = ЕК ехр (1тЬ2) имеют место следующие соотно-
шения: 

| к' (О \ = \1Е(КЬ2 ырПЬ2)\ = \1ЕКЬ2-ч1ЕКЬЪ\ = 

= МИ|Е ХЦ\, (2.4.15) 
где | V К = Е(Ьг\Ь2). 

Более подробно рассмотрим член Е п р и с у т с т в у ю щ и й 
в (2.4.15): 

Е КЬ\ = Е (Е (Ьг | Ь2) Ц) = ЕЬХЬ2
2 = (агЪ\ + а2 Ъ\) Е Х \ . 

Следовательно, без условия на ограниченность К почти всю-
д у оценка (2.4.15) имеет смысл только при существовании 
третьего момента. 

Проиллюстрируем еще раз жесткость определения 0л2, е)-
постоянной регрессии, используемого Е. Лукачем, следую-
щим образом. В принятых теоремой Лукача условиях и в 
тех же обозначениях [125] 

Я = Е(Ьг\Ь2), к(1) = ЕК ехр(ПЬ2) 
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легко убедиться, что 

аг/' (Ьг 0 / ( 4 , 0 + а2/(Ьг Г)/' (Ъ21) = Iк (Г). (2.4.16) 
Заметим, что 

\к'(0)\^еЕ\Ь2\^г(\Ь1\ + \Ь2\)Е\Х1 

\к" (0)\^гЕЬ2
2 = г(Ъ\ + Ъ1)ЕХ\. 

Продифференцировав (2.4.16) два раза по г, из существования 
конечной второй производной к" (0) получаем, что существует 
конечная третья производная /"" (0), что и отмечалось выше. 

Большинство рассмотренных ранее задач удавалось свес-
ти либо к уравнению свертки с нулевым индексом, либо к 
уравнению свертки с индексом, равньм единице. Это упроща-
ло проблему выделения подмножества решений, имеющих 
вероятностный смысл, из множества всех решений однород-
ного уравнения свертки. Как мы уже видели в § 2.3, такое све-
дение возможно не во всех случаях. Интересными примера-
ми могут послужить также характеризационные теоремы 
Ю. В. Линника ([49], теорема II) и А. А. Зингера, Р. В. Янушкя-
вичюса ([19], теорема 1), изучению устойчивости которых и 
посвящен настоящий параграф. 

Отбор решений, имеющих вероятностный смысл, в этих 
характеризационных теоремах осуществляется на основе 
теоремы И. Марцинкевича. Эта теорема утверждает, что функ-
ция 

является характеристической функцией некоторого вероят-
ностного распределения Р только тогда, когда Р — нор-
мальное (возможно, вырожденное) распределение. Иначе 
говоря, когда 

§ 2.5. Равнораспределенность 
линейных статистик 

п 

полином, 

ах— —аъ а2 = а2^0, аъ = . .. = ап = 0. 
При исследовании устойчивости таких характеризацион-

ных задач возникает вопрос и об устойчивости самой теоремы 
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И. Марцинкевича. А именно, что можно сказать о коэффи-
циентах полинома <2 (0, если функция ф0 (Т) близка в некото-
ром смысле к характеристической функции? Эта проблема 
была поставлена Н. А. Сапоговым [63, 64] следующим обра-

п 

зом: пусть 2 ( 0 = 2 ~ п о л и н о м с комплексными 
к= 1 

коэффициентами, ф Р) — характеристическая функция не-
которого распределения Р и 

| е х р е ( 0 - ф ( * ; при | 
Считая г и Г - 1 достаточно малыми, требуется оценить от-
клонение полинома б (г) от полинома второй степени 

аеК1, у^О. 
В работе [64] для полинома 2 (0 специального вида полу-

чена оценка старшего коэффициента ап и описана процедура, 
реализованная затем в статье А. А. Зингера и Р. В. Янушкя-
вичюса [19], позволяющая индуктивно оценивать последую-
щие коэффициенты. В работе Л. Б. Голинского [11] рассмот-
рен важный частный случай, в котором 

Г=(1п1/г)р, Р > 0, 
где р — фиксированное число. 

л 

Теорема Л. Б. Голинского [11]. |Пусть 6 ( 0 = 2 ак*к — 
к=1 

комплексный полином, нормированный условиями 1т аг = 0, 
Ке а2= — 1/2, а <р (Г; Р) — характеристическая функция не-
которого распределения Р и 

| е х р б ( 0 - ф ( ' ; М < Г = 0 П 1/е)Р, 
Р > 0 — фиксированное число. Тогда справедливы оценки 

т а х { [ ^ | :]Ф29 \ 1та21} <С(1п 1/е)"^, 

где величина С зависит лишь от п и р, а 

у= 2 _ л ш т (р, 1/(2я)). 

Переходим к построению оценок устойчивости характе-
ризаций нормального закона свойствами равнораспреде-
ленности линейных статистик, о которых говорилось в на-
чале параграфа. 
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Пусть Хг, ..., Хп — невырожденные независимые равно-
распределенные случайные величины и 

п п 

У = 1 7 = 1 

— пара вещественных линейных статистик. Исключим из 
рассмотрения тривиальный случай {[ ах [,..., [ |} = {[ Ъг |, 
\ЬЯ\}. 

Следуя работе А. А. Зингера и Р. В. Янушкявичюса [19], 
число [х0 определим по коэффициентам статистик Ьг и Ь2 с 
помощью следующего алгоритма. Обозначим 

Е = т а х { | ^ | , 16,1; у=1, 2, п}, 

Л \а^\=Е Л 

Если то полагаем 

[Л0 = тГ | (лI [ / — я"| ^ ^ 2 

Если же 8 ' т о процесс повторяется для коэффициентов, 
удовлетворяющих условию [ а, | < 2 , | Ъ] [<3, и т. д. 

Легко заметить, что (х0 < оо. 
Если [х0 — натуральное число, то в качестве т возьмем 

произвольное число, большее (л.0. Если же [ь0 не является на-
туральным, то положим т = [[х0] +1 (здесь и далее через [ • ] 
обозначается целая часть числа). Теперь определим § = т — 
— [х0. Кроме того, полагается, что Справедлива следу-
ющая характеризационная теорема (см. [19]). 

Если Е\Хл\я<аьк то из равнораспределенности Ьг и 
Ь2 следует, что Ху — нормально распределены. 

Перед формулировкой соответствующего результата ус-
тойчивости напомним, что определение Х-метрики приве-
дено в § 1.2.1 

Теорема 2.5.1 (см. [19, 95]). Пусть Хъ ..., Хп - независи-
мые равнораспределенные случайные величины. Если Ьг и Ь2 
(X, гуравнораспределены, т. е. Ь2)<:г и Е | Х3 
< оо, причем все коэффициенты {аи {6,} неотрицательны, 
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то существует нормальная случайная величина N такая, 
что 

А(Л0, И)^ С (1п 1/е)"х, (2.5.1) 

где х = 1/([^0] ([^о] + 1)2[1Ао]), я С зависит лшиь от М и п. 

Доказательство. Из условия А (Ьъ Ь2) ^ г следует, что 
п п 

п ") = П + ("У-> (2-5• 2> 
7 = 1 7 = 1 

где /(и) = Е ехр | (г/) | < г при | и | ^ 1/е. 
Поскольку / (и) = / ( — и), то достаточно рассматривать 

лишь неотрицательные значения г/. Нетрудно убедиться (см. 
[19]), что предположение з' = 1, з" = 0 (и, следовательно, пред-
положение а1 = Е) не умаляет общности рассуждений. Вели-
чину определим так: 

# (г) = Ш1П { 1/г, §ир (т: | /{и) | ^ г" при |и |<т)} , 

где константа со будет определена ниже. Обозначив 

ф(О = 1п/(*0), = Р̂  = Ь^/а19 

из (2.5.2) при ^е[0, 1] получаем 
п 

ф ( 0 = 2 ( ф ( Р ^ ) - ф ( а ^ ) ) + г я (0 . (2.5.3) 
7 = 1 

| г 2 (0 | = | ) |<2е1-»« (2.5.4) 

П 
7 = 1 

при малых г > 0 и > 1. Если же 0 < Яц < 1, то вместо области 
следует рассматривать более узкий интервал [0, 

что, очевидно, лишь усложняет обозначения. 
Отображение § : где # — пространство комплекс-

нозначных функций {ф}, определим так: 
п 

$ < к о = 2 ( Ф ( м ) - Ф ( м ) ) -
У-1 

На основе соотношения (2.5.3) заключаем, что 

9 ( 0 = 6 9 ( 0 + г , ( 0 . 'б[0, 1). (2.5.5) 
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Далее будет полезен следующий оператор © на Обозна-
чим 

©г 9 ( 0 = ?(0-2<р(*/2), 
©2 9 (0 = 9(0-49(^ /2) , 

© , 9 ( 0 = 9 ( 0 - 2 ' 9 (//2) 
и положим 

© 9 = ©х©2 . . . ©р9 
(т. е. © является произведением операторов ©,). Из опреде-
ления следует, что © аннулирует полиномы, степень которых 
не превышает р и которые при ?=0 обращаются в нуль, т. е. 
если Рр (0), то 

©Рр (0 = 0. 
На основе (2.5.5) заключаем, что 

© 9 ( 0 = © $ 9 ( 0 + ©'2(0 , Ч-
Легко заметить, что операторы © и § перестановочны, по-
этому 

Х ( 0 = $ * ( 0 + г , ( 0 , '6[°> П, (2.5.6) 
где 

х ( 0 е © 9 ( 0 . ^8(0 = © г , ( 0 . 
Из условия существования абсолютного момента порядка 
га и конструкции оператора © нетрудно убедиться, что при 
малых ?>0] 

| г 3 ( 0 1 = (2.5.7) 
где Сх — величина, зависящая лишь от М. Таким образом, 
рассмотрение уравнения (2.5.5) сведено к рассмотрению 
уравнения (2.5.6) при дополнительном условии (2.5.7). 

Если положить 
у=Ио+8/2, х ( 0 = ' уФ(0, / = е х р ( - т ) , 

ф(т) = ф(ехр(-т) ) , 
то (2.5.6) можно переписать следующим образом: 

п 

Ф ( т ) + 2 а / ф ( т - а р -
У=2 

п 

- 2 Р7Ф(*-Р7)=Г4(Т), ° < т < « > ' (2-5.8) 
7-1 
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где ос? = 1п а,, = 1п 

П (т) = г3 (ехр ( - т))/ехр ( - ут). 

Далее, согласно определению чисел [л0 и у, 
и л 

1 > 2 « Т + 2 Р Т » (2 .5 .9 ) 

У-2 7-1 
Поэтому нетрудно проверить, что 

шГ \сИ?(х)\ = — 00 <Х<СО 

= тГ I 1 + 2 >0 . 

ЭТО означает, что символ уравнения (2.5.8) невырожден. Так 
как в силу (2.5.9) 

и л 

У—2 у=1 
то, очевидно, V1=V2 = 0. Сведением рассматриваемой зада-
чи к уравнению свертки (2.5.8) с нулевыми индексами завер-
шается первый этап применения нашего метода, описанного 
во Введении. Теперь убедимся, что к этому уравнению приме-
нима теорема 2.1.1. 

Поскольку % (0 = © 9 (О и существует абсолютный момент 
порядка т, то х ( 0 = о (I * 1*0- Отсюда и следует, что ф(0 = 
— (*), а поэтому и ф (т) ограничены при 

Осталось оценить | г 4 (т ) | . Поскольку при малых />0 
справедливо соотношение (2.5.7), то 

I >з(0 < т ш «?!*•/•, ге1-"®/-^-^2) ^ Сх 

80 = ( 1 - я и) 8 / (2 (^+8) ) , 
Т. е. при 

Согласно оценке (2.2.3) из теоремы 2 .1 .1 и (2.5.8), 

|ф(т ) |<С а е \ 
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где С2 = ССг. Так как ф (т) = ф(ехр ( - т ) ) , х (0 = 'гФ(0> ' = 
= ехр( —т), то 

|Х(0| <С2г8ЧУ при *е[0, 1]. (2.5.10) 
Теперь осуществим переход от х к 9» 9 = © -1Х' С этой целью 
обозначим 

9 Х ( 0 = © 2 © 3 . . . © Р 9 ( 0 , © 1 ? ! ( 0 = ^ ( 0 . 

Согласно (2.5.10), 
/е[0, 1]. (2.5.11) 

Вводя новое обозначение 

Ф1 (0=91 (0/', (0 = ^ ( 0 / * , 
соотношение 

©191 (0 = 91 (0 - 291 № ) = (0 (2.5.12) 
можно переписать так: 

Ф1(0-ф1^/2) = ^ ( 0 . 
Отсюда имеем, что 

п 
Фт(0 = ФХ('/2 , ,+1)+2 Ла(//20- (2.5.13) 

у=о 
В силу (2.5.11) 

ОО 00 

у-о о 
= Сае»«Г-1/(1-21-т). (2.5.14) 

Так как 
Нтф1Си) = Нш ^ = <рК0), 

то, учитывая (2.5.13) и (2.5.14), заключаем, что 

91(0 = ^ ^ + ^ ( 0 , /е[0, 1], (2.5.15) 
где, как и в оценке (2.5.11), 

|Д3(0|<Сзг8 '* г , С3 = С 2 / ( 1 - 2 ^ ) , 
Я 1 = ф к о ) . 
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Аналогично введенным выше обозначениям положим 

<р2(0 = © 3 • • • © Р ? ( О -

В силу (2.5.15) имеем 

© 2 ? 2 ( 0 - Я х / = Лв(0, 

©2 (срзСО + ^х 0 = (О-

По определению ©2 , 

©2 ? ? ( 0 = ф ! ( 0 - 4 ф| С / 2 ) = Д3 ( 0 , 

Это соотношение аналогично уже рассмотренному соотно-
шению (2.5.12). Дальнейшие итерации очевидны, поэтому не 
будем их рассматривать. Более того, нет необходимости в 
таком итерационном процессе — к нему мы обратились лишь 
с целью иллюстрации нижеследующего. Действительно, из 
существования абсолютного момента порядка т следует, 
что 

9 ( 0 = ^ ( 0 + ^ ( 0 , (2.5.16) 
где Р* — полином степени не выше /7=[(л0]. 

Оператор ©, как уже отмечалось, полиномы степени не 
выше р переводит в нуль, поэтому 

©<р(0=©и>(0 = Д1(0. (2.5.17) 

Операторы { © , } перестановочны и, опираясь на (2.5.17) 
и определение ©;, легко доказать, что 

00 
(5г... ©,_!©,+ ! • • • ©,*(/)- 2 

1=0 
т. е. что 

со 
© 7 % ( 0 = 2 ( / /20. 

1=0 

Отсюда получаем следующую формулу обращения: 
00 

и>(0=2 ВД(*/2«), (2.5.18) 
1-0 
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где коэффициенты К1 задаются формулой 

Для ^ имеет место простая оценка: 

К, < 2 * ^ (2.5.19) 

/р+г-1\ 
где, как обычно, через I . ) обозначено /-сочетание 

из р+г— 1 элементов. 
Теперь уже можно непосредственно оценить и> (г), исполь-

зуя ряд (2.5.18), оценки (2.5.11) и (2.5.19), а также формулу 

1=0 > * / 
из [46, с. 569]. Таким образом, при Ге[0, 1] 

00 

М О | < С а е « Т Г ^ 
/ = о 

00 

»=о \ г / 
Отсюда на основе (2.5.16) заключаем, что при *е[0, 1] 

С« = С8/(1 — 2 р _ г ) р . 
Согласно нашим обозначениям, {=и/д, и поэтому при ме 
б[0, 

|<р(и)-РР (и)|<С 4е\ (2.5.20) 

где Р„ (м) — некоторый полином степени не выше р. Так как 
| ехр г— 11 ^ | г| шах (1, ехр Ке г), 

то при ие[0, ^] 

| / (и ) — ехр {-Рр (и) } | = 

= | ехр { Рр (и) } | | <р (и) — Рр (и) | тах (1, ехр Ке (Ф (и)-Рр (и))). 
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Заметим, что согласно (2.5.20) 

ехр{Ке ( (р (и) -Рр(и) ) }<ехр{|ф(10-Р р (и)|}<1/ё" . 

| ехр { Рр (и) } | < ]/е | ехр <р (и) | = ]/7\/(и) | < 1/7, 
поэтому при ие[0, 

|/(и) - ехр Рр (и) | < С4 е . (2.5.21) 

На заключительном этапе осуществим переход от оценки 
близости решений (2.5.21) исходных уравнений к оценке бли-
зости решений, имеющих вероятностный смысл, тем самым 
реализуя переход к оценке в вероятностной метрике X. 

Начнем с построения оценки снизу для ^ — ^ (г). Если 
Я* — максимальное по модулю значение действительной 
части коэффициентов полинома Рр(и), то, учитывая (2.5.20) 
и результаты [33], можно считать, что Я* зависит лишь от 
М. Положив Н*=рН* и обозначив 

(2 (и) = ехр ( - Я* ир) - С4 е г\] 

при ие[ 1, из (2.5.21) имеем: 

I / ( " ) I ^ б (") • (2.5.22) 
Рассмотрение случая ие[0, 1] аналогично и не представляет 
затруднений, поэтому предположим, что (2.5.22) выполняет-
ся для всех и из интервала [0, д]. 

Если показать, что для некоторого д^ — д^ (г) 

( 0 при (2.5.23) 

то в случае # ( г )<1 / г , очевидно, 

0(в) = вир{т :| / (О|>е® при | * | ( 2 . 5 . 2 4 ) 

Наша дальнейшая задача — найти такую положительную 
константу 0, чтобы 

<7* (г) = (6 1п 1/еу/'. Ц2.5.25) 

Из определения 0 (и) и (2.5.23) заключаем, что в этом случае 
0 должна удовлетворять неравенству 

ехр ( —Я*0 1п 1 /г) — С4е 8е0, 
т. е. 
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Для того чтобы выполнялось это соотношение, достаточно 
рассмотреть следующее неравенство: 

Я * 0 < ш т { ( о , 8 0 } . 

Наконец, величину со определим как решение уравнения 

(1 -лсо ) §/(2([л0+5)) = со. 
Таким образом, мы доказали (2.5.24) при определении (2.5.25). 
Рассмотрение случая д ( е ) = г - 1 тривиально. 

Резюмируем доказанное. В области 

|и|^(61п 1 /г)1/* (2.5.26) 

справедлива оценка (2.5.21), где Рр (и) — полином степени 
не выше р, Рр (0) = 0. Пусть 

р 

У= 1 
Согласно (2.5.15), Н1 = ц'1 (0), и путем соответствующего сдви-
га исходной выборки можно достигнуть того, чтобы Нх = 0, 
т. е. чтобы 

^ = 0. 

За счет соответствующей нормировки можно брать 

Ке - 1 / 2 . 

Согласно теореме Голинского, 

шах{ 11ш I» Ш , . . . ,1У Р |}<С 5 (1п 1/е)*, (2.5.27) 

где Сб — некоторая константа, а 
г=1/(р2р). 

Путем сужения области (2.5.26) до 

М < ( 0 1 п 1/е)х1р 

на основе (2.5.20) и (2.5.27) находим, что 

* = Р81(Р+ 1). 
Отсюда получаем (2.5.1). 

Теорема доказана. 
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Следствие 2.5.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.5.1. 
Если первые [р10] моментов рассматриваемых случайных ве-
личин совпадают с соответствующими моментами некото-
рой нормальной случайной величины К, то оценку (2.5.1) можно 
улучшить следующим образом: 

х ( г „ т ^ с / У Е П Я 
Доказательство следствия представляет собой упрощен-

ное доказательство теоремы 2.5.1, поскольку в силу момент-
ных ограничений нет нужды вводить операторы § и ©, а 
также использовать оценку устойчивости теоремы Марцин-
кевича. Подробно это доказательство рассмотрено в работе 
автора [95]. 

Переходим к изучению устойчивости характеризации 
нормального закона свойством равнораспределенности ли-
нейных статистик в условиях теоремы Линника ([49], теорема 
II). Пусть, как и прежде, Х19..., ^ „ — невырожденные неза-
висимые равнораспределенные случайные величины и 

п п 

У=1 7=1 
— пара вещественных линейных статистик. Еведем целую 
функцию комплексного переменного 

а 00 = | аг \г+ ... + \ап \*-\ап+1\*-...-\а2п |« 

и предположим, что а (г)фО. Обозначим 
<т = 8ир {КеС: сг© = 0 } 

и определим целое к из соотношений 

2/с — 2^с<2к. (2.5.28) 

Теорема Ю. В. Линника [49, 51]. Если случайная величина 
X) имеет 2к-й момент, где к определяется на основе (2.5.28), 
а Ьг и Ь2 — равнораспределены, то Х5 — нормальная случай-
ня величина. 

В процессе исследования устойчивости этой теоремы 
потребуется одна метрическая лемма (см. [41]). 

Пусть X* — метрика в пространстве случайных величин, 
определяемая следующим образом: 

^(Х, У) = шГ{ шах (ъ} (X, У; 1)91):1>0}9 
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где 

а / х (0, /у (0 - характеристические функции случайных ве-
личин X и У соответственно. Отметим, что метрики такого 
типа рассматривались В. М. Золотаревым [25]. Наша цель — 
установить связь между X и Х̂  (у=1, 2). 

Лемма 2.5.1. Если Е | X А/,,Е | У ^М, , то существу-
ют константы С6 и С7 такие, что т^му = 3, 4, ... 

\{ХУ У)шах(1, М]") , (2.5.29) 
Х2(Г, У)^С 7Х 1" 2^(Х, У)шах(1, М ^ ) . (2.5.30) 

Доказательство леммы основано на использовании теоре-
мы А. Картана и А. Горного о неравенствах между максиму-
мами модулей производных на конечном отрезке (см., на-
пример, [54]) и ввиду простоты здесь не приводится. 

Теорема 2.5.2 (см. [22]). Пусть Хъ ..., Хп — независимые 
равнораспределенные симметричные случайные величины. Ес-
ли Ьг и Ь2 (X, г)-равнораспределены, т. е. "К {Ьъ Ь2) ^ги Е Х?к < 
< М < оо, где к>\, к определяется на основе (2.5.28), то су-
ществует некоторая нормальная случайная величина N та-
кая, что 

ХОО, С( 1п 1/е)-* (2.5.31) 
где у=2~2*+ 1 / ((2& — \){2к — 2)), а С зависит лишь от М и п. 

Заметим, что к> 1. Действительно, если к— 1, то из усло-
вий Е | Хл | 2 <Л/< оо, ЕА^ = 0 (которое верно в силу симмет-
ричности рассматриваемых случайных величин) и равенства 
ЕЬ1 = Е1,2 следует, что 

п п 

У—1 
т. е. что а ^ 2. Последнее неравенство противоречит условию 
(2.5.28) при к= 1. 

Следствие 2.5.2. .Если в теореме 2.5.2 условие симметрич-
ности случайных величин заменить соотношением ЕЛГу^оО, 
то существует нормальная случайная величина N4. такая, что 

ХрО, И ) < с ( Ы п 1/е)"1/2, 
где с зависит лишь от М, л, у и от. 

I. К. п̂иЗкеуШиз 
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Доказательство теоремы 2.5.2. Обозначим/(*) = Е ехр {ИХ). 
Из условий теоремы следует, что при | г | ^ 1 / е 

п п 

1 \ Г { а л 1 ) - Ц Г { а и + л г ) + гЦ)9 1г(01<е. (2.5.32) 
7 = 1 7 = 1 

Определим # = <7 (г) следующим образом: 
= 8ир(т :|/ (0|>е«» при 

где (3, со0 — некоторые положительные постоянные, значения 
которых фиксируются далее, со0 < 1 (п. 

Обозначая ф (0 = 1а/(0> из (2.5.32) получаемпри 
и 0 ̂  г ̂  е0: 

л п 

Ъ 9 ( « / 0 = 2 + (2.5.33) 
7 = 1 7 = 1 

Здесь г0 = 21/(по)в), а при | * 
п 

|Л*(0|-|1п(1 + г(0/П /(«.+ /О) < 2е1~исо*. 
7 = 1 

Следуя доказательству теоремы 2.5.1, обозначим: 

©х 9 (0 = 9(0-"2? (Г/2), 
©2 9(0 = 9(0-49 (Г/2), 

©2Л-2 9 ( 0 = 9 ( 0 "" 22*~2 9 (Г/2) 
и положим 

5 9 = ©2*-2©2*-З...©19> (2.5.34) 

т. е. 3 является произведением операторов Легко за-
метить, что ^ аннулирует полиномы, степень которых не 
превышает 2к — 2 и которые при / = 0 обращаются в нуль, 
т. е. если Р^(0) = 0, то 

&Р, = 0 при у = 1 , . . . , 2к —2. (2.5.35) 
В силу симметричности рассматриваемых случайных 

величин! 
9 (0 = Ке 9 (0 = Ке 9 ( - 0 = 9 ( - 0 . (2.5.36) 
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поэтому достаточно исследовать область и, не ума-
ляя общности рассуждений, можно положить я ^ О . Учиты-
вая (2.5.35), (2.5.36) и разложение 1п/(г) по семиинвариантам 
случайных величин имеем, что 

18? <Р (0\<С81*к (2.5.37) 
при где га* зависит лишь от к, а через С8, С9, ... 
мы обозначаем положительные величины, не зависящие 
от 2. Заметим также, что в силу (2.5.36) вместо (2.5.34) доста-
точно рассматривать 

Зг?=©2*-2©2*-4 • • • ©2? . 

Заметив, что операторы § и 2 перестановочны, из (2.5.33) 
заключаем, что при 

п п 

2 5 9 ( ^ 0 = 2 О + Д ( 0 , (2.5.38) 
7 = 1 7 = 1 

где 
\]К (01 = Д*Х01 < С е̂1-"% (2.5.39) 

причем в силу (2.5.37) 

| Л (01 < С10 Г2\ 0 < Г < га*. (2.5.40) 

Таким образом, уравнение (2.5.33) сводится к уравнению 
(2.5.38) при дополнительном условии (2.5.40). 

Пусть 8нс — некоторое малое число, причем о—2к< 
< Возводя (2.5.39) в степень 8*, а (2.5.40) - в 1 -
— получаем, что при 0 

(2.5.41) 

где СО1 = (1 - И С О 0 ) § * , А §1 = 2&§*. 
Обозначим 

2п 2п 

7=1 7=1 

где — некоторая постоянная, определяемая опе-
ратором 5 , (Л/0 — С8Г9)' (я/0> а е 7 = 1 ПРИ у=1 , « и 

— 1 при ^ = п + 1, . . . , 2п. 
А* 
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Докажем, что при О ^ г ^ т * 

| Л х ( 0 1 < | д 2 ( , ) | ( 2 . 5 . 4 2 ) 
Действительно, обозначив ф х (0 = Ь /* (* ) , согласно (2.5.32) 

находим при | г | ^ 1 / г: 
л 

Я , (0=ФЬ. (О ехр (0 = ( 0 ( Р ] /(*.+,*)•+ г ( 0 ) • 
У —1 

л 

п / ( « ^ О + ' С О ф Ш -

А так как 

I (01 = 1 Г и ( 0 / Л , (01 < т , = Е | ^ 

то в силу леммы 2.5.1 при | * 

I фЬ,(0 - 9и (01 < Си ^г1-2«0).в (2.5.43) 

Следует отметить, что постоянная со0, присутствующая в 
определении ^ (е), выбирается так, чтобы 

1 — 1/(2&) — л со0 > 0, 1 — 2л со0 > 0. 

Пусть — минимальное из этих двух чисел. (2.5.43) озна-
чает, что 

2л 

| 2 в / « / ? ' ( « *01 ^ т а х ( С и М 1 ^ , т ^ е Ч (2.5.44) 

Так как оператор дифференцирования и оператор 5 переста-
новочны, то в силу (2.5.44) и формулы Тейлора для ф' (*) 
легко установить, что при О ^ г ^ т * 

1*1(01 |Л1(0|<С 1 в1*-» . 

Отсюда, в свою очередь, возводя первое неравенство в сте-
пень В11(2к—1)9 а второе - в 1 — 1), имеем, что при 

справедливо первое из неравенств (2.5.42). Второе 
неравенство доказывается совершенно аналогично. 

При рассмотрении уравнения 2ф = 0 важную роль играет 
определенная выше функция ст (г) = (72 (г). А так как уравне-

Лишь для краткости записи мы полагаем 1. 
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ние (2.5.33), т. е. уравнение 2/р=Д* мы свели к уравнению 
(2.5.38), т. е. к уравнению 2^9 где то в нашем 
доказательстве важная роль отводится сх = (г). По-
вторим сказанное: подобно тому как уравнению (2.5.33) от-
вечает функция а (г), уравнению (2.5.38) соответствует функ-
ция 

к-1 

сЛг) = с(2) П ( 1 - 2 * - ) . 
7 = 1 

Поскольку все нули Н) (г) = 1 — 22-/~2 в комплексной плоскости 
располагаются на прямой К е г = 2 / , а к удовлетворяет усло-
вию 2к — 2^(7, то, очевидно, 

сх = §ир { Ке \: аг © = 0 } = сг. 

Перепишем теперь основные соотношения в аддитивной 
форме и применим преобразование Лапласа. При этом необ-
ходимо подчеркнуть, что в дальнейшем мы будем иметь де-
ло уже с уравнением (2.5.38), а не с (2.5.33). Положив 1>0 
(случай Г<0 вполне аналогичен), обозначим при х > 0 

^(*) = ?(40е(2*-2+88>*, с — 2к+2<82<2 — 81. 

Легко убедиться, что 

(х) = ф" {д ехр ( - л:)) д2 ехр ((2к + - 4) х) -

- <р' (д ехр (-х))д (4к + 282- 3) ехр ((2к + - 3) х) + 

+ ? ехр ( - х ) ) (2к- 2 + Х2) ехр ( ( 2 & - 2 + 82) * ) . (2.5.45) 

Обозначив 
2п 
2 г, е - ( 2 * + 8 ' - 2 ) (х + а,) = 54*), (2.5.46) 
У=1 

где а^=1п \\а)% с учетом (2.5.41) и (2.5.42) при д:> Л, 
где 1пт*+1п# , получим оценку 

18(х ) | ^ (2.5.47) 

Справедливость оценки (2.5.47) в интервале [0,4] очевидна 
в силу (2.5.39) и аналогичных ей оценок для | (Г) и | К2 (0 |, 
действительных при | 11 ^ д. 
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Применим к (2.5.46) преобразование Лапласа. Обозна-
чим при комплексном 2 

со 
( е х р ( * ) < ! * , = 

о 
00 

= \ ы ? ( - 2 х ) 8 { х ) й х , (2.5.48) 
о 

2л 

7-1 

х Г е х р ( - 2 х ) ^"(х)с1л;. 
о 

Здесь мы предполагаем, что а ^ О при у=1, 2, ..., п. Так 
как это предположение эквивалентно условию 0 ^ а) ̂  1, 
то, очевидно, оно не умаляет общности рассуждений. 

В силу (2.5.45) убеждаемся, что при л:->оо 

нЛ(х) = О (ехр ( - (2 - &2) * ) ) (2.5.49) 

и, следовательно, (интегралы в (2.5.48) конечны в полуплос-
кости 

Ке 2> — 2 + 82, (2.5.50) 

а тем самым в этой полуплоскости аналитичны функции XI (г) 
и 31 (г). Аналитичность этих функций существенно исполь-
зуется при применении формулы обращения преобразова-
ния Лапласа к соотношению (2.5.51). 

Таким образом, из (2.5.46) в области (2.5.50) получаем: 

= + (2.5.51) 
При этом отметим, что (2) — делая функция. 

Согласно (2.5.47), при К е * > - ( 2 - 8 2 - 8 ! ) 

IИ (*) I < С17г<*?27(Ке г + 2 - 8Я - . (2.5.52) 
Теперь, как отмечалось, к соотношению (2.5»51) применим 

формулу обращения преобразования Лапласа (см. [30], с. 72, 
формула (2.2.18)). Отметим, что в обозначениях [30] мы вы-
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бираем Л = 0 и полагаем, что абсцисса л;' вертикальной пря-
мой интегрирования удовлетворяет условию — (2 — $2) < х' < 0, 
а последнее возможно в силу аналитичности II (г) и 5К (г) 
в полуплоскости (2.5.50). Таким образом, 

00 дс'+|оо 

Т Х' — 1СО 

Х' + 1<Х> 

Х' — 1СО 

Здесь необходимо заметить, что согласно равенству 
ах = а все нули о^ (г) располагаются в вертикальной полосе 
левее прямой К е ^ с . Поэтому все нули 0 ^ ( 2 — г ) рас-
полагаются в полосе правее прямой 

К е г = 2 & - 2 + 5 2 - С Г . 

А так как согласно ограничению на моменты в определении 
функции и* (х) можно выбрать а<2к — 2 + Ъ2, то нули (2к — 
— 2 + 82 — г) располагаются в вертикальной полосе правой 
полуплоскости, и тем самым знаменатель в (2.5.53) не обра-
щается в нуль. 

Далее, поскольку Зго(^) - целая функция, а с1(2к-2 + 
+ г) аналитична в области интегрирования, то в правой 
стороне (2.5.53) первое слагаемое — тождественный нуль, 
и поэтому 

00 

I" (я —т) — 
т 

= 2^Г I еТ2 (2Л-2+83-Г) • (2.5.54) 
Х' — 1СО 

Обозначим правую часть (2.5.54) через г* (т). В силу 
(2.5.52) и ограниченности (ехр)тг на вертикальной прямой, 
ограниченности функции стГ1 (2&—2 + $2—г) из-за выбора 
х ' < 0 и абсолютной интегрируемости 2"2 получаем следу-
ющую оценку: 

\ г * Ш < С 1 9 * * д " . (2.5.55) 
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Заметив, что 
00 СО V 00 00 

I ( ® - т ) * ' ( » ) < * » = / [ »*(©)<1и<1©= /* [ н>"(и)<1ис1ъ, 
г т т т г> 

из (2.5.49) и (2.5.55) нетрудно получить, что при т > 0 

М т ) | <С19г<»д*к. (2.5.56) 

Согласно определению функции и>, из (2.5.56) имеем, что 
при 

I ф СО I < С19г«»д*-*'1*к-*+8>. (2.5.57) 
Переходим к завершению доказательства теоремы. Так 

как, согласно определению оператора (2.5.57) верна „с 
точностью до полинома степени не выше 2к—Т\ то 

| ? ( 0 - Л л - 2 ( 0 1 < С 2 0 е ® « , (2.5.58) 

где 0<со2<со1 , 
Оценка 

г ( е ) > С м ( 1 п 1 / е ) ^ - » > (2.5.59) 
доказывается так же, как и оценка (2.5.24) при определении 
(2.5.25) в доказательстве теоремы 2.5.1. Из (2.5.58), (2.5.59) 
на основе теоремы Голинского и элементарного неравенства 

| ехр я— 11 < |г| т а х ( 1 , ехр Ке г) 

получаем оценку (2.5.31). 
Теорема доказана. 

Доказательство следствия 2.5.2. Проведем симметриза-
цию рассматриваемых случайных величин {X)} . Заменив 
в (2.5.32) 1: на — ( и перемножив полученное уравнение и 
уравнение (2.5.32), заключаем, что при | г |<1/е 

п п 

П № 0 | 2 = П 1 Л ^ 0 1 2 + г о (О, |г0 (0|<3е. 
/=1 7=1 

Теперь можно воспользоваться теоремой 2.5.2. Нетрудно 
убедиться, что в силу проведенной симметризации и соотно-
шения (2.5.58) верна оценка 

ОД-Х, И)<С(1п1 /е ) - * , 7 = 1 , 2 , (2.5.60) 
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при условии, что ЕК = 0, где X — случайная величина с ха-
рактеристической функцией / (?), причем X, X2, ..., Хп — не-
зависимы. 

В дополнение к своей работе [74] Г. П. Чистяков сообщил 
автору следующий результат об устойчивости теоремы Кра-
мера в Х-метрике. 

Пусть Фа> 0 — распределение нормальной случайной ве-
личины ^ 0 с параметрами яеК1 и сге(0, оо). Обозначим 

ф, (*) = Фод ( (* - ^,)/а,)5 й, = / хбГу (х), 
I хI<аМ 

а 2 = М= 1 + ]/\п 1 / е , 7 = 1 , 2 . 

I х I < сМ 

Здесь Р ъ Г2 — функции распределения некоторых независи-
мых случайных величин 2Г2 соответственно. Если при этом 
известно, что| 

причем т е ё ^ ^ О , а ^ С г > 0 ( / = 1 , 2), Сх — абсолютная 
константа, то 

К,)<С2(1П 1 / Е ) " 1 ' 2 , (2.5.61) 

где С2 — абсолютная константа, а 

Р ( К , < х ) = Ф,(х), 7 = 1 , 2 . 
Теперь вернемся к оценке (2.5.60). Если медиана случай-

ной величины не равна нулю, т. е. шей то вместо 
Х3, Xследует рассматривать Х} — шей Х}, Х + ш е ё Ху Восполь-
зовавшись (2.5.61), получаем утверждение следствия 2.5.2. 
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ГЛАВА 3 

ПЕРЕХОД ОТ ОЦЕНОК БЛИЗОСТИ 
РЕШЕНИЙ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ К ОЦЕНКАМ 
В ВЕРОЯТНОСТНЫХ МЕТРИКАХ 

§ 3.1. Процедура растяжения 

Пусть Р(х) — заданная функция распределения в К1, 
обладающая конечными моментами всех порядков и восста-
навливающаяся по ним единственным образом. Характерис-
тическую функцию распределения Р(х) обозначим через 
/(*)• Пусть, кроме того, О (х) — некоторое вероятностное 
распределение с характеристической функцией ^ (?)• Извест-
но, что если / (7 ) и # (?) совпадают в некоторой окрестности 
точки Г = 0, то функции распределения Р (х) и О (х) совпадают. 

Допустим теперь, что вместо совпадения характеристи-
ческих функций/({) и # (I) имеет место неравенство 

| / ( 0 - * ( 0 | < е при (е[-Т0, Т0], (3.1.1) 

где Т0 — некоторое фиксированное число. Что можно ска-
зать о близости распределений Р и 01 

Эта проблема впервые изучалась Н. А. Сапоговым [65, 
66], которым был подробно исследован случай нормальной 
функции распределения Р(х). В работе Л. Б. Клебанова и 
С. Т. Мкртчяна [36] получены результаты о близости Р и О, 
когда характеристическая функция / (() является целой функ-
цией а также некоторые оценки для общего случая функ-
ции распределения Р, удовлетворяющей условию Карлемана 
единственности решения проблемы моментов. В дальнейшем 
нам потребуется следующий результат. 

Теорема Клебанова—Мкртчяна [36]. Пусть X — случайная 
величина с носителем, сосредоточенным на интервале 
(<а, Ь), причем выполняется соотношение (3.1.1), где / ( 0 = 
= Еехр (ИХ), % ( 0 = Е ехр (НУ). Тогда существует величина 
е0>0, зависящая лишь от Т0, а, Ь, и С> 0, зависящая лишь 
от а и Ъ, для которых при 0 < г ^ г0 

Х(Х, У ) < С ( 1п1п1/е)/1п1/е. (3.1.2) 
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Определение Х-метрики напоминается в § 1.2 (формула 
(1.2.14)). 

Если же о / ( 0 известно лишь, что она аналитична при 
| * | то, как показано в статье А. В. Какосяна и Л. Б. Кле-
банова [32], из (3.1.1) следует существование величин г*>0 и 
о 0, зависящих лишь о т / и Г0, таких, что при 0< г* спра-
ведливо неравенство 

\(Х, У)^с/ 1п1п1/е. (3.1.3) 
Здесь, как и прежде, / ( / ) = Е ехр ИХ, # (0 = Е ехр НУ. 

Возникает естественный вопрос: какая требуется допол-
нительная информация о случайных величинах X я У, чтобы 
порядок оценки устойчивости в (3.1.3) был степенной? В ка-
честве таких дополнительных условий на случайную величи-
ну X потребуем, чтобы ее характеристическая функция / ( * ) 
удовлетворяла условиям теоремы 1.2.1, точнее, чтобы 

к 

|Г(01<« при |/|<Г, (3.1.4) 
7 = 1 

где Т — некоторая произвольная величина, а 
к 

2 ъ)= 1, 6* = т а х { | 1 :у = 1, 2, . . . , к}< 1. (3.1.5) 
7 = 1 

Именно эта дополнительная информация лежит в основе 
так называемого метода итераций (или метода многократ-
ных преобразований), развитого в работах Л. Д. Мешалкина 
[131] и Р. В. Янушкявичюса, О. Л. Янушкявичене [98]. Этим 
методом доказывается теорема 3.1.1, которую в свою оче-
редь можно назвать процедурой растяжения или расшире-
ния оценки устойчивости с узкого интервала на более широ-
кий. Проблему растяжения мы еще обсудим после фор-
мулировки самой теоремы, а теперь, следуя [98], вкратце 
рассмотрим суть метода итераций. 

Пусть дано соотношение 6* = $(9*-х), / = 1 , . . . , -/V, и 
известна лишь оценка величины 60. На основе этого соотно-
шения требуется найти оценки неизвестных величин 0 Ь ..., 
Очевидно, возможно следующее представление 6; через 0О: 

( з - - . ( т ) ) ) = з * а ) ( е < > ) . (3.1.6) 

Следует отметить, что от удачного подбора процедуры 
5 зависит многое. Проиллюстрируем сказанное на примере 
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построения оценки устойчивости в характеризационной тео-
реме Пойа (см. § 1.1, п. 1). Пусть Х19 Х2 — независимые 
равнораспределенные случайные величины, 

ЕX^ = 0, ЕХ?= 1, Е\X^\ЫМ<оо. 

Предположим, что статистики Хг и (Х1 + Х2)1]/ 2 (X, г)-рав-
нораспределены. Это означает, что при | / | < 1 / г 

Л О = / 2 ( / / 1 / 2 ) + г(0, Н О К г, (3.1.7) 
где / — характеристическая функция случайной величины 
Ху На основе соотношения (3.1.7) легко доказать, что при 

/ ( 0 =ЛП(*/2"!*)+ X 2 / 2 — 1 - С У + 1 ) ( ^ / 2 С Т - 1 ) / 2 ) Х 

х / 2 ' (//2м/2) г ( / /2 ( т"1 ) / 2) . (3.1.8) 
В самом деле, для этого достаточно заметить, что 

Р™'1 (//2(м~1)/2)-рт (//2м/2) = 
2т-г-\ 

7 = 0 

(^/2(т-1}/2)/2 (-/+1) (//2м/2) } = 
2т~1-1 

= ^ (г/г^-1^2)/2-7 (//2м/2) (/(*/2(т-1)12) -
7 = 0 

—/2 (//2м/2)) = 
2т — 1—1 

= 2 / 2 Ш " 1 - ° + 1 ) (//2 (м~1) /2)/2</(//2М/2) г( / /2 <"-!)/«). 
7 = 0 

Согласно известной лемме Эссеена ([57], § 5.2, лемма 1) 

|/2" (,/2«/2) - ехр ( - /2/2) | < 16М2-"/21 /13 ехр ( - /2/3) 
при | /1 ^2я / 2 / (4М). Отсюда, учитывая (3.1.8) и оценку 
|г ( / )|^2 при | / | ^ 1/е, имеем, что при | / | {1/е, 2"/2/ 
ЦАМ)} 

1 / (0 - ехр ( - /2/2) | < С2""/2 + 2я г, (3.1.9) 
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где С^48] / 3 М ехр ( — 3/2). Положив 

4 1 ь & т Ь 1 ' 
из (3.1.9) заключаем, что при | г | < г~1/3/(4М) 

| / ( / ) — ехр (— г2/2) | < (С + 2) г1/3. 

Следовательно, 

К 0 д ) < т а х ( 4 М , С+ 2)г1 '3, (3.1.10) 
где — стандартная нормальная случайная величина, 
а 7=1,2. Однако вместо (3.1.8) можно выбрать и другой ал-
горитм. Например, 

/2т\ 
+ 2 2 ( • ) / 2Ч</2 ( т + 1 ) 1 2 )г 2 т -Ч' /2 т 1 2 ) . (3.1.11) 

т=0 у = 0 ^ ' 
Действительно, в силу (3.1.7) 

21 —1 
/ 2 ( / / V 2 ) = / 2 - 2 ' ( * / 2 ) + X I 2 1 ) Г40/2) Г 8 ' - - ' ( Г / У ~ 2 ) . 

Подставляя это выражение в (3.1.7), имеем: 

1 2т—1 / 2т\ 

о ;=о ' 
Теперь на основе (3.1.7) преобразуем /2 '2 1 (г/2) и т. д., тем 
самым получая (3.1.11). 

Обработка (3.1.11) по аналогии с (3.1.8) здесь не проходит, 
ибо число слагаемых в (3.1.11) уже порядка 22". В обозначе-
ниях (3.1.6) это означает, что надо либо иначе подбирать 
0О (и тем самым сокращать число шагов у), либо более под-
робно и точно рассматривать оценку Зг(0/-1)> либо $ за-
менить каким-либо другим правилом. 

Вернемся к поставленному в начале параграфа вопросу: 
какая требуется дополнительная информация о случайных 
величинах X и У, чтобы порядок оценки устойчивости в 
(3.1.3) был степенной? Кроме (3.1.4) и (3 1.5) потребуем также, 
чтобы случайная величина У была нормальной. 
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В формуле (3.1.1) обозначение или оценивание малых 
возмущений через г принято исторически. Однако в нашем 
случае это может привести к некоторой путанице. Поэтому 
в дальнейшем при использовании (3.1.1) вместо величины 
г будем употреблять величину Д. 

Теорема 3.1.1 (см. [98]). Пусть / ( 0 = Е ехр (ИХ), 

А = шах |/( /) - ехр ( - а2 г2/2) 1 ^ А а4108"***. 
1*1 <1 

ЕслиприТ^Х/евыполненысоотношения(3.1.4)и (3.1.5), то су-
ществует нормальная случайная величина ]Ч0> 0 с нулевым 
средним и дисперсией с2 такая, что 

\{Х, К 0 > о ) ^ С 0 ( с 7 - 1 о 5 ^ Ч 1 ) т а х { А , г } , (3.1.12) 

причем С0 зависит лишь от Ъъ ..., Ък, к и А. 
При помощи процедуры масштабирования (см. § 3.2 и 

особенно гл. 4) обычно удается установить, что 
В таком случае теорема 3.1.1, в частности, означает, что если 
при рассмотрении устойчивости характеризационной задачи 
возникает уравнение (3.1.4), то „порча" порядка оценки 
устойчивости может произойти лишь в интервале [—1, 1]. 
В дальнейшем неоднократно будем пользоваться этим об-
стоятельством. 

Следствие 3.1.1 (см. [92]). Если выполнены требования 
теоремы 3.1.1, причем Т — произвольная величина, то суще-
ствует величина С*, зависящая лишь от к, Ьг, ..., Ьк, такая, 
что 

т 
[ Г1 \/(0~ ехр (га1 - а212/2) | А ^ 

1 

1 ) ш а х { Д , г } . (3.1.13) 

Следствие 3.1.2 (см. [98]). Пусть выполнены условия тео-
ремы 3.1.1, причем Т—со. Тогда в (3.1.12) метрику X можно 
заменить метрикой Х0, 

Х0 (Х9 У) = зир | Е ехр ИХ - Е ехр ПУ |. (3.1.14) 
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Следствие 3.1.3. Пусть 

Ла = шах | / ( 0 - ехр (1а1 - а2 /2 /2) | ^ А а4108"**к. 
1/1 <1 

Если при | г | ^ Т (Т — конечная величина или оо) выполня-
ются соотношения (3.1.4) и (3.1.5), причем 

к 

2 (ЗЛ.15) 
1 

то существует величина Съ зависящая лишь от А, А:, ..., 
такая, что 

/ ( 0 - ехр (ш/ - а2 г212) | < 1/1 ^г 

^ Сх(а~"1о81/ь** + 1) шах (Да, г). (3.1.16) 

Переходим к рассмотрению доказательств сформулиро-
ванных утверждений. 

Доказательство теоремы 3.1.1. Обозначим 

А (г) = / ( 0 - е х р ( - ^ / 2 ) . 

Согласно (3.1.4), 

/ г (0 + е х р ( - а а ? 2 / 2 ) = г ( 0 + 
к 

+ П ( й ( ^ 0 + е х р ( - а 2 ^ е д ) , 

а отсюда 
& /с А: 

А ( 0 = П П й ( М е х р ( - & ^ 2 ; 2 / 2 ) + . . . + 
7 = 1 У = 1 / = 1 

1Ф} 
к к 

+ 2 П е х р ( - 6 ? а 2 ^ 2 / 2 ) А ( ^ 0 + К 0 . (3.1.17) 
7 = 1 1 = 1 

1Ф] 
Пусть 

Я м ( 0 = шах{|А(Б^>(0|, (3.1.18) 
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где множество {В^:7 = 1, ..., кт } совпадает с множеством 
термов в полиномиальном представлении суммы (&! + . . .+ 
+ Ьк)т. Из (3.1.17) получаем, что 

| А ( Б ( т - 1 ) 0 1 ^ { т а х \Н(Ь]В\т"1) /)|}* + - . . + 

+ Лехр( - (1 -6* 2 )Н ( т " 1 ) <7 2 ^ 2 / 2 ) тах { \к(Ъ,В\т~Х) 0 | } + е, 

где 

й* = т т { ) ^ 1 : | & Д > 0 , 7 = 1 , 2, . . . , к}. 

Обозначая 1 — #*2 = Ь, получаем 

+ к ехр ( - Я м ( 0 + е . (3.1.19) 

Фиксируем произвольное число Предположив, 
что при | г | ^ /0] 

Я02( 0 < Д , (3.1.20) 

докажем, что это неравенство справедливо и при | /1 < т ш ( 1 / г, 
Г0/#*). А так как 6*<1, то это в свою очередь будет озна-
чать, что (3.1.20) верно для любого действительного X из ин-
тервала [ — 1/е, 1/е]. 

Пусть с* — произвольная положительная фиксирован-
ная постоянная. Заметим, что 

Д = Д(г )^с* при е | 0 . (3.1.21) 

В самом деле, если для некоторой подпоследовательности 
{У } последовательности { г } Д (г') > с*, то в этом случае утвер-
ждение теоремы получается тривиальным образом за счет 
надлежащего выбора постоянной С0. 

Положим 
</= 1 + [1о§1/ь* *0]. 

Тогда при |^|<Ш1п(1/г, 

\В<?+1Ч\<1, 7 = 1 , 2, (3.1.22) 

Кроме того, заметим, что если (3.1.20) справедливо при | I | ^ 
т о болзе для любого натурального т 

при и> следовательно, согласно (3.1.19), 
Н т . г ( 1 ) ^ к е х р ( - й Н ( т - 1 } ^ / 2 ) Я ш ( 0 + С2Д, (3.1.23) 
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где С2 зависит лишь от к. Здесь и далее с целью сокращения 
записи полагается, что е ^ Д , В силу (3.1.23) 
при | Г | < и)Ьтлх имеем: 

# 0 ( 0 ^ е х р ( - г > а 2 /2/ 2) Н1 (I) + С2 Д ^ 

^ к2 ехр ( - Ь а2 г2]2 - ЪЪ\ а2 /2/2) Я 2 (*) + 

+ С2 (к ехр ( — й <т212!2) + 1 ) Д ^ . . . ^ 

^ кй +1 ехр ( - Ъ2 а2 (2/2 - ... - ЬЪ™ а2 г212) На+1 + 

а 

7 = 1 

< кй+1 ехр (•- Ъ <7212\2) На+1 + С2 ехр ( - Ь а212/2) Д + С2 Д. 

Вспомнив определение легко убедиться, что 

к*+1 ехр ( - Ь а2 /2/2) < к2 к еХр ( - Ь а2 гЦ2) 

при и Обозначим 

0({) = к2\( к ехр ( - Ъ а212]2). 

Поскольку функция О (1) — четная, то нетрудно убедиться, 
что она достигает максимума в точках ** и — 

1* = о~1 1/(1°§1/Ь* к)/Ь. 

Таким образом, при /0 ^ I ? | < (о/Ь* 

Н0 (0 < С3 ств ( Я - + 1 + С2 Д) + Са Д, (3.1.24) 
где 

С3 = ( ( 1 О § 1 / 6 . к)/Ь)к12 кг+11ЫаЬ*\ 

Так как согласно условиям теоремы 
Д 

то нетрудно убедиться, что при 

Д ^ т т { ( 2 С 2 ) " 2 , (2С3)"*Л4(1 Н-Са)"4} (3.1.25) 



114 гл. 3. Переход к оценкам в метриках 

справедлива оценка 

Ся (1 + С2) Д + С2 Д < А1'2. (3.1.26) 

Поскольку С2 и С3 зависят лишь от к, Ъ* и й, то выполнение 
(3.1.25) достигается за счет соответствующего выбора с* в 
(3.1.21). Из (3.1.24) и (3.1.26) получаем, что 

# 2 ( 0 < Д при /Ь*- (3.1.27) 

Исходя из этого и учитывая, что С2, С3 не зависят от про-
извольно выбранного числа 1, на основе (3.1.24) заклю-
чаем, что 

# о ( 0 < С3 (1 + Са) Д + С2 А 
при | * | ^ 1 / е. 

Теорема доказана. 

Доказательство следствия 3.1.1 не представляет затруд-
нений. Действительно, обозначив 

0 = 7 = 0, 1, 2, 

нетрудно убедиться, что 

О 
Г 1'Й(0/*|<1*< шах | Й ( 0 | ( 1 - 6 * ) / & * . (3.1.28) 

Переходя к рассмотрению суммы интегралов (3.1.28) с целью 
получения оценки такого же порядка, как и (3.1.12), достаточ-
но аккуратно повторить неравенства при доказательстве фор-
мулы (3.1.24). Выкладки нами опускаются. Заметим, что для 
частного случая эти выкладки приводятся в работе [131]. 

Доказательство следствия 3.1.2 очевидно. 
Для доказательства следствия 3.1.3 достаточно убедиться 

в справедливости следующего утверждения. Если функция 
/ ( 0 = Е ехр ИХ удовлетворяет уравнению (3.1.4), то при усло-
вии (3.1.15) функция / а ( 0 = Е ехр (И (Х—а)) для любого дей-
ствительного а удовлетворяет аналогичному уравнению 

к 
/«(0= П /«(М) + К0ехр(-ш0. (3.1.29) 

7 = 1 
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В самом деле, 
к к 

П ^ о = П ехр (~ а')= 
7 = 1 7 = 1 

/с к к 
= \ \ К Ь ^ 0 ехр ( - ш/ ^ = П ^ ^ е х р ( ~ Ш > } = 

7 = 1 7 = 1 7 = 1 

= / ( 0 ехр ( - 1а() - г (г) ехр ( - гаг) = / й (г) - г (О ехр ( - ш/), 
т. е. (3.1.29) действительно имеет место. Теперь на основе 
соответствующего сдвига и теоремы 3.1.1 получаем (3.1.16). 

В заключение отметим, что следствие 3.1.3 будет нами су-
щественно использовано при построении оценки устойчивости 
характеризационной теоремы С. Н. Бернштейна (см. § 2.6). 
Согласно (2.6.18), в этой характеризации возникает уравне-
ние 

Д О = / » ( * / 2 ) Я - * / 2 ) . 
Коэффициенты 

Ъх = Ъг = Ь% = 1/2, 6 4 = — 1/2, 
очевидно, удовлетворяют как соотношениям (3.1.5), так и ус-
ловию (3.1.15). 

§ 3.2. Примеры применения 
процедуры растяжения 

В настоящем параграфе исследуем оценки устойчивости 
в метриках типа X лишь в двух характеризационных теоремах 
— в обобщенной теореме Пойа (см. § 1.1, п. 1, а также при-
мер 1.2.1) и теореме Бернштейна (см. § 2.6). При этом необ-
ходимо отметить, что процедура растяжения (т. е. теорема 
3.1.1 и ее следствия) также существенно используется в сле-
дующей главе, которая посвящена исследованию устойчи-
вости характеризационных теорем без моментных ограниче-
ний. 

Уже при первом взгляде на оценки (3.1.12), (3.1.13) и (3.1.16) 
нетрудно определить, что при исследовании устойчивости 
с использованием процедуры растяжения основной задачей 
является оценка по г величины Д (или Да), построением ко-
торой мы сейчас и займемся. 
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1°. Оценка устойчивости в обобщенной теореме Д. Пойа. 
Идея применимости предельных теорем в характеризацион-
ных задачах математической статистики уже давно привле-
кала внимание специалистов. Она фактически была реализо-
вана в работе самого Д. Пойа [134] в 1923 г. Другим ярким 
примером может послужить работа Ю. В. Прохорова и 
М. Фиша [58] о распространении теоремы Пойа на случай-
ные элементы в гильбертовом пространстве, а также теоре-
ма 5.4.2 из монографии [30]. 

При переходе к рассмотрению устойчивости характери-
зационных теорем положение во многих случаях усложня-
ется, причем очень часто усложняется существенно. Исполь-
зование предельных теорем для построения оценок устойчи-
вости проводилось И. С. Шигановым [76], Р. В. Янупткя-
вичюсом, О. Л. Янушкявичене [98, 160], Р. В. Янушкявичю-
сом [89]. 

Теорема 3.2.1 (см. [89]). Пусть X', Хъ ..., Хк - неза-
висимые равнораспр еде ленные случайные величины и пусть 
для некоторого ге(2, 3]| 

Е = 0, Е (X2 — Ь2) = 0, (3.2.1) 
00 

[ \х1гЫ(Р(Х<х)-Р(Кх))1^М< 00, (3.2.2) 
— 00 

причем 

к к 

7 = 1 7 = 1 6 = ш а х { | ^ | : у = 1, 2, . . . , к}< 1. 

Если статистики X и Ь (X, г)-равнораспределены, т. е. 
\(Х, то существует нормальная случайная величина 
N такая, что 

1(Х, (3.2.3) 

где Сг зависит лишь от М, к и Ь, а 
к 

а = 1пр г / (1п(рд- 1 ) ) , 
1= 1 
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Доказательство. Из (3.2.1), (3.2.2) и соотношений (5) —(15) 
работы Р. Шимицу [145] следует, что 

ЕХ = 0, Е X 2 = а 2 < оо, (3.2.4) 

| Д О - ехр ( - а2 *2/2) | < МК \{ I2-»"5, 

где 8 = г - 2 , / ( 0 = Е е х р (ИХ), 

Обозначим 

т = тт {(2КМе)-1,г, У^/с}. 

Записав 

/ ( * / ] / л ) = ехр ( - (т2 *2/(2л)) + 0 М1112+8 /" ( 2 + 8 ) / 2 , 

где | © | < 1, и убедившись, что при || ? | < т ]/ п 

(101 112+8/^(2+8)/2 е х р ( У *«/(2л)) < 1 /2 , 

согласно известной формуле [ 1п(1 +х) |<2 |л; | при | х | < 
< 1 / 2 получим: 

1 п / ( ; / ] / « ) = - с*2 *2/(2п) + 1п (1 + ехр (<*2 *2/(2л))) х 

х 0 МК} / \2+8/п1+8129 

1п (1+ехр; (^ 2 / 2 / (2« ) ) ) 

Отсюда следует, что 

11п/ (//1/"л) + а2 /2 /2л | < 2е КМ | /12+8 л - ( 2 + 8 ) / 2 (3.2.5) 

при 
С целью упрощения выкладок далее полагается <?= 1. 

Это предположение не умаляет общности рассуждений, 
поскольку в противном случае следовало бы провести про-
цедуру масштабирования, которая рассматривается в п. 2° 
и постоянно используется в гл. 4. 
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Если X и У — независимые равнораспределенные случай-
ные величины, а Г(х) — распределение разности X— У, то 
в силу (3.2.4) 

00 

1-!/(012= [ (1-со5(х)ёГ(х) = 

= 2 [ 81П2 ~ [ х*(1Г(х)=1*. 
— 00 — 00 

Следовательно, при | ? | < 1 выполняется соотношение 
к 

1 п / ( 0 = 2 1 п / ( ^ 0 + ^ ( 0 , (3.2.6) 
7 = 1 

где 
к 

^ ( 0 = 1п(1 + г ( 0 / (3.2.7) 
7 = 1 

Обозначив 

Ф(0 = - ^ 1 п / ( 0 , Д, ( 0 ( * ) / * « , 

согласно (3.2.6) имеем: 
к 

* З Ф ( М + * . ( ' ) • (3.2.8) 
7 = 1 

Следовательно, 
к 

Ф(М= 2 
1 = 1 

а поэтому, в силу (3.2.8), 
к к к 

7 = 1 1 = 1 У = 1 

А: А: к 

Л-1 Л-1 Л=1 
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Продолжая эту процедуру, убеждаемся, что при | * | < 1 

к к к 

У 1 = 1 УА=1 7 5 = 1 

з к к 

+ 1 ( I ••• I ^ - А и а д . - • • * « _ , < ) ) + 
/ = 2 7 4 = 1 7 ' 1 _ 1 = 1 

+ Д2(0. (3.2.9) 
Поскольку 

к к 

Л=1 75=1 > 
то в (3.2.9) вместо ф можно подставить ф + 1. При оценке 
первого слагаемого в правой части (3.2.9) заметим, что, со-
гласно условиям теоремы, для всех ] Положив 
| Ь] | >0 и обозначив п8 = п(1ъ . . . , га) = Ь^2 . . из (3.2.5) 
получим: 

| Ф (Ьи . . .ЬЛа 0 + 11:= 2Г'21 я, 1П/(*>Р) +1*12 [ < 

^С2М\1\*пГ8'2. (3.2.10) 

Так ?как лг*'2*8! . то гиз (3.2.10) следует, что 
при \ г | < 1 

к к 

А=1 7 , -1 

к 

= С , М ( 3 - 2 . 1 1 ) 
7 = 1 
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Переходим к оценке второго и третьего слагаемых в пра-
вой части (3.2.9). Поскольку, как уже было доказано, | / ( 0 |2 ^ 

- I 2 , то 

П 
7 = 1 

при |?|<1. Отсюда, согласно определению К2 (0? имеем: 
з к к 

/=2 71-1 7|_1=1 
з к к 

/=2 Л=1 Л-1"1 

4 Е 

(1 — 
/ = 1 

7Г 2 С , * - . (3.2.12) 

Учитывая (3.2.9)-(3.2.12), получаем, что при |*|<1 

| ф ( 0 + 1 I ^ с 2 м [ * I8 В* + С3 8 г-2 к*. (3.2.13) 

Так как то, очевидно, при г > 2 

Р Р < 1 . 

Имея в виду это замечание, произведем балансировку в 
(3.2.13). Подставляя в (3.2.13) 5 = [х 1п 1/е], при \1 | < 1 имеем: 

1 ф (0 + 11 ^ с 2 м I г I8 Рг12х 1п С3 г*-*1**. 

Положив здесь х = 1/1п (&/(Зг), заключаем, что при |*|<1 

а = 1п (Зг/(1п РД- 1 ) . 

Воспользовавшись неравенством 

| / ( 1 ) - « я ф ( - / я / 2 ) 1 < ^ | Ф ( 0 + 1 | , 

при | * | < 1 получаем: 

| Д О - ехр ( - /2/2) )<(С2ЛГ|* |7рг + С3) Л 
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Таким образом, мы завершили оценивание величины А, 
определенной в условиях теоремы 3.1.1. Воспользовавшись 
оценкой (3.1.12), получаем (3.2.3). 

Теорема доказана. 

При исследовании устойчивости характеризации нормаль-
ного закона свойством равнораспределенности линейных 
статистик Е1=а1Х1 + ...+акХк и Ь2=Ь1Х1 + ... +ЬкХк (тео-
рема 2.5.1) мы видели, что порядок оценки устойчивости — 
логарифмический. Возникает следующий интересный вопрос. 
Нельзя ли существенно улучшить этот порядок, если о ста-
тистиках Ь г и Ь 2 дополнительно известно, что коэффициенты 
хотя бы в одной из них равны? Оказывается — можно, при-
чем доказательство проводится подобным образом, как и 
только что рассмотренная теорема 3.2.1. Это важное обсто-
ятельство позволяет опустить доказательство теоремы 3.2.2 
(см. [160]). 

Перед ее формулировкой через обозначим символ 
Кронекера, т. е. 1 при х=у и при хфу9 а через 
N<>,1 — стандартную нормальную случайную величину. 

Теорема 3.2.2. Пусть X, Хъ ..., Хк — независимые рае-
нераспределенные случайные величины и пусть Е|Х|Г<МГ 

при г> 2, = х при /= 1, 2, ..., [г] — [>]. Если статис-
тики А = + и Ь2 = Ъ1Х1 + ... + ЪкХк (X, г)-
равнораспределены, т. е. 

причем 
к 

2 4 5 - 1 , 0 < М У 1 ; < 1 , / = 1, 2, К 
7 = 1 

то существуют положительные величины и> и С4, зависящие 
лишь от Ь19 Ък, к9 /с0, МТ9 такие, что 

\(Х9 

В [160] приводятся следующие оценки для ж 
(а) сверху т т (а, 1 /к0), 

^ ( ы & к ^ у п п & к р к - ч , 

к 

1 
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(б) снизу: 
ЮГм»-

Здесь 
М* = Ш1П{М, тт{;:ъ = ул.1}}, 

Уо = а> Ух = 1шп{а, у}, 1 /к09 р(2-1/кд/(2к0)}, 
Ъ = у}}, у = 2, 3, . . . , 

Р = 2 (1-«) / (* + «,), 
1 - 1 

1 /=0 

:/=1, 2, к }, 

Л/= т т {/: /-натуральное, }' 8 > 2/Аг0 }, 

Ь* = Ь$ = т а х { | ^ | : у ' = 1, 2, . . . , *}, 

6,* = т а х { | ^ | : | ^ | < 6 / * _ , ) ] = \ , . . . , А;}, 

у=1, к} 
и, наконец, — произвольная константа из интервала 
(О, 1]. 

2°. Оценка устойчивости в -теореме С. Н. Бернштейна. 
Пусть Хъ Х2 — независимые случайные величины. Извест-
на следующая характеризационная теорема С. Н. Бернштей-
на: если Хг + Х2 и Х1 — Х2 — независимы, то Хъ Х2 — нор-
мальны. Оценка устойчивости этой характеризации рассмат-
ривалась в работах Хоанг Хыу Ньы [73], Л. Д. Мешалкина 
[131], Ю. Р. Габовича [5, 6], Л. Б. Клебанова и Р. В. Янушкя-
вичюса [42, 44, 45], Р. В. Янушкявичюса [92]. Далее будем 
следовать работе [44]. 

Определение 3.2.1. Случайные величины X и У называются 
(X, г)-независимыми, если 

*(/<*. * ) , / * / г ) < е. (3.2.14) 

Здесь используются обозначения, принятые в формуле 
(1.2.14). 

Заметим, что для любой характеристической функции 
(0 = Е е хР 0 ^ ) и любого числа ре(0, 1) существует по-
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ложительное (зависящее, вообще говоря, от /х ] и р, конечное 
или бесконечное) ^ такое, что 

^ = т Г { [ / [ : | / ^ ( 0 | = / > } . (3.2.15) 

Если же \/x^(1) I >Р при ?е(—оо, оо), то полагается ^=оо. 

Теорема 3.2.3 (см. [44]). Если Хъ Х2 — независимые слу-
чайные величины, а Хг + Х2 и Хх — Х2 (X, е)-независимые ли-
нейные статистики, то 

1пГ Щ < С е 9 7 = 1 , 2 , (3.2.16) 

где С — некоторая абсолютная константа, а — класс 
всех нормальных случайных величин. Порядок по г в (3.2.16) 
неулучшаем. 

Оказывается, можно указать явный вид распределения 
нормальной случайной величины ТЧу, удовлетворяющей 
(3.2.16). Точнее, можно указать такую нормальную случайную 
величину N0, и постоянную Сб, для которых в условиях тео-
ремы 

Ч Х » (3.2.17) 

А именно, в качестве Н, достаточно взять нормальную слу-
чайную величину с дисперсией 

если 5 = ш т (зъ ,у2)< 1/е, где ^ определяется согласно (3.2.15) 
при /7=1/2; если же /г, то 

При установлении (3.2.17) использовалось определение 
(3.2.15), но лишь при одном фиксированном /7=1/2. В случае 
произвольного /7б(0, 1) (3.2.17) можно уточнить. А именно, 

АОО, К о ;кС б г />-*тах(1 , -Ш"1/?), (3.2.18) 

где С6 — абсолютная константа. 
Перед доказательством теоремы рассмотрим один вспо-

могательный результат. 
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Лемма 3.2.1* Пусть Хг,Х2 — независимые случайные ве-
личины и 

\/хг+Хш(*д/х*-х№-/<Х* + Хш.Хг-Хш)(?и '«) I < е (3.2.19) 

при Пусть, кроме того, существует постоянная 
ре(09 1) такая, что при 7=1, 2 

при }{\^Т2. (3.2.20) 

Тогда существует абсолютная константа С7 такая, чтя 
лри и К ^ = т т ( Г 1 ? Га), у=1, 2, 

1/^ (0 ~ехр { *« Г-» 1п (701 + »<*> ОI < С7 

т. е. с точностью до сдвига 

\ГХ] (0 - ехр {12 Г"»1п (Г) I} I < С7 

Доказательство леммы. Согласно (3.2.19), 

ГхЛк + к)Гх.{к~к) = 

+ к), (3.2.21) 

|г(?ъ ?2) | < г при 

Обозначим 

Ф1 (О= 1п/Х1(0, ф2(0 = 1п/х,(0, 

Ф*(0 = - ф х ( 0 - ф 2 ( 0 , ф4(0—ФхСО-ФаС-о-

В силу (3.2.20) и (3.2.21) при Г* имеем 

Ф1 (к + к) + ф2 (к - ^ + Фз (.к) + Ф4 (к) = « (>ь 4), (3.2.22) 
где 

Жк, 0=111(1 + г(к, 1к)!(ГхЛк)/хЛк)АЛк)/х.(-^)), 

г 2 ) |<С 8 е , С& = 2р~К 

При анализе уравнения (2.22) будем использовать методы, 
развитые Ю. В. Линником в [50, § 6.4] и в работах Н. А. Са-
погова [62], Л. Б. Клебанова и И. А. Меламеда [35]. 
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В (3.2.22) сделаем замену переменной — вместо Хх подста-
вим так, чтобы (гх + 0 2 ^Г 2 . Тогда 

Фх (к + + 0 + Ф» ('х-^2+0 + Фз (Ч + 0 + Ф« = 
= /2). (3.2.23) 

Из (3.2.23), вычитая (3.2.22), получаем: 

ф1, * + Ч) + 92, г - к) + фз, г (О = (/х + (3.2.24) 
где ФЛ*00 = ФЛ* + 0-Ф/00> а 

Введем еще одно обозначение: 

= ]— 1, 2, 3. 
Очевидно, <р*,(0) = 0. Положив в (3.2.24) ^ = = 0 и вычтя 
полученное соотношение из (3.2.24), придем к выражению 

<?1 г (̂ 1 + **)+??,. ( ч - ч)+фз* г й ) = + и и), (3.2.25) 
'2) 1^4С8г, 

Положим в (3.2.25) сначала ^ = 0, а затем — Так как 
ср1Л0) = 0, то 

ф Ы * ) = - ф Ы + - * ) , (3.2.26) 
Фз* ,(*) = ~Ф?,.(2^) + (3.2.27) 

Следовательно, обозначая 
12-1г = Х, 211 = у9 фГ,* (*) = &(*), 

путем подстановки (3.2.26) и (3.2.27) в (3.2.25) получаем 

у/2) = К,(х9 у9 0 , (3.2.28) 

причем в области 
(У 12 + О2 + Си/2 + х)2 ̂  Г2 (3.2.29) 

справедлива оценка 

|Дз(*, 01<12С4 е. 
Таким образом, исследование исходного функционально-

го уравнения (3.2.22) свелось к рассмотрению возмущенного 
уравнения Коши (3.2.28). 



126 гл. 3. Переход к оценкам в метриках 

Интегрируя обе части (3.2.28), приходим к соотношению 
* х 

/ &(и + у)<1и- [ 2г(и)(1и = 
о о 

х 
/ У, 0<**. (3.2.30) 
о 

Это соотношение удобно переписать в следующем виде: 

о о 
х X = &(*)<!*+*& 00 + г Л *)<**• (3.2.31) 

о о 
Рассматривая левую часть (3.2.31) как функцию верхнего 
предела, видим, что она в области (3.2.29) почти всюду диф-
ференцируема по у, поэтому 

* 

о 
В силу (3.2.28) отсюда получаем 

й(*) + Д8(*, У, 0 = 

= { *ЛОО + / У, № }. (3.2.32) 

Интегрируем (3.2.32) по у: 
у 

УЕг(*) + ( л3(х, г, 1)й2=х&(у) + 
о 

Л X 
+ I у, 0 ё г - I О, О ёг. (3.2.33) 

о о 
С учетом (3.2.28) и условия (0) = 0 имеем: 

д; 
Г 0, = 
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Поэтому (3.2.33) можно переписать так: 

Ж (*) + / Я3(х, г, 
б 

X 
= х&(у)+ / у, / )й2. (3.2.34) 

о 
Полагая у=у0 = Т9 в области 

(Г/2 + О2 + (Т/2 + х)2 ^ Т2 (3.2.35) 
получаем 

* 

У о ^о ^ О 
Д'о 

о 

Так как в области (3.2.35) при * = - Г / 2 хе[-ЗГ/2, Г/2], то 

& (*) = А1х + К/к(х, 0 , (3.2.36) 

Л = 01<С в е=30С в е . 

Поскольку, согласно нашим обозначениям, 

& О) = *С*) = <Рх5* (*) - 91, г (0) = 

= Ф1 (* + 0 - Ф1 (*> ~ Ф1 Ю + Ф1 (°> 
и фх (0) = 0, то отсюда и из (3.2.36) получаем, что 

Ф1 ( * + о - Ф 1 ( * ) - Ф 1 ( 0 = ^ * : + 0 - (3.2.37) 

Левая часть (3.2.37) симметрична относительно Гил, поэто-
му 

Агх = Ах1 + К4(*, х)-ЯА(х, I). 

Фиксируя х= —х0 = Т, имеем X 

= А* г+КЬ (0, ( - V 3 - 1) Г/2 < / < (1/Л - 1) Т/2, 

А* = АХщ/хо, Д б (0=(Д 4 ( ' , ^ о Ь ^ о , 0)/*о-
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Таким образом, (3.2.37) можно переписать так: 

Ф1(*+0-Фх(*) - Ф1(0 = Л ' * + * Д 5 ( 0 + Д 1 ( * , 0 . (3.2.38) 
Обозначив К6(х, = 1), легко убедиться, что 
в области 

( - 1 / 1 - 1 ) Г / 2 < Г < ( 1 / 1 - 1 ) Г / 2 (3.2.39) 

справедлива оценка 

|Дв(*, 0 | < 7 С в е . 
Заметим, что уравнение (3.2.38) аналогично уравнению 
(3.2.28). Интегрируя его по х, получаем 

X X 
|*ф1(и+0с1и — |* ф 1(и)д.и=* 

о о 
X 

= хф 1(1) + А*1Х2/2+ [ ДВ(И, г)ЛИ. 
о 

Поскольку по аналогии с (3.2.30) левая часть этого уравнения 
почти всюду дифференцируема по Г, то 

Ф х ^ + О - Ф х Ю -
х 

= { 2+ / Л.(и, 0<1" }. 

В силу (3.2.38) отсюда получаем 

ф^дО + ^ и + Д , ^ , 0 = 

= { * ф х ( 0 + / 0<1« }• (3.2.40) 

Выражение (3.2.40) интегрируем по Х\ 
X 

1^х(х)+Аъ1*х\г+ / Я6(х, и)йи = 
о 

X X 
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Согласно (3.2.38), при ? = 0 К6 (х, 0) = 0. Таким образом, в 
области (3.2.39) 

Фх (*) = А* *2/2 + (фх (0// - А* Г/2) х + Д7 (х, О, * / 

0 = 7 / Дв(и, О й и - у / Я6(х, "И*/. 
о о 

Полагая 1=10=— Г/2, имеем 

ф2 (х) = Л*2 + Я* + (х, *0), (3.2.41) 

А = А*/29 В = ^1(10)/10-А*10/2, 

1Я7(х, О К ЗС5г при - Г ^ Ж О . 

Убедимся, что разложение (3.2.41) верно и при ( Х х ^ Г . 
Действительно, согласно принятым обозначениям 

А = А*/ 2 = АЛ 2х0) = Ях9 (у0)/(2х0 у0) = 

= Фх, (Уо)/(2хо Уо) = (фх, х. Ы ~ Фх, ( 0 ) ) / ( 2 х 0 = 

= (Фх (*о + Уо) ~ Фх (Уо) - Фх Оо))/(2*о У о)-

При у0 = Т, , г 0 = - Г , т. е. в случае —Г^х^О имеем: 

Л = ( - ф 1 ( Г ) - ф 1 ( - Г ) ) / ( 2 х о 7 о ) = 

= ( - 2 1 п | / 1 ( Г ) 1 ~ / а г 8 / 1 ( Г ) - / а г ё / 1 ( - Г ) ) / ( - 2 Р ) = 

= (21п )Л (Г) [ + / аг ёЛ (Г) + / агвЛ (Г))/(2Г2) = 

= Т-Чп\/г(Т)\. (3.2.42) 

Здесь и далее будем пользоваться обозначениями: 

У=1, 2; 2 = К ъ 2 — И т 2 . 

Исходя из уравнения (3.2.34), которое выполняется в области 
(3.2.29), и фиксируя значение у=у 0 =Т, мы, таким образом, 
перешли к области (3.2.35) и получили (3.2.41) со значением 
А, определяемым в (3.2.42) при х0 = —Т9 и значением В при 

В = - 2фх ( - Г/2)/Г+ Л* Г/4 = - 2Г-1ЬЦЛ (Г/2) | + 

+ Л* Г/4+ 2/аг8Л(Г/2)/Г. (3.2.43) 
5. Н. Лапи§кеу1сШз 
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Разложение (3.2.41) для хе[0, Г] получается путем выбора 
У=Уо = — Г, а затем х0 = —у0 = Т, г0 = Г/2. При этом значение 
величины А не изменится, так как в последнем случае 

А = ( ф х ( * 0 + .Уо) ~ Фх (Уо) - Ф х ( * о ) ) / ( 2 * 0 Уо) = 
= - ( - ф 1 ( - Г ) - ф 1 ( Г ) ) / ( 2 Г 2 ) , 

т. е. получаем (3.2.42). 
Рассмотрим величину В при значении Г0 = Г/2: 

В = 2фх (Г/2)/Г— А* Г/4 = 2Г -11п |/х (Г/2) | -
- А* Г/4 + 2г аг§Л (Г/2)/Г. (3.2.44) 

Мы видим, что значение величины В при ?0= — Г/2 отлича-
ется от значения В при 10 = Т/2 лишь действительной частью 
(ср. формулы (3.2.43) и (3.2.44)). Убедимся, что эта часть пре-
небрежимо мала. А именно, что 

| КеВх | ^ ЗС9 б при Г. (3.2.45) 

Действительно, согласно (3.2.41), 

)/х (х) | = ехр { Ах2 + * Ке В + Ке Я7 (х, 10)}, 

откуда в силу \/г (х) | = \/г (—х) | получаем: 

х К е Б + К е Л 7 ( х , Г0)= -хКеВ +КеЯ7(-х9 /0), 

что полностью доказывает (3.2.45). 
Следовательно, 

фх (х) = Ах2 + / 1щ Вх + (х), (3.2.46) 
\Я8(х)}^С10г = 6С9е, [х [<Г. 

Так как 
[ехр*— 11^ \ г \тах (1 , ехрКег), 

то из (3.2.46) получаем: 
1/х (х) - ехр (Ах2 + / 1т Вх) | = 

= ехр (Ах2) | 1 - ехр (1п/х (х) - Ах2 - / 1т Вх) | ^ 

^ ехр (Ах2) 11пЛ (х) - Ах2 -ПтВх\х 

х тах (1, ехр ( - Л * 2 + КС1ПЛ (*)))< 

<|Л8(х)1тах(ехрЛх2 , 1Л(*) | )<С 1 в е (3.2.47) 
при Лемма доказана. 
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Доказательство теоремы 3.2.3. I. Из условия (X, е)-неза-
висимости статистик Хг + Х2 и Х1 — Х2 получаем, что 

Л С х + ^ Ш ' х - ^ Ь 
= Л ( ' | ) / « Ш г Ш Л - Я + г Ц г , *2), (3.2.48) 
\г(*г> при 1/г2. (3.2.49) 

В (3.2.48) положив сначала = = а затем = 
получим 

Л ( 2 0 = Л ( 0 1 Л ( 0 | 2 + К ^ 0 , (3.2.50) 

Л (20 = 1/1 (01 2 / ! (0 + Г - 0 . (3.2.51) 
Подставляя в (3.2.50) и (3.2.51) вместо 1 величину (—0 и пе-
ремножая соответственно полученные уравнения с исходны-
ми (3.2.50) и (3.2.51), получаем, что при | 1|<(еУ"2) - 1 

1Л (2012 = 1/1 (014 |/а (014+ гг (0, 
и С О М Л С О М / . М Р + Г . М , 
IГ1 (01 ̂  2г + е2, ] г а (0 |<2е + е2. 

Следовательно, при | ( | < ]/ 2/г 
1Л(012=1Л(012- '-2^/2)+г1(г/2), 

т. е. при | / | < ]/ 2/е 

1Л(012 = | / 2 ( 0 1 2 + ^ ( 0 5 | г , (01<«(4 + е). (3.2.52) 
Из (3.2.15) и (3.2.52) следует, что если ^1 = ш т 1/е, 

ТО 
\ / М ] = 1/р2->з(*1). (3.2.53) 

И. Если 

то утверждение теоремы следует из леммы очевидным об-
разом. Если же < 1 / г, то полезно ввести следующие обо-
значения: 

Л * ( < ) = № ) , 7=1, 2. (3.2.54) 
Замечая, что 

= } т Г { и | : 1 Л ( 0 | = / > } = *1/*=1 (3.2.55) 

5* 
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и учитывая (3.2.53) относительно интервала | * приме-
няем лемму. Получаем, что при | * 1, у= 1, 2, 

1/л . (0 - ехр { 121п | Д , (1) |} | < С и е/р*. (3.2.56) 
III. Поскольку соотношения типа (3.2.50) и (3.2.51) для 

функций /у}3 (0 верны в интервале | г | < 1/(е,у), то в силу 
(3.2.56) остается рассмотреть область 1 < | Г | ̂  1/(г^). 

Подставляя (3.2.52) в (3.2.50), получаем следующий ре-
зультат: 

Л , . ( 2 0 = я . ( 0 Л , . ( - 0 + '4(0, ( « V I ) - 1 , 
| г 4 ( 0 | < « ( 4 + е). 

Согласно следствию 3.1.3, имеем: 
тах _ . (0 - ехр { 1п 1Д . (1) |} | < 

|/|<(л/2)-« 

В силу (3.2.55) | /1 , 'в (1) |=л поэтому 

1Л..(0-ехр{/»1п1Лвв(1)-/}|< -С 1 2 ер -Чп-*р , (3.2.57) 

2)"1. (3.2.58) 
Рассуждения относительно функции /2> 5 (/) аналогичны, 

так как в силу (3.2.53) 

Объединяя (3.2.56) —(3.2.58) и вспоминая обозначение 
(3.2.54), получаем, что при | и | < 1 /(е"|/ 2) 

1Л («) " ехр { и 2 1 п (а) 1} I < - С12 гр~* 1л"1 р. 

IV. Убедимся, что порядок по г в (3.2.16) неулучшаем. 
С этой целью определим 

Д О =/ха (0 = Л . (0 —(1 —•> е-^/2 + е е-»1 (3.2.59) 
предположим, что Хъ Х2 — независимые случайные вели-
чины. Как уже отмечалось, при независимости Хъ Х2 (X, е)-
независимость статистик Хг + Х2 и Хг — Х2 означает, что 

/х*(*1+*2)/хп(*1-*2) = 
=Гхг Ш х ш (^)А.Ч ~ + ' / Л 

'а) |<е при 
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В силу (3.2.59) это условие можно записать так: 
*2). (3.2.60) 

Непосредственной подстановкой (3.2.59) в (3.2.60) можно 
убедиться, что действительно 

I г (2) ] ^ с* г при 1\ + ^ 1 /г2. 
С другой стороны, можно подсчитать константу с* такую, 
что 

тГХ(/( / ) , ехр(-с* 2 * 2 /2) )^*г . 
о 

Теорема доказана. 

§ 3.3. Об интервале, в котором 
характеристическая функция (х. ф.) 

не имеет нулей 

В предыдущих параграфах мы убедились, что обычно 
решение характеризационной задачи сводится к решению 
соответствующего функционального уравнения, причем за-
частую последнее является уравнением для характеристи-
ческих функций. При характеризации нормального закона, 
например, такое уравнение достаточно рассмотреть в интер-
вале [ — 8, 8] при некоторой произвольной положительной 
константе В самом деле, известно (см. [30, с. 34]), что если 
характеристическая функция /({) удовлетворяет соотноше-
нию 

Д 0 = ехр(-с*2) для и= 1, 2, . . . , 
Гл->0 при п —> со, 

а с ^ О - некоторая постоянная, то / ( 0 = ехр (—с*2) на всей 
оси. Поэтому из соображений возможности логарифмирова-
ния и деления константа 8>0 подбирается так, чтобы 

ЛОт^О при 8]. 

При исследовании возмущенных функциональных урав-
нений картина существенно меняется. Во многих из них уже 
во весь рост встает проблема оценки длины интервала, в 
котором характеристическая функция не обращается в нуль, 
а точнее, проблема оценки величины 

<7(г, /е) = 8 и р { т : | / 5 ( 0 | > г при | > | < т } (3.3.1) 
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при г где / е — характеристическая функция. С величиной 
д мы уже сталкивались, например, при доказательстве теоре-
мы 2.4.1. В ней рассматривалась устойчивость характеризации 
нормального закона свойством постоянства регрессии одной 
линейной статистики на другую и имело место дифференциаль-
ное уравнение (2.4.2), которое удобно записать в следую-
щей форме: 

/ ; ( О / г ( р 0 = а / ; <рО / г (0+ Г (0, (3.3.2) 
оф=1, | г ( 0 | < е V/ а К1. (3.3.3) 

Мы также видели, что от оценки снизу величины # (г, /Г) 
непосредственно зависит общая оценка количественной ус-
тойчивости в рассматриваемой возмущенной характериза-
ционной модели. В модели, описываемой теоремой 2.4.1, 
таковой является оценка 

?(е, / г ) > С г У Ш Г г . (3.3,4) 
Довольно простой пример, рассматриваемый в теореме 
3.3.1, показывает, что оценка (3.3.4) по порядку является 
неулучшаемой. И хотя в этой теореме рассматривается лишь 
характеризационное уравнение (3.3.2), таким же способом 
нетрудно убедиться, что (3.3.4) имеет место и в ряде других 
теорем устойчивости характеризаций нормального закона. 

Теорема 3.3.1. Существуют характеристическая функ-
ция /* (() и функция г (/), удовлетворяющие уравнению (3.3.2) 
и условиям (3.3.3), такие, что длина интервала #(0, /*), в 
котором /* (0 не обращается в нуль, оценивается следующим 
образом: 

<7(0, /*)<Ся1/1пТ[г. (3.3.5) 

Доказательство. Рассмотрим функцию распределения 

= (х)+гЕа(х), 
где Ф (х) — стандартный нормальный закон, а Еа (х) — функ-
ция распределения случайной величины, вырожденной в 
точке а, причем 

а = а(г) = те/1/21п (1/е - 1). 
Убедимся, что соответствующая Гш (х) характеристическая 
функция / е (*) удовлетворяет условиям теоремы. Поскольку 

Л (0 = (1 - г) ехр(-*2/2) + 6 ехр (Па), (3.3.6) 
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то легко проверить, что / е 00) = 0, если 

*0=1/'21п(1/е-1). 

Это в свою очередь означает, что 
<7(0, /е)<10-

Таким образом, для завершения доказательства теоремы 
остается оценить член г (г) в уравнении (3.3.2). Это делается 
непосредственной подстановкой (3.3.6) в (3.3.2). Действитель-
но, 
г а) = I (1 - е) е а ехр (На — р2/2/2) + (1 — а) г г2 а ехр ((1 + р) На) + 

+ г (1 - г) г (ехр (На - р2 /2/2) - ехр (г р 1а - /2/2)) -
- * (1 - г) га а ехр (/ (3 - *2/2). 

Следовательно, при малых г>0 
| г ( 0 | < ( 2 + Ц 1 р | ) е х р ( - 1 / 2 ) . е . 

Теорема доказана. 

Оценка типа (3.3.4) усложняется, если из решений основ-
ного функционального уравнения приходится выделять ре-
шения, имеющие вероятностный смысл. Рассмотрим в ка-
честве примера задачу устойчивости характеризации нормаль-
ного закона свойством равнораспределенности двумерных 
векторов (Ьъ Ь2) и (Ь39 где 1, 4) - некоторые 
линейные статистики. Здесь, однако, необходимо кратко на-
помнить историю рассматриваемого вопроса. 

Пусть Хъ ..., ^ — независимые случайные величины. 
Согласно теореме Скитовича —Дармуа, если линейные ста-
тистики] 

к к 

7=1 У-1 
независимы, то те случайные величины Х5> для которых 
а^у т̂ О, нормальны. 

Введя дополнительно в рассмотрение две линейные ста-
тистики 

к к 

1,з= 2 с*х1> А = 2 (3.3.8) 
7 = 1 7=1 

можно получить более общий результат. 
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Теорема Л. Б. Клебанова [115]. Если случайные векторы 
(Ь19 1/2) и А) равнораспределены, то те случайные вели-
чины Х}9 для которых 

а^ Ь^ 
с1 Ах 

#0 , /=1 , . . . , Ц9 (3.3.9) 

нормальны. 

Убедимся, что эта теорема является обобщением теоре-
мы Скитовича — Дармуа. В самом деле, рассмотрим неза-
висимые случайные величины Х[, ..., Х'к такие, что случайные 
векторы (Х'и Х'к) и (Х19 ..., Хк) являются независимыми 
и равнораспределенными. Тогда условие независимости Ьх 
и ! 2 и условие равнораспределенности (Ь19 Ь2) и (Ьъ где 

к ад, 
являются эквивалентными, что и требовалось доказать. 

Устойчивость теоремы Клебанова изучалась в работе 
[116]. И хотя в ней существенно используется оценка снизу 
величины ^ (е), это вовсе не означает, что она занимает цент-
ральное место в доказательстве нижеследующей теоремы 
3.3.2. В нем важную роль играют усреднение по Соболеву и 
некоторые проблемы, связанные с использованием этого 
усреднения. 

Известно, что если 

/8ехр(82/(и2-&2)) Для \и\<Ъ9 

0 для | и | ^ 8, 
<о8 (и) 

/ 8 = 1 I / ехр(82/(н2-82))с!м, 
' - 8 

то для любой непрерывной функции ф (*) функция 
00 

ф(0 = / ф(?+т)со8(т)йт 
— 00 

является бесконечно дифференцируемой и 

Пшф(0 = Ф(0. (3.3.10) 
8—>0 
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Для наших целей необходимо построить оценку скорости 
сходимости в (3.3.10). Таковой является следующая элемен-
тарная оценка: 

00 

1 Ф ( 0 - Ф ( 0 1 - | / 0К*+т) -ф(о)« , (т )<1т 
— 00 

^ 8ир |ф (*+т ) -ф( / ) | . (3.3.11) 
М <8 

Здесь уместно отметить, что существование абсолютных 
моментов первого порядка в условиях теоремы 3.3.2 требует-
ся в основном лишь для оценки модуля непрерывности в 
(3.3.11) и упрощения формулировки основного результата. 

Напомним, что случайные величины X и У называются 
(X, ^-независимыми, если они удовлетворяют неравенству 
(3.2.14). Введем следующие обозначения. Пусть Ьг и Ь2 опре-
делены согласно (3.3.7). Для некоторого целого п (Х^п^к) 
положим 

К=К(п) = & : 1 ^ ' ^ к , 3х,(аи, Ъп) = у.^аь &,)}, 

Л = 2 
;еК(п) 

и пусть з=з (п) — число элементов множества К. 

Теорема 3.3.2 (см. [116]). Пусть Хг, ..., Хк — независимые 
случайные величины, причем 

Е | Ху\^М< о о , 7 = 1 , 2 , . . . , к. 

Пусть, кроме того, линейные формы Ьг, Ь2, и определены 
согласно (3.3.7) и (3.3.8) и для некоторого ]=п соотношения 
(3.3.9) выполняются для любого I, 1=1, ..., к. Если случайные 
векторы (Ьъ Е2) и Ь4) (X, г)-равнораспределены, то суще-
ствует величина С, зависящая лишь от коэффициентов ли-
нейных форм и от М, такая, что 

Х(Л, ^ < С ( Ь 1 / е ) - * (3.3.12) 

где N — некоторая нормальная случайная величина, а 

х = 2 - ( » - . Ы - 1 ) т 1 п ( _ 1 _ ) 1-) / (2Л-лг(и)-1). (3.3.13) 
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Доказательство. Из условия (X, ^-равнораспределенности 
(Ьъ Ь2) и (Ь3, Ь^) имеем: 

Еехр { I 2 (ъ*г + Ъли)Хл } = 
7 = 1 

п 

= Еехр { г ^ + } + /2), 
у = 1 

где 

Из независимости ..., следует, что 
к к 

П Л(*/ '1 + */*а) = ]"] Л Ы г + ^ Н К ' ъ *2), (3.3.14) 
7 = 1 7=1 

где через /у (и) обозначена характеристическая функция 
/ху (и) = Е ехР {шХу). Определим 

д = д(г) = тт{г-», § ир{т: (/,(сл1г + й,/2) | ^ е ^ , 

+ Уу, ..., к при |*]<т}}, 
где и>, р — некоторые положительные постоянные, опреде-
ляемые ниже, 1 = ?2). Обозначив 

<\>](и) = \п/у{и), ; = 1 , 2, . . . , к, 
из (3.3.14) получим, что 

к к 

2 + 2 + = '2), (3.3.15) 
7=1 7 = 1 

при 11 | ̂  Здесь 

Я = к V 
П + 
7 = 1 

Нетрудно заметить, что 

(3.3.16) 

при *=(*!, *2). 
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Пусть, далее, — сумма функций, 

О./ Ч + Ъл к) = Фл (а,г + Ън *2) + . . . + фЛ + ЙУ| *2), 

для которых векторы (а^1,Ь^1), ..., (а,-, коллинеар-
ны. Изменяя, если нужно, нумерацию индексов и при у = 
= к + 1, 2/: полагая 

^ (*/ + ^ 'а) = - (О- * + * >2), 
можно привести уравнение (3.3.15) к виду 

р 
2 + ) = 'а), (3.3.17) 
7 = 1 

р = 2к — 5. 

В силу определения ^ и условия (3.3.9) в уравнении (3.3.17) 
среди векторов нет ни одной коллинеарной пары. 
Очевидно, предположение п = 1 не умаляет общности рассуж-
дений. 

В таком случае легко заметить, что 

Ъ(и) = Ы/А(и). (3.3.18) 

Обозначим 
Т1 = а1 Ч + *2> Т2 = 2̂ + ̂ 2 

Тогда (3.3.17) примет вид 
Р 

+ + 2 Ыъъ + Ь*й) = Х*(?1> (3.3.19) 
7 = 3 

Здесь ос̂ , р,- — коэффициенты, определяемые по (/=1, 
..., р), а соотношение (3.3.19) имеет место при | (т ь т2) 
^ причем 

|Я*(т ь т2) | < С ( 3 . 3 . 2 0 ) 

Напомним, что одним и тем же символом С мы обозначаем 
различные величины, зависящие лишь от М, к и коэффициен-
тов ау, йу, й, (у= 1, 2, ..., /:). Отметим дополнительно, что 
среди векторов (1, 0), (0, 1), (ос,-, р^), 7 = 3, ... ,р, нет ни одной 
пары коллинеарных, поэтому 

ос^О, р ^ О , / = 3 , . . . , р. 
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Обозначим 
= Зи), У=3, . . . , р. 

Тогда уравнение (3.3.19) запишется в виде 
Р 

+ 2 Ъ . * + % = ( т ъ Т а ) . 
7 = 3 ' 

Умножив обе части последнего соотношения на со8;1 — 
(I | и проинтегрировав по т ь получим 

Р 

+ (т2)+ 2 т2), (3.3.21) 
7 = 3 

где знак означает усреднение по Соболеву, а 
00 

Д?1)(Иь т
2) = / т^соаДтз . -^дт! . 

— 00 

Положим теперь 

= и). 

Уравнение (3.3.21) примет вид 
Р 

7 = 3 

Снова умножим обе части полученного соотношения на 
—и2) ( | г / 2 | ^С#) и проинтегрируем по т2. Найдем 

р 

Сх("1) + С2("2) + Е (^2+^-^1) = ^2)(^Ь и*). (3.3.22) 
7 = 3 3 

В уравнении (3.3.22) одним и тем же знаком обозначено 
как усреднение по Соболеву, соответствующее ядру со81, так 
и усреднение, соответствующее ядру со§1, но для дальней-
ших рассуждений это не имеет значения. При этом 

оо 

^(2) (и19 Щ)= [ ^1)(М1,Т2)с08>(т2-1/2)ёт2. 
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Отметим теперь, что все функции, входящие в уравнение 
(3.3.22), имеют производные любого порядка. Положив 

= и ) , Р; 
запишем (3.3.22) в следующем виде 

Р 

1г Ох) + ( и 2 ) + 2 ^з, + = (3.3.23) 
7 = 3 

где 

Дифференцируя обе части (3.3.23) по ^ най-
дем 

р 

1{ Ы + 2 7 К + у, "2) = Лх К , и2), (3.3.24) 
7 = 3 

где 
(«1, «а) = (Иъ 

Так как 
а1 

то ясно, что 
1*1 (и* и ^ ^ С е 1 - ^ ! . (3.3.26) 

Положив в (3.3.24) иг = и1+уги2 и продифференцировав обе 
части полученного соотношения по иг при фиксированном 
значении щ, получим: 

р 

(иг) + 2 ( 1 - Ъ / Г з ) Д ( 1 - У; /Гз ) + ( Г / / У з ) « а ) = 
7 = 4 

= Д2(к15 */2). (3.3.27) 

Полагая находим, что 
1*2 К , « « Н ^ С е - Э Д . 

Действуя далее аналогичным образом (т. е. выполняя 
соответствующие замены переменной и дифференцируя по 
и п р и д е м к соотношению 

|^-1>(м1) = Лр-1(«1> и,), (3.3.28) 

<•>*(") = А т «4° ("/*).> (3.3.25) 



142 гл. 3. Переход к оценкам в метриках 

где 
|Яр-х("1, «р) К Се1-*/»!-1 

при | их | ^ Сд, | ир | < Сд. Соотношение (3.3.27) показывает, 
что существует полином Р (и) степени не выше р — 1, 

ае§Р(м)^р- \ = 2к-з- 1, 
для которого при < 1, | и | ^ Сд 

| Сх (и) - Р (и) | < Сг1-^ д*—*/*? — ^ 
С другой стороны, 

Поэтому при | и | ̂  Сд справедливо неравенство 

| ^ (и) - Р (и) | ^ С { е1-^ + 8 ^ 3 / * 

Выбирая здесь 
§ 1 = _ е ( Х - 3 + я З / Л ) / ( 2 Л - 5 > ^ 

видим, что в области | и | ^ Сд 

где 0 — некоторая положительная величина, зависящая лишь 
от к, ($ и я. 

Теперь нетрудно оценить | / Л (и)-ехр Р (и) |. Действи-
тельно, так как 

1 ехр у] — 11 ^ [ т] (шах { 1, ехр Ке у) }, 
то при | и | ^ Сд имеем: 

I / л («) - ехр Р (и) | < | ^ (и) - Р (и) [ ехр (Ке (и) - Р (и))) < 

< Се0дт2*""5"1. (3.3.29) 
Перейдем теперь к построению оценки снизу для д = д($). 
Если Н* — максимальное по модулю значение коэффици-

ента полинома Р (и), то, положив Н* = рН* и обозначив 

2 (и) = ехр { — Н* и*"1} — Сг° <7Р_1, 
из (3.3.29) при ие(1, получаем, что 

I /л(и)!>е(«) . (з.з.зо) 
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Неравенство (3.3.30) аналогично неравенству (2.5.22), уже 
рассмотренному в гл. 2. Там же отмечалось, что предполо-
жение о выполнимости (3.3.20) на всем интервале [0, не 
умаляет общности рассуждений и что величина а следо-
вательно, и Н*9 может быть оценена величиной, зависящей 
лишь от М и к. Если показать, что для некоторого = (г) 

ПрИ (3.3.31) 

то в случае ^(г)<г_ > у , очевидно, 
д (г) = 8 ир { т: | ( а , 1г + Ъ, и) [ / , (с, 1г + /2) | ^ 

V/, 7=1 , 2, . . к при (3.3.32) 
где с — некоторая величина, зависящая лишь от а^ Ъ^ с^ 

7=1, ..., к. 
Наша дальнейшая задача — найти такую положительную 

константу Е, чтобы 
^ ( 2 ) = (21п1/е)1/(Р"1>. (3.3.33) 

Р1з определения () (и) и (3.3.31) следует, что в этом случае 
5 должна удовлетворять неравенству 

ехр { —#* Е 1п 1/г } — е*'*, 
т. е. 

Для того чтобы выполнялось это соотношение, достаточно 
рассмотреть следующее неравенство: 

Н* Е < ш т { ф/к9 0 + (1 — р)и>}. 
Наконец, величину (3 определим так, чтобы 

1 — Р >0, 0 > 0, 
а IV — как решение уравнения 

(3//с = 6 + (1 -р ) IV. 

Таким образом, мы доказали (3.3.32) при определении 
(3.3.33). Рассмотрение случая 

д (8) = 
тривиально. 

Резюмируем доказанное. В области 
| м (Е 1п 1/е)^(5р~5) (3.3.34) 
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справедлива оценка (3.3.29), где Р (и) — полином степени не 
выше р—1, Р (0) = 0. Пусть 

Р - 1 

Р(и)=% й}иК 
]=1 

В § 2.5 показано, что предположения 

^ = 0, Ке^ 2= - 1/2 
не умаляют общности рассуждений. Согласно теореме Го-
линского (см. § 2.5) об устойчивости теоремы Марцинкеви-
ча, 

шах {11ш й?2 \^-1\}^С(1п\/г)-\ (3.3.35) 
V=21-Рт^п(1/(^ур-^), 1/(2р-2)). 

Путем сужения области (3.3.34) до 

на основе (3.3.29) и (3.3.35) 2 определим следующим образом: 
2 = ^ ( 1 - 1 /р). 

Отсюда получаем (3.3.12) и (3.3.13). 
Теорема доказана. 

§ 3.4, Расширение интервала 
в регрессионной модели Е. Лукача 

Целесообразность теорем восстановления (см. § 3.1) 
можно хорошо проиллюстрировать путем существенной 
переработки теоремы Е. Лукача [126, 127] об устойчивости 
характеризации равномерного распределения свойствами 
постоянства регрессии статистик 5 и Г на А (определения 
этих статистик приводятся в (1.1.3) и (1.1.4)). 

Теорема Е. Лукача. Пусть Хъ ..., Хк — независимые 
невырожденные равнораспределенные симметричные случай-
ные величины с характеристической функцией /(*)• Пусть, 
кроме того, [а, Ь] — интервал, на котором 

| / " ( 0 + Д 0 1 ^ з > о . 
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Если ЕХу < оо, статистика Т имеет постоянную регрес-
сию на А, а 8 удовлетворяет следующему условию почти пос-
тоянства регрессии на Л: 

| Е | Л) — Е 51 ^ е 

почти всюду, то при 1е[а, Ь] 

Г (0 + 2/ ' (О + г/(0 = ( / " (0 + / ( 0 ) + е 2 / ' (0, (3.4.1) 

г<)е г1? г2 — некоторые малые величины, зависящие лишь от 
в, к2> к3. 

(Мы привели уточненный вариант теоремы Лукача.) 
Сделаем три замечания к сформулированной теореме. 

Во-первых, если зависимость оценки сверху для гъ г2 от г 
нетрудно найти в доказательстве из работ [126, 127], то из 
того же доказательства легко убедиться, что при нарушении 
хотя бы одного из ограничений на к^ такая оценка равна оо. 
Во-вторых, интервал [а, Ь], конечно, очень узок. В-третьих, 
решение дифференциального уравнения (3.4.1) в [126, 127] 
не рассмотрено. 

Далее предлагается решение проблем, возникающих из 
этих трех замечаний. 

Пусть [I — некоторое расстояние, определенное на прост-
ранстве случайных величин. 

Напомним (см. § 2.4), что случайная величина X имеет 
([х, е)-постоянную регрессию на случайную величину У, если 

|г(Е (Х}У), 

В качестве расстояния [л выберем следующую характеристи-
ку: 

у.(219 г2)=Е\г1-г21 (з.4.2) 
В § 2.4, в частности, проведено сравнение [л с расстоянием, 
используемым Е. Лукачем [126, 127]. 

Теорема 3.4.1 (см. [68]). Пусть Хъ ..., Хк - независимые 
равнораспределенные симметричные случайные величины. Если 
статистики 8 и Т имеют ([л, г)-постоянную регрессию на А 
и ЕХ*^М<1, то либо 

У^СхОп1п1/е)/1п1/е, (3.4.3) 
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где II — равномерная на (—1, 1) случайная величина, либо 
X) — почти вырождена, а именно 

Х0О, Е) ^ С2 г™, (3.4.4) 
где Е — вырожденная в нуле случайная величина, и> — произ-
вольная константа из интервала (0, 1), Сг зависит лишь от 
к, а С2 — лишь от к и и>. 

Доказательство. Обозначив 

гг(0-Е Я ехр(/7Л) — Е5Еехр(г7Л), (3.4.5) 
получаем 

(0 = Е ( е ( 5 ехр 07Л) (Л) - ехр (НА)Е 5) = 

= Е (ехр (И А) (Е (51 Л) - Е 5) ) . 

Отсюда согласно условиям теоремы 

- 0 0 < Г < 0 0 . (3.4.6) 

Заметим, что в обозначении (3.4.5) 

Е Я ехр {И Л) = П/к (/) + гг (0, (3.4.7) 
где 

2) = Е 5 = 4Е ЛГу — 3 (Е Х]У, 

/ ( 0 = Еехр ( В Д . 

Обозначив 

г2 (0 = Е Г ехр 07 Л) - Е ГЕ ехр Л), 

аналогично соотношениям (3.4.6), (3.4.7) получаем, что 

Е Г ехр 07 Л) = ЕТ/ Л (О + г2 (Г) = г2 (0, (3.4.8) 

(3.4.9) 
так как в силу симметричности рассматриваемых случайных 
величин 

ЕТ= 0. 

Из (3.4.7), (3.4.8) вытекает, что 

2 Г ( 0 / ' (0 + 2 ( / ' (О)2 - з ( г (О)2 - 4 Г ( 0 / ( 0 = 
= / ) / 2 ( 0 + ^ 1 ( О / 2 " * (0» (3.4.10) 
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Г (О/ ' (0 - 2/" ( О Г (О - 2/"' ( 0 / ( 0 - / ' ( 0 / ( 0 = 
= Ы 0 / 2 - Ч 0 . (3.4.11) 

Интегрируя уравнение (3.4.11), получаем 
2/* ( О / ' (О + 2 ( / ' (О)2 - 3 ( / " (О)2 - 4/" ( 0 / ( 0 = 

I 
= / 2 ( 0 + 2 1 / ГаСО^-ЧОй^+В!. (3.4Л2) 

о 
При ? = 0 имеем 

!>! = I) — 1. 

Из сравнения уравнений (3.4.10) и (3.4.12) видим, что 

Д / 2 ( 0 + > х ( 0 / 2 - * ( 0 = 
г 

= / Ч 0 + 2 / / г 2 ( 0 / 2 " Ч 0 С 1 ^ + / ) - 1 . 
о 

Следовательно, при некотором фиксированном значении 

Ф - 1 ) ( / 2 ( ; * ) - 0 = 
и 

= 21 [ Г2(1)Р-Ч<)<1<-Г1(**)Р-Ч1*)-
О 

Подставляя это значение в (3.4.10), получаем 
2 Г Г + 2/'2 - 3 Г - 4 / " / = / 2 + (3.4.13) 

где 
и 

* = = (211 г^ОР-ЧОй'-гМР-Ч**))* 
* о 

+ г г ( 0 / 2 " Ч 0 . (3.4.14) 
Справедливо тождество 

А / / ' ( 0 + Я 0 \ ( / ' (О+/ ' ( ' ) ) / ' (О-(Г(0+/ (0) /*(О 
I / ' ( ' ) / ( / ' ( О ) 2 

Поэтому (3.4.13) можно переписать так: 
, <1 / / ' ( 0 + / ( 0 \ . (Г(0+/ (0>+Л(0 
2 1 7 1 / '(/) ( / ' (о)2 • 
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Не уменьшая общности рассуждений, далее будем предпо-
лагать, что / ' (?) ФО. Обозначив 

40 = ( / " (О+/ (<) ) / / ' (О , 
уравнение (3.4.15) перепишем так: 

2й' ( / ) - А* (г) = К (г) /( / ' (О)2. (3.4.16) 
Переходим к оценке величины | Я (0 |. Возможны лишь 

следующие два случая: 
А. В интервале [ — е"®1] (здесь и далее 815 §2, ... — не-

которые положительные числа, определяемые ниже) сущест-
вует точка (0 такая, что 

/(?„)= 1 

Б. Такая точка не существует, т. е. 

/ ( / ) > 1 — г8* е Ч (3.4.17) 

Рассмотрение начнем с соотношения (3.4.17), т. е. пусть 
имеет место случай Б. Легко заметить, что тогда 

| / ( 0 - 1 | ^ 8 а при 
т. е. 

Е Х е ^ ^ Ч 
В случае Б, таким образом, справедлива оценка (3.4.4). 

Переходим к рассмотрению случая А. Если множество 

{'<,:/(><,)= 1 - е 8 ' } 
имеет не один, а несколько элементов, то из них мы выбираем 
минимальный. В этом случае в формуле (3.4.14), полагая 

= и вспоминая оценки (3.4.6), (3.4.9), получаем 

Величину ^ > 0 определим следующим образом: 
Тг = 8ир { т : [ / " (*) + / ( 0 1 ^ е8» при | * к т } , 

где, как уже отмечалось, — некоторое положительное чис-
ло, определяемое ниже. Такое Тг существует, поскольку 

/"(0) +/(0) = 1 - Е Х 2 ^ 1 - V М = сопз! > 0. (3.4.18) 
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В силу (3.4Л6) легко убедиться, что при 7\] 
2Ъ! (О/А2 ( 0 = 1 + ^ 1 (О, 

^ ( 0 = ^ ( 0 / ( Г ( 0 + Л 0 ) 2 . 

Так как 1/й(0) = 0, то 
I 

-2/Н(() = (+ I (()<!(, 
О 

г Г (0 + ' Д О = - 2/ ' (0/(1 + (0) , 

где Д2(0) = 0, 
( 

1 [ Кг(*)й* при 1ф0. 
о 

Обозначая # ( 0 = ?/Ч0> ПРИ получаем 

^ (0 + ^ ( 0 = Дз(0, (3.4.19) 

Я3 (0 = 2/ ' (О (0/(1 + (0) . 

Общее решение уравнения (3.4.19) имеет следующий вид: 
/ 

#(0= [ -К3(2)8т((-2)(12+С3С08 
о 

Так как #(0) = 0, то С3 = 0. С другой стороны, соотношения 
Д 0 ) = 1 и 

{ 

О 

означают, что при условии 
1Я3 (/) | ̂  сот* 

справедливо равенство С4= 1. Следовательно, при *е[0, 

/ ( 0 = з т * / / + Д 4 ( 0 , 
/ 

д4 ( / ) = /-! { Д3(и)зт(1-и)(1и. (3.4.20) 
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Займемся оценкой | Я4 (Г) | при 7е[0, 7^]: 

^ 9 г 1 - 8 2 - 2 8 з | г | + З г 1 - 2 8 3 | у [2-Л ( 3 . 4 . 2 1 ) 

Докажем существование абсолютной константы А>0 такой, 
что 

ТХ>А. (3.4.22) 
Действительно, поскольку множество характеристичес-

ких функций {/х : ЕХ4 ^ М} относительно компактно (пред-
компактно) в пространстве С [ - Г, Т] (Г — любое положи-
тельное число), то мы вправе воспользоваться теоремой 
Золотарева о качественной устойчивости (см. § 1.2). В част-
ности, отсюда следует, что при достаточно малых г>0 

| / (0-51п*/* |< 1/Ю при |*)<7с/2, 
т.е. 

| / ( 0 1 >1/2 при |*|<тс/2. (3.4.23) 
Таким образом, из (3.4.21) и (3.4.23) видим, что при | * | < 

^тг/2 
| (О I < 9тсг1-8»-28з/2 + 3 . 2й"2 г1"28* ̂  15г8«, (3.4.24) 

§4=1 — §2 — 2§3. 
Далее, на основе метрической леммы 2.5.1, формулы (3.4.20) 
и оценки (3.4.24) нетрудно убедиться, что при | X |<тс/2 

/ " ( 0 = 2/~3 81ПI - 2Г"2 соз г - Г 1 8Ш 1+ (0, 

Итак, для I из интервала [—тс/2, тс/2] мы получили, что 

I Г ( / ) + / ( 0 1 = I 2 1 - * МП I - 2 1 - * С08 { + ( 0 + Щ ( 0 1 ^ 

^ | 21-* 81П г - 21-* С08 X \ - 1 5 г 8 ' - Сг г 8 - / 2 . 

Согласно определению величины Тъ 

| Г ( 0 + Л 0 | > е 8 ' (3.4.25) 
при — 7\, Рассмотрим неравенство 

12Г3 8Ш / - 2Г 2 соз I [ е8«+ 15г8« + С2 г8*/2. (3.4.26) 
Поскольку для функции К (О, 

К ( 0 = 2Г38т*-2*-2СО8* 
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справедливо соотношение 
У( 0) = 2/3, 

то нетрудно убедиться в существовании абсолютных кон-
стант Аъ Л2 таких, что при е^Л2 в интервале [ —А19 Аг] 
справедливо неравенство (3.4.26), и следовательно, (3.4.25). 
Это в свою очередь означает, что при А=А г верна оценка 
(3.4.22). 

Подведем итог: в интервале [ — А, А], А — фиксирован-
ная константа, справедлива оценка 

| / ( 0 - з ш 
Отсюда в силу теоремы Клебанова —Мкртчяна (см. § 3.1) 
и выбора 

»! = *.< 1, 83<(1-82)/2 
получаем оценку (3.4.3). 

Теорема доказана. 
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ГЛАВА 4 

УСТОЙЧИВОСТЬ ХАРАКТЕРИЗАЦИЙ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ЛИШЬ 

СТАТИСТИЧЕСКИМИ СВОЙСТВАМИ ФОРМ 

В предыдущем параграфе на примере теоремы устойчи-
вости Е. Лукача мы видели, как существенно усложняются 
ее условия по сравнению с самой характеризацией того же 
автора. Возникает естественный вопрос: а нельзя ли избе-
жать этих усложнений? Более того, возможны ли формули-
ровки теорем устойчивости, в которых присутствовало бы 
только возмущенное статистическое свойство рассматри-
ваемых форм (например, почти независимость или почти 
равнораспределенность)? Такая постановка задачи требует 
существенного использования всей ее специфики и довольно 
сложного математического аппарата. Например, в настоящей 
главе используются результаты теории диофантовых аппрок-
симаций, теорема о сближении л-кратных сверток распреде-
лений с сопровождающими законами, решение проблемы 
неутекания существенной вероятностной массы в бесконеч-
ность и др. 

§ 4.1. Устойчивость характеризационной 
теоремы П. Леви 

Пусть Хг,..., Хп,... — независимые равнораспределенные 
случайные величины, 

8п = Х1 + . .. + Хп, Х — ХI, 

а Рх - функция распределения случайной величины X. 
Определение 4.1.1 (см. [70]). Распределение Рх называет-

ся строго устойчивым, если оно не сосредоточено в нуле и 
для каждого п существует постоянная с1п>0 такая, что 

Р8п(х) = РйпХ(х). (4.1.1) 

Оказывается (см. [70]), постоянные 'с1п=п1!* являются 
единственно возможными нормирующими постоянными и 
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при этом 0 < а ^ 2 . Таким образом, формула (4.1.1)перепи-
сывается так: 

Г8п(х) = Гп1/«х(х). (4.1.2) 

Теорема П. Леви. Для устойчивости распределения Рх 
достаточно выполнения (4.1.2) при п = 2 и п = 3. 

Весьма любопытно, что, вообще говоря, выполнение 
(4.1.2) лишь при п = 2 еще недостаточно для устойчивости 

Пример П. Леви ([70, гл. 17]). Характеристическая функция 
00 

ДО = ехр { 2 ^ 2-*(соз2*/-1) } 
/с= — 00 

обладает свойством 
ДО = / 2 ОД), 

т. е. 

но не является строго устойчивой. 
Наша ближайшая цель — исследовать устойчивость тео-

ремы Леви. В зависимости от того, в какой области перемен-
ной рассматривается возмущенное соотношение 

Д 0 = / Ч ' / * 1 / с е ) , ае(0, 2], к = 2, 3 (4.1.3) 
( / ( 0 = Е ехр ИХ), формулируются две теоремы. Перед их 
формулировкой сделаем следующее очевидное замечание. 
Для любой характеристической функции / ( О и любого числа 
ре(0, 1) существует положительное число ^ (зависящее, во-
обще говоря, от / и р, конечное или бесконечное) такое, что 

* = М { И : | / ( 0 1 = / > } . (4.1.4) 
При 1 / (0 \>р, оо, оо) считается, что ,у=оо. 

Теорема 4.1.1 (см. [161]). Пусть при некотором ае(0, 2] 
и Т^ 1 выполняются следующие два условия 

1 / ( 0 - / 4 ' / ^ ' * ) К г при | / | < Г , к = 2, 3. (4.1.5) 
Тогда существует величина С, зависящая лишь от а такая, 
чгяо при | * | < т ш (Г , 

| / ( 0 - ехр { — | Л ] ехр (Н> 81ёп 0** а I ' I*} | < С т р ^ / ( 1 + й ) , (4.1.6) 
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где А = 2 1 п / ( 2 - 1 ' " я*), И = агс1§ (1т А/КеА), при 
8<Т и .у* = 1 при з^Т 

7)=1/(б + шах(1, а)), тр = {рЧп(2/(р+1))}^ 

и, наконец, Ъ — абсолютная постоянная Н. И. Фельдмана 
[71], 6>1 . 

В случае я < Г результат теоремы может быть улучшен 
следующим образом. 

Следствие 4.1.1. Пусть для некоторого ае(0, 2] г/ 
^оо при к = 2, 3 выполняются условия (4.1.5). Если з<Т, то 
существует С, зависящая лишь от а, такая, чтя лри | ̂  | ^ Т 

| / ( 0 - ехр { - 1 1 ехр (й), 31§п О 5"* } [ ^ Стр г\ (4.1.7) 

где А5 = 2 1П/(2~1,(* з), 2)5 = агс1§ (1т А51КеА8). 
Если информация о возмущенном уравнении (4.1.3) име-

ется на всей оси, то справедлива более сильная, чем (4.1.6), 
оценка (4.1.8). По порядку она аналогична оценке (4.1.7). 

Теорема 4.1,2 (см. [161]). Если (4.1.5) справедливь?при к = 
= 2, 3 и 7 = оо, то либо 

I / ( 0 — ехр { — I * (* } | < С е7», | / | ^ о о , (4.1.8) 
где А — величина, зависящая лишь от / , а и 81&п {, а С зави-
сит лишь от а, либо /(0 почти вырождена, л именно, при 
е<1/4 

I / ( 0 1 X 1 + У П ^ Э / г ^ 1 — 2г. (4.1.9) 

1°. Основные леммы. В теории диофантовых аппроксима-
ций известно (см. [71]), что для любых натуральных г и к 
существуют абсолютные постоянные Ъ и Ъ' такие, что 

\г\п2-к\пЪ\>Ъ'г-ъ. 

Эти абсолютные константы Ъ и V рассматриваются в той же 
работе [71]. 

Лемма О. Л. Янушкявичене [78]. Пусть т — произвольное 
натуральное число, х > 0 и пусть г — произвольное положи-
тельное число, удовлетворяющее условию 

г-*»М-(Ь'М11п З)1'* е-х ^ 2Ь (6'/1п З)1/*"1, (4.1.10) 
М = 2 • Зь (1п ЗУ+*/((&* - 1) V <хь). 
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Тогда существуют натуральное число т' и соответствую-
щее ему натуральное п' такие, что 

(4.1.11) 

О ^т-т'<Ме*ь, (4.1.12) 

где р х = —ос"11п 2, р 2 =-ос" 1 1п 3. 

Заметим, что (4.1.10) всегда имеет положительное реше-
ние по г, ибо, согласно [71], Ь> 1. Лемма тривиальна для 
случая т — 0 — тогда подбираются т'=п' = 0. 

Для дальнейшего также потребуется следующая лемма. 

Лемма Клебанова—Янушкявичене. Пусть х (0 ~~ комп-
лекснозначная функция и пусть 

Х*(§) = зир | Х ( 0 1 . I I 
Если 

1 х ( 0 1 > 2 | х ( * / 2 1 / л ) | - | г ( 0 | , « > 0 , 
г/ | г(7) при Т> 1, то для произвольного 8 из 
интервала (0, 1] 

Х * ( 8 ) < 2 Х * ( 1 ) * Ч ' . 

Следствие 4.1.2. Пусть характеристическая функция 
/ (?) удовлетворяет уравнению 

1п/ (0 = 2 Ы / ^ т + г (0, (4.1.13) 

причем при/(0^0 7 > 1 м | г ( 0 | < е . Ясли | г 
и о 1 < Г - | Г 0 - 2 г | , т о 

11п /(Г0) - 1п / ( г ) | ̂  Я | - г + 2е, (4.1.14) 
где 

Н = 2 вир | 1 п / ( д - 1 п / ( г ) | . (4.1.15) 

Доказательство леммы и ее следствия приводится в [161]. 
Лемма 4.1.1 (см. [161]). Пусть при некотором осе(0, 2] 

выполняются следующие два условия: 

] № - / * № * " ) ] < * , М < 1 . 1 , 2 . (4.1.16) 
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Пусть, кроме того, существует константа ре{0, 1) такая, 
что 

\/{1)\>р при (4.1.17) 

Тогда существует величина Съ зависящая лишь от а, такая, 
что при 

| / ( 0 - ехр { - \Аг | ехр (Шх 81§п 01 / Г} | < С ^ " 3 (е •+ г» 11 |«), 

где 

Л=21п/ (2 -1 /* ) , уз=1/(й + шах(1, а)), 

= агс 18 (1т А^Ке Ах), 

6 > 1 — абсолютная константа. 

2°. Доказательство леммы 4.1.1. Пусть сначала 0 <(^ I. 
Обозначая 

и = 1пг, ф(1п0 = 1п/(0 , 

из (4.1.16) и (4.1.17) при е^рк/2 получаем, что 

ф(н) = йф(и + р*_0 + Д*-1(ехрн), (4.1.18) 

Р*-1=-(1/«)1П к, к = 2 , 3 ; 

| К к . г ( 0 | ̂  2/>~Ч 0 < / < 1. (4.1.19) 
Утверждение леммы очевидно для г>рк/2 при Сг = 2 
В дальнейшем будет полезно следующее обозначение 

О (и) = ф (н) е хр ( - а и). 

Подставляя это соотношение в (4.1.18), получаем 

0(и) = С(и+$])+КЛ (ехр и) ехр ( - ос м), / = 1, 2. (4.1.20) 

Рассмотрим следующие множества: 

Их = {м: «=йр 1 + тр25 п-> т ~ неотрицательные |целые}, 
112 = {1/: р 1 < и = и р 1 + т р 2 ^ 0 ; п, т — целые}, 
и = { и : + п, т — целые}. 

Заметим, что множество Н2 всюду плотно в интервале ((31} 0), 
а XI — всюду плотно в интервале (—оо, 0). 

Нетрудно убедиться, что для произвольного ие УХ имеет 
место следующее представление: 

и = иг + и2, ихё\1ъ и2е 1Г2. (4.1.21) 
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В самом деле, пусть ие II и Определим 
т0 = тт {т : т — натуральное, 

Если | \ > I Р1 I» то> очевидно, 
$ 1 < и - т 0 р 2 - р 1 = и 0 ^ 0 . (4.1.22) 

Поскольку согласно определению и09 то из (4.1.22) 
заключаем, что Если же | и — т0$2 |< | |, то вместо 
(4.1.22) следует рассматривать 

Таким образом, представление (4.1.21) полностью доказано. 
Оценим теперь | О (и)-О ф х ) |. Предположим сначала, 

что иеУХ^ Из (4.1.20) получаем: 

— Кг (ехр {(л — 1) + из (32}) ехр { — с^п — 1) + 

п-1 

- 2 - Й ! (ехр О' р! + #и р2)) ехр { - а (7 + ш (32) } = 
У-1 

т-\ 
= е ( р х ) - ^ ^ ( е х р ф 1 + 7 Р 2 ) ) е х р { - а ф 1 + 7 ( 3 2 ) } -

у=0 
л-1 

~ 2 ( е х Р С/Рх + ™ Ря)) ехр { - а (у + т р2) }. (4.1.23) 
У=1 

Заметим, что в силу (4.1.19) 
п-1 

2 ^г(ехрО ,р1 + т р 2 ) ) е х р ( - а ( У р 1 + ^р 2 ) ) 

<2 /? - 2 8(ехр{-а ( /2р 1 + т Р 2 ) } - е х р { - а ( р 1 + т р 2 ) } ) < 

^ 2 /?~ 2 гехр(-ам) . 
Аналогично, 

| т-1 

2 ^ 2 ( е х р ф 1 + у р 2 ) ) е х р ( - а ф 1 + у р 2 ) ) 
; о ^ - З г е х р ( - а ф 1 + тр 2 ) ) . 
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С учетом (4.1.23) отсюда получаем: 

| О (и) - О (Рх) | < С2 г ехр ( - а и), (4.1.24) 
С2=3р~\ 

Пусть теперь ие)Х2. Согласно определению множества 
Ц2, либо и = п$1 — т$2, либо же и=т$2 — где п, т — це-
лые неотрицательные числа. Оба случая рассматриваются 
таким же образом, поэтому предположение 

112э1/ = « р 1 - т р 2 , п^ 0, О, 

не уменьшает общности рассуждений. Определим 

т1 = т1-1— 1 =т1-2 — 2 = ... = т — /; 

"о = п, 
п1 = Ш1П { п* : п* — ть р2 <0 , л* — натуральное }. (4.1.25) 

Нетрудно доказать, что пь находится в следующих пре-
делах: 

[ть р2/ра] ^ [ть р2/рх] + 1. (4.1.26) 

Применяя (4.1.20) для ие)12, получаем: 

+ К2 (ехр (п^-т^)) ехр ( - а (п - ш р 2 ) ) = 

= (?(«! Рх — р 2 ) - Ь ( е х р ( « р 1 - т р 2 ) ) е х р ( - а ( л р 1 - т р 2 ) ) -
л-1 

- 2 ^ 1 ( е х Р О ' Р 1 - ^ х Р 2 ) ) е х р ( - а ( у р 1 - т 1 р 2 ) ) = . . . = 
} = ПХ 

= 0(11^-171^) + 
1-1 

+ 2 (ехр (л, Рх - р2)) ехр ( - а (и, рх - т , р2)) -
/=о 

/ "1-1-1 

- 2 2 (еХР О' Рх~ Щ Ра)) ехр ( - а (у рх - тх р2)). (4.1.27) 
/ = 1 7 = 

Применим теперь лемму Янушкявичене для нашего т. 
Поскольку в этой лемме т' — натуральное, т' ^т и, соглас-
но определению, 

т] = т —у, 
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то, очевидно, существует I такое, что т ' ^ т ^ Покажем те-
перь, что для описываемого леммой п' справедливо следую-
щее утверждение: либо п' =пь либо же п' = пь — 1. В самом де-
ле, согласно (4.1.25), для фиксированного ть натуральное 
п1 выбирается так, чтобы разность п$х — т$2 была ближе 
всего к нулю слева. В лемме же Янушкявичене п' выбирается 
по близости к нулю числа — без учета знака этой 
аппроксимации. Следовательно, возможны лишь следующие 
два случая: если 

то 
пь = п' — 1; 

если же 
\п'$г-т32\ = -(п'^-т^), 

то п ~ п \ 
Теперь нетрудно оценить суммы в (4.1.27). Сначала срав-

ним случай иеМ2 со случаем иеН1? точнее, соотношение 
(4.1.27) с соотношением (4.1.23). В последнем случае, т. е. 
в (4.1.23), мы видели, что экспоненциальный множитель су-
щественно учитывается во всех последующих оценках. В 
(4.1.27) он такой роли не играет, поскольку хотя п1 и тх 
могут быть очень велики, тем не менее их разность 
— т ^ 2 может быть очень малой и тем самым ехр { — а — 
— т1$2)} близка к 1. 

Согласно (4.1.12) и сделанному выше замечанию, сущест-
вует I такое, что 

г < М г - * \ (4.1.28) 
при этом 

- и ^ - Р х К е * (4.1.29) 
(мы предполагаем сначала, что п г=п' — 1). 

Вспомнив (4.1.26), легко обнаружить, что экспоненци-
альные множители в (4.1.27) ограничены: для у=Я/, . . . , х — 
- 1 , 

ехр ( - а О'Рх - 1И| Р2)) < ехр ( - а ( ( я , _ х - 1) рх - тх р2)) ^ 

^ е х р ( - а ( р 1 + р2)) = 6. (4.1.30) 

В силу (4.1.26) число слагаемых, не совпадающих с 
& (^Рх — ^Рг)? в (4.1.27) не превосходит числа 

/ + / (№,/&]+ 2) = 4/. 
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Из (4.1.16(), (4.1.28), и (4.1.30) следует, что 

^ ( й р ^ ^ ^ - С ^ ^ - ^ ^ У К С з г 1 - ^ , (4.1.31) 
где 

С3 = 48М (р+1)р~3. 

Теперь, учитывая (4.1.29), оценим модуль разности 
6 — л ^ Р г ) - О (РО- Очевидно, при и и,=1п 

1, 2, 
| (? (щ) - О (щ) | = | /г* 1п/(;х) - 1Г 1 п / & ) | < 

< Г * 1 1 п / ( 0 - 1П/(/2) I + ] 11 ' Г * - ^ I • (4.1.32) 

Полагая 

к = ехр рх, г2 = ехр (л, - т1 р2), 

в силу (4.1.29) и следствия 4.1.2 получаем, что 
1 1 п Ж ) - 1 п / ( г 2 ) 4 С41 /х - Г + 22, 

где 
С4 = (1п2 (1 //?) + 4 7т:2)1/2, 

Тогда из (4.1.17), (4.1.29) и (4.1.32) следует, что при мх = рх 

I & — О (и2) | < 8 С4 | е"1""8 — 1 4 е + 2 С41 е* — 11 < 

< 16 С4 г** + 4е + 4 С4 аех, 
если при этом 

шах (1, а) <1 /2 . 

Следовательно, с учетом (4.1.31) для меИ2 и пь=п' — \ 
получаем 

\6(и)-6®г)ЫСбг\ (4.1.33) 
где 

С5 = С3 + 4С4 ( 4 + а ) + 4, 

1/(6+1) при 0 < а < 1 , 
Ч " \ 1 / ( 6 + а) при 

Таким образом, осталось рассмотреть случай ие 112 
и В этом случае в {АЛ.21) вместо слагаемого О — 
— т $ 2 ) следует рассматривать слагаемое О ((«; + 1)рх — 
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т. е. цепочку (4.1.27) следует сократить на один шаг. Обозна-
чая остаточный член в (4.1.27) через получаем: 

С(п$1-т$2) = в((п1+1)р1-т1р2) + К3 + 

+ (ехр (Л| р2)) ехр ( — а (л, р2 - т1 р2)). 

В этом соотношении и в (4.1.27) член т 1 один и тот же. При-
меняя лемму Янушкявичене и повторяя (4.1.28) —(4.1.33) 
находим, что (4.1.33) справедливо для любого иеИ2. 

Пусть, наконец, иеII. Записав и в форме (4.1.21), повто-
рим (4.1.23): 

0(и) = в(и1+и2) = 6(пр1 + тр2 + и2) = С(и2)-
т—1 

2 •К8(ехр(р1+</Ря + | / 8 ) )ехр(-а(р 1 +УР а + 1/а))-
7=0 

л-1 
" 2 (е ХР ^ ?! + Ш Р* + еХР ( - а О' Рх + Р2 + «г))-

у=0 

Следовательно, как и в (4.1.24), 

| С (и) - О 0и2) | ^ С2 г ехр ( - а и), 

| О (м) — О (рх) | < С2 е ехр (— а и) + Сб г71, ш=И. (4.1.34) 

В заключение рассмотрения случая 0 ̂  / ̂  1 остается 
заметить, что для любого ие(— со, 0] 

|С(«) - (? (Р 1 ) | = И т | е ( ^ ) - ( ? ( р х ) ] , 
у! 0 0 

поскольку О (и) непрерывна на (—со, оо) и соотношение 

и=Нш и 9̂ щеИ 

справедливо для любого ие(- оо, 0]. Таким образом, (4.1.34) 
имеет место для произвольного ие(— со, 0]. А поскольку 

ф (1п {) = 1п/(0, ф (и) = ехр (а и) С (и), 
то 

[ ф (и) - С (рх) ехр (осм) | ̂  С2 г + С5 е1» ехр (осм), и< 0, 

т. е. при 

11п/(0 - 2 г* 1п /(2~1,л) | < С2 г + Сб с* Л (4.1.35) 
6. К. ЛапиЗкеуШт 
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Пусть теперь — П о л а г а я 

I — — 2, 0 < г ^ 1, 

п ерепишем (4.1.35) в следующем виде: 

где 
А = 2 1п/(2~*), 

|г* (г) | < С 2 г + С б ^2*. (4.1.36) 

Заметим, что 

/ ( О = / ( - * ) = ехр (Лг«) ехр ( ^ Щ . (4.1.37) 
Ее ли 

то, как известно, 
- | Л]ехр(Ш). 

Поэтому из (4.1.35) —(4.1.37) при получаем следую-
щее соотношение: 

/ ( / ) = ехр { - IЛ I ехр (Ш г ) | г [«} ехр г0 (О, 

причем для | г0(г) | также имеет место оценка (4.1.36). Это 
означает, что при \ г | < 1 

! А О - ехр ( - 1 А | ехр (Ш 81ёп г) \1 |«) | < 
< 2 С я е + 2Сбе*|*|« (4.1.38) 

3°. Доказательство теоремы 4.1.1 и ее следствия. Легко 
заметить, что 

' = * ( / , />) = гаГ{ | /1: | / ( 0 1 =/>} > 0- (4.1.39) 
Как уже отмечалось, возможны два случая: к Г и О Г. 

Сначала рассмотрим случай з<Т. Вместо характеристичес-
кой функции / (?) введем в рассмотрение характеристическую 
функцию 

/.(')=/(»), 
для которой 

* ( / „ Р ) = Ь Г { | / 1 : ] / ( у ? ) \ = р } = 

= 4 п«Г{5 |* | : | / (й) | = р } = 1 . (4.1.40) 
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Легко убедиться, что если / (*) удовлетворяет неравенству 
(4.1.5) при | г |<Г , то / 3 ( 0 удовлетворяет (4.1.5) при | * 

В силу (4.1.40) имеет место соотношение (4.1.17). По-
этому для / 5 мы вправе применять лемму 4.1.1 и при | * | < 1 
имеем: 

| / 5 (I) - ехр ( - 1 Ла | ехр (Ш. 81ёп / ) М * ) К С ^ , (4.1.41) 
где 

Аа = 2 1п/5 (2"1'*), I), = агс1§ (1ш Л / К е Ля). 

Следовательно, для завершения доказательства теоремы 
достаточно рассмотреть область 

1 < | * | <27*. 

С этой целью]; обозначим 

г(?)=№-Л«/ 21/а). (4.1.42) 

Согласно условиям теоремы,) 

| г (Г) |<е при 

Второе неравенство из условий теоремы, а именно, 

при рассмотрении случая | * | > 1 нам не потребуется. Поло-
жим 

/КО = / * ( ' ) - е х р (В, М«), 
где 

В, = В, (*) = ехр (И), 818П 0 = 2 Ы/ а (2"1'* 81§п I). 

Согласно (4.1.42), 

к (0 = А2 (г/21/-) + 2Н (г/21'*) ехр (В, 11|-/2) + г (*). (4.1.43) 

Предположив, что 

| й (0 N А = вир | / 5 (0 - ехр (В, М-) | (4.1.44) 
т < 1 

при М < ' о , где ~ произвольное число из интервала 
[1, Г/я), докажем, что это неравенство имеет место и для 

Т/з). 
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Поскольку ос>0 и с учетом (4.1.41) соотношение (4.1.44) 
имеет место для *0=1, то это будет означать, что (4.1.44) 
справедливо в интервале [ — Т/з, Т/з]. Положим 

с1= 1 + [а 1о§2 д . 

Заметим, что при | ? | ̂  21/(* ?0 

1. (4.1.45) 

Поскольку, согласно предположению, (4.1.44) имеет место 
при | I | < ?0, то для любого натурального т 

|й(?/2т/«)|2*:Д (4.1.46) 
при I I I < 

Согласно (4.1.43), (4.1.44) и (4.1.46), в интервале | ? | < 
получаем, что 

| к (?/2(ш~1)/а) | < 2 | к (*/2т'«) | ехр (Ке В, [ / \«/2т) + Д + е, 

| й (/) | ̂  2 | А (?/21/0Г) | ехр (Ке#, 1I |л/2) + Д + г ^ 

^ 221 к (г/21'*) | ехр (Ке Д, | I \л(2~1 + 2"2)) + 

+ 2 (Д + г) ехр (Ке Вг 11 |а/2) + Д + г ̂  . . . ^ 

^ 2а+11 к (?/2(й+1)/а) | ехр (КеВ, | / |«/2) + 

+ 2а+1 (Д + г) ехр (Ке Вг | ?|«/2) + Д + г. (4.1.47) 

Поскольку В( = 2 1п / 5 (2"1/л 81&п 0, то 

Ке Д = 21п |Д (2~1/а 818П *)1 = 21п \ / я ( 2 - ^ | = 5 . 

Обозначив 
е * ( 0 = 4И*ехр(В[г(<72), 

видим, что при I I I ^ ?0 

2*+1ехр (Я|?|°72)^<3*(Г0). 

Так как функция О* (?) — четная, то нетрудно убедиться, 
что максимум (?) достигается в точках и — 

*„ = ( 2/(-В)Уа. 
Следовательно, 

IА (О I < е * ('*) (I* № ( ' + 1 ) « ) I + Д + г) + Д + г, (4.1.48) 
10^\1\<тт(21'«10, Т/5). 
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Далее, согласно (4.1.40),/5 (1) =р . Поэтому из (4.1.5) получаем: 

Таким образом, при г<(1—р)12 

| Д^-1 < 11п (р + е) |"1 < 11п ((р+ 1)/2) 

А так как 

6*( '*) = 8/(е |В|) , 

то (4.1.48) означает, что 

| А ( 0 1 < I 1п 1 ( | А ( / / 2 | + А + е) + А + е, ( 4 . 1 . 4 9 ) 

* о ^ И < т т ( 2 1 / 0 % , Г/*). 

Из (4.1.41) и (4.1.45) соответственно заключаем, что 

А = А (г) | 0 при е | 0 , 

Следовательно, существует положительная величина г*, 
зависящая лишь от а и р, такая, что при 0 < г < г* 

1 / Д < ( З | 1 п ^ + 1 | 1
 + 2)"1 . (4.1.50) 

Предположение А ^ г , очевидно, не уменьшает общности 
рассуждений. Оценки (4.1.49) и (4.1.50) означают, что (4.1.44) 
имеет место при | I | < т т (21/(%, Т/з), а тем самым, как уже 
отмечалось, и для любого действительного I из интервала 
[- Т/з, Т/з]. Поэтому в силу (4.1.49) в этом интервале справед-
лива оценка 

| А ( 0 | < ( 2 | 1п | _ 1 + 1 ) (еч + е). (4.1.51) 

Для завершения рассмотрения случая з<Т (а тем самым 
и следствия 4.1.1) достаточно осуществить переход от 
/ в к / и воспользоваться оценкой (4.1.51). 

Пусть теперь з ^ Т . Это означает, что 

\/«)\>р при | * | < Г . (4.1.52) 
Несколько изменим проведенное для случая з<Тдоказатель-
ство. А именно, рассматривая лишь 

| * | < т т ( Г , 8 - ч / < 1 + « 0 ) , 
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т. е. полагая априори, что 

вместо (4.1.47) будем использовать следующую оценку: 

\к(1)\^2а+1\к (г/2 ) + (2а+1 +1) (Д + г). (4.1.53) 

(Напомним, что 

КеВ, = 21п |/(2"1/0Г) | < О 

и что при д ^ Г нет надобности вводить функции / 5 (0 - ) За-
мечая теперь, что 

из (4.1.53) получаем 

| А (О N 4 г-ч«/<1+«) (| И ( г / 2 ^ / * ) [ + (Д + е)) + Д + е. 

Согласно (4.1.45) и лемме 4.1.1 (которую применять имеем 
право в силу (4.1.52)), имеем: 

| к (01 < 5 Сг еч/<1+«> + (4 г-»*/<!+«> + 1) (Д + •). 

Теперь остается лишь уточнить предположение (4.1.44): 

\к{1) |2<Д==еТ)/(1+«) 

для любого | * | < Г0, где — произвольное число из интер-
вала [1, тт(Т, г-1/(1+а>)]. 

Теорема 4.1.1 и ее следствие доказаны. 

4°. Доказательство теоремы 4.1.2. Согласно (4.1.5), при 
к = 2 имеем: 

Д 0 = / 2 ( ' / 2 1 / а ) + К 0 , | г ( 0 | < « , | / | < о о . (4.1.54) 
Обозначим 

/ = т Г { | / ( 0 1 : | ^ |<оо> . 
В силу (4.1.54) 

/ 2 + зир {| г (/) | : | ? | ^ оо} < /2 + е, 

Таким образом, либо при е < 1 /4 

7^ (1+1/Г=4^) /2 , (4.1.55) 
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либо же 
/ < ( 1 - " | / Г ^ 4 * ) / 2 . (4.1.56) 

Неравенство (4.1.55) означает, что / ( I ) почти вырождена 
и верно соотношение (4.1.9). 

Если же справедливо неравенство (4.1.56), то это озна-
чает, что существует точка 0 < 20 < оо такая, что при е < 1 /4 

| / ( г 0 ) |=1 /2 . (4.1.57) 
Обозначим] 

1/(01 = 1/('*«) |. 
Согласно (4.1.57), 

3 = а ( / , 1/2) = т т { М : | / ( 0 | = 1 / 2 } < 1 . 

Теперь к характеристическим функциям / (*) остается 
применить следствие 4.1.1 и осуществить обратный переход 
о т / к / , который в силу соотношения Т= оо является тривиаль-
ным. 

Теорема доказана. 

5°. Дополнения. Хорошо известно, что класс устойчи-
вых распределений образует четырехпараметрическое мно-
жество функций Р(х; ос, р, у, X) с параметрами 

О < 2, - 1 < 1, — оо < у < со, Х>0. 

При этом характеристическая функция у (0 устойчивого рас-
пределения задается следующим образом: 

1пу(0 = /*у-Х|/[*со(г, а, Р), (4.1.58) 

где 

ехр (1 ^ р>К(а)81§п^ при 
со (Г, а, р) = 2 

1 + г р — 1п 181§п г при а = 1, 

К(<х)= 1 — | 1 — а | = Ш1П (а, 2 - а ) . 

Подставляя (4.1.58) в (4.1.3), получаем, что у = 0 при а / 1 
и р = 0 при а = 1 . Это означает, что характеризационная тео-
рема Леви в действительности описывает подкласс клас-
са устойчивых распределений. Этот подкласс 5Ш был под-
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робно исследован В. М. Золотаревым [165] .Характеристике -
кие функции из 9Л можно представить в следующей форме: 

1пу(0= - е х р (1п|*| + т - у С(1-V1 /2)) 

V ^ 1/4, | 0 | < т ш ( 1 , 2 ]/V — 1), - о о < т < о о , (4.1.59) 

где С = — Г' (1) = 0.577... — константа Эйлера. 
Возникает естественный вопрос: всегда ли член 

ехр { - 1 А | ехр { Ю $1§п 1}8~*\1|* }, 

присутствующий в (4.1.6) и (4.1.7), является элементом клас-
са 5Ш? Очевидно, ответ всегда утвердителен, если дополни-
тельно известно, что 1т А = 0. Этот случай более подробно 
затрагивается ниже, в теореме 4.1.3. При рассмотрении об-
щего случая заметим, что в принятых обозначениях 

0 = /п. 

Таким образом, в условиях (4.1.59) остается проверить, что 

2 - ^ ) . (4.1.60) 

Правую сторону неравенства (4.1.60) обозначим через 
Тогда (4.1.60) эквивалентно следующему неравенству: 

(4.1.61) 

Напомним, что А = 1п/(х0), где х0 устанавливается в 
ходе доказательства теоремы. Заметим, что если в (4.1.3) 
а ф 2 (т. е. исключается случай характеризации нормально-
го закона), то для любой из характеристических функций / , 
удовлетворяющих условиям теоремы 4.1.1 или теоремы 
4.1.2, существует число г о > 0 такое, что 

11т 1п/0го)/Ке 1п/(г0) | ̂  (4.1.62) 

Действительно, о малости 1т21п/(2-0) + Ке21п/(20) можно су-
дить по следствию 4.1.2, а точнее, по (4.1.14), полагая при 
этом, что 2о достаточно близко к нулю. Однако по этому 
признаку судить о малости отношения в (4.1.62), конечно, 
еще нельзя. Это будет нетрудно сделать, если заметить, что 

Ке1п/(20) = 1п | / ( г 0 ) | , 
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а к характеристической функции | / ( 0 |2 применить теорему 
4.1.1 или теорему 4.1.2, получая тем самым близость с клас-
сом симметрических устойчивых законов. 

Пусть, таким образом, при а # 2 ( ^ 1 / 4 ) мы нашли чис-
ло 20 такое, что верно (4.1.62). Можно ли х0 принять за г0? 
Точнее, можно ли доказательства теорем провести так, что-
бы х0 выбиралось ке в ходе доказательства, а априори полага-
лось бы, что х0 = 20? Ответ оказывается утвердительным. 
Это можно сделать путем замены в лемме 4.1.1 точки х0 = 
= 2~1/а на требуемую точку г0 (такого рода замены делались 
в работе [78]). Часто это удается сделать и путем замены 
/ ( О на /„(*), 

/УАО=/(1УО), 24**0. 

Итак, нерассмотренным остался лишь случай а = 2 или, 
что то же самое, ^ 1 /4. В этом случае правая сторона (4.1.60) 
равна нулю. В условиях (4.1.3) это хорошо известная харак-
теризационная теорема Д. Пойа, рассмотренная в гл. 1. 
При этом заметим, что достаточно требовать выполнения 
(4.1.3) лишь при к = 2. Устойчивость самой теоремы Д. Пойа 
без моментных ограничений будет подробно рассмотрена в 
следующем параграфе. 

Вернемся теперь к случаю 1т А = 0, о котором говорилось 
в первой половине настоящего пункта. Как известно, в тех 
случаях, когда доказательства утверждений проводятся в тер-
минах характеристических функций, особенно удобна А-мет-
рика. Поэтому именно эта метрика выбрана для формулиров-
ки следующего результата. 

Теорема 4.1.3 (см. [161]). Пусть Хъ Х2, Х3 — независимые 
равнораспределенные симметричные случайные величины. Ес-
ли при к = 2, 3 и некотором ае(0, 2] 

к 

7 = 1 

то существует симметричная устойчивая случайная вели-
чина У и величина С, зависящая лишь от а, такие, что 
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Для доказательства этой теоремы достаточно заметить, 
что 1ш А = 0 и, положив /7=1/2, воспользоваться теоремой 
4.1.1. Пользуясь случаем, отметим, также, что в (4.1.6) и 
аналогично в (4.1.7) и (4.1.8) член 

ехр { - [ А | ехр {Ш 81§п 1} 11 

можно записать в иной форме: 

ехр { 21п/(2-1/°% 81зп 0 

Этой формой записи мы уже пользовались при доказатель-
стве теоремы 4.1.1. 

Наконец, заметим, что при Т< со вместо характеристики 
8, определенной в (4.1.4), имеет смысл использовать харак-
теристику 

зт = т'т{\(\^Т:\/(0\ = р}, 

ибо, очевидно, для ее нахождения требуется меньше инфор-
мации, чем для я. Тем не менее с целью упрощения выкладок 
мы не ставили перед собой такую задачу. Модификация 
доказательства очевидна. 

§ 4.2. Устойчивость теоремы Д. Пойа 

В предыдущем параграфе уже отмечалось, что при а = 2 
для характеризации нормального закона достаточно потре-
бовать выполнения (4.1.3) лишь для к = 2, т. е. чтобы 

/ ( 0 = / 2 ( ' / ] / 2 ) . 

Однако это утверждение, как мы видели в гл. 1, является 
характеризационной теоремой Д. Пойа. Изучим теперь устой-
чивость этой теоремы, не прибегая при этом к какого-либо 
рода моментным ограничениям. При изложении будем при-
держиваться работы [17]. 

Теорема 4.2.1. Пусть Хъ Х2 — независимые равнораспре-
деленные случайные величины. Если статистики Хг и (Хг + 
+ 2Гя)/1/2(Х, г)-равнораспределены, т.\е. X (Х1 + Х2)1]/2)<: 

то 
'к(X^^ Щ ^ С ^ 1 ' * , (4.2.1) 
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Если дополнительно известно, что Хг, Х2 — симметричны, 
то 

Х(Х„ (4.2.2) 

Здесь К, — нормальные случайные величины (возможно, 
вырожденные), а С ь С2 — абсолютные константы. 

Доказательство. Поскольку и (ЛГ1 + Х2)/]/2 —(X, г)-
равнораспределены, то 

/ ( О = / 2 а/1/2) + г (0, | г ( / ) | < е при (4.2.3) 
где / ( 0 — характеристическая функция случайной величины 
Х]. В § 3.1 мы уже видели, что в таком случае 

/ ( о = / 2 т ^ / 2 т / 2 ) + 2 X / 2 ' _ 1 - а + 1 ) д а - 1 ) / 2 ) х 
У=1 1=0 

х / 2 ' (//2"«)г('/2 ( ' -1) / а). 

Таким образом, 

/ ( 0 = Р т ( < т + г0(1), (4.2.4) 

| г 0 ( 0 | < ( 2 й | - 1 ) г при |Г]<1/е. (4.2.5) 
1°. Сначала докажем неравенство (4.2.2). Согласно тео-

реме Т. В. Арака ([2], с. 226), для любого распределения ^ с 
неотрицательной характеристической функцией (т. е. 
найдется такое безгранично делимое распределение В„, что 

8ир §ир [ Р*я (х) - В„ (х) | ^ Сг/п, (4.2.6) 
Ге% + х 

где С3 — абсолютная константа. Следуя доказательству 
[2], нетрудно убедиться, что в (4.2.6) равномерную метрику 
можно заменить на X или Х0. 

Итак, полагая п = 2т~\ из (4.2.4)-(4.2.6) получаем, что 
при | Г | ^гшп (1/е, п) 

1 / ( 0 - Ь* (0 | ̂  Съ\п + ( 2 и - 1) е, (4.2.7) 
где 

ОО 
Ь* (Г) = [ ехр (Их) <3 Вп (х 1/п). 
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Отметим, что идея аппроксимации функции/(7) сопровож-
дающими законами в рассматриваемой схеме была впервые 
высказана Л. Б. Клебановым и реализована в совместных 
работах [16, 17]. Определив п = [г'1'2] +1, имеем: 

/ ( 0 = ^ ( 0 + ^ ( 0 , к ( 0 \<СА]/~е, | * [<1 /1 /ё . (4.2.8) 
Согласно (4.2.3), 

/ ( 0 = / 4 (*/2) + 2 / 2 (*/2) г (Г/1/2) + г* ({/1/2) + г (*). (4.2.9) 

Вспомнив определение величины х (см. формулу (4.1.4)), 
как и ранее, обозначим 

/ . ( 0 =/(*»). 
Пусть для некоторого фиксированного /7 Тогда из 
(4.2.9) следует, что 

1п/5(0 = 41п/5 ((/2) + г3(1), (4.2.10) 

г3 (0 = 1п (1 + г2 ( 0 / Л (?/1/2)), 

I г, ( 0 И 2Л 2 (? /2) ' С/1/2) + (^/1/2) + г (01 < 3» + г2, 

кз(0 |<7г/ /> 2 . 
Заметим, что в силу симметричности рассматриваемых слу-
чайных величин / ( 0 действительна. 

Используя (4.2.8), аналогично получаем 

1П/5(0 = 1 П М 0 + >4(0, М * 1 » (4.2.11) 
| г4 (01 = 11а (1 - г, (*0/ / (*0) I < 2 С4/> -1 ] /в , 

й„(0 = ***«>. 
Воспользуемся каноническим представлением для безгранич-
но делимых законов. Согласно формуле Леви—Хинчина, при 
условии действительности рассматриваемых характеристи-
ческих функций 

00 
М О = ехр { - / (1 — соз IX) ё 0 ( х ) }, (4.2.12) 

— ОО 
где 0 = 0„(л;) — неубывающая ограниченная функция такая, 
что 

0 ( - о о ) = О. 
Подынтегральное выражение в (4.2.12) при л; = 0 определяется 
по непрерывности и равно — г2/2. 
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Отсюда в силу (4.2.6) и (4.2.7) при | * | ̂  1 имеем: 
оо 

[ (соЖх-1) <10(х) = 
— 00 

оо 

= 4 / (со8 - 1) ^ а 0 (X) + (0, (4.2.13) 
— 00 

где 

I у5 (О I = [ 4 Г4 (!\2) - г, ( 0 + г8 (О I < 10 С а / г 1 V е + 7е//>«. 
Следовательно, 

00 
I ( с о з 4* _ I)2 -1±*1 а 0 (х) = г8 (0/2. (4.2.14) 

— 00 
Обозначим 

= { х : 1 - соз {IX/2) > е1/4 }, 

«Ра = {х:1-с05(<х/2)<е 1 / 4}. 

Таким образом, 

(5 Сьр1 + 1) V в > [ (1 - соз {(х/2)У д 0 (х) > 

[ (1-соз(*х/2)) с10(х), 

/ ( 1 - с о в ( « / 2 ) ) йв(х)^{5Слр~1+1)е^. (4.2.15) 

Множество ф з определим так! 

Используя формулу Маклорена, получаем: 

[ ( 1 - с о 8 ( « / 2 ) ) с10(х) = 

Г X(1 + х2)81П(х*х)<10(х), хе(0, 1). (4.2.16) 
48 
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В силу элементарного неравенства 

1-со$и^2и2/тс2 При |м|^7г/2 

и из условия хеГфз следует, что 

(2х2<7г2 г1'4. 

Для хегфз справедливо неравенство 

\х$'т(-к1х)\^1х2. 

Обозначив через Д (I) сумму двух последних слагаемых в 
(4.2.16), при получим: 

[ а@(х). (4.2.17) 

Заметим, что если хеф 2 \ф 3 , то \х |^37г/г. Поэтому 

[ ( г - с о з ^ - ^ а в с х ) ^ 

+ Г [ Л@(х). (4.2.18) 

Наконец, интеграл [ с! 0 (х) в формуле (4.2.16) от I не зави-
сит, поскольку 

= = [ - л/2, тг/2] П { и: 1 - соз (и/2) < г1/4 }. 

Докажем, что этот интеграл конечен. В самом деле, так 
как 

А ш Ч * ) = Ш > Р при 
то для последовательности {/ ( е ) (•) = /5

(е) (•)} выполнены усло-
вия (1.2.2) и (1.2.3) теоремы 1.2.1. Согласно ее следствию 
1.2.1, множество {/ ( е )} относительно компактно в простран-
стве характеристических функций. Согласно теореме Золота-
рева о качественной устойчивости характеризационной мо-
дели (см. § 1.2), последовательность {/ ( е )} сходится к некото-
рому нормальному закону с дисперсией а2. В силу условия 

/.О )=р 
нетрудно убедиться, что 

1п - ^ < * 2 < 2 1 п 
Р р 
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С другой стороны, согласно лемме 5.5.2 из [53], 
00 00 

Нт Г <10е(х)= Г с10о(;с) = с?2. 
е-чО — 00 

Следующее неравенство справедливо при малых с > 0 
(обозначение 0 = 0 е полагается очевидным): 

( К \ <10(х)< / а©0(л:) + 1п - О Ь ( 4 . 2 . 1 9 ) 
-оо Р Р 

Объединяя соотношения (4.2.15)-(4.2.19), получаем 
00 

I ( 1 - с о з ^ с! © (х) — -у- С <!©(*) ^ 

00 
^(бС^+И-г [ <1в(х)) еЧ*^5Слр'1+1+61п е1/*. 

— 00 

Вспоминая (4.2.12), заключаем, что при | * 

2) = [ й&(х), С5 = 5 С2р~г + 1 + 61п 
Ф. Р 

В силу (4.2.11) при \1 

11п / в го + | ̂  с ^ 1 ' 4 + 2 с ^ - 1 у ё . (4.2.20) 

Так как | ехр 2—1 | < | г | шах (1, ехр Ке г), то отсюда при 
| X | ̂  1 получаем: 

< ехр ( - Э1*/2) [ ехр (1п/3 (!) + 2) - 11 < 2 С6г1/". (4.2.21) 

Остается, таким образом, рассмотреть область 
При | * |<1 / е в силу (4.2.3) 

/ . С/*) = / ? ( Ф 1 / 2 ) ) + Г (0 , | Г ( 0 к е. 
Следовательно, при | ? [ ^ 1 /(яг) 

/Л 1)=/?тГ2) + г&)-
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Согласно теореме 3.1.1 и (4.2.21) имеем 

зир | / я ( 0 - е х р ( - / ) / 2 / 2 ) ] ^ С 6 г 1 / 4 ( О - 1 + 1 ) . (4.2.22) 
/{<1/(56) 

Оценив правую часть (4.2.20) величиной С7 е1^ и опять вос-
пользовавшись соотношением / 5 (1 )=р , получим: 

21п 1 !р- С7 г1'4 ^ В ^ 21п 1 /р+ С7 г1/4. (4.2.23) 

Из (4.2.22) и (4.2.23) следует оценка (4.2.2). 
Пусть теперь для фиксированного выше р л> 1/]/ г. Тог-

да, очевидно, возможен случай 1) = 0, и поэтому соотношение 
(4.2.22) не содержит в себе никакой информации. В этом, 
однако, при условии з> I/]/ г нет никакой необходимости. 
В самом деле, (4.2.21) означает, что при | / 

| / (*) - ехр ( - 2з*)) Ц 2 С5 

т. е. имеет место оценка (4.2.2). 
2°. Теперь рассмотрим случай, когда неизвестно, являют-

ся ли Хъ Х2 симметричными. Поскольку, как мы только что 
показали, случай з>1/]/г тривиален, то достаточно рассмот-
реть противоположный случай, т. е. я ^ 1/]/ г. В проведенных 
рассуждениях следует сделать следующие изменения. Соглас-
но [3], в (4.2.6) п следует заменить на я2/3, а вместо (4.2.8) и 
(4.2.12) рассмотреть соотношения 

Л 0 = « ( 0 + г х(0, 

00 
6 . ( 0 = ехр { Иа + / ( е « " - 1 — й 0 ( д с ) }. 

— 00 

Следовательно, наряду с (4.2.13) надо рассмотреть уравнение 
00 

1а + [ (зт <!©(*) = 
— ОО 

00 

— оо 

I |г .(0кС8е«/«, (4.2.24) 
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т. е. 

— 00 
00 

= г яп Щ- ( 1 - с о з Й0 (х) — гв(()/2. 
— 00 

Для и>0 обозначая 
00 

* ( « ) = - / с10(х) 
и 

и применяя неравенство Гель дера, получаем: 
00 

1 [ 81П ^ (соз - у - 1 ) 
о 

00 / 00 \ 1/2 

< ( [ 31П2 ^ дЛГ(и))1/2 ( I (1-С08 (Ш(и)) . (4.2.25) 
О \ о ' 

Убедимся, что первый интеграл в правой части (4.2.25) 
конечен. Действительно, в силу (4.2.15) —(4.2.19) 

00 00 
[ 8 ш * ^ < 1 Я ( и ) = [ 8Ш2 ^ ё0(х)<4*»1п(2//О. 

о о 

Второй интеграл в правой части (4.2.25) оценивается оче-
видным образом на основании (4.2.14), в котором г5(Г) за-
менено на г6 (0, и (4.2.24). 

Легко убедиться, что 

/ ш ^ (со5 ^ - 1) ^ а 0 (и) = 0. (4.2.26) 
{0 } 

Для и<0, обозначая 
и 

М {и) = [ 4©(х) , 
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аналогично (4.2.25) получаем, что 
о 

/ зт Щ- ( 1 - с о в ^ ё®(*) (4.2.27) 
— 00 

Объединяя (4.2.25) — (4.2.27), заключаем 
00 

(а+ / (ыц 1х - й © (*) | < С10 

что и следовало доказать. 

§ 4,3. Почти независимость выборочного 
среднего и выборочной дисперсии 

Пусть Х19 ..., Хк — повторная выборка. Хорошо известно, 
что для независимости выборочного среднего X и выбороч-
ной дисперсии 52, 

к к 
* = } I = } I ( Ъ - Ц (4.3.1) 

необходима и достаточна нормальность повторной выборки 
(см. пример 1.3.4). Зададимся целью построить оценку устой-
чивости в этой характеризации. 

В настоящей и предыдущей главах исследование устойчи-
вости характеризационных задач проводилось в основном в 
А-метрике. Мы обосновали такой выбор тем, что для рас-
сматриваемых в этих главах задач основное функциональное 
уравнение записывается в характеристических функциях. 
Следовательно, если почти выполнимость того или иного 
статистического свойства измеряется в А-метрике, то в ос-
новном уравнении остаточный член имеет первый порядок. 
Тем самым по оценке устойчивости сразу можно устано-
вить, что если порядок этой оценки не является первым, то 
возможность утечки информации обусловливается не сравне-
нием метрик, а используемым методом построения оценки 
устойчивости. (Иногда, конечно, никакой „утечки" не про-
исходит, т. е. существует пример, доказывающий, что полу-
ченная оценка — неулучшаема.) Естественно, это обстоя-
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тельство позволяет эффективно сравнивать результаты и ме-
тоды различных авторов. 

Тем не менее при выборе меры почти независимости в 
заключительных двух параграфах мы остановились на рав-
номерной метрике 

р(Х, У) = зир | Р (X < х) — Р ( У < х) |, 
* 

руководствуясь при этом следующими соображениями. 
Во-первых, эта метрика инвариантна относительно пара-
метра масштаба. Это очень естественное требование при рас-
смотрении практических задач, так как оно означает, что при 
замене единиц измерения на входе (например, при переходе 
от измерения в метрах к измерению в сантиметрах) ответ на 
выходе системы остается тем же. Хорошо известные слабые 
метрики Леви, метрика X и т. п. таким свойством не обла-
дают. 

Во-вторых, равномерная метрика очень удобна в случае 
применения характеризационных теорем в качестве статис-
тических критериев. О таких примерах еще в 1953 г. писал 
Ю. В. Линник (см. [51]) и отмечалось нами в [156]. 

Далее метрику р будем рассматривать в пространстве 
распределений, поскольку это позволяет более компактно 
ввести понятие (р, ^-независимости. Напомним, что если 
Ъ ъ Ъ2 — /2-мерные случайные векторы с распределениями 
О ъ 0 2 соответственно, то 

Р(СХ, 02) = 9(Т1, 22) = 81ф|Сх(2)-(?2(2) | . 

Определение 4.3.1. Случайные величины X и У называются 
(р, г)-независимыми, если 

9(Р(х.г), ^ х ^ г К г , 
где Е(Хг У) (х, у) = ?(Х<х, У<у\ Рх{х) = ? (Х<х). 

Полезно сравнить это определение с определением 3.2.1. 

Теорема 4.3.1 (см. [157]). Пусть Хъ ..., Хк — независимые 
равнораспределенные случайные величины. Если X и 82, опре-
деленные формулами (4.3 1), являются (р, г)-независимыми, 
то существует нормальная (возможно, вырожденная) слу-
чайная величина 1ЧЛ> 0 такая, что 

Р0О, К в , 0 )<С(1п1 /е ) - ^ , (4.3.2) 
где С зависит лишь от к. 
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Первая оценка устойчивости характеризации нормально-
го закона независимостью выборочного среднего X и выбо-
рочной дисперсии 8 2 была получена Хоанг Хыу Ньы. В своей 
работе [73] он первым рассмотрел дифференциальное уравне-
ние 

/ " ( О / * - 1 (О - г ( О / * - 2 ( 0 + о/к ( 0 = л ( 0 (4.3.3) 

(ср. с уравнением (1.3.6)) для характеристической функции 
Д О , 

/ ( 0 = Еехр( |йО), 

причем | Я (?) | ̂  г в некотором интервале | I | ̂  Г, а И — не-
который параметр. 

Уравнение (4.3.3), однако, Хоанг Хыу Ньы рассматривал 
лишь при дополнительных моментных ограничениях 

ЕЛГ, = 0, ЕХ]=1, Е\X^\2+8^М8<оо 

(отсюда, в частности, следовало, что / )=1) . 
Существенное продвижение в рассматриваемом вопросе 

принадлежит Ю. Р. Габовичу. В статье [6] он отказался от 
моментных ограничений. Для сравнительно широкого клас-
са случайных величин ему удалось провести урезание так, что 
урезанные случайные величины Х^ стали обладать следую-
щими свойствами: 

к к 

У=1 У—1 
являются (р, С2^-независимыми, где С ь С2 — некоторые ве-
личины, зависящие лишь от к. 

Эти свойства позволяют с точностью Сгг заменить ис-
ходные функции распределения распределениями урезанных 
случайных величин, причем при такой замене условие (р, г)-
независимости статистик X и переходит с точностью до 
постоянной в условие такого же типа относительно статистик 
Хн (выборочного среднего урезанной выборки) и (вы-
борочной дисперсии урезанной выборки). Таким образом, 
результат Ю. Р. Габовича позволяет получить основное диф-
ференциальное уравнение (4.3.3) уже для характеристических 
функций урезанных случайных величин. Следует отметить, 
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что этот результат является в определенном смысле аналогом 
теоремы А. А. Зингера [14], устанавливающей существова-
ние всех моментов компонент векторов при условии, что 
некоторые квазиполиномиальные статистики от них независи-
мы. 

При этом необходимо отметить, что Ю. Р. Габовичем 
использовались ограничения на класс рассматриваемых слу-
чайных величин. Это были ограничения типа неутекания су-
щественной вероятностной массы в бесконечность, а также 
ограничения типа невырожденности в нуле. 

Нам удалось отказаться от всех этих ограничений, упрос-
тить доказательство результата Ю. Р. Габовича и предложить 
новый подход к составлению и анализу основного дифферен-
циального уравнения (4.3.3). 

А именно, предлагается использовать масштабирование 
исходных случайных величин и строгий учет вероятностной 
массы в нуле. Предлагаемый подход позволяет отказаться 
от таких конструкций, используемых Р. Ю. Габовичем, как 
сглаживание, дифференцирование остаточных членов и т. п. 

В качестве исторической справки отметим, что до работы 
Ю. Р. Габовича [6] исследованием почти независимости X и 
52 занимались также Б. Беднарек-Козек и А. Козек [103]. 
В этой работе было реализовано лишь некоторое ослабление 
моментных ограничений Хоанг Хыу Ньы [73]. 

Для доказательства теоремы 4.3.1 потребуется следующая 
вспомогательная лемма. 

Лемма 4.3.1 (см. [157]). Пусть Хъ Хк (к^2) - неза-
висимые равнораспределеиные случайные величины из класса 

сиР(р) = {Х:Р{\Х\<1)^р, Р([2Г|<1 )>р}9 

Если X и 82 (р, г)-независимы, то урезанные случайные 
величины X . .., Х%, 

причем 
2(1 - р Х р ' Ч к * . (4.3.4) 

(4.3.5) 
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где 1/г)1+1о«» </=22&/10, обладают следующими 
свойствами: 

1°. р(Х19 хУ)^Сге9 / = 1 , 
/с & 

2°. 2 " 2 
7=1 7=1 

являются (р, С ^-независимыми', 
3°. У=1, 2, к. 

Здесь Съ С2 — величины, зависящие лишь от к. 

Доказательство. Обозначим 

= | ^ ( с о ) | < 1 , у = 2, А;}. 
Так как 

к к к 

2 2 2 

к к 
— ^ V2 ^ V К -1- ̂  ~~ ^ V ^ V V 

7=2 у=2 1>у> 1 
а при сое^л и й?„>2 

V - 2 х * \ > т I ^ [ 1 г 1 | - 2 № - 1 > А;2 

7=2 
= (к-*1)с12

п/к*- 2 ( * - 1 ) 
к 

2 2 
у=2 />7>1 

ТО 

(4.3.6) 

(4.3.7) 
Положим 

4+1 = 2Ыл. 
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Из (4.3.6) и (4.3.7) нетрудно убедиться, что при сое^К „ 

52(со) 2*») = 2 

(1п-г, п= 1, 2, 

если только 
> 2 (Л - 1) (1 + ]/2к + 1)/(2к - 3). 

Таким образом, 

Оценим вероятность V 
к 

7 = 1 
к 

7 = 1 

к к 

7 = 1 7=1 Аналогично 

к 

7 = 1 
Следовательно, 

к 
+ е. 

7 = 1 

Так как ^ ~ независимые равнораспределенные 
случайные величины из класса (/7), то 
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т. е. 
IР (I Хх | ^ </„) < к>р*-к Р* ( 1 ^ 4 - 1 ) + ер1"*, (4.3.8) 

(1п — _^, 1,1. 
По индукции докажем, что для любого натурального п 

+ $ о г, (4.3.9) 

где Р5 = Р ( | Я^ Р ^ 1 " * , = 
Пусть п= 1. Тогда (4.3.9) является очевидным следствием 

(4.3.8). Пусть (4.3.9) справедлива при п=]. Докажем, что в 
этом случае (4.3.9) справедлива и для п=/+1 . Из (4.3.8) имеем: 

= ( + + 1 + 2 />2* ро е + г2) + /,1-*е = 

= + + (4,3.10) 

Убедимся, что при г^1/(4[30) 
2 ро + р2 е + р1—к ^ (4.3.11) 

В этом случае (4.3.10) и (4.3.11) будут означать, что (4.3.9) 
справедлива при и=у + 1 и, следовательно, для любого на-
турального п. 

Действительно, при г<1/(4(30) 
Р ^ Р о Я 

Далее, 

Поскольку 2(1-^)^/7/4, т. е. /7^ 8/9, то 

г р г ' - ^ р о + Й е + ^ - Ч 
^ 2 Р"1 (1 - р) рр0 + Ро/4 < 35рг~к/18 < р0, 

что и следовало доказать. Соотношение (4.3.9) полностью 
доказано. 

Так как, согласно предположению, 
2(1 

то в силу (4.3.9) и оценки Р 0 <1- /7 

Рп = Р ( (Х г | > (2А)" </0) < 2-2" р-1+ р0 е. 
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Определив 
п = [ 1од2 1о§2 1/е] + 1 

при г<1/(4р0) имеем: 
Г(\Хг\> (2 к)п Оо) < г ф0 + р-1) < г (2 (9/8)*-* + I/*2), 

Р (I Хг | > 2кс10 (1п 1/е)1+1°88 *) < г (2 ( 9 / 8 + (4.3.12) 
Теперь убедимся, что 

где, напомним, случайная величина У" определяется согласно 
(4.3.5). Для этого достаточно заметить, что 

и воспользоваться оценкой (4.3.12). 
Переходим к доказательству пункта 2°, т. е. к доказатель-

ству (р, С2^-независимости статистик и 5$. Нетрудно убе-
диться, что 

Р & я < и 9 82
N<V) = 

= Р ( { Г < * / , X^ = XУ; у = 1 , 
к 

(Х<и9 52<г>) + 
* 1 = 1 
к к 

/-1 « = 1 

= (р(2Г<и, = У=1, к) + 

Л . к 
+ Р (х<и 9 у { ^ ^ } ) ) р ( 5 2 < г 0 + г + 2 

у = 1 ' » — 1 
к 

1 = 1 
к 

<Р(1*<и)Р(5&<*0 + г + 3 ^ (4.3.13) 
1-1 

7. К. ЛапиёкеугёШз 
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И наоборот, 

к \ 
+ р ( и { Х л ф х щ г ( $&<*)< 

у = 1 ' 

/ к \ к 

* 1 = 1 ' »=1 к 
<Р(Х<и9 82<ъ) + г + 2 2 

« = 1 

к 

1 = 1 
к 

3 2
N<V)+г+3 ^ Р(Хй#ХТ). (4.3.14) 

1 = 1 

Так как, согласно (4.3.12), 
Р (X, ФХ?) = Р (| Хг | > И) ^ (2 (9/8)* ̂ Ч-Аг2) г, 

то в силу (4.3.13) и (4.3.14) получаем, что 

|Р(Хи<и9 5Ъ<V)-V(XN<и)^>(82
N<V)\^ 

^е + 3к(2(9/8)*"1 + к'2) г = С2г. (4.3.15) 

Неравенство (4.3.15) означает, что статистики ХИ и 5$ (р, С2г)-
независимы. 

Переходим к заключительной и кратчайшей части дока-
зательства леммы — пункта 3°. При 7У> 1 имеем: 

00 

Е д а = / *» а *•,»(*)> / а *•*«(*)= 
—00 |х|>1 

Лемма доказана. 
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Доказательство теоремы 4.3.1. Фиксируем некоторую по-
ложительную величину (I. Для произвольной действительной 
величины т и произвольной случайной величины X существу-
ет величина г0 = г 0 (т , Х)^0 такая, что 

Р ( ) Г - / и | < * о ) ^ > (4.3.16) 

В случае г0> О определим 

Х=(Х~т)/20 

и произведем урезание: 

X, если 
N. если Х>И9 (4.3.17) 
-И, если X < — N. 

Рассмотрев функцию распределения случайной величины 
Х—т, нетрудно убедиться, что при фиксированной X 20= 
= 20(т) — непрерывная и неубывающая функция. Это озна-
чает, что для любого N>0 существует т = т(Л0 такое, что 

ЕХ" = 0. (4.3.18) 

Действительно, чтобы убедиться в справедливости (4.3.18), 
в силу непрерывности и неубывания функции 20=20(т) 
достаточно заметить, что Е [Х"(т)]+ также является непре-
рывной неубывающей функцией от т, а Е [X** (т)] ~ — не-
прерывной невозрастающей. 

В дальнейшем штрихом будем обозначать сдвиг на вели-
чину т: 

Х' = Х-т. 

Введем еще одно обозначение: 

А - Р д е - 0 ) . 

Если Р!>1 — У г, то, очевидно, 
9(Х19 1/ё, 

где Е — вырожденная в точке т случайная величина, и тео-
рема доказана. 
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Пусть теперь < 1 — г. В (4.3.16) положим Х=Хг и 
определим й так: 

*/=(1 +Ръ)/29 р2 = шах (р19 

где р* — решение уравнения 2 (1 — р)=рк~г1к2
9 р* >8/9 (ср. с 

неравенством (4.3.4)). 
Убедимся, что при таком выборе й в (4.3.16) справедлива 

оценка г0>0. Действительно, если 

Р*^Рх< 1 - 1 / 
то 

< / - ( 1 + д ) / 2 

и второе из соотношений (4.3.16) при г0 = 0 и абсурдно: 

Л ^ (1 + А ) / 2 = Л + О - А)/2 > Л . 
Если рг<р*9 то из (4.3.16) получаем следующее противоре-
чие: 

Л > 0 + Л ) / 2 = Л + (1 - л ) / 2 > Л . 
Итак, существуют / и и г о > 0 такие, что при урезании случай-
ной величины 

по правилу (4.3.17) справедливы соотношения 

Р ( | Д | < 1 ) < ( 1 + А ) / 2 , (4.3.19) 

т. е. Х х е ^ ( ( 1 + р 2 ) / 2 ) и 

(4.3.20) 

В силу равнораспределенности случайных величин Х19 
свойствами (4.3.19) и (4.3.20) обладают также случайные ве-
личины Х29 ..., Хк. 

о о 
Убедимся, что X и 52 , 

к к 

;=1 У=1 



§ 4.3. Почти независимость К и 5 2 189 

являются (р, г)-независимыми. Действительно, 

X, у 
к к к 

Р ' = §ир у 
Х 7 = 1 7 = 1 7 - 1 7 

-» й 2 ' Н ' и 2 2 ч М I-
7 = 1 Х 7 = 1 ' 1 

= 81ф] Р(Г< + < о̂ДО - Р(Х< + ™)Р(52 < 2%у) I = 
у 

= зир | Р (Х< х, Я2<у)-Р(Х<х)Р(82<у)1^е. 
X, у 

Оценка р1<\— У г слишком груба, поэтому зададимся 
целью построения более точной оценки величины рг. А имен-
но, методом доказательства от противного убедимся, что 

рх = р {Х[ = 0) = Р 0) < 2/3. (4.3.21) 

В самом деле, пусть (4.3.21) неверно, т. е. пусть 

Р(Х = 0)^2/3, Х = Х ( 4 . 3 . 2 2 ) 
В таком случае докажем, что| 

| / ( 0 1 > 1/3, У>е(-оо, оо), (4.3.23) 
где / (0 — характеристическая функция случайной величины 
Х=Х?. Обозначив Рх (х) = Р (Х<х), имеем: 

00 

1/(01 = | / е х р (Их) йгх(4 | > Р ( * = 0 ) -
— 00 

-О +оо 
— | ехр (/**) с! Рх (х) -ь [ ехр (/**) (1 «Р* (*) > 

-00 0+ 
> 2 / 3 - Р ( Г ^ 0 ) 5*1/3. 

Так как Х^0^ ((1+р2)/2), а ^ и 5 2 (р, е)-независимы, 
то, согласно лемме 4.3.1, статистики 

к к 

7=1 У - 1 
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являются (р, С2 ̂ -независимыми. Поэтому 
00 00 

Е к ехр (ИХи) = к Г Г V ехр (Ики) (1Г о о (и, ъ) = 
* (.ХАТ» О -со 

= к [ яёГо (V) Г е х р (ики)йГо (и) + *> 5* ^ х„ о 
00 00 

+ к ^ V ехр (Ики) XV (й и, = 
О —оо 

= к ~ - Д/ЧО+ЯхСО, -со<{<оо, 

где й = В (X?) = Е (ХУ)2 - (Е Х^У, 
Р<.а, у) (и, V) = V^у<и, У<ъ), 

00 00 

Я1(1) = к [ г? ехр (с! и, 
О —оо 

| У) (и, V) I = I Г о о (и, а) - о (и) Р. (о) I < с 2 е (4.3.24) 

для любых (г/, г?)бК2. 
Заметим, что при выборе сдвига т , удовлетворяющего 

соотношению (4.3.20), получаем 

2) = Е ( ^ ) 2 . (4.3.25) 
С другой стороны, 

К 
Ек8н е х Р (ИкХц) = Е ( ( Г 7 ) 2 - ^ ) е х р 0 7 В Д ) = 

7=1 
А: к 

= 1 Е д а 2 е х р (й 2 

к к 

~ 7 Е ( 2 * ? ) ' е хР ( " 2 = -кГ(1 ) / к ~ 1 (1 ) + 
;=1 у=1 
+(Л - 1 ) / * " 2 (О/ ' 2 ( 0 + / * - 1 (О У ( 0 = 

= - (к -1)/' (О/* - 1 ( 0 + ( * - 1)/ 'а (07*- ' (О-
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Следовательно, для любого действительного I 

Г ( О / 4 - 1 (0 - г (О/ 4 - 2 (0 + АЛ (0=К* (0. (4.3.26) 

Как уже отмечалось в начале параграфа, дифференциаль-
ное уравнение (4.3.26) для характеристической функции #(0 = 
= Е ехр НУ, 

(0 8п -1 (0 - г'2 (0 е-2 (0 + (0 = КЪ (О, 

где случайная величина У имеет ограниченный абсолютный 
момент порядка 2 + 8, впервые рассматривалось в работе 
[73]. При этом необходимо подчеркнуть, что (р, ^«-независи-
мость статистик X и 82 нами по существу используется лишь 
в доказательстве леммы. Основное дифференциальное урав-
нение (4.3.26), на котором базируется доказательство, при 
вышеупомянутом моментном ограничении можно получить, 
используя менее ограничительное свойство почти постоян-
ства регрессии 52 на X. 

Из (4.3.23) и (4.3.26) получаем, что 
Г (О /'ЧО . д _ * . ( ' ) га з 27} 

или, обозначив Д3 (0 = ^2 (0/"~* (0> 

= оо, оо). 

Так как / (0 ) = 1, а в силу (4.3.20) / ' ( 0 )=0 , то для любого 
ГеК1 

( V 

| 1 п / ( 0 + Я / 2 / 2 | = | [ \ (4.3.28) 
о о 

Займемся оценкой величины 
/ V 

Д 4 ( 0 = / [ Д3(и)<1к<Ь. (4.3.29) 
о о 

Докажем сначала, что 

( 0 1 < 4 ® №к(1+/с\(\). ( 4 . 3 . 3 0 ) 
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Действительно, так как 
к 

1 с*?)2, к 
7=1 

ТО 

1^1(01 = ^ [ / ^ ехр (/7А:г/) IV (с! г/, <Ь) 
о 

= & | / / ^ е х р х у ( ё и, (IV) 

Интегрируя по частям, получаем: 

+ к | I* ^ XV (и, &)(1 ехр (й&и) ё © | < 
о -лг 

< 4АЛР г + 2к2 111N г + 2к2№ | е. 

Отсюда следует (4.3.30). 
В силу (4.3.23) и (4.3.30) справедливы неравенства: 

И з (О I < I (011ДО \ ~ к ( к - I ) - 1 < 

< 4к(к—1)~13*.№3(1 + е. 

Следовательно, 

I ( 0 \<2к(к- I ) - 1 З*- 1^ 3 (к 1113 + З*2) е. (4.3.31) 

Так как | ехр г— 1 | т а х (1, ехр Не г), то 

| / ( 0 - е х р ( - Я * 2 / 2 ) | < 

< ехр (-1>*2/2) 11 - ехр (1п/(О + 0*2/2) | < 

< ехр ( - ДГ2/2) (1п / (0 + Я*2/21 х 

х т а х ехр(О/2/2 + К е 1 п / ( 0 ) ) ^ 

< 11п/(0 + т у 2 1 шах (ехр ( - Ш2/2), | Д О | ) < 
< | Л . ( 0 | . (4.3.32) 
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Согласно известной лемме Эссеена, 
т 

р ( л г , у ) < ± / 1 / А 0 - М 0 \ \ * \ - г й * + 

, 24 
+ - У - вир А Гх(х) , (4.3.33) Ах 

Гх(х) = 1>(Х<х), А(0 = Еехр(/гП 

если только производная функция Р (Х< х) существует. 
Поэтому на основе (4.3.31)-(4.3.33) записываем: 

г 

9(Х, Ы1))^2'п:-1к(к-1)-1Зк-1№г [ + 3 [ *|)ё/ + 
-т 

+ 24/(тгГ V 2пГо) = 2п~1к{к — I)"1 З*"1^3 (2/сГ3/3 + ЗГ2) г + 

+ 24/(7ГГ У 2ТЦ7)), (4.3.34) 

где МГ̂  — нормальная случайная величина с нулевым средним 
и дисперсией Д определяемой формулой (4.3.25). 

Согласно п. 3° леммы, оценке р± < 1 — ]/ г и определению 
величины р ъ существует постоянная г0 = е0 (&) > 0 такая, что 
при ге[0, е0] 

В = Е (X?)* > 1 - (1.+р2)/2 >1/1/2. (4.3.35) 

Положив в (4.3.34) Г=г"5/16 и вспомнив определение ТУ 
(см. формулировку леммы 4.3.1), получим: 

р(Х, ^о) ^ С4г1/16 (1п 1 /г)3+31058 к, (4.3.36) 
где С4 зависит лишь от к. 

Соотношение (4.3.36) означает, что при г ф О 

Следовательно, если X в точке 0 имеет скачок, то независимо 
от значения величины В = В е >0 этот скачок не превосходит 
2 С4 г1/16 (1п 1 / г ) 3 + 3 л . Это (при с ^ ег (к), ег (к) - достаточ-
но мало) очевидным образом противоречит предположению 
(4.3.22). Справедливость неравенства (4.3.21) полностью 
доказана. 
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На основе только что доказанного неравенства (4.3.21) 
и оценки (4.3.19) существенно улучшим оценку (4.3.35): 

Я = 1)> 1 / 2 - Л / 2 . (4.3.37) 
Мы уже видели, что в области | ? | < # (е), 

? = ?(г) = 8 и р { т > 0 : | / ( Г ) | ^ е 5 при | * | < т } , (4.3.38) 
*=1/(* + 2), 

справедливо соотношение (4.3.27), а следовательно, и (4.3.28). 
Определив ({) с помощью (4.3.29), перейдем к оцениванию 
величины | ({) | в области | * | < д (г). Воспользовавшись 
(4.3.30), запишем: 

^ ( О К ^ Л О И Я О Г Ч * - ! ) - 1 * 
^ 4г№ (1 + А: 11\)г~кВ (к — I)"1, 

+ И (4.3.39) 

Повторяя рассуждения (4.3.32), (4.3.33) и учитывая (4.3.37), 
получаем: 

Ч о 
р(Х, [ (\1\ + к1*/3)й( + 

+ 24/(тс^01/27Г1>)< 
< 4тг-1

г1-"8Лгз((72+ щз/9) +24/(пд0р*), (4.3.40) 

где д0 = д0(г) = \/2А 1п1/е, р= 1/тг(1 -р*)=р*(к)> 0, а Л 
определяется из неравенства, которое подробно рассматри-
валось в гл. 3: 

?(е)>0о О)-
Итак, займемся подбором величины Л. Так как при 

1 / ( 0 - ехр ( - I < | Д. СО I 
(см. (4.3.32)), то 

| / ( 0 1 ^ ехр ( - 1 » » / 2 ) ( 0 1 - (4.3.41) 
Убедимся, что если ОА=\—кЪ — Ъ12, то при 11 
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т. е. 

9>Чь=У<? 1Ш/г)/(/) (к+2)). 
Это делается непосредственной подстановкой (4.3.39) в 

(4.3.41): 

| / (О I > ехр ( - В А 1п 1 /г) - ~к8 № (^ + кд3
0/3). 

При указанном значении ВА = 1 — к8— 8/2 правая часть это-
го неравенства не меньше величины е8 при всех ге[0, е2 (к)], 
где г2 (к) — некоторая положительная величина, зависящая 
лишь от к. 

Подставляя в (4.3.40) значение 
д2

0=ЗВ-Чк + 2)-Чп1/г, 
получаем 

где С5 — величина, зависящая лишь от 
В силу п. 1° леммы 4.3.1 

р(АГ, Л ^ С ^ е , 
поэтому согласно неравенству треугольника 

Поскольку равномерная метрика обладает легко проверяе-
мым свойством инвариантности относительно параметра 
масштаба, т. е. 

Р(сУ, с2) = р(7, 2) 

для любого сеК1 любых случайных величин У и 2, то 

р(*1, к2)) = р(х;/г0, к,*»). 

Следовательно, 

Теорема доказана. 

В заключение полезно следующее замечание. Мы видели, 
что в условиях теоремы 4.3.1 

рОО, (1п 1/г)"1'2, (4.3.42) 
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т. е. порядок устойчивости является логарифмическим. Об-
ратив внимание на (4.3.32), видим, что порядок в (4.3.42) был 
бы степенным, если бы таковой была оценка величины # (г). 
Однако в силу теоремы 3.3.1 этого не может быть. Точнее, 
характеристическая функция 

/«(0 = 0 - 0 ехР ( - '2/2) + 2 ехр 0На), 
рассматриваемая в доказательстве этой теоремы (см. (3.3.6)), 
с одной стороны, в точке 

Г0=1/21п(1/е-1) 

обращается в нуль, т. е. имеет место оценка 

0(0, / , )<сУ1п1/е , с = сот*, 
а, с другой стороны, при е3< 1, г3=соп81, / е ( 0 удовлетво-
ряет уравнению (4.3.26) при к = 2, / )= 1, и при этом справед-
лива оценка 

|Да ( О к е . 
Таким образом, оценка снизу для # (е) в рассматриваемой за-
даче не может иметь порядок по г лучше, чем У 1п 1/е. 

§ 4.4. Устойчивость характеризации 
свойством независимости суммы 

и разности 

В предыдущем параграфе отмечались преимущества рав-
номерной метрики р. А именно, она инвариантна относитель-
но параметра масштаба, удобна при использовании резуль-
татов устойчивости для построения непараметрических ста-
тистических критериев. 

Поэтому настоящий параграф посвящен рассмотрению 
устойчивости характеризационной теоремы С. Н. Бернштейна 
(см. § 2.6, § 3.2) именно в этой метрике, а также ее аналога в 
пространстве характеристических функций: 

>о(Л, Л) = \>(Х, У) = вир \ / х (0 - Л (01, I 
где, как обычно, /Х9 / у — характеристические функции слу-
чайных величин (или случайных векторов) ХиУ соответствен-
но. 
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Отметим, что изучению (р, ^-независимых статистик ^ 
и А 

8—Х-1-\~Х29 I) = X 2) 
наряду с другими задачами посвятили свои работы Хоанг 
Хыу Ньы [73], Л. Д. Мешалкин [131], Б. Беднарек-Козек и 
А. Козек [103], Ю. Р. Габович [6, 7]. Последнему по данной 
проблематике уда лось обобщить и усилить результаты выше-
перечисленных авторов. 

Теорема Ю. Р. Габовича (см. [6, 7]). Пусть Хъ Х2 — не-
зависимые случайные величины из класса 

@ = {Х:Р(\Х\>с11)<Л29 Р ( | Х | > § 1 ) > 8 2 } , (4.4.1) 

где й2 <1/9, йХ9 82 — фиксированные положительные па-
раметры. Если Х1 + Х2 и Х1 — Х2 (р, е)-не зависимы, то при 

р (X,, ^ С (Я) е1/3 (1п 1 / е ) ( 1 + 2 ( 4 . 4 . 2 ) 
где — некоторая нормальная случайная величина, а С= 
= С (&) зависит лишь от с1г, с{2, 

В [7] получен также многомерный аналог этой теоремы. 
Смысл условий в определении класса & заключается в 

том, чтобы воспрепятствовать „утеканию" значительной 
вероятностной массы в бесконечность и обеспечить опреде-
ленную степень невырожденности рассматриваемых величин. 

Нам удалось улучшить оценку Ю. Р. Габовича (4.3.2) и, 
главное, отказаться от условий (4.4.1). 

Теорема 4.4.1 (см. [92]). Пусть Хъ Х2 — независимые рж~ 
нораспреде ленные случайные величины. Если статистики 8= 
=Хг + Х2 и В = Хг — Х2 (р, г)~независимы, то 

р (.X,, К) ^ Схе1/$ (1п 1/е)* ** 3, (4.4.3) 

где Сг — абсолютная константа9 а N — нормальная (воз-
можно , вырожденная) случайная величина. 

Замечание. Если в формуле (4.4.3) N - нормальная не-
вырожденная случайная величина, то ее дисперсией и средним 
являются величины 

- 2х\ 1п 27 0аг§/^(1/2) 
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соответственно, где Ху = Ху 12 0, 20 определяется формулой 
(4.4.17), х у — урезанная на уровне 

3(1о§21/г)1ое.з 

случайная величина Хл и, наконец,/^ (Г) — характеристичес-
кая функция случайной величины II. 

Потеря порядка с г в условиях теоремы до г1'3 с логариф-
мическим множителем в (4.4.3) происходит исключительно 
в результате перехода от функционального уравнения в тер-
минах функций распределения 

х>> (*, У) = О) Рв (у) + г (х, у), (4.4.4) 
\г(х, у)\^г, Ч(х9у)еК\ 

к функциональному уравнению (4.4.31) в терминах характе-
ристических функций. На основе этого замечания легко 
убедиться, что если вместо условия (р, г)-независимости ста-
тистик 8=Х1 + Х2 И В = Х1 — Х2 потребовать выполнения 
более жесткого условия (р*, ^-независимости, используемо-
го Л. Д. Мешалкиным [131], то вместо оценки (4.4.3) получим 
более сильную оценку: 

р(Х» К)^С2^2(Ы/е)*10ё'3. 
Далее нам потребуются следующие три вспомогательные 

леммы. 

Лемма Хоанг Хыу Ньы [73]. Пусть Х±, Х2 — независимые 
случайные величины и 

Е ХЛ = аЛ, *2 = (Е (Хх - ахУ + Е (Х2 — а2)*)/2, Е\ХУ\ЫМ2. 

Если статистики Хг + Х2 и Хг — Х2 (р, г)-независимы, то при 
| г Кст-1 

I А , ( 0 - ехр {га, г - а2 ;2/2) | < С3 Мв<т~2 г"2*, (4.4.5) 

где (г) = Е ехр (ИХУ)9 а С3 — абсолютная константа. 

Следует отметить, что порядок 1/24 в (4.4.5) может быть 
улучшен более аккуратным использованием тех же соображе-
ний Хоанг Хыу Ньы [73], однако это для нас несущественно, 
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так как важен лишь сам факт степенного порядка близости 
(Г) к характеристической функции определенного нормаль-

ного закона. 

Лемма Ю. Р. Габовича [7]. Пусть Х9 У — случайные ве-
личины с характеристическими функциями/, # соответствен-
но. Пусть, кроме того, 

2 * ( м ) = р ( | л г [ > м ) , 2 г ( М ) = Р ( | г | > м ) , 

о (х) = Р (У < *), Л = вир { С (х): хеК1}. 

Если М> 1, Г>1, то 
7 

9(Х, ( / |/(0-*(01'-1а*+ 

А/(ГМ) 

+ (4/АГ + (8тг + 2 е) А)/Т + 7ъ^x(М) + т. (М)) , 

гЭе Д=Ш1П (1, Л)/16. 
Эта лемма представляет собой некоторый аналог хорошо 

известной леммы Эссеена. 
Лемма 4.4.1 (см. [92]). Пусть Хъ Х2 — независимые слу-

чайные величины из класса ^ (р), 

причем / 7 ^ 1 / 9 . ^сли А^ + А^ г/ (р, г)-независимы, то 
урезанные случайные величины X™ и 

ху= 
N. если X^>N9 
Х]9 если \X^\^N9 
-N9 если X^<-N9 

где N=3 (1о§2 1/е)108»3, обладают следующими свойствами: 

1°. р(Л0, Л Г ^ С 4 г , у = 1 , 2 ; 

2°. АТ + А^ и (р, С5е)-независимы; 
3°. Е | ^ 7 1 г ^ М г < о о для любого г>0 . 

Здесь С4, С5 — абсолютные константы, л МГ — величина, 
зависящая лишь от г. 
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Доказательство леммы 4.4.1. Обозначим 

<4+1=3*4, с!0 = I. 
Используя только независимость случайных величин Хх, Х2 и 
(р, г)-независимость статистик Хх + Х2 и Хг — Х2, получаем: 

?(\Хх\>с1к+х)Р(\Х2\^с1к) = ?(\Х1\>с1к+1, \Х2\^с1к)< 

^{\х1л-х2\>ак+г-ак, \хх-х2\>ак+х-с1к)^ 

^Р(\Хх + Х2\>2с1к)Р(\Хх-Х2\>2с1к) + г^ 

Следовательно, 
*(\Хх\>с1к+х)< 

Получив аналогичную оценку для Р ( | Х2 \>с1к+1) и учи-
тывая то обстоятельство, что X)е§ (р)л'= 1, 2, в обозначении 

5(м) = Р( |Л ' 1 |>») + Р( |Х2 |>М) 
имеем 

8(с1 к + 1 )<-±- + (4.4.6) 

Следуя Ю. Р. Габовичу [7], методом математической 
индукции докажем, что 

^ У ^ 7 = 1 , 2 , . . . , (4.4.7) 

где 5 = 5 Ш = 5(1). 
Действительно, при у = 1 (4.4.7) является очевидным след-

ствием неравенства (4.4.6). Предположив, что (4.4.7) имеет 
место при у=к, докажем, что оно справедливо и при у = А: +1: 
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Теперь нетрудно заметить, что при /?)4/72 и условии 
( 2 5 / ( 1 -р))Ы(1-р)/2, 

которое при 1/9 заведомо выполняется, справедлива оцен-
ка 

Таким образом, справедливость (4.4.7) полностью доказана. 
Поскольку 8^2р, / К 1/9, то (4.4.7) означает, что 

у=1, 2, . . . . 
Определив 

к = [ 1о§2 1О§2 1 / Е ] + 1, 
где, как и прежде, через [А] обозначается целая часть числа 
А, при рУ/72 имеем: 

2 

2 Р ( | ^ | > 3 (1О§2 1/г)1о8а3) < е/2 + 6г/(\ —р). (4.4.8) 
7 - 1 

Далее, заметив, что 
Х?) < Р ( | | > щ, 

из (4.4.8) получаем 

9(ХЛ, Х?)<С^ 9 = 8. 

Переходим к доказательству пункта 2°, т. е. к доказатель-
ству (р, С5 ̂ -независимости статистик Х^ + Х? и Хх—Х". 
Нетрудно убедиться, что 

Р(Х? + Х$<и9 X?-X?<V) = 

= Р ({Хх+Х2<*/, X 1 -X 2 <V 9 Х^ХУ, у=1, 2} У 

2 

и{у {Х? + Х?<и9 Х?-Х$<ю% 

7 = 1 
2 

+ 2 Р ( Х $ Ф = 
У = 1 



2 0 2 г л- 4. Почти равнораспределенность и независимость 

= Р ( Х г + Х л < и 9 Хг-Х2<ъ) + ^ V(\X^\>N)^ 

^Р(Х1 + Х2<и, Х1-Х2<ъ)+С*г^ 
^V(X1 + X2<и)1Р(X1-X2<V) + г + С^г = 

= (р(Хг + Х2<и, Х^Х?,у=19 2) + 

+Р(хг + х%<и9 ^ { Х ^ Х ^ Р ^ - Х ^ + ^+Цг^ 
7=1 ' 

^ Р (Х\ + Х%<и)Р (Х\ — Х$< + (ЗС4 + 1) г. 
И наоборот, аналогичным образом доказывается, что для 
любых и и V 

^ Р ( Х ? + Х$<и, Х?-Х?<ъ)+(ЗС4+1)е. 
Следовательно,! 

- Р + и, 
С 5 = З С 4 + 1 , 

т. е. статистики Х\ +Х% и Хх—Х" (р, С5г)-независимы. 
Докажем теперь, что 

Е | ху |г ^ Мг < оо, Уг, у=1, 2, 
т. е. что выполняется пункт 3°. Легко убедиться, что 

N 

Е |X*\ г = - \ хгйР(\Х?\>х). 
о 

Положив ^ = и воспользовавшись оценкой (4.4.7), 
имеем: 

/=0 

2 ( т ^ ) 2 < з р ( '+ 1 ) + 1 3 7 2 Зг ( (+1 ) . (4.4.9) 
1=0 1=0 
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Так как, согласно условиям леммы, 5=5(1)^2/ ; и при этом 

2 1 —р 1 —р 2 9 

2~2'< 4~г' при г > /0, 
где /0 =/0

 и определяется из уравнения /0 —1о§2 /0= 1 +1о&2г, 
то 

5 5 

X ( 2 5 / ( 1 - / » ) ) • ' ^ (3/4Г< 1/(1-(3/4)'). 
1=1о 

Оценка третьего слагаемого в правой части (4.4.9) также не 
представляет затруднений. Действительно, 

2 Зг(*+1)< З г ( я + 2 ) /(З г- 1)^ЛГГ32Г/(3Г- 1) = 
1=0 

= 33Ч1о§21/гУ^3/(З г-1). 
Теперь легко найти постоянную г0 = г0 (г) такую, что при 
0 < е < г0 

3-«"><1. 
7 = 0 

Лемма доказана. 

Имея все необходимые вспомогательные результаты, 
переходим к доказательству сформулированной выше тео-
ремы. 

Доказательство теоремы 4.4.1. Докажем сначала, что 
|Р(Г 1 + Х2 = 0, Х х - Х 2 = 0 ) -

-Р(А г
1 + Х2 = 0)Р(Х 1 -Х 2 = 0) |^4г . (4.4.10) 

Для этого обозначим 
?(Хг + Х2<х9 Х1-Х2<у)-Р(Х1 + Х2<х)Р(Х1-Х2<у) = 

= г(х, у) 
и заметим, что 

Р(Хг + Х2 = 09 Х х - Х 2 = 0) = Р (^ 1 + Г 2 ^ 0 , -ЯГХ —2Г.<0) — 
-Р(ЛГ! + ЛГ2<0, Х1-Х2<0)-Р(Х1 + Х2<09 Х1-Х2^0) + 

+ Т>(Хг+Х%<0, Хг-Хш<0). 
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С другой стороны, 

х Р ( Х 1 - Х 2 < 0 ) = Р(Г 1 + ^ 2 < 0 ) Р ( Л ' 1 - Г 2 = 0), -
е 2 = Р (ЛГ 1 +У 2 <0)Р(Х 1 -Л ' а <0) -Р(Х 1 + ^ 2 < 0 ) х 

х Р (Хх — А'а < 0) = - Р ( Х 1 = Х2)Р(Х1 + А'2<0). 
Следовательно, 

вг+в2 = Р (X, + Х2 = 0)Р(X, = Х2). 
Таким образом, 
|Р(Х1 + ^ 2 = 0, Х1-Х2 = 0)-Р(Х1 + Х2 = 0)Р(Х1-Х2 = 0)1 = 

= | г ( 0 + , 0 + ) - г ( 0 + , 0 ) - г (0 , 0 +) + г(0, 0) | < 4=. 
Неравенство (4.4.10) доказано. Обозначая 

Р = Р № = 0), 
убеждаемся, что 

Р(Хг + Х2 = 0, Х1-Хг = 0) = Р{Хх=-Х2, Х1 = Х2) = 
= Р(ЛГ1 = 0, Х2 = 0) = /»«. 

С другой стороны, 
Р(Г 1 + Х2 = 0, А ' 1 -Г 2 = 0)< 

<Р(ЛГ1 + Г2 = 0)Р(^1-ЛГ2 = 0) + 4г = ( р ( Г 1 = - Х 2 , Х 2 ^0) + 
+ Р(Х1 = 0, Х2 = 0))(Р(Г1 = ^ 2 , Х 2 ^0) + Р(1'1 = 0, * 2 = 0)) + 

+ 4г < (Р (Хх т̂  0) Р (А'г ^ 0) + Р (Х\ = 0) Р (Х2 = О))2 + 4г. 

Следовательно, 
/>2 < ((1 —р)2 +/>2)2 + 4е. (4.4.11) 

Нетрудно убедиться, что решения р неравенства (4.4.11) 
должны удовлетворять следующим условиям: 
либо 

^ ( 3 + ] /1 -1б1/г ) /4 , (4.4.12) 
либо же 

(3 — VI — 16 V с)/4. (4.4.13) 
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Предположим сначала, что верно неравенство (4.4.12). 
Это означает, что при 1/256 

9(ХЪ -1 —(3+ 1/1 — 1бУ^)/4< 3 1/е, 
где Е — вырожденная в нуле случайная величина. Следова-
тельно, в этом случае справедлива оценка (4.4.3). 

Пусть теперь имеет место неравенство (4.4.13). Тогда 
/ К 3/4 и 

(3/4), 7 = 1 , 2 , (4.4.14) 
причем, по определению, 

В дальнейшем условие равнораспределенности Хг и Х2 
нам не потребуется, поэтому с учетом (4.4.14) будем полагать 
лишь, что 

р<1, 7 = 1 , 2 . (4.4.15) 

Тогда существуют положительные числа и г2 такие, что при 
7=1, 2 и у = шах (7/9, (3) 

Р ( | Л 0 ] < ^ < ( 1 +т)/2, Р ( | * , |<* , )> (1+у) /2 . (4.4.16) 
Положим 

г0 = шах (гг, г2) (4.4.17) 
и определим 

Х] = Ху/г0. 

В силу (4.4.16), очевидно, 

Р ( | й 1 < 1 ) > ( 1 + Г ) / 2 . 7=1, 2. (4.4.18) 
Пусть для определенности г0=гг. Тогда 

Р ( 1 ^ 1 < 1 ) < 0 + Т)/2. (4-4.19) 
Оценки (4.4.18) означают, что 

1-у) /2) , 
причем легко убедиться, что 

(1-у) /2<1/9 . 

Следовательно, случайные величины Хи Х2 удовлетворяют 
условиям леммы 4.4.1, а к урезанным случайным величинам 
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Х\ и Х~> применимы заключения 1° —3° этой леммы. Заме-
тим, что в силу (4.4.19) 

Е (X*)2 ̂  [ х2 с1 Р (Х? < х) ̂  Р (| Хх | ^1 ) = 

= Р ( | Х 1 | ^ 1 ) ^ ( 1 ~ Т ) / 2 > 0 , (4.4.20) 
если только 7У>1. Построим такого же типа оценку для 
Е ( ^ ) 2 , точнее, для дисперсии случайной величины 
С этой целью Х\ сдвинем так, чтобы 

Е А ^ = 0 . (4.4.21) 
Убедимся сначала, что 

|Е (X? + Хг) (X? — Х$) — Е (X? + Х%)Е (X?-Х%)\< 
(4.4.22) 

Действительно, обозначая 

у)=\Р(Хх+Х2<х, Хх — Х2<у) — 
- Р (Хг + < х) Р (Хх -Х2<у) 1, (4.4.23) 

интегрированием по частям убеждаемся, что 
2ЛГ 2Ы 
[ / хум(йх, йу) 

-2ДГ -2ЛГ 
2ЛГ 2N 
[ [ 1ц>(х, у)1<1х<1уз:С6№е. 

-2ЛГ -2М 
Используя (4.4.21) и (4.4.22), заключаем, что 

| Е (Х\)2 — Е (Х$)2 + (Е Х$)21 ^ С6 Л̂ 2 е. 

В силу (4.4.20) это означает, что 

Е ^ - Е Х^)2^ (1 — у)/2 —СвЛ^2г 

и, следовательно, если 
гЛГ2 ^ (1 — у)/(4С6), 

то 
Е ( ^ - Е ^ (1 - у)/4. (4.4.24) 
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На основании (4.4.20), (4.4.21), (4.4.24), п. 2° и п. 3° леммы 
4.4.1 и леммы Хоанг Хыу Ньы получаем, что при | ( | < 2 

IГц (0 - ехР ( - '2/2) I < Се (1 - Г)-1 *1,2*> (4.4.25) 

[ ( 0 - ехр 07 ЕХ^ — вм 12/2) | < Св (1 - у) *1/24> (4-4.26) 

где 

<у2„ = (Е (Г(02 + Е (Г^ - Е Х^)2)/2. 
В этом случае 

ехр ( - <&/2) + С8 (1 - у)"1 г1'2* > (1) | > 

Поскольку 
3 (1 -у ) /8<«^<М 2 , 

то при 7= 1, 2 
ехр ( - М2/2) - С8 (1 - у)"1 ««« (1) | ^ 

< ехр ( - 3 (1 - у)/8) + С, (1 - у)-1 е1'2*, 
или, обозначив 

/1 = ехр ( -М./2) , /2 = е х р ( - 3 ( 1 - у ) / 8 ) , 
получим: 

/1 - С, (1 - у)"1 г1'24 < (1) И /2 + С8 (1 - у)"1 г1'24. (4.4.27) 
Неравенства (4.4.25) и (4.4.26) означают также, что при 

М « 1 , 7=1» 2| 

[/** (01 > ~ ехр ( - М2/2), (4.4.28) 
если только 

в < (1 - у)24 (2С8)24 ехр ( - 12М2). 

В силу п. 2° леммы 4.4.1 Х? + Х$ и Х?-Х? (р, С6е)-
независимы. Докажем, что 

I /х»-х; ~Ах»+х%, х»-х«> Сь '«) I ^ 

< С» гЛГ2 (1 +1 ^ I). (4.4.29) 
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Действительно, учитывая обозначение (4.4.23) и используя 
интегрирование по частям, имеем: 

2М 2ЛГ 
= | / [ ехр(И1х + М2у)м((1х9 | = 

-2ЛГ -2ЛГ 

= IV (2ЛГ, - 2Ы) ехр (2/ЛГ (*х + г2)) - (2ЛГ, - 2И) х 

х ехр (2/ЛГ (1г - *а)) + >у ( - 27У, 2Л0 ехр ( Ш ( - /х + /2)) -
2 N 

—2Щ ехр( — НИ(*х + 72)) — [ {п(х, 2.Л0 х 
-2ЛГ 

х ехр 2И2 N - (х, - 2Л0 ехр ( - 2/72 ТУ)} 6 ехр Иг л: -

- [ {и>(2ЛГ, у)ехр2Н^-п(-2М9 у)ехр(-2П^)}х 
—2ЛГ 

2ЛГ 2ЛГ 
хс1ехрг72}>+ [ ц?(х9 у) А ехр х й ехр И2У < 

-2 ЛГ -2ЛГ 

На основе (4.4.28), (4.4.29) и леммы 3.2.1 получаем, что при 

1/*у (0 - ехр О 2 1 п ( 1 ) I + 0 | ^ 

^С10г№ехр(2М2)9 (4.4.30) 

где = 2аг 8 / ^ (1 /2 ) . 

Перепишем (4.4.29) в следующем виде: 

/ 1 ( ^ + ^ / 2 ^ 1 - ^ 2 ) = 

= Л ( О Л ( О Л ( « / . ( - '2) + г ( / ь '2), (4.4.31) 

/ Д 0 = Е е х р / ^ = / ^ ( 0 . 
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В (4.4.31) положив сначала 11 = 12 = Т, а затем 1г=—12 = {9 
получим: 

Л ( 2 0 = / ? ( 0 1 / , ( О С + »•(*, о , (4.4.32) 

Л (20 = IЛ ( 0 I V ! ( 0 - о . (4.4.33) 
Подставляя в (4.4.32) и (4.4.33) вместо I величину —/и пере-
множая соответственно полученные уравнения с исходными 
(4.4.32) и (4.4.33), заключаем, что при | I | ^ е " 1 / 8 ^ 2 ' 8 

IЛ (2012=1Л (014 | / 2 (0 ]4 + гх (/), 

| /1(20|" = 1 /1 (0 | 4 | / . ( 0 | € + Г.(0, 
где | О (0 |^С1 0е1 / 3^2 / 3 , У= 1, 2. 

Следовательно, при \ 1 \ ̂ :е~'1,гN~2|г/2 

1Л(012=|/2(012 + г3(0, 

I гз (0 ] ̂  2С10 г11г№ ,г. 

Подставляя этот результат в (4.4.32), получаем, что 

/ / (20 = Л (0 [Л (012 + >4 (0» 7=1, 2; 

| Г4 (0 I ^ Схх С1/3^2'8. 

Применяя следствие 3.1.1 и учитывая (4.4.27), (4.4.30), а также 
то обстоятельство, что М2 является абсолютной константой 
(см. п. 3° леммы 4.4.1), имеем 

т 

/ ' - 1 1 / ( 0 - ехр { 1 п I / , (1) I + гВ^1} | <1 * < 
1 

^ С ^ Л ^ О - о с ) " 1 . 

Теперь остается применить лемму Габовича. Полагая в ней 

М = И = З(1о§21/0!°8'3, 
получаем, что 

9(Х?, Щ) < С13 (1 - у) "1 г1/3 Л2/3, 

где И* — нормальная случайная величина со средним В( 

и дисперсией — 2 1п (1) |. 
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Из п. 1° леммы 4.4.1 следует, что 

Теорема доказана. 

Могут оказаться полезными следующие два замечания. 
Мы видели, что условие на равнораспределенность случайных 
величин Хъ Х2 использовалось нами лишь для доказательства 
соотношения (4.4.14). В сообщении Ю. Ю. Мачиса [55] от-
мечено, что теорема 4.4.1 остается в силе и без вышеупомяну-
того условия на равнораспределенность. 

Далее, аналогом равномерной метрики р в пространстве 
характеристических функций является, как упоминалось в 
начале параграфа, метрика Х0. Неулучшаемая по порядку 
оценка устойчивости теоремы Бернштейна в этой метрике 
получена Л. Б. Клебановым и Р. В. Янушкявичюсом в [45]. 
Сформулируем этот результат. 

Обозначим через класс случайных векторов (Хг, Х2) 
с независимыми компонентами, для которых 

(/(ДГа+ Хг, х%-Хг)9 /хх + X» /хг- Хг) ^ е• 

Теорема 4.4.2. Существуют положительные абсолютные 
константы с и С такие, что при всех г, г^ 1, справедливы 
неравенства 

вир т а х Х 0 0 0 , 9 О ^ С г , (4.4.34) 
(Хг. Хг^&г 2 

где 9С — множество всех нормальных случайных величин. 

Доказательство этого результата аналогично доказатель-
ству теоремы 3.2.3, поэтому нами не приводится. Его, прав-
да, в рассматриваемом случае можно сократить, поскольку 
Х0 инвариантна относительно параметра масштаба и поэто-
му можно считать, что дисперсия с2 в (3.1.12) (см. также 
следствие 3.1.2) ограничена снизу некоторой абсолютной 
константой. 

Очевидно, что и саму теорему 3.2.3 можно также сформули-
ровать в виде цепочки неравенств (4.4.34), что имеет некото-
рые преимущества. 



ПРИЛОЖЕНИЕ 

ОБЗОР РАБОТ ПО УСТОЙЧИВОСТИ 
ХАРАКТЕРИЗАЦИЙ СВОЙСТВАМИ 

СТАТИСТИК 

Во Введении отмечалось, что предлагаемый в моногра-
фии метод исследования устойчивости характеризационных 
теорем послужил основой для разбиения ее на главы. Так, 
основным результатом первой главы является теорема о ка-
чественной устойчивости характеризационных задач. Здесь 
также показано, что решение большинства из этих задач 
можно свести к рассмотрению вероятностных решений урав-
нений типа свертки. Оценки устойчивости таких решений ис-
следуются во второй главе. Осуществлению „растяжения" 
полученных оценок с узкого на более широкий интервал или 
установлению длины интервала, в котором характеристичес-
кая функция не обращается в нуль, посвящена третья глава. 
В заключительной — четвертой — главе рассматриваются те-
оремы устойчивости, в формулировках которых отсутствуют 
условия на моменты, требования компактности и т. п., а при-
сутствуют лишь возмущенные характеризационные свойства 
исследуемых статистик. 

Следовательно, структурной основой монографии послу-
жил используемый в ней аналитический аппарат. Это обсто-
ятельство, конечно, не способствовало выделению основных 
направлений устойчивости характеризаций по свойствам рас-
сматриваемых статистик (например, их независимости, рав-
нораспределенности, допустимости и т. д.) и послужило по-
водом для написания настоящего Приложения. 

1. Устойчивость характеризаций свойствами равнораспре-
деленности статистик 

Первой работой по исследованию устойчивости характе-
ризаций свойствами равнораспределенности статистик яв-
ляется работа Л. Д. Мешалкина [131], посвященная оценке 
устойчивости в исторически первой характеризационной за-
даче — теореме Д. Пойа [134] (см. Введение, а также § 1.1, 
п. 1). 

14* 
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Теорема Л. Д. Мешалкина. Пусть Х19 Хг - независимые 
равноропределенные случайные величины, = ЕХу = 1, 
Е | X) | 3 ^ М < оо. Если статистики (Х1 + Х2)1']/2 и Хг (р, е)-
равнораспр еде лены, т. е. 

р(Г1} (Х1+Х2)/]/2)^г, 
то 

где С зависит лишь от М, К0} г — стандартная нормальная 
случайная величина, ар — равномерная метрика (определение 
см. в § 4.3). 

Первые обобщения этой теоремы принадлежат автору 
[84, 85]. В них рассматривается почти равнораспределенность 
статистик аХ1 + ЬХ2 и Х1 уже без ограничения а=Ь=\1]/2 
(но при естественном для данной задачи условии а2 + Ъ2= 1), 
исследуется выборка объема к >2. Здесь также впервые ус-
тановлена зависимость оценки устойчивости от коэффициен-
тов и моментных характеристик рассматриваемых статистик. 
Дальнейшее продвижение в этом направлении принадлежит 
И . С. Шиганову. В его статье [76], как, впрочем, и в работах 
[98, 160], существенным моментом в исследовании устойчи-
вости является использование предельных теорем. Некото-
рыми участниками упоминавшегося во Введении семинара 
по устойчивости высказывалось мнение, что применение 
предельных теорем страдает следующим недостатком: в 
теоремах устойчивости с такого рода применением, как пра-
вило, присутствуют условия на моменты, а не на псевдомо-
менты, как, скажем, в статье Р. Шимицу [145]. В работе [89] 
показано, что в действительности это обстоятельство не яв-
ляется ограничительным, и переформулирован ряд результа-
тов [76, 85, 98,160]. Этим проблемам посвящена теорема 3.2.1. 

На примере исследования устойчивости теоремы Пойа 
В. М. Золотарев [27, 164] наглядно продемонстрировал мет-
рико-топологическую природу задач устойчивости стохасти-
ческих моделей. За счет выбора так называемой идеальной 
метрики им была обоснована оценка устойчивости, имеющая 
первый порядок малости по г. К сожалению, это обстоятель-
ство не было замечено в работе Р. Шимицу и Л. Давис [148], 
также по сути дела использующих идеальную метрику. В 
этой статье, а также в работе [145], среди других результатов 
рассмотрена и устойчивость характеризаций свойствами 
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равнораспределенности монома и линейной статистики со 
случайными коэффициентами. 

Еще в 1980 г. Л. Б. Клебанов высказал гипотезу, что в тео-
реме Пойа можно построить оценку устойчивости без мо-
ментных ограничений. Эта нелепая проблема была решена 
в сообщении [16]. Однако при этом на рассматриваемый класс 
случайных величин еще накладывались условия компакт-
ности. И лишь в теореме А. А. Зингера, Л. Б. Клебанова и 
Р. В. Янушкявичюса (теорема 4.2.1) была построена оценка 
без каких-либо ограничений на исходный класс случайных 
величин. Работа О. Л. Янушкявичене [79, 235] позволяет 
надеяться, что такого типа оценка устойчивости теоремы 
Пойа в Х-метрике имеет первый порядок. Остановимся на 
более подробном рассмотрении этого результата. 

Функция / называется характеристической функцией ква-
зиустойчивого закона, если она удовлетворяет уравнению 
Д 0 = ( / ( Р 0 ) х Для всех ГеК1 и некоторых х >0, 0 < | р | < 1 . 
Единственный вещественный корень а уравнения у . \ $ \ * = \ 
называется характеристическим показателем квазиустойчи-
вого закона. 

Квазиустойчивое распределение является безгранично 
делимым, и для него спектральная функция Н (х) в представ-
лении Леви имеет вид 

х>0; Н(-х) = х-(*Ъ2(\пх)9 х>0, 

где 0; — неотрицательные непрерывные справа периодические 
функции с периодом а. 

Обозначим через ^ (а, а) совокупность характеристичес-
ких функций квазиустойчивых законов с характеристическим 
показателем ос, ае(0, 2), которым соответствуют функции 
0̂  (х) с периодом а. Справедлив следующий результат. 

Теорема О, Л . Янушкявичене [79]. Существуют абсолют-
ные постоянные С±, С2 такие, что при 1 , 5 < а < 2 справедливы 
неравенства 

Сг (2 - а) ехр ( - а а) ^ вир Ы §ир | / ( 0 - ехр ( Й у - с*2*2/2) | ^ 
а)ТГ, о * 

< С2 (2 — а) ехр (а а) шах (а, 1). 

Теперь применим этот результат для построения оценки 
устойчивости в теореме Пойа. Если Хг и (Х1 + Х2)1211* рав-
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нораспределены, а Х19 Х2 — независимые равнораспреде-
ленные величины с характеристической функцией / ( / ) , то 

/ ( О = / 2 ( ' / 2 1 / 0 % У / е К \ (П.1) 
т. е. Хг и Хг являются квазиустойчивыми. Переписав это 
уравнение в форме 

/ ( 0 = / Ч ' / У 2 ) + г ( 2 - а , О 
О 

и обозначив 2 — ос = г, получаем хорошо известную схему за-
дачи устойчивости характеризационной теоремы Пойа (см. 
§ 4.2, уравнение (4.2.3)). Можно доказать, что | гг (г, г) | < 
< С3г, УгеК1. Сформулированная теорема означает, что при 
С^=С1/2, С5 = 2С2 

С4 г < вир Ы §ир | / ( * ) - ехр (/7 у - ст212/2) | < С5 г, 
/б V, о ' 

где сИ = с и (а , (1/а) 1п 2). Таким образом, получена оценка ус-
тойчивости первого порядка в классе квазиустойчивых за-
конов для характеризационной теоремы Пойа. 

Некоторые другие оценки устойчивости, имеющие отно-
шение к самой теореме Пойа или ее аналогам, рассмотрены 
в работах [77, 80, 153, 229]. 

В определении 4.1.1 напоминалось понятие строго устой-
чивого распределения. Согласно примеру П. Леви (см. 
§ 4.1), для устойчивости распределения с характеристической 
функцией/ (I) в общем случае недостаточно выполнения лишь 
уравнения (П. 1). Однако для положительного ответа доста-
точно наряду с (П. 1) потребовать, чтобы 

Устойчивости этой характеризации П. Леви без каких-
либо моментных ограничений посвящены теоремы 4.1.1, 
4.1.2 со следствиями и теорема 4.1.3. 

В 1953 г. вышла статья Ю. В. Линника [49] (см. также 
[51]), в которой был описан класс законов, допускающих рав-
нораспределенные линейные статистики Ь г и Ь2, 

к к 

1-1= 2 № (П-2) 
7 - 1 7=1 

Здесь Хъ Х2, ..., Хк — независимые раВнораспределенные 
случайные величины, обладающие моментами определен-
ного порядка. Там же подробно исследован вопрос характери-
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зации нормального закона при помощи таких статистик, а 
также даны некоторые приложения к теории испытания гипо-
тез. Устойчивость этой теоремы и некоторой ее модификации 
была подробно исследована нами в совместных с А. А. Зин-
гером работах [18 — 22] и в теоремах 2.5.1, 2.5.2. Порядок 
оценки устойчивости в этих теоремах — логарифмический. 

Возникает следующий интересный вопрос: нельзя ли 
существенно улучшить этот порядок, если о статистиках 
1 . И 1 2 дополнительно известно, что коэффициенты хотя бы 
в одной из них равны? Ответ оказался положительным и со-
держится в теореме 3.2.2. 

В заключение наряду с (П. 2) рассмотрим еще две линей-
ные статистики 

к к 

7 = 1 7 = 1 

и откажемся от условия равнораспределенности Хг, ..., Хк. 
Л. Б. Клебанов [115], в частности, доказал, что если случай-
ные векторы (Х1? Ь2) и (Ь3, равнораспределены, то те слу-
чайные величины Х^ для которых 

Я; Ьл 

сх с!1 
^0, 1=1, 2, к, 

нормальны. Оценкам устойчивости в этой характеризацион-
ной теореме посвящены работы Л. Б Клебанова, Р. В. Януш-
кявичюса [38, 116] и теорема 3.3.2. 

2. Устойчивость характеризаций свойствами 
независимости статистик 

Нетрудно убедиться, что вышеупомянутая характериза-
ция равнораспределенностью (Х1? Ь2) и представляет 
собой обобщение следующей известной теоремы Скитовича — 
Дармуа. Если Ь х и Ь2 независимы, то те случайные величины 
X), для которых а5Ъ5ф0, нормальны. Итак, мы перешли к 
характеризациям свойствами независимости статистик. 

Вспомнив определения метрик А и Х0 из § 1.2, через 
обозначим класс случайных векторов (Х19 Х2) с независимыми 
компонентами, для которых 

^ (/(*!+Хх-Х%)> /хх+х9/хг-х,) ^ 
/ х (1) = Е ехр (/ (1, X)). 
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Существуют положительные абсолютные константы с и С 
такие, что при всех г, справедливы неравенства 

вир шах X(X/, 9 ( П . З ) 
(ЛГх, Х*)е0>г 7 - 1 , 2 

где 9С — множество всех нормальных случайных величин и, 
как обычно, 

Х(Л0, 92) = шГ Х(Л0, К). 

Утверждение остается в силе, если метрику X везде заме-
нить на Х0. Эти результаты получены совместно с Л. Б. Кле-
бс\но^ым в работах [42, 44, 45] и в теоремах 3.2.3, 4.4.2. Они 
представляют собой оценки устойчивости теоремы С. Н. Берн-
штейна в метриках X и Х0. 

Выбор этих метрик был обусловлен аналитической струк-
турой задачи, основное функциональное уравнение которой 
рассматривалось в пространстве характеристических функ-
ций. Однако при применении характеризационных теорем в 
качестве статистических критериев более предпочтительной 
является равномерная метрика р. На такие применения еще 
в 1953 г. указал Ю. В. Линник (см. [49]). Действительно, пусть 
дана повторная выборка 

Хъ Х%9 (П.4) 

Требуется испытать гипотезу Н0 о том, что это — выборка 
из нормальной генеральной совокупности с неизвестными 
параметрами а, а. С этой целью из выборки (П. 4) берем пер-
вые две реализации Хъ Х2 и составляем из них сумму = 
= Хг + Х2 и разность В1 = Х1 — Х2.Из последующих двух реа-
лизаций Хв, Х± опять составляем сумму 82=2ХВ + Х^ и раз-
ность В2 = Х3 — Х± и т. д. Таким образом, полагая к = 2 т , 
получаем последовательности 8 т и В ъ В т , где 
п р и 7 = 0, 1, т — 1 

+ 1 + + + 1 = Х2л-2. ( П . 5 ) 

В силу теоремы С. Н. Бернштейна рассматриваемый тип 
наблюдений нормален (с нулевым средним) тогда и только 
тогда, когда функция распределения р(5г В) (х, у) двумерного 
вектора (5, 2)) совпадает с произведением Р8 (*) Рв (у) мар-
гинальных функций распределений Р8 и Рв статистик 8 и И 
соответственно. Это совпадение функций распределения 
р(8г В) и Р8РВ можно проверить по критерию Смирнова, 
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использующему равномерную метрику и эмпирические функ-
ции распределения, построенные по значениям ..., 5 т и 
Л19 . . . , В т (см. (П. 5)). 

Конечно, в случае любой конечной выборки (П. 4) — а 
именно такая ситуация наблюдается в практических задачах — 
совпадение Р(8> В) и с использованием критерия Смир-
нова или иного статистического критерия можно проверить 
лишь с некоторой степенью точности. Следовательно, пред-
посылки соответствующей характеризационной теоремы вы-
полняются не точно, а лишь приближенно, причем эта бли-
зость измеряется в равномерной метрике р. 

Метрика р обладает и другими полезными свойствами. 
Например, она инвариантна относительно параметра мас-
штаба. Оценкам устойчивости теоремы С. Н. Бернштейна в 
этой метрике посвятили свои работы (наряду с другими за-
дачами) Хоанг Хыу Ньы [73], Л. Д. Мешалкин [131], Б. Бед-
нарек-Козек и А. Козек [103], Ю. Р. Габович [5—7], Ю. Ю. 
Мачис [55], Р. В. Янушкявичюс [92] (см. теорему 4.4.1). 
В отличие от (П. 3) здесь порядок малости величины 
г несколько хуже. В § 4.4 показано, что эта потеря проис-
ходит исключительно из-за перехода от функционального 
уравнения в терминах функций распределения к функцио-
нальному уравнению в терминах характеристических функ-
ций. Метод, используемый нами, порядок не портит. 

Устойчивость сформулированной ранее теоремы Скито-
вича — Дармуа без использования каких бы то ни было момент-
ных ограничений подробно исследовал Ю. Р. Габович [6 — 8]. 
Смысл условий Габовича на исходный класс случайных ве-
личин заключается в воспрепятствовании „утеканию" зна-
чительной вероятностной массы в бесконечность и обеспе-
чении определенной степени невырожденности случайных 
величин. Эти же условия присутствуют в работах Ю. Р. Га-
бовича [6, 7] при построении оценки устойчивости характе-
ризации нормального закона свойством независимости вы-
борочного среднего X и выборочной дисперсии В теоре-
ме 4.3.1 нам удалось избежать этих ограничений и построить 
оценку устойчивости лишь на основе почти независимости 
X и Я2. 

В работах [39, 40] получена количественная оценка устой-
чивости в теореме Д. В. Аносова о характеризации нормаль-
ного закона свойством независимости выборочного среднего 
и трубчатой статистики. Наконец, оценка устойчивости 

8. К. ̂ пиЗкеугёШз 
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характеризации обобщенного гамма-распределения свойст-
вом независимости специальных статистик построена 
А. В. Какосяном [31]. 

3. Регрессионные модели 

Первые исследования по устойчивости характеризаций 
вероятностных распределений регрессионными свойствами 
статистик принадлежат Е. Л укачу и его соавторам [121, 
166, 167, 177, 178], а также Б. Беднарек-Козек и А. Козеку 
[103]. Поскольку этим результатам посвящены две обзорные 
статьи Е. Лукача [122, 123], то остановимся вкратце лишь на 
работах более позднего периода. 

В § 2.4 и работе [89] нами проведено сравнение оценок 
устойчивости в статьях Е. Лукача [125] и автора [87] в пользу 
последней. В ней основным является следующий результат. 

Пусть Х19 Х2 — независимые равнораспределенные слу-
чайные величины, ЕX^ = 0, ЕХ] = с2, Е \ X^ \2+8^М< оо для 
некоторого 5>0 . Если статистика Ь1 = а1Х1+а2Х2 имеет 
г-регрессию на Ь2 = Ь1Х1 + Ъ2Х2, т. е. 

Е [ Е < А ! 

причем а1Ъ1 + а2Ъ2 = 0, | Ь21Ьг | < 1, то существует величина С, 
зависящая лишь от М и Ьтакая, что 

вир | Г (х) - Ф (х) | ^ С/\' \п 1/г, 
X 

где / г(х) = Р (Х]<х), а Ф (х) — нормальное распределение с 
параметрами 0 и от. 

Доказательство этого результата рассмотрено в § 2.4. 
Содержание работ Е. Лукача [126, 127] об устойчивости 

характеризации равномерного на интервале (—1, 1) распре-
деления также существенно улучшено. Это сделано совместно 
с С. П. Стейшунасом [68], однако из-за громоздкости обозна-
чений мы опускаем соответствующее сравнение результатов 
и отсылаем читателя к § 3.4 „Расширение интервала в рег-
рессионной модели Е. Лукача". 

Проблемам устойчивости регрессионных моделей посвя-
щены также заметки [86, 179, 183]. Остановимся вкратце на 
последней. 
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В известной характеризационной теореме Р а о - Р у б и н а 
утверждается следующее. Пусть неотрицательные целочис-
ленные случайные величины X и У удовлетворяют условию 

Р ( У = г | Х = = р^п~г
9 г= О, 1, ..., п; 

п = О, 1, . . (П.6) 

где 0</7< 1, р — фиксированное число, 1 — р. Соотношение 

Р ( У = г ) = Р ( Г « г [ Л Г = У), г = 0, 1, . . . (П.7) 

необходимо и достаточно для того, чтобы X имело распре-
деление Пуассона. В вышеупомянутой заметке [183] Дж. Па-
наретос и Р. Шимицу „возмущают" как условие (П. 6), так 
и условие (П. 7), получая при этом близость в равномерной 
метрике распределения случайной величины X к пуассо-
новскому распределению. 

Наконец, устойчивости характеризаций экспоненциально-
го распределения свойствами условных математических ожи-
даний порядковых статистик и рекордов посвящены соответ-
ственно теорема 2.2.2 и теорема 2.2.3. 

4. Свойство отсутствия последействия 

Экспоненциальное распределение имеет много полезных 
свойств. Хорошо известно, например, что если пред-
варительное использование устройства никак не влияет на 
оставшееся время его работы, то распределение времени 
безотказной работы этого устройства экспоненциально. 

Определение. Неотрицательная случайная величина X 
обладает свойством отсутствия последействия, если для всех 
х^О и у^О таких, что Т* (Х^у)>09 

Р(Х&х+у\Х>у) = Р(Х>х). (П.8) 

Свойство отсутствия последействия (П. 8) характеризует 
экспоненциальное распределение. Устойчивость этой харак-
теризации впервые была исследована Хоангом Хыу Ньы 
[234]. В предположении 

зир \?(Х>х + у\ Х> (П.9) 
х>0, у>0 

8* 
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им доказано, что 

вир | Р (X > Л:) - ехр ( - X х) | ^ 2 ]/ ё . 
х>0 

Т. А. Азларову [194, 196] удалось ] / г заменить на г. 
Если Р ( Х = 0 ) ^ 1 , то существует такое число у0>0, что 

Р (Х^у0)>0. Но в таком случае из (П. 8) следует, что 
Р (Х^пу0) > 0 для любого натурального п и, следовательно, 
Р ( X ^ у) > 0 для любого действительного у ^ 0. Это означает, 
что (П. 8) можно переписать следующим образом: 

Р(Х^х + у) = Р(Х^х)Р(У^у), Ух^О, Vу^О. (П.10) 

Оказывается (см. [129]), что для характеризации экспонен-
циального закона свойством (П. 10) достаточно, чтобы это 
свойство имело место лишь для двух несоизмеримых зна-
чений уг и у2' Простое доказательство этого утверждения 
приводится в [78]. Там же показано, что оценка устойчивости 
этой характеризации зависит от типа иррациональности 
числа &=у11у2. Тип иррациональности в теории диофанто-
вых приближений определяется следующим образом. 

Определение. Число а называется числом типа — 
неубывающая функция, все значения которой больше едини-
цы), если для всех достаточно больших чисел N существует 
решение неравенств 

| л а - / и | < 1/л, И^Щ^пкИ 

со взаимно простыми числами п и т. Число а типа назы-
вается числом постоянного типа, если § — константа. 

Известно, что числами постоянного типа являются, на-
пример, числа вида а = а + Ъ]/ О, где В — натуральное чис-
ло, не являющееся квадратом, а л и й — рациональные чис-
ла, причем ЪФ 0. 

Теорема О. Л . Янушкявичене [78]. Пусть для двух несо-
измеримых точек У]_ и у2, 0<ух<у2, выполнено соотношение 

\ Р ( х + у д - Р ( х ) Р ( у й \ < * , / = 1, 2, (П.11) 

где Р (х) = Т> (Х^х), Р(0) = 1, Р(у1)>0. Если <х=уг1у2 является 
х числом постоянного типа то существует такая вели-
У чина С, зависящая лишь от уъ у2, Р (у±), Р (у2), (1, что \ Р (х) — 

— ехр (— \х) | ^ С]/ г, где Х= —1п Р(у1)/у1. Если же а являет-
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ся числом типа а ряд ^ ^(р^^)|т^ сходится и у (г) удо-
7 = 1 

влетворяет уравнению 

00 

7 = 1 

то существует такая величина с, зависящая лишь от у19 у29 
Е (Ут)9 Р (у 2), что справедливо неравенство 

| / " ( х ) - е х р ( - Х х ) ] ^ с г / у (г). 

Легко убедиться, что метрика типа (П. 11) даже при до-
полнительном условии Vу1 ̂  0 является менее жесткой, чем 
(П. 9). Более того, в [200] построен пример, доказывающий 
отсутствие непрерывности для модели характеризации экс-
поненциального закона в метрике (П. 9). Поэтому в следую-
щей теореме полагается, что 

8 ир | Р (X ^ х + у) - Р (X > х) Р (X ^ у) | = г. (П. 12) 
х>0, 0 

Теорема Димитрова—Клебанова—Рачева [200]. Пусть X — 
неотрицательная случайная величина, удовлетворяющая со-
отношению (П. 12). Тогда 

г/3 ^ тГ вир | Р > л:) — ехр (— Xх) | < 20 г. (П.13) 
Х>0 л;5*0 

Если, кроме того, с ^0,01, то 

т Г вир | х ) - е х р ( — \х) | < 6г + о (г). 
л>о х>0 

Наконец, рассмотрению условия отсутствия последейст-
вия в мультипликативной форме записи посвящена теорема 
2.2.4. 

Проблемы дискретизации в задачах устойчивости харак-
теризаций экспоненциального распределения изучены в стать-
ях Л. Б. Клебанова и И. А. Меламеда [175, 213]. Этими же 
авторами рассмотрено свойство г-отсутствия последействия 
лишь в конечном числе точек, причем метод работы [214] 
тесно связан с методом вышеупомянутой дискретизации. 
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Обобщение свойства почти-отсутствия последействия 
рассматривалось Р. Шимицу [144] и Х.-М. Гу, К. С. Лау 
[111] и записывалось следующим образом: 

Р(Х^х+У \Х>У) = Р(Х>х)(\-К (х)), Ух > О, (П. 14) 

где X, У — независимые случайные величины, 

| Л ( я ) | < е е х р ( - & * ) , (П.15) 

8 — некоторое положительное число, а г, как обычно, малый 
параметр, е>0. 

Уравнение свертки, возникающее в связи с соотношением 
(П. 14), и ограничение (П. 15) на остаточный член обсужда-
лись в гл. 2, поэтому перейдем к краткому обзору много-
мерных обобщений. 

Количественная оценка близости распределения «-мер-
ного случайного вектора X к многомерному экспоненциаль-
ному распределению в терминах значений дискретных ана-
логов функционалов, описывающих свойство отсутствия 
последействия вектора X, построена Л. Б. Клебановым и 
С. Т. Рачевым [176]. Там же рассмотрено «-мерное обобще-
ние оценки (П. 13) из статьи [200]. В последней, впрочем, так-
же рассматривается устойчивость характеризации двумер-
ного экспоненциального распределения и распределения 
Маршалла — Олкина. При этом свойство отсутствия после-
действия в двумерном случае распространяется двумя спо-
собами: первый — 

в(хг + уи х2+у2) = 0 (*!, х2)в(уъ у2), Уху^О, Ууу^О, 

7 = 1 , 2, 

где О (х19 х2) = Р (Х1^х1, Х2^х2), О (0 + , 0 + ) = 1, и второй -

0(х1 + г, х2 + 1) = 0(х19 х2)0(1, 0 , У х ^ О , У = 1 , 2 ; 

У 
(см. также [189]). 

Характеризации и устойчивость тех же распределений — 
двумерного экспоненциального и распределения Маршалла -
Олкина, - но уже при условии проинтегрированных свойств 
отсутствия последействия, изучены А. Обретеновым и С. Ра-
чевым [181]. В статье Н. А. Володина, А. Ю. Умарова, 
Ш. X. Шукурлаевой [198] предлагается рассматривать сам 
многомерный аналог свойства отсутствия последействия в 
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Новой форме. Там же получена оценка устойчивости харак-
теризации распределения Маршалла — Олкина таким свой-
ством. Наконец, некоторый обзор по характеризациям мно-
гомерных распределений экспоненциального типа и их устой-
чивости приводится в работе А. Обретенова [227] и моногра-
фии Т. А. Азларова, Н. А. Володина [1]. 

В этой монографии характеризационным задачам в клас-
се распределений с монотонной интенсивностью отказов и 
их устойчивости посвящен отдельный параграф, поэтому 
здесь мы лишь дополнительно укажем работы [180, 195, 224, 
225]. Теоремы устойчивости для некоторых других характери-
заций экспоненциального распределения рассмотрены в 
статьях [96, 144, 170, 188, 190]. Устойчивости характериза-
ций экспоненциального закона посвящен также § 2.2 настоя-
щей монографии и недавно появившаяся заметка В. Н. Ни-
кулина в журнале „Теория вероятности и ее применение", 
1990, т. 35, № 2, с. 367-370. 

5. Свойство отсутствия последействия в среднем 

Пусть X — неотрицательная случайная величина. Из-
вестно, что если для некоторого натурального к справедливо 
равенство 

Е{(Х-х)к\Х^х} = ЕХк< оо, У х ^ О , (П.16) 

то X имеет экспоненциальное распределение. Соотношение 
(П. 16) принято называть свойством отсутствия последействия 
в среднем к-го порядка. Случай к=\ рассмотрен в статье 
[187], а к = 2 - в [196]. Наконец, случай произвольного 
натурального к был исследован О. М. Сахобовым и А. А. Ге-
шевым [67] в 1974 г. Доказательство этого результата можно 
найти также в монографии Я. Галамбоша, С. Коца [110, тео-
рема 2.3.2]. 

Для случая к = 1, 2 устойчивость характеризации свойст-
вом (П. 16) была исследована в [194, 196] в следующей поста-
новке: если выполнено условие 

(П.17) 
х>0 

для некоторого а > 0, то имеет ли место близость порядка 
г величины X и экспоненциальной случайной величины в 
равномерной метрике? 



224 Приложение 

Случай произвольного натурального к рассматривался 
Л. Б. Клебановым и О. Л. Янушкявичене [37, 218], а так^е 
Х.-М. Гу и К. С. Лау [111]. 

I 
Теорема Гу—Лау. Пусть X — положительная случайная 

величина с распределением Р. Пусть, кроме того, 

Е{(Х-х)к\Х>х} = ЕХк(\-К(х)), Ух^О, 

и при этом | Я (х) | ^ С г ехр (— 8х), 
00 

С < | 1 -(ЕХк)~~1к [ ехр{-(<х+г)у}ук~Чу\/ 6, 
о 

где г > 0 — некоторый параметр, 8 — фиксированная положи-
тельная величина, а ос — корень уравнения 

00 

ЕХк = к [ ехр(-осу)ук~Чу. 
о 

Тогда 
Р(х)= 1 - ( 1 + $(*)) ехр ( - а х ) , У х ^ О , 

причем | 5 (х) | < е. 

При доказательстве этой теоремы используется уравне-
ние свертки (2.0.3) из гл. 2. 

Однако оказывается, что условие (П. 17) чрезмерно огра-
ничительно (как при к — 1, 2, так и при к> 2), так как из него 
следует, например, что существуют конечные моменты всех 
порядков случайной величины X. Поэтому Л. Б. Клебанов 
и О. Л. Янушкявичене [37, 218] предложили использовать бо-
лее слабые, чем (П. 17), условия почти-отсутствия после-
действия в среднем к-то порядка, а именно: 

$ир\Е{(Х-х)к\Х^х}-ЕХк\Р(Х^х)^г. 
х>0 

Это же определение использовалось затем А. Обретеновым 
и С. Рачевым [228]. 

Л. Б. Клебанов [34] обобщил саму задачу характеризации, 
заменив (П. 16) соотношением 

Е{к(Х-х)\Х>х} = Ек(Х), У х ^ О , (П.18) 
где к (у) — некоторая вещественная измеримая функция, 
для которой Е | к (X) | < со. 
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Устойчивость характеризации экспоненциального зако-
на свойством (П. 18) для случая когда к — полином с 
неотрицательными коэффициентами, рассмотрена Р. Шимицу 
[146, 147]. При отказе от неотрицательности коэффициентов 
как сама характеризаиия, так и ее устойчивость существенно 
меняются. Соответствующие примеры рассмотрены в рабо-
те Л. Б. Клебанова [34] и автора [97] и отражены в теореме 
2.3.1. Сама же теорема Л.Б. Клебанова и ее устойчивость 
формулируются в § 2.2. 

6. Устойчивость в задачах восстановления типа распределения 

Пусть Х = (ХЪ ..., Х„)9 п^ 3, — случайный вектор. Обозна-
чим 

п 

7 = 1 

Образуем статистики 

У<*> = (У}*\ . . . , У?>) = (7*(Х), к= 1, 2, 

где Vу> = ^ 0 - а х , = 
Аналогично, но уже по другому вектору X, образуются 

статистики у ш = е к (Х) . 

Пусть в пространстве распределений всевозможных слу-
чайных векторов {X} задана метрика [л. Восстановлением 
аддитивного (к= 1) и полного (к = 2) типов распределений 
можно назвать следующие заключения (см. [203]): 

^ ( у ш = Х) = 0, 

где 

д/х = { X + и: иеК"}, 

^ х = { / 2 Х + и : /еК1 , иеК"}. 

Такая метрическая постановка характеризационной за-
дачи делает очевидной постановку соответствующей задачи 
устойчивости. Наличие качественной устойчивости в схеме 
восстановления было установлено в 1965 г. Ю. В. Прохо-
ровым [230] при дополнительном условии аналитичности 

п 

7 = 1 
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в окрестности нуля характеристической функции рассматри-
ваемой повторной выборки. Количественные оценки устой-
чивости в задаче восстановления аддитивного Гипа рассматри-
вались А. М. Каганом и Л. Б. Клебановым [207], В. М. 
Золотаревым [203], Л. Б. Клебановым [209], а в задаче восста-
новления полного типа — А. А. Зингером [202] и В. М. Золо-
таревым [203]. Оценки устойчивости в задаче восстановле-
ния нормального типа получены С. В. Семовским [231] и 
А. П. Ушаковой [233]. 

7. г-допустимость оценок 

Пусть Хъ ..., Хп, п^ 3, - повторная выборка из совокуп-
ности с распределением / ' ( х - в ) , ©еК1, причем Г (х) удовлет-
воряет условию 

00 00 

[ хйЕ(х) = 0, 0 < [ х26Г(х) = (72< 00. (П.19) 
— 00 — 00 

п 

Будем говорить, что Х= — ^ Х5 г-допустима в клас-
7=1 

се несмещенных оценок параметра 0 еК1 (при квадратической 
функции потерь), если не существует оценки 0 = ©(Х1 , ..., 
Хп) с Е 0 © = @, для которой 

Е 0 ( 0 — 0)2 < Е 0 (X — 0) 2 — е 
при всех ©еК1 (см. [30, § 9.3]). 

В 1970 г. А. М. Каганом [171] была получена следующая 
теорема устойчивости характеризации нормального закона 
свойством допустимости X в классе несмещенных оценок 
©еК1 при фиксированном с. 

Теорема А. М . Кагана. Пусть Хг, ..., Хп — независимые 
равнораспределенные случайные ветчины с симметричным 
распределением Г(х) удовлетворяющим условию (П. 19). 

— а2 е2 

Если X является —- допустимой в классе несмещенных 
оценок параметра © ЕК1, то существует абсолютная констан-
та С такая, что 

К о , о 2 ) ^ С ( 1 п 1 / е ) - ^ , (П.20) 

где а. — нормальный закон с нулевым средним и дисперсией с2. 
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Основным функциональным уравнением в доказательстве 
этой теоремы является уравнение 

где / (*) — характеристическая функция случайной величины 
Х5, а г (?) — некоторый остаточный член. Любопытно отме-
тить, что с эгим уравнением мы уже встречались в § 4.3 при 
исследовании устойчивости в характеризации совершенно 
иным свойством статистик. 

Оценка устойчивости характеризации нормального за-
кона свойством допустимости выборочного среднего X как 
оценки 0 , но уже при мешающем параметре от, была получена 
А. А. Зингером [201]. При этом порядок оценки — логарифми-
ческий, как и в (П. 20). Оценка такого же порядка, но уже при 
рассмотрении устойчивости в задаче характеризации распре-
деления Мизеса, была получена В. Н. Никулиным [226]. 

Л. Бондессоном [168] получены оценки устойчивости ха-
рактеризации нормального, гамма- и сдвинутого гамма-
распределений свойством асимптотической с-допустимости 
выборочного среднего как оценки параметра сдвига, масшта-
ба или параметра сдвига при наличии мешающего масштаб-
ного параметра. Проблемам асимптотической г-допустимости 
посвящены также работы А. М. Кагана и Л. Б. Клебанова 
[172], Л. Б. Клебанова и И. А. Меламеца [211]. 

8. Разное 

А. М. Каган [205] обратил внимание на то обстоятельство, 
что многие характеризационные свойства 8 могут быть ослаб-
лены до свойств 8*, представляющих собой аналоги свойств 
8 в так называемом широком смысле. Под этим обычно 
подразумевается, что новое свойство 8* также является ха-
рактеризационным, но уже для распределения, соответству-
ющее число первых моментов которого совпадает с одно-
именными моментами некоторого закона из множества рас-
пределений, описываемого свойством 8. 

Рассмотрим простой пример. В § 2.6 мы отмечали, что если 
Хъ Х2 — независимые равнораспределенные случайные ве-
личины с распределением Г, а статистики Х1 + Х2 и Х1 — Х2 
независимы, то из теоремы С. Н. Бернштейна следует, что 
Хъ Х2 нормальны. Аналогом в широком смысле этой 

15* 
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теоремы является следующий результат (см. [205]). Пусть 
Е | Х5 \к+т < оо, к^ 2, 2. Если 

Е (X, + Х2)р (Хх - Х2)« = Е + Х2У Е (Хг - Х2)\ 

то при четном т первые к + т моментов распределения 
Г(х), а при нечетном т — первые к + т— 1 моментов распре-
деления Г(х) совпадают с одноименными моментами нор-
мального закона. 

Исследования таких „ослаблений" или „расширений" 8* 
часто по существу являются исследованием устойчивости в 
некоторых специальных метриках характеризационного 
свойства 8. Рассмотрим следующий пример. 

Пусть, как и прежде, Хх, ..., Хп — независимые равнорас-
пределенные случайные величины, и пусть 

п п 

7 = 1 7 = 1 

— две линейные статистики. Согласно теореме И. Марцин-
кевича [128], при условиях шах | а31 =^тах \Ъу ], Е|ЛГу|*<оо, к= 1, 2, . . . 

7 7 

из равнораспределенности статистик Ь 1 п Ь 2 следует нормаль-
ность случайных величин Х19 ..., Хп. 

Аналогом в широком смысле равнораспределенности ста-
тистик Ь 1 и Ь2 является равномоментность 

ЕЬ{ = ЕЦ, 1=1, 2, . . . , К, (П.21) 
причем предполагается, что Е | Х} |*< оо. 

Согласно [205], при условиях 
п п 

2 X Ы 3, к, (П. 22) 
7 = 1 7 = 1 

из равномоментности (П.21) следует совпадение моментов 
случайных величин {Ху} с соответствующими нормальными 
моментами. 

Введем теперь на множестве функций распределения мет-
рику (I (Г19 Г2), положив, следуя [222], 

ОД, 
если ровно А: первых моментов распределений и конеч-
ны и совпадают. Строго говоря, (I является метрикой только 
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на множестве функций распределения, обладающих момен-
тами всех порядков и определяемых по своим моментам 
единственным образом. 

Обозначим через Е, Оъ С2 функции распределения слу-
чайных величлн ХУ; Ьг и Ь2 соответственно. Тогда сформули-
рованный выше результат о равномоментности двух линейных 
статистик может быть сформулирован как теорема устойчи-
вости характеризации И. Марцинкевича в метрике с1: 

Ест а (0х, 02)^1/(к+ 1) и выполнены условия (П. 22), 
то с1(Е, /(к + \ ), где Ф — функция распределения не-
которого нормального закона. 

Характеризационные в широком смысле свойства рассмат-
ривались также в статьях [216, 221] и диссертации С. Т. Мкртчя-
на [223], а оценки близости распределений в терминах совпа-
дающих моментов — в [217]. „Расширение" характеризаций 
путем замены условия на независимость линейных статистик 
регрессионными соотношениями и другие родственные за-
дачи исследовались А. М. Каганом и А. А. Зингером [173]. 

Несомненный интерес представляют собой характериза-
ции на основе так называемых свойств сужения. Еще в 
50-х годах А. Н, Колмогоров поставил следующий вопрос. 
Пусть Т — безгранично делимое вероятностное распреде-
ление на прямой К1, а Ф — стандартное нормальное распреде-
ление, и пусть сужения V и Ф совпадают на некоторой полуоси 
(—оо, а). Следует ли отсюда что Т = Ф ? Утвердительный 
ответ был получен лишь в 1974 г. Г. Россбергом. Дальней-
шее развитие этой проблематики и соответствующая библио-
графия подробно рассмотрены И. В. Островским, А. М. Ула-
новским [182]. В [232] строятся оценки устойчивости в некото-
рых теоремах сужения. 

Мы видели, что в ряде теорем устойчивости получаемая 
оценка устойчивости неулу чшаема с точностью до постоянной. 
К сожалению, зачастую оценки снизу вообще не рассматрива-
лись. Существуют, однако, оценки устойчивости „абсолют-
ной точности". Конечно, рассмотрение таких оценок было на-
чато с простейших характеризаций вырожденного в нуле 
распределения Е. 

Действительно, если Е*Е=Е, то очевидно, Е=Е, и наобо-
рот. Введем меру устойчивости рассматриваемой характери-
зации: 

Р(0 = 5ир{9(Г, Е)\Ее&ъ), 

где ^ г = {Е: р (Е*Е, Е)^е}. 
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Теорема Ю. Мачиса [220]. Для достаточно малых г > 0 

Р(е) = ( 1 - ] / Г ^ Щ / 6 . 

Краткий обзор оценок устойчивости характеризаций вы-
рожденного распределения приводится в статье [184], библио-
графию которой пополним работой [219]. 

В заключение перечислим работы по устойчивости ха-
рактеризаций, более подробное рассмотрение которых мы 
не смогли осуществить из-за ограниченности объема настоя-
щей монографии. Так, оценки устойчивости характеризаций 
свойством фишеровской информации изучались в работах 
Л. Б. Клебанова и И. А. Меламеда [174, 210, 212]. В статьях 
тех же авторов [35, 215] рассматривается устойчивость ха-
рактеризации нормального закона свойствами параметри-
ческих оценок плотности распределения и некоторые зада-
чи характеризации и устойчивости, возникающие при асимпто-
тическом оценивании параметров сдвига и масштаба. Поня-
тие г-байесовости вводится в работе А. М. Кагана и Ю. Н. 
Карпова [206] и развивается в диссертации последнего [208], 
а свойство г-достаточности рассмотрено Л. А. Анориной в 
работе [197]. 

Наконец, список литературы по общим вопросам устойчи-
вости, цитированной во Введении и гл. 1, можно пополнить 
работами В. М. Золотарева [192, 204], а по аналитическому 
аппарату — работами П. Давис и Д. Шанбхага [169], Б. Ра-
мачандрана [185, 186], X. Уитта [191]. 
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Уравнение Винера—Хопфа 32, 
38, 45 

— Коши 34, 35, 125 
, интегральное 34 

— свертки 22, 31, 32, 34, 36, 
38 
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полуоси 32, 36, 37, 38 

Уравнения типа свертки 22 
т 31, 34 
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— отсутствия последействия 

219 
в среднем 56, 57 
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140 
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теризации 10 

— в обобщенной теореме Пойа 
116 

— задачи характеризации 10 
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197, 210, 216, 217 
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Марцинкевича 86, 229 
Пойа 21, 44, 107, 211, 

214 
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ления 145 
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64 
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123, 179, 197, 210, 216 
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80, 83, 145, 218 
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типа отсутствия по-
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ния 169 
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пределения 63, 69, 219, 220, 
221, 224 



248 Предметный указатель 248 

— чистой задачи 11, 15 
(. , ^-устойчивость 16 

Факторизация 33 
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смыслом 42 
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— типа 220 
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