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KAS YRA TIKIMYBE?

Daugiau nei prieS 100 mety iSleistame F. A. Brockhaus ir 1. A. Efron
enciklopediniame zodyne buvo raSoma taip:

Tikimybé - 1) filosof., didesnis artumas tiesai, o ne klydimui, kuris yra
salygojamas tuo, kad teigiamy faktoriy skaiCius nagrin¢jamo jvykio pasirodymo
galimybés naudai virSija neigiamy faktoriy skaiciy;

2) matem., santykis visy atvejy, palankiy nagrinéjamam jvykiui, su visais
vienodai galimais atvejais; pavyzdziui, tikimybé i§ visos korty kaladés iStraukti tliza
lygi 4:52.

O stai kaip ,,DidZiojoje tarybingje enciklopedijoje” rasé tikimybiy teorijos

aksiomatikos kuir¢jas A. N. Kolmogorovas:

Tikimybé - tai tam tikro jvykio pasirodymo galimumo skaitiné charakteristika.

Sis jvykio pasirodymas, tes¢ A. N. Kolmogorovas, nagrinéjamas tam tikrose
sqglygose, kurios gali biiti pakartotos be galo daug karty.

Kaip mokslinio paZinimo kategorija sgvoka ,tikimybé* atspindi ypatingg
sarysiy, bidingy masiniams procesams, tipa. Si kategorija yra ypatingy désningumy -

statistiniy désningumy - klasés pagrindas.

Lietuviskosios tikimybininky mokyklos pradininkas J. Kubilius apie tikimybés
sgvoka ras¢ taip: IS karto atrodyty keista kalbéti apie atsitiktiniy reiSkiniy
désningumus. Kg galima pasakyti apie jvykius, kurie tai jvyksta, tai nejvyksta? IS
tikryjy, kai susiduriame su atskirais atsitiktiniais jvykiais, apie kokius nors
désningumus kalbéti sunku. Bet visiSkai kitaip yra tada, kai reiSkinys kartojasi daug
karty.

Taciau leiskime kalbéti pavyzdziams.

Jauna $eima laukia pirmojo kidikio. Nerimauja. Spélioja. Zinoma, vyras nori
stinaus, zmona - dukros. Ir kg dabar Zmogus gali Zinoti, kas gims - dukra ar stinus.
Grynas atsitiktinumas.

Bet imkime visas Seimas, kurios ta pat] ménes] susilauké naujagimio, ir
pamatysime, kad gimé mazdaug pusé berniuky ir pusé mergai¢iy. Vadinasi, kas buvo
vienoje Seimoje tik atsitiktinis reiSkinys, dideliam Seimy skai¢iui yra désningumas. Ir

jdomumo délei galétume pasakyti, kad Seimos galva - vyras - turéjo daugiau
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galimybiy sulaukti stinaus, negu zmona dukros. Mat, kaip rodo pasauliné statistika,
bendrame naujagimiy skaiciuje berniuky biina truputj daugiau kaip 51 nuoSimtis*.

Garsus Svedy matematikas Harald Cramer 1946-aisiais metais rasé, kad turbiit
nejmanoma pateikti tiksly apibrézimg to, ka nusako Zodis atsitiktinis, ir §io zodzio
prasmg¢ aiskina pavyzdziu.

Jei daug karty mesti paprasCiausig moneta, tai net labai stengiantis iSsaugoti
eksperimento sglygas nepakitusias, mes vis tiek nepajégsime pasakyti, ar konkretaus
metimo atveju iSkris herbas ar skaicius. Net jei mes sukonstruosime masing, kiekvieng
karta metanc¢ig monetg visiSkai vienodai, tai visgi nejtikétina, kad mums pavykty
tiksliai nuspéti konkretaus metimo rezultatg.

Tai galima paaiskinti tuo, kad nezymiis stebimo objekto pradiniy salygy
pakitimai, kuriuos nejmanoma uzfiksuoti misy ,,instrumentais®, gali Zymiai nulemti
galutin] rezultata. Ir net jei tokie instrumentai buty atrasti, dél pradiniy salygy
uzraSymo sudétingumo parametry praktinis apskai¢iavimas ar net teorinis apraSymas
gali biiti nejmanomas.

Netrukus jsitikinsime, kad visuose tokiuose atvejuose tarp visy stochastinio
eksperimento pradiniy salygy pakitimy ir jo rezultaty svyravimy galima aptikti vieng
désninguma, kuris ir yra matematingés statistikos pagrindas. Kalbésime apie statistinio
stabilumo fenomeng.

Taigi atliekant konkrety stochastin} eksperimentg yra nejmanoma nusakyti jo
rezultato. Taciau nuo konkretaus eksperimento peréjus prie stochastiniy eksperimenty

sekos, nagrin¢jama situacija radikaliai pasikeicia.

Pastebéta, kad nors stochastiniy eksperimenty konkretus (individualiis, atskiri)

rezultatai , elgiasi labai netaisvklingai , Siy eksperimenty rezultatai pakankamai ilgai

juos kartojant yra stabiliis.

Kartosime miisy stochastinj eksperimentg pakankamai daug karty ir stebésime,
kiek karty jvyko rezultatas A. Tegu pirmuosiuose N eksperimenty A jvyko k karty.

Tada statistinio stabilumo fenomenas galéty biiti formuluojamas taip:

Didéjant stochastiniy eksperimenty skaiciui N, rezultato (jvykio) A santykinis

daznis m/n turi tendencijg jgyti pastovig reiksme.

Si "pastovi reik§mé" ir yra vadinama jvykio 4 tikimybe ir Zymima P(A).
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1. STOCHASTINIS EKSPERIMENTAS. STATISTINIU
DUOMENU AIBE

[vairiausiuose praktiniy ir teoriniy tyrimy srityse daznai sutinkami atvejai, kai
eksperimentai arba steb¢jimai, esant toms pacioms salygoms gali buti pakartoti
daugel;j karty. Kiekvieng tokj karta mes koncentruosime savo démesj j eksperimento

(arba steb¢jimo) rezultata, iSreiksta skaitine charakteristika.

Eksperimentus, kuriuos, esant vienodoms sqlygoms, galima pakartoti daugelj karty ir
kuriy konkretaus rezultato negalima nuspéti is anksto, vadiname stochastiniais

(tikimybiniais) eksperimentais.

Paprasciausias stochastinio eksperimento pavyzdys — monetos metimas. Jo
rezultatas aiSkus — pasirodys arba herbas, arba skaiCius. Jei herbo pasirodyma
pazymésime 1, o skaiciaus — 0, tai Sio eksperimento rezultatus iSreikSime skaiciais.

Santuoky ir iStuoky registravimas per metus valstyb¢je, apskrityje ar mieste —
jau sudétingesnio stochastinio eksperimento pavyzdys. Suskaiiavus santuokas ir
iStuokas Lietuvoje, gauta, kad jy, pavyzdziui, 1990-aisiais yra atitinkamai 36310 ir
12747, o po 10 mety, t.y. 2000-aisiais, - jau tik 16906 ir 10882. Sio eksperimento
rezultaty dar po 10 mety, t.y. 2010-aisiais, aiSku, negalima tiksliai nuspéti i§ anksto,
taCiau tendencijy prognoze yra svarbi.

Kiekviena stochastiniy eksperimenty sekos rezultaty suvestiné sudaro
statistiniy duomeny aibe.

Pagrindinis tikimybiy teorijos ir statistikos objektas yra galimybiy, leidZianciy
gauti patikimas isvadas statistiniy duomeny pagrindu, tyrimas ir metody, leidzianciy
pateikti Sias iSvadas, iSplétojimas. Pagal ES klasifikatoriy tikimybiy teorija ir
matematiné statistika yra priskiriami statistikai.

,Per pastaruosius dvideSimt penkerius metus statistika kaip mokslas stipriai
progresavo. Sis progresas pasiektas puikiais angly ir amerikiediy statistikos mokykly
atstovy darbais, kuriy tarpe pirmiausiai turi biiti paminéti profesoriaus R.A. FiSerio
(Fisher) darbai. Siuo laikotarpiu daugiausia pranciizy ir rusy matematiky déka

klasikinis tikimybiy skaifiavimas virto grynai matematine teorija, tenkinancia
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Siuolaikinius grieztus reikalavimus” — taip dar 1945 metais rasé¢ zymus Stokholmo
universiteto profesorius H. Krameras.

Kai kurie terminai apibréziami du kartus. Taip daroma Lietuvos standarto [8]
pavyzdziu, norint atkreipti skaitytojo démes;j | tai, kad

a) Siy terminy tikimybiné interpretacija  paremta  teorinémis

konstrukcijomis, kurios nesusijusios su praktiniais taikymais;
b) Siy terminy statistiné interpretacija paremta stebinio sagvoka, o terminy

apibrézimai yra taikomojo pobudzio.

Klausimai ir uzduotys'

1. Koks yra tikimybiy teorijos ir statistikos objektas?
a) galimybiy gauti patikimas iSvadas (statistiniy duomeny pagrindu) tyrimas;
b) praktiniy uzdaviniy sprendimas statistiniy iSvady pagrindu.
2. Suformuluokite, kuo skiriasi terminy statistiné interpretacija nuo jy tikimybinés

interpretacijos?

! Klausimai ir uzduotys pateikiami pirmojoje vadovélio dalyje po artimy pagal tematika skyreliy grupés
tuo tikslu, kad akcentuoti bazines $iy skyreliy sgvokas.
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2. KLASIKINIS TIKIMYBES APIBREZIMAS

Stochastinio eksperimento visy galimy rezultaty aibe Q pavadinsime

elementariyjy jvykiy erdve (aibe), o jos elementus o, - elementariaisiais jvykiais

arba elementariosiomis baigtimis.

Detaliau iSnagrinésime stochastinj eksperimentg su baigtine arba skaicigja visy
baig¢iy @,,...,®,,.. aibe Q, ty. Q= {a)1 yoens @ ,} Tokia aibé Q vadinama
diskrecigja elementariyjy jvykiy erdve (aibe).

Tarkime, kad kiekvienam elementariajam jvykiui @, priskirtas ,,svoris® p,
(kurj pavadinsime elementariojo jvykio @, tikimybe) ir kad Sie svoriai turi tokias
savybes:

1) p, =0,

Tegu, be to, aibé A4 - bet koks diskreCiosios elementariyjy jvykiy erdves Q
poaibis, A< Q. A pavadinsime atsitiktiniu jvykiu, stebimu nagrin¢jamame

stochastiniame eksperimente.

M Jvykis, kuris biitinai jvyksta, atlikus stochastinj eksperimentg, vadinamas
biitinuoju jvykiu ir Zymimas € .
M Ivykis, apie kurj i§ anksto Zinoma, kad, atlikus stochastinj eksperimenta, jis
nejvyks, vadinamas negalimuoju jvykiu ir zymimas @.

M Ivykis, kuris, atlikus stochastinj eksperimentg, gali jvykti, o gali ir nejvykti,

vadinamas atsitiktiniu jvykiu.

Veéliau, nagrinédami ne diskretyjj, o bendrgjj atvejj, atsitiktinio jvykio sgvoka

patikslinsime.

10
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Apibrézimas. Atsitiktinio jvykio A tikimybe P(A) vadiname elementariyjy

jvykiy, sudaranciy jvykj A, tikimybiy sumq:
P(4)= 3 p, (1)

irw;eA

Tokiu biidu jvesta tikimybé turi savybes, kurias suformuluosime kaip atskirg

teorema.

Teorema. Tegu Q) yra diskrecioji elementariyjy jvykiy erdve, kurioje tikimybé
P(A) yra apibréziama formule (1). Tada
@) 0<P(4)<1,
(b) PQ)=1,
(c) jei AnB=0, AcQ, BcQ, tai P(4UB)=P(4)+P(B).
[rodymas. Teoremos iSvados (a) ir (b) yra elementarios, nes i$ {pi}

savybiy 1) ir 2) gauname, kad

o0

0<P(4)= Y p, <D p =1

i:w; €A i=1

PQ)=3 p, =2p,« =1.

iw;eQ)

Kadangi 4" B =0, tai

P(AUB): Zpi: zpi_'- Zpi:P(A)+P(B).

i:w;eAUB i:w;eA i:w;eB

Teorema jrodyta.
ISvada. P(0)=0,
Ac B= P(4)< P(B).
Irodymas trivialus, grindZiamas teoremos iSvadomis (b) ir (c).
Diskreciosios elementariyjy ivykiy erdvés Q poaibiy {A} funkcija P(—),
turinti savybes (a), (b) ir (c), dar yra vadinama tikimybiniu matu, o pats dvejetas

(Q, P) - diskreciuoju tikimybiniu modeliu.

11
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Kaip ,teisingai” apibrézti elementariyjy jvykiy o, tikimybes p,? Sis
uzdavinys nepriskiriamas tikimybiy teorijos sriciai, i§skyrus paprasiausius atvejus.
Nezinomy tikimybiy jvertinimy metodai pagal stebéjimy rezultatus nagrinéjami
matemating€je statistikoje.

Paprasciausig atveji — taip vadinama klasikinj tikimybés apibrézimg — galima
sieti su jsitikinimo, kad jvykis jvyks, laipsniu. Kai jsitikinimo laipsnis didelis,

pastebima standarte [8], tai tikimyb¢ artima vienetui.

Klasikinis tikimybés apibrézimas. Jei stochastiniame eksperimente yra tik n
vienodai galimy baigciy, t.y. jei diskrecioji elementariyjy jvykiy erdvé sudaryta is n
vienodai galimy elementariyjy jvykiy, tai atsitiktinio jvykio A tikimybe vadinamas

santykis P(A) _n ,

n

kur m — elementariyjy jvykiy, palankiy jvykiui A, skaicius.

Taciau, kaip matéme jvade, galimas kitoks tikimybés jvedimo budas. Jis buvo
grindZiamas statistinio stabilumo fenomenu, o jvykio tikimybé apibréziama kaip
santykinio daznio riba.

Taigi, tikimybe apibrézti galima dviem biidais: kaip santykinio daZnio riba ir

kaip tikétinumo laipsnj.

Pavyzdziai. Stochastinis eksperimentas yra toks — metamas simetrinis

kubiukas. Tada diskreciaja elementariajg ivykiy erdve Q natiiralu apibrézti taip:
Q=1{,2,3,4,5,6}={0,|0, =i, i=1,2,3,4,5,6}
Kadangi kubiukas yra simetrinis, tai kiekvienam elementariajam jvykiui o, =i
priskirsime tikimybe p, =1/ 6(i = 1,2,...,6). Tai ir yra nagrinéjamo stochastinio
eksperimento diskretusis tikimybinis modelis.
Tegu A yra jvykis, kuris reiskia, kad iSkritgs skaiCius dalijasi 1§ 3. Tada
A= {a)3 , Wy } ,
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Dabar tarkime, kad atlieckamas toks stochastinis eksperimentas — metamas
nesimetrinis kubiukas. Yra zinoma, kad jo sienelés pasirodymo tikimybé proporcinga
sienelés numeriui.

Diskretyjj tikimybinj modelj konstruosime taip. Diskrecioji elementariyjy
jvykiy erdvé Q apibréziama taip pat, kaip ir pirmajame pavyzdyje. Kiekvienam
elementariajam jvykiui @, =i priskirsime tikimybe p,. Kadangi  sienelés
pasirodymo tikimybé proporcinga sienelés numeriui, tai p,= c*i, kur ¢ yra konstanta,

apibréziama sarysio

i=1

pagrindu. I$ ¢ia nesunkiai randame, kad

11
& 21
i
i=l1
o tai reiskia, kad
p =c*i=—-

Lengva jsitikinti, kad taip apibréZtas skai¢iy rinkinys {pi} tenkina savybes 1)
ir 2). Ivykio 4= {603,@6} tikimybeé, aisku, skirsis nuo S$io jvykio tikimybés,

apskaiciuotos pirmajame pavyzdyje, nes kubiukas néra simetrinis. Taigi,

6 3

P(4)= P, )+ Pl )= py 4 p =5+ =2,

Klausimai ir uzduotys

1. Ar galima i§ anksto nusakyti konkrety stochastinio eksperimento rezultata?
a) taip, jei stochastinio eksperimento baig¢iy skai€ius yra baigtinis;
b) taip, jei stochastinio eksperimento baigciy skaicius yra begalinis;
c) ne, jei stochastinio eksperimento baigCiy skaicius yra baigtinis;
d) taip, jei stochastinio eksperimento baig¢iy skaiius yra begalinis;

e) ne bet kuriuo atveju.

13
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2. Ar galima nustatyti désninguma atsitiktiniy reiskiniy sekoje?
a) ne, jei stochastiniy eksperimenty serija yra ilga;
b) taip, jei stochastiniy eksperimenty serija yra ilga;

c) taip, jei stochastiniy eksperimenty serija yra trumpa.

3. Didéjant stochastiniy eksperimenty skaiiui n, rezultato (jvykio) 4 santykinis
daznis m/n turi tendencijg igyti pastoviag reikSme. Ar tai reisSkia, kad moneta metant
100 karty:

a) 1ivykis ,,100 karty iSkris herbas* yra negalimas?

b) ivykis,,100 karty iSkris herbas‘ negali jvykti;

¢) 1ivykis ,,100 karty iskris herbas* gali jvykti.

4. Suformuluokite statistinio stabilumo fenomena.

14
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3. KLASIKINIO TIKIMYBES APIBREZIMO TAIKYMO
KLAIDOS

Matéme, kad klasikinis tikimybés apibrézimas yra pagrjstas jvykiy vienodo
galimumo, arba vienodo tikétinumo savoka. Jei, pavyzdziui, loterijos prizy fonde yra 5
automobiliai ir 50 Saldytuvy, tai, aiSku, iSlosti Saldytuva yra daugiau galimybiy, negu
automobilj.

ISnagrinékime tokj stochastinj eksperimentg ir su juo susijusj uzdavinj.

Meré (Ch. de Meray, XVII a.) uzdavinys. LoSimo kubiukas metamas tris

kartus, skaiCiuojama iskritusiy akuc¢iy suma. Kokia aku¢iy suma dazniau iskris: 11 ar

12?7

Meré hipotezé: vienodai daznai.

Taciau praktika rodé kitka, todél Meré paras¢ Paskaliui ir pateiké jam savo
skai¢iavimus.

Meré¢ sprendimas. 11 aku¢iy sumg galima gauti SeSiais skirtingais biidais:

6+4+1, 6+3+2, 5+5+1, 5+4+2, 5+3+3, 4+4+3. Tas pat del 12: 6+5+1, 6+4+2, 6+3+3,

5+5+2, 5+4+3, 4+4+4. IS ¢ia buvo daroma tokia iSvada: sumy 11 ir 12 pasirodymo

tikimybés yra lygios.

Paskalis nesutiko su §iuo sprendimu ir nurod¢ klaida.

Paskalio atsakymas. Meré¢ nurodyti jvykiai néra vienodai galimi. Pvz.,
kombinacija 5+4+3 pasirodo, kai turime rezultatus (5,4,3), (4,5,3), (5,3,4), (3.4,5),
(3,5,4), (4,3,5), o kombinacija 4+4+4 pasirodo tik vieng karta.

Tai reiSkia, kad Paskalis kombinacijas nagrin¢jo ne kaip aibes, kuriose, kaip

zinome, elementy tvarka yra nesvarbi, o kaip vektorius.

Paskalio sprendimas. PaZymékime
Q= {(a)laa)zaa)3)}’

kur @, yra i-tojo metimo kubiuko akuciy skai€ius. Tada i§ viso elementariyjy

jvykiy yra n =6 =216 ir, kas ypa¢ svarbu pabrézti, visi jie yra vienodai galimi.

15



R. JanusSkevicius, O. Januskeviciené
Tikimybés
Tarp jy palankiy pirmajam jvykiui (t.y. aku¢iy suma lygi 11) elementariyjy
jvykiy yra 27:
(6,4,1), (6,3,2), (6,2,3), (6,1,4), (5,5,1), (5,4,2),
(5,3,3), (5,2,4), (5,1,5), (4,6,1), (4,5,2), (4,4,3),
(4,3,4), (4,2,5), (4,1,6), (3,6,2), (3,5,3), (3,4,4),
(3,3,5), (3,2,6), (2,6,3), (2,5,4), (2,4,5), (2,3,6),
(1,6,4), (1,5,5), (1,4,6).
Analogiskai, yra 25 elementariis jvykiai, palankis antrajam jvykiui (t.y. aku¢iy suma
lygi 12).
Pagal klasikinj tikimybés apibrézima, atitinkamos pirmojo ir antrojo jvykiy
tikimybés yra % ir % Tai reiSkia, kad sumy 11 ir 12 pasirodymo tikimybés

néra lygios.
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4. GEOMETRINES TIKIMYBES. SUSITIKIMO
UZDAVINYS

1. Jau pacioje tikimybiy teorijos vystymosi pradzioje buvo paskelbti klasikinio
tikimybés apibrézimo trilkumai. Tai, visy pirma, nagrin¢jamos diskreciosios
elementariyjy jvykiy erdvés elementy skaicius » turi biiti baigtinis. O kaip nagrinéti
tuos atvejus, kai elementariyjy jvykiy be galo daug?

Pirmasis zingsnis Sia linkme — geometrinés tikimybés sgvokos jvedimas. Jis
taip pat grindziamas jvykiy vienodo galimumo arba vienodo tikétinumo principu.

Klasikinio tikimybés apibrézimo iSplétimas vyksta taip. Tegu, pavyzdziui,
plokstumoje turime sritj G su plotu mes G, kurioje patalpinta kita sritis g su plotu mes
g. I sritj G atsitiktinai metamas taskas ir klausiama, kam lygi tikimybe¢ jvykio, kad
taskas pateks i sritj g.

2. Savokai “1 srit] G atsitiktinai metamas taskas” suteikiama tokia prasmeé:

e mestas taskas gali pataikyti i bet kuri srities G taska;

o tikimybé¢ pataikyti j kokig nors srities G dalj g proporcinga Siam plotui ir

nepriklauso nuo jos padéties ir formos.

Tai reiSkia, kad taSko pataikymo j sritj g tikimybé¢ p apibréziama taip:

mes g

mes G

3. ISnagrinésime pavyzdj — susitikimo uzdavinj.

Susitikimo uzdavinys. Jonas ir Petras susitaré susitikti autobuso stotel¢je tarp
9 ir 10 valandos i$ ryto. Kiekvienas, atéjes  sustojima, laukia kito 15 minu¢iy, o po to
iSeina. ApskaiCiuoti tikimybe tokiy jvykiy: 1) Jonas ir Petras susitiko; 2) Jonas ir
Petras ateis vienu metu.

Sprendimas. Atvejis 1). Pastebime, kad

G={uv) 0<u<60, 0<v<60]
gz{(u,v) |u—v|£15, 0<u<60, 0Sv£60}
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mes G =60,
mes g = 60" — ( J —-60°

mes g 7

P =

(g) mes G 16

Piesinyje tai galima pavaizduoti taip:
VA u=v-15 u=y

60

u=v+tlil5

v

Atvejis 2). Siuo atveju sritis g, kuria iSreiSkiama Jono ir Petro atéjimo vienu

metu aib¢, yra atkarpa:
g={(u,v)| u=v,0£u£60,0£v£60}.

Kadangi mes g = 0, tai antruoju atveju

mes g 0
P
(g) mes G mes G

Klausimai ir uzduotys

1. Kas yra atsitiktinio jvykio tikimybé?
a) skaiCius tarp -1 1ir 1;
b) baigtiné aibé;
c) atsitiktinis jvykis;
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d) skaicius tarp O ir 1;
e) begaliné aibé.
2. Kas yra elementariyjy jvykiy erdvé?
a) skaicius;
b) aibé;
c) atsitiktinis jvykis;
d) vektorius.
3. Kas yra atsitiktinis jvykis?
a) skaicius;
b) bet kokia aibé¢;
c) elementariyjy jvykiy erdvés poaibis;
d) elementariyjy jvykiy erdvés elementas;
e) vektorius.
4. Kodel Meré sprendimas buvo klaidingas?
a) blogai apibrézta elementariyjy jvykiy erdve;
b) elementarieji jvykiai nebuvo vienodai galimi;
c) klaidingai gautas elementariyjy jvykiy erdvés elementy skaicius;
d) klaidingai gautas palankiy elementariyjy jvykiy elementy skaicius.
5. De¢l kokio klasikinio tikimybés apibrézimo trilkumo yra naudinga jvesti
geometrinés tikimybeés apibrézima:
a) klasikiniame tikimybés apibrézime elementariyjy jvykiy erdvés elementy
skai€ius n turi biiti baigtinis;
b) klasikiniame tikimybés apibréZime elementariyjy jvykiy erdvés elementy
skaicius n turi biiti begalinis.
6. Kokiu principu grindZiamas geometrinés tikimybés sagvokos jvedimas:
a) statistinio stabilumo fenomenu;
b) tikimybinés interpretacijos principu;
¢) vienodo tikétinumo principu.
7. Apibrézkite savoka “i srit] G atsitiktinai metamas taskas” ir pateikite geometrinés

tikimybés apibrézima.
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5. TEOREMA APIE NESIKERTANCIU INTERVALU
ALGEBRA. TEOREMA APIE MAZIAUSIOS SIGMA
ALGEBROS EGZISTAVIMA

Aibiy algebros ir o -algebros savoky jvedimas ypac aktualus tada, kai
stochastinio eksperimento visy galimy rezultaty aibée Q néra diskrecioji elementariyjy

Priminsime, kad aibés, ekvivalencios nattiriniy skai¢iy aibei, pasizymi tuo, kad
ju elementus galima tam tikru biidu numeruoti, skai¢iuoti. Tokios aibés vadinamos
skai¢iosiomis'. Begalinés aibés, neekvivalen¢ios natiiriniy skaitiy aibei, vadinamos
neskaiciosiomis.

Priminsime dar vieng apibrézima.

Apibrézimas. Aibés Q poaibiy klase I vadinama algebra, jei ji turi tokias savybes:
1. Qe3;
20 Jei A€, tai AeT;

3% Jei AcTJir Be3,tai AUBES.

Teiginys. Tegu 3 yra algebra. Jei A€J3, BeJ,tai ANBeSJ.

[rodymas. Pirmiausia prisiminsime de Morgano formulés aibéms jrodyma,

kurio pagrindu pastebésime, kad

ANB=AUB. (1)
Tai nesunku atlikti, prisiminus de Morgano logikos désnj, pagal kurj bet kuriems
teiginiams p ir g yra teisingas toks sarysis:

pAg=pVq.

Taigi, kadangi p A g < p A g, tai pazyméje p = (a) € A) irg= (a) € B) turime, kad

PAgQ <:>—|<p/\q)<:>ﬁ(1_9vc_])<:>(a)$ A)v(aHEB),
todél

1
Angl. countable, rus. cueTHoe.

20




R. Januskevicius, O. JanuSkeviCiené
Tikimybés

a)eAmB@(weA)A(a)eB)@(a)gA)v(a)gB)@(weZ)v(a)eE)@
soc(duB)e ve(1UB)o we(1UB)

o tuo paciu jrodyta formulé (1).

5 2° savybés gauname, kad A€ 3, B €3, o1 3 — kad AUBe3J. Vel

pasinaudoj¢ savybe 2° turime, kad

AUBES.
IS ¢ia ir 1§ formulés (1) darome iSvada, kad
ANBeS.
Teiginys irodytas.
Sis teiginys reidkia, kad algebra yra uzdara ne tik sumos, bet ir sankirtos

(pjuvio) operacijos atzvilgiu.

Pavyzdys. Matyt, paprasciausias netrivialus algebros pavyzdys yra toks.

~

Tegu A < Q. Tada aibiy klase 3
5={0.2.4,4)

yra algebra. Sitllome tai skaitytojui jrodyti savarankiskai.

Teorema. Tegu Q yra intervalas [0;1). Jei g# yra visy tokiy poaibiy is Q

sistema, kuriy kiekvienas yra nesikertanciy intervaly tipo [a;b) baigtiné suma, t.y.
d%:{ju_l[aj;bj)mﬁal <bh<a,<b,<..<a,<b <l,n<w}, (2)
tai g yra algebra.

[rodymas. Pirmiausia pastebésime, kad Qe g2, o de Morgano formule

aibéms (ir jos pagrindu gaunamg formule (1)) uzraSysime bendresniu pavidalu:

SA, =4, 3)

j=t =1

Tegu dabar 4 — bet koks 2 elementas. Ar Ae %, t.y. ar nagrin¢jamoji sistema
tenkina savybe 2°?

Jei A€ 2, tai
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A= ;jl[aj;bj)

Pazymeékime 4, = la ;b j) Tada i$ (3) gauname, kad

Zyméjimy supaprastinimui toliau tarkime, kad n =2 . Tada
A= ([0; a )U [bl ;1)) M ([0; a, )U [bz ;1))-
Kadangi a, <b, <a, <b,, tai pastebime, kad
A= [O;al)u [bl;az)U [bzgl),
t.y. A yra baigtiné nesikertanciy intervaly tipo [a; b) suma ir todél A e 7.
Dabar belieka jrodyti, kad
Aef, CeA=>AUCeAA,

t.y. nagrinéjamoji sistema ¢# tenkina ir savybe 3°. Taigi, tegu
K k
4= jgl[ajl b ) c= jtjl[cjz ), )

Ar S1y aibiy suma

AuC= {j[a b, )} {@1[6»_,2;(1]2 )} @

Jn
turi (2) pavidalg? Cia, pasirinkus bet kuriuos i ir j, galimi tik du variantai:
(D. [ai;b[)m [c >d j)=®. Tada sumoje (4) paprasCiausiai atlickama nauja
numeracija.
(D). [al.;bi)ﬁ lcj;dj):t <, t.y. intervalai [ai;bi)ir lcj;dj) turi bendry taSky.
Tai reiskia, kad arba b, > ¢;, arba d; > a,. Pirmuoju atveju
al,b lc/, ) lmln(al,c lmax(bl,d ))
0 antruoju —
lc/’ ) al,b [mm (c_j;ai),max(dj;bi )l
t.y. tas pats. Taigi, 4 U C galima i8déstyti kaip baigting nesikertanciy intervaly [ ; )
suma, kadangi visus susikertancius intervaliukus apjungéme ] to paties tipo intervalg.
Tai reiskia, kad AUC e 2.

Teorema jrodyta.
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Apibrézdami algebrg reikalavome, kad bet kuriy jos elementy baigtiné suma
priklausyty jai vél. Taciau yra daug tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos
uzdaviniy, kuriuos sprendziant tenka nagrinéti begalines sumas. Tod¢l ir tikimybinis

matas jvedamas ne algebroje, o o -algebroje, kurios apibrézimg dabar ir pateiksime.

Apibrézimas. Aibés Q poaibiy klasée ¥ vadinama o -algebra, jei ji turi tokias
savybes: 1°. Qe &;

2°. Jei A€ F, tai Zefi;

0 .. . .

3. Jei Ay €%, j=12,...tai ) %

J=1

e Skaitytojui sitlome jsitikinti, kad aibé visy bet kokios aibés Q poaibiy

sudaro o -algebrg.

Toliau mums yra reikalingas dar vienas apibrézimas.

Apibrézimas. Jei A — bet kuri aibés Q) poaibiy klasé, tai o -algebra o(K)
vadinama maziausia o -algebra, talpinancia klase A , jei ji tenkina Sias savybes:
1" # < O'(ﬂ )

2" Jei § — bet kuri o -algebra tokia, kad K < ¥, tai 0(.7{) c¥.

Teorema. Bet kuriai klasei H egzistuoja maziausia o -algebra, talpinanti

klase A .

Irodymas. Pirmiausia pastebésime, kad egzistuoja bent viena o -algebra,
talpinanti klase & . IS tiesy, kadangi A yra aibés Q poaibiy klase, tai tokia o -
algebra yra, pavyzdziui, visy Q poaibiy o -algebra.

Visy o-algebry %, talpinanCiy klas¢ &, pjavi pazymeékime U(J{ )
Naudojant vien tik o -algebros apibrézimg patikrinsime, kad 0()"[ ) yra o -algebra.

1). ArQe 0'(% ) ? Pagal apibréZima,
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J(JZ ) = nJ{ , K, - o -algebros, talpinancios klas¢ % .

jel

Taigi, Qe &, Vjel, todel

Qe(\x & .

jel
2). Jei Aea(f{), tai ar Zea(f[)? Kadangi %, - o -algebros, tai

AeX, Vjel = AeX Vjel, todél

Ae(\x ¥4 K Nx x
Jel Jjel
3). Jei 4,,4,,...ec(X), taiar | H ? Vél pasinaudoj¢ tuo, kad %,

i=1

yra o -algebros, gauname, kad

A, A,,...eo0(FH)=(K ¥4 O ¥4

jel i=1

:0 N\x x.
i=1

Jjel
Taigi, atsakymai | klausimus 1), 2) ir 3) yra teigiami, o tai reiskia, kad o(A)
yra o -algebra. Ar tai maZziausia o -algebra, talpinanti klas¢ & ? Tegu I — bet kuri

o -algebra, talpinanti klas¢ & . Pagal miisy konstrukcija
Je {t%; ,jel } ,

t.y. 3 yraviena i§ aibiy &, o kadangia(%’) = ﬂﬁ’ , tai

jel
3o a(if )
IS ¢ia gauname, kad G(Ji” ) yra maziausia o -algebra, talpinanti klas¢ A& .

Teorema jrodyta.
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6. BORELIO SIGMA ALGEBRA. TIKIMYBINIS MATAS

MACIOJOJE ERDVEJE

1. Praeitame skyrelyje daug démesio skyréme intervaly [a;b) klasés

nagringjimui. Siame skyrelyje tare, kad Q=R' = (— oo,oo), Sty intervaly [a,b) klase

pazymekime raide A& .

Apibrézimas. Maziausia o -algebra, talpinanti klase

H ={[a;b):acR',beR"},

o 0 o0 0 o o 0 0 g e . ]
vadinama Borelio o -algebra erdvéje R', jos elementai vadinami Borelio aibémis ', o

zymeésime jq raide 3.

Teorema. Vienataske aibé {a}, atviras intervalas (a,;b) ir uZdaras intervalas

[a;b] yra Borelio aibés.

[rodymas. Pirmiausia jrodysime, kad jei & yra bet kokia o -algebra ir

a C e . . . C e
A4,€%, j=12,.,n., tai ir Siy aibiy begalin¢ sankirta priklauso tai paciai o -

algebrai ¥, t.y.

00

N

J=1

¥

Tuo tikslu pirmiausia pastebésime, kad

a)enAj@a)eAj, Vj@wgzj, Vj@ngZj @weUZ,-.

J=1 J=1 J=1

Tai reiskia, kad

A =|]4;.

J

,38
.CS

1

Il

—_
~

Il

J

O kadangi & yra o -algebra, tai i$ §io sarySio gauname tokig implikacijy seka:

A<€§:>AJEgZ>U 9"
J
Jj=1 J

2

J=1

.CS

Formulé (1) pilnai jrodyta.

Pereiname prie betarpisko teoremos irodymo. Kadangi
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0

{a}:ﬂ[a;a+l/n),

n=1

o aibés [a;a+1/n) yra Borelio o -algebros ¢ elementai, tai i§ (1) gauname, kad
{a} eEB.
Toliau pastebésime, kad A\ B = A4 AB. I3 ta gauname, kad jei A€ ¥, Be &,

F —bet kokia o -algebra, tai 4\ B e . O kadangi

(a;b)= [a;b)\ {a},

[a;:b)e B, {a}eB, B—o -algebra,
tai ir (a;b) € 3B . Dabar belieka pastebéti, kad
[a;b] = [a;b)u{b} eRB.
IS tiesy, [a;b) € B . Be to, jrodéme, kad bet kuri vienataské aibé priklauso o -algebrai
3B, todél ir $iy dviejy aibiy suma [a;b] priklauso 3.

Teorema jrodyta.

2. Formulés (1) pagrindu pastebésime, kad o -algebra yra aibiy klasé,
uZdara ne tik sumos, bet ir sankirtos operaciju atlikimo begalinj skaiciy karty

atzvilgiu.

Apibrézimas. Jei QO yra bet kokia aibé, o F — bet kokia jos poaibiy o -

algebra, tai dvejetas (Q,f}') vadinamas macigja erdve’.

Jau pats Sios erdveés pavadinimas sufleruoja, kad viskas paruosta tikimybinio

mato sgvokos jvedimui.

Apibrézimas. Funkcija P, apibrézta o -algebroje F ir jgyjanti reiksmes is
intervalo [0;1], vadinama tikimybiniu matu maciojoje erdvéje (Q,fi ), jei:
(P1) P(A)ZO VAe &,

(P2) P(Q)=1;

! Analogiskai galima apibrézti Borelio aibe ir Borelio O -algebrq erdvéje R".
' Angl. measurable space, rus. usmepumoe npocmparcmeo.
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(P3) VA4; € & tokiems, kad 4, "4, = %) (i # j),

P(QAijng(Ai).

3. Pavyzdys. ISnagrinésime tokj stochastinj eksperimentg — “taskas” metamas
1 atkarpa [0;1). Tarkime, kad visi eksperimento rezultatai yra vienodai galimi. Aisku,
kad Siame stochastiniame eksperimente Q = [0;1) .

Taciau jei, kaip daznai daréme anksciau, kiekvienam elementariam jvykiui @
méginsime priskirti tikimybeg P(a)), tai nieko gero negausime. IS tiesy, kadangi visi
elementarieji jvykiai “vienodai galimi” ir jy yra be galo daug, tai

Plw)=1/0=0 YoeQ.

Todél tikimybinj matg P reikia konstruoti kitaip. Tikimybe “taSkui” patekti |

intervalg [a;b)c [0;1) apibrézkime lygia skai€iui h-a. Sumai nesikertanciy intervaly

[a.;b.) tokiy, kad

Q[ai;bi)c [0;1)’

tokiu atveju priskirtina tikimybe
(b i 4 )
i=l1

Magioji erdvé (€, ) pilnai apraso nagrinéjama stochastinj eksperimenta, jei

F apibréSime kaip Borelio o -algebrg intervale [0;1).
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7. KOLMOGOROVO AKSIOMU SISTEMA

Pagal tarptautiniy Zodziy Zodyna, aksioma’ - tai pradinis iSeities teiginys, sudarantis
kity teiginiy (teoremy) jrodymy pagrindg mokslinéje teorijoje, kurios ribose priimamas
be jrodymo.

VaizdZiai kalbant, aksiomy sistema — tai nagrinéjamos teorijos fundamentas. Siame
skyrelyje iSnagrinésime tikimybiy teorijos (o tuo paciu ir statistikos) fundaments, ant
kurio ir yra statomas didziulis statistikos rtimas.

Nagrinéjimui pasirinksime bet kokj stochastinj eksperimentg. Tegu Q - Sio
stochastinio eksperimento elementariyjy jvykiy erdvé. Tarkime, kad Q poaibiy sistema

F yra o -algebra. Tai reiskia, kad

(F1) Qe§

(F2) Jei Ae& Jtal A=Q\Ae§

(F3) Jei 4 €& , tai ir U F.

Aibés i§ §F vadinamos atsitiktiniais jvykiais, o dvejetas (€2, %), kaip buvo minéta,

macigja erdve.

Sioje erdvéje (€Q,F) kiekvienam atsitiktiniam jvykiui 4 (ty. aibei i§ klasés F)
priskirsime skaiciy P(A4), kuris vadinamas atsitiktinio jvykio A tikimybe, taip, kad biity
patenkintos praeito skyrelio salygos (P1), (P2) ir (P3).

Apibrézimas. Teiginiai (F1), (F2), (F3) ir (P1), (P2), (P3) vadinami tikimybiy

teorijos ir statistikos aksiomy sistema.

Tokiu pavidalu S§ig sistemg pirmasis suformulavo rusy matematikas A.N.

Kolmogorovas, todél daznai ji vadinama Kolmogorovo aksiomy sistema.

2 .
Gr. axioma
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Aksiomos (P1) ir (P3) reiskia, kad funkcija P(-), apibrézta o -algebroje ¥, yra
matas. Kadangi §is matas tenkina dar vieng salyga — salyga (P2), - tai jis vadinamas

normuotu (arba tikimybiniu) matu.

Apibrézimas. Trejetas (Q,fi,P), kuriame ¥ pazyméta aibés Q poaibiy
sistemos o -algebra, o P() - tikimybinis matas o - algebroje ¥, yra vadinamas

tikimybine erdve. Be to, o - algebros F elementai vadinami atsitiktiniais jvykiais.

ISnagrinékime paprasciausias tikimybinio mato savybes.

Teorema 1. Tegu A ir B — atsitiktiniai jvykiai, ty. A€ % ir Be¥. Tegu, be to,
Ac B. Tada
P(B\ 4)= P(B)—P(4). (1)

Irodymas. Kadangi 4 c B, tai
B=AU(B\A4), An(B\A4)=2.
Pagal aksiomg (P3) i$ ¢ia gauname, kad
P(B)=P(4)+ P(B\ A).

Pastaba. Pagal tikimybinés erdvés apibréZzima matas P() yra apibréztas tik o -
algebroje ¥, tod¢l pirmiausia reikty jrodyti, kad B\ A€ & . Tuo tikslu pastebésime, kad
B\A=ANB. Pagal aksiomg (F2) turime, kad AeF,o pagal 5-ojo skyrelio teiginj 1 —
dviejy o -algebros ¥ elementy (miisy atveju tai aibés A ir B') sankirta v¢l priklauso &.
Taigi,

B\A=ANBe§¥.

Teorema jrodyta.

Pateiksime kai kurias $ios teoremos iSvadas.

ISvada 1. Priesingojo jvykiui A jvykio A tikimybé yra l—P(A), ty.

P(4)=1-P(4)
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Irodymas akivaizdus — formul¢je (1) pakanka paimti B =Q .
ISvada 2. Negalimo jvykio & tikimybé yra lygi nuliui, t.y.
P(2)=0.

Norint jsitikinti Sios iSvados teisingumu, formuléje (1) pakanka paimti B = A4 .
I§vada 3. Jei Ac B, tai P(4)< P(B).

Irodymas. 1§ tiesy, pagal aksiomg (P1), P(B \ A)Z 0. Pasinaudoje¢ (1) i§ cia
gauname, kad
P(B)-P(4)>0,ty. P(4)<P(B).

ISvada pilnai jrodyta.
Pastarojoje formuléje paéme B = Q, i§ aksiomos (P2) gauname tokj teiginj:
ISvada 4. Jei A yra atsitiktinis jvykis, ty. Ae %, tai P(A)<1.

Pagal iSvadg 2, P(J) = 0. Taciau atvirkscias teiginys yra neteisingas, t.y. ivykis A4,
kurio tikimybé yra lygi nuliui, nebitinai yra negalimas jvykis. Norédami tai pagristi,

sukonstruosime konkrety pavyzdj, pries tai suformuluodami patj teiginj.

Teiginys. Egzistuoja tikimybiné erdvé (Q,f;,P) ir aibé C € Ftokia, kad

P(C)=0, taciau C # &

Irodymas. Tegu Q= [0;1) , 0 & — intervaly 1§ [0;1) Borelio o -algebra. Intervalo
[0;1) (o taip pat bet kurio i$ intervaly (a;b), [a;b), (a; b]) taip vadinamas Lebego matas m
lygus $io intervalo ilgiui b — a. Apibrézkime

P(A)=m(A).
Jei C yra atkarpos [O;l) racionaliyjy skaiciy aibé, tai
P(C)=m(C)=0, tatiau C = .
Teiginys jrodytas.
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Skyrelio pabaigoje suformuluosime ir jrodysime taip vadinama jvykiy sumos

teoremq.

Teorema 2. Tegu A% ir Be ¥. Tada

P(AUB)=P(4)+P(B)- P(4B).

Irodymas. Pastebésime, kad aib¢ 4 U B galima suskaidyti | trijy nesikertanciy aibiy
suma:
AUB=(ANnB)U(4A\(4nB))U(B\(4NB))
Tode¢l 18 aksiomos (P3) ir teoremos 1 gauname, kad
P(4UB)=P(4nB)+P(A\(4n B))+ P(B\(4NB))=
= P(AnB)+P(4)-P(4nB)+ P(B)-P(AnB)=
= P(4)+P(B)-P(4N B).
Teorema jrodyta.
Pastaba. Pagal aksioma (F3), AuBe%. Be to, kadangi c-algebra yra uzdara
pjuvio operacijos atzvilgiu, tai ir 4NBe & . Taigi, yra prasme kalbéti apie Siy aibiy

matus P(4U B) ir P(ANB).

Klausimai ir uzduotys

1. Kuriame amZiuje A. Kolmogorovas sukiir¢ savo aksiomy sistema:
a) XIX a.; b)XXa.; c)XXla.

2. Kelios aksiomos sudaro Kolmogorovo aksiomy sistemg?
a) SeSios; b) trys; c) keturios.

3. Suformuluokite Kolmogorovo aksiomy sistema.

4. Suformuluokite ir jrodykite teorema apie dviejy atsitiktiniy ivykiy suma.
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8. SALYGINIU TIKIMYBIU EMPIRINIS SUVOKIMAS,
APIBREZIMAS IR PAVYZDZIAI

Jei norime apskaiciuoti tikimybe jvykio, apie kurj turima papildomos informacijos,
paprastai susiduriame su sglyginémis tikimybémis.

Tarkime, pavyzdziui, kad kasmet apie 20% dieny metuose Helsinkyje sninga. Tai
reiskia, kad jei mes atsitiktinai pasirinksime kalendoring dieng metuose, tai tikimybe, kad
ta dieng snigs, yra 0,2.

Dabar tarkime, kad atsitiktinai pasirinkta diena priklauso ziemos periodui. Turédami
Sig papildomg informacija (papildoma salyga), mes galime tvirtinti, kad tikimybé¢, jog Sig
dieng snigs, yra Zymiai didesné.

Analogiskai, jei zinoma, kad atsitiktinai pasirinkta diena priklauso vasaros periodui,
tai galime tvirtinti, kad tikimybe, jog tokia dieng snigs, = 0.

Abiem atvejais papildoma informacija apie mety laikg leidzia mums Zenkliai
patikslinti tikimybés, kad ta mety laiko dieng snigs, skai¢iavimus. ISnagrinésime dar
kelis pavyzdZzius.

1 pavyzdys. Tarkime, kad sporto klube yra 35 nariai, 1§ kuriy 20 yra suauge ir 15
paaugliai. Tarp suaugusiy yra 8 krepSininkai, tarp paaugliy — 5 krepSininkai. Tai galima

pavaizduoti lentele taip:

Suauges |Paauglys Viso
KrepSininkas 8 5 13
Nezaidzia 12 10 22
krepSinio
Viso 20 15 35

Tarkime, kad atsitiktinai pasirinktas asmuo yra krepSinio Zzaid¢jas, t.y.
krepSininkas. Turint §ig informacijg, mums reikia apskaiciuoti tikimybe jvykio, kad S$is
atsitiktinai pasirinktas asmuo yra suauggs.

Sprendimas. Pazymékime Siuos jvykius raidémis:

A: asmuo yra suauges; B: asmuo yra krepSininkas.

32



R. Januskevicius, O. JanuSkeviCiené
Tikimybés

Simboliu P(A|B) priimta Zymeéti “tikimybe jvykio 4, kai yra jvykes jvykis B” arba
“ivykio 4 tikimybé su salyga B”.

Misy pavyzdyje $i salyga reiskia, kad pasirinktasis asmuo yra krepS$ininkas, o jy yra
13. I8 jy tik 8 — suaugg (zr. lentele). Todél

8 n(4nB)
P\4B)=—=—7+"2, 1
(45) 13 n(B) )
kur n(A4), kaip paprastai, Zymimas aibés 4 elementy skaicius. PerraSome formule (1):
P(A|B): 8/35 _ n(4 N B)/n(Q) .
13/35  n(B)/n(Q)

O kadangi

n(4"B)/n(Q) P(ANB)
n(B)/n(Q) —  P(B)

2

tai

P(4B)= P(4~ B)/ P(B).

Apibrézimas. Tikimybé jvykio A su sqlyga B apibréziama taip:

P(ANB) .

P(4|B)= e P(B)=0.

P(4B) neapibreésta, jei P(B)=0.

3. Pratgsime pavyzdZiy nagrinéjima.

2 pavyzdys. Yra zinoma, kad tikimybé jvykio, jog elektros lemputé tarnaus vir§ 100
valandy, yra 0,7, o tikimybé jvykio, kad lemputé degs vir§ 150, yra 0,28. Zinoma, kad
lempute dege vir§ 100 val. Kokia tikimybé¢ jvykio, kad elektros lemputé tarnaus vir§ 150
valandy.

Sprendimas. Tegu Lo — ivykis, kad lemputé tarnaus vir§ 100 val., o L;s9 — vir§ 150
valandy. Tada

P(LISO m]4100) _ P(LISO) _ 0,28 _
P(LIOO) P(LIOO) 0,7

P(L150|L100)= 0,4.

3 pavyzdys. Individas yra atsitiktinai parenkamas i§ 52 atlety grupés. Sioje grupéje
yra 26 moterys ir 6 i$ jy plaukikés. Tarp vyry yra 10 plaukiky. Uzduotis tokia:
(A) Zinant, kad atsitiktinai parinktas individas yra moteris, apskai¢iuoti

tikimybe, kad ji yra plaukike.
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(B) Zinant, kad atsitiktinai parinktas individas yra plaukikas, apskai¢iuoti
tikimybe, kad jis yra vyras.
Sprendimas. Sudarome lentele:
Moterys Vyrai Viso
Plaukikai 6 10 16
Neplaukia 20 16 36
Viso 26 26 52

Pazymékime $iuos atsitiktinius jvykius:
B — asmuo yra moteris,
A — asmuo yra plaukikas.
Pastebime, kad atveju (A):
6 26
P(4B)= o P(B)= o
P(4B) 6:52 3
P(B) 5226 13

P(4B)=

Skaic¢iavimus galima buvo atlikti ir tiesiogiai: P(A|B) = % = %

Atveju (B) raide C pazymékime jvykj, kad asmuo yra plaukikas, o raide D - kad
asmuo yra vyras. Tada

):P(Dmc)

P(D|c PO

2

10 105
P(C)=—2; P(DAC)=—; PD[C)=—=2.
(€)= PDNC)=_s PDIC)=— =~
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9. PILNOS TIKIMYBES FORMULE. BAJESO FORMULE

P(ANB)

P(B)

IS salyginés tikimybés apibrézimo P(A|B)= iSplaukia taip

vadinama tikimybiy daugybos teorema.

Teorema (Daugybos formulé). Jei P(A) >0 ir P(B) >0, tai

P(4~ B)=P(B)P(4|B)= P(4)P(B|4).

[rodymas akivaizdus ir, kaip minéta, betarpiskai seka i$ salyginés tikimybés

apibrézimo.

Pavyzdys. Tikimybé, kad akcijos fondy birzoje kils pirmadienj, yra 0,6.
Tikimybé, kad jy kursas kils antradienj, jei kilo pirmadienj, yra 0,3. Apskaiciuokite
tikimybe, kad jis kils ir pirmadienj, ir antradien;.

Sprendimas. Raidémis M ir T pazymékime §iuos atsitiktinius jvykius:

M: kursas kils pirmadienj;
T: kursas kils antradienj.

Turime, kad:

P(M)=06, P(T|M)=03 P(T~M)=PM)P(T|M)=0,6x03=0,8.

Apibrézimas. Atsitiktiniy jvykiy H,, ..., H, rinkinys sudaro pilng jvykiy grupe, jei
e H UH,U..UH, =Q; (1

e H,NH, =@ kai i#]. )

Teorema (Pilnos tikimybés formulé). Jei H,,..,H, - pilna jvykiy grupé, ir

P(Hi)> 0, kai i =1,2,...,n, tai bet kuriam atsitiktiniam jvykiui A

P(d)= 3P P(4] ). ®)
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[rodymas. 1§ (1) iSplaukia, kad

A=AmQ=U(HimA).

i=l
IS (2) iSplaukia, kad atsitiktiniai jvykiai H, N A4 neturi sankirtos, t.y. bendry taskuy,

todél i§ mato P adityvumo savybés (P3) gauname, kad

P(A)= 3 PU, 0 4) = 3 P, (A,

i=1

kg ir reikéjo jrodyti.
Bajeso formulé. Tegu ispildomos sqlygos (1) ir (2). Tada

Pl )P4l )

P(H | 4)= (@)

SR Pl H)

[rodymas. 1§ daugybos formulés turime, kad
P(HjA)ZP(A)P(Hj|A)= P(H./)P(A|Hj)-

IS ¢ia gauname, kad

P, P,

P(Hj|A)= P(A)

Pritaike vardikliui pilnos tikimybés formule (3), gauname (4). Teorema

(Bajeso formulé) jrodyta.

Klausimai ir uzduotys

1.Ar salyginé tikimybe yra:
(a) salyga;
(b) asmuo;
(c) skaicius, nelygus nuliui;
(d) neneigiamas skai¢ius, mazesnis uz 1;

(e) neneigiamas skaicius, nedidesnis uz 1;

36



R. Januskevicius, O. JanuSkeviCiené
Tikimybés

(f) salyginis jvykis.

2. Studentas neturi supratimo apie sglygines tikimybes. Su kokia tikimybe jis atspés 1
klausima:

(@) 1/4; bY1/5 @16 (U7, ()61, (253

3. Kam yra lygi tikimybe¢ jvykiui A jvykti, jei yra zinoma, kad $is jvykis A yra jvykes:
(a) 0; (b) 0.5; (c) 1.

4. Ar galima tvirtinti, kad atsitiktiniy jvykiy H,,..., H, rinkinys sudaro pilng jvykiy
grupe, jei

a) HUH,U..OUH, =Q;

b) HUH,uU..UH =Q , taiau aibés H,,..., H, nesikerta, ty. neturi

bendry tasky;
c) aibés H,..., H, bendry tasky neturi.
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10. NEPRIKLAUSOMI ATSITIKTINIAI IVYKIAI

Daznai pasitaiko situacija, kai, pavyzdziui, P(A|B) = P(A). Tokiu atveju

y
P(A|B);% = P(4).

Tada P(4B)= P(4)P(B).

Apibrézimas. Atsitiktiniai jvykiai A ir B vadinami nepriklausomais, jei
P(4B)= P(4)P(B).

Jei jvykiai néra nepriklausomi, tai jie vadinami priklausomais.

Apibrézimas. Atsitiktiniai jvykiai A ir B vadinami nesutaikomais, jei

AN B = ty. jeigu jie negali jvykti kartu.

Teorema. Jei du atsitiktiniai jvykiai A ir B su teigiamomis tikimybémis yra

nepriklausomi, tai jie negali biiti nesutaikomi, ir atvirksciai.

Irodymas. Jei A ir B yra nesutaikomi, tai
P(ANnB)=P(2)=0. (1)
Jei jie yra nepriklausomi su teigiamomis tikimybémis, tai
P(AnB)=P(4)P(B)>0. 2)
Kadangi sarySis (1) yra teisingas tada ir tik tada, kai neteisingas (2), tai

teoremos teisingumas yra akivaizdus.

1 pavyzdys. Lankomumo registracija parodé, jog tikimybé jvykio, kad
valdybos pirmininkas atvyks j posédj, yra 0,65, tarybos prezidento atvykimo j poséd;]
tikimybé yra 0,8, o tikimyb¢, kad jie abu atvyks j posédj, yra 0,6. Ar galime tvirtinti,
kad pirmininkas ir prezidentas atvyksta j posédj nepriklausomai?

Sprendimas. Panagrinékime $iuos atsitiktinius jvykius:

V: valdybos pirmininkas atvyks i posédj;
T: tarybos prezidentas atvyks j posédj.
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Kadangi
P(VnT)=0,6, P(V)P(T)=(0,65)x(0,8)=0,52,

tai
PV AT)= P(V)P(T).

Todél atsitiktiniai jvykiai V ir T yra priklausomi.

2 pavyzdys. Viktoras skrenda i§ San Francisko j Niujorka per Cikaga. I§ San
Francisko j Cikagg jis skrenda o aviakompanijos léktuvu, o i§ Cikagos j Niujorks -
£ aviakompanijos leéktuvu. Tikimybe, kad « aviakompanijos léktuvai saugiai
pasiekia tiksla, yra 0,9995, o tikimybé, kad [ aviakompanijos léktuvai saugiai
pasiekia tiksla, yra 0,9998. Apskaiciuokite tikimybes sekanciy jvykiy:

(a) Viktoras saugiai atskris j Cikaga ir Niujorka;
(b) Viktoras saugiai atskris j Cikaga, bet patirs nelaime kelyje j Niujorka.

Sprendimas. Panagrinékime Siuos atsitiktinius jvykius:

A — Viktoras saugiai pasiekia Cikaga i§ San Francisko.
B — Viktoras saugiai pasiekia Niujorka i§ Cikagos.
Kadangi jvykiai yra nepriklausomi, tai

(a) P(4nB)=P(A)P(B)=0,9995x0,9998 = 0,9993;

() P4 B)=P(4)P(B)= P(4)1- P(B))= 09995 x 0,0002 = 0,0002.

3 pavyzdys. IS skaitmeny 1, 2, ..., 9 atsitiktinai pasirenkamas vienas skaicius.
Taip pat metami moneta ir kauliukas. Apskaiciuoti tikimybe jvykio, kad pasirinktas
nelyginis skai€ius, iSkris herbas ir kad akuciy skaicius dalosi i§ 3, t.y. tikimybe tokio
ivykio: A=A;NA>N A3, kur A; — pasirinktas nelyginis skai¢ius, 4, — i8kris herbas, 43

— akuciy skaicius dalosi 1§ 3.

Sprendimas.
5 1 2 1
P4 )=—,Pl4,)=—, P(4,)=—=—
( l) 9’ ( 2) 2’ ( 3) 6 3’
P(4, A 4, A 4) = P(4)P(4,)P(4;) =2 L L= 2
b S T
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11. ATSITIKTINIS DYDIS KAIP MACIOJI FUNKCIJA.
TEOREMA APIE JO GENERUOTU IVYKIU
PRIKLAUSYMA SIGMA ALGEBRAI

PaprasCiausiu atveju atsitiktinis dydis — tai funkcija, suteikianti kiekvienai
stochastinio eksperimento baigéiai skaiting reikSme. Tai reiskia, kad atsitiktinj dydi X
galima nagrinéti kaip jgyjancia realias reikSmes funkcija X=X (a)), apibrézta
elementariyjy jvykiy erdvéje Q.

Pateiksime kelis atsitiktiniy dydziy pavyzdzius.

1 pavyzdys. Kosminiy daleliy, papuolanciy | pasirinkta Zemés pavirSiy
pasirinktame laiko intervale, skaicius labai kinta ir priklauso nuo daugelio atsitiktiniy
aplinkybiy.

2 pavyzdys. Abonenty iSkvietimy, ateinanciy ] telefono stotj, skaicius per tam
tikrg laiko tarpa taip pat yra atsitiktinis dydis, igyjantis vieng ar kita reikSme
priklausomai nuo atsitiktiniy aplinkybiy.

3 pavyzdys. Dujy molekulés greitis kinta priklausomai nuo susidiirimy su
kitomis molekulémis. Siy susidarimy labai daug per labai trumpa laiko tarpa. Net jei
zinomas molekulés greitis duotuoju laiko momentu, negalima tikslai nustatyti Sio
greicio reik§me po 0,01 ar, tarkime, po 0,001 sek. Dujy molekulés greicio kitimas yra

atsitiktinis dydis.

MatematiSkai Sie pavyzdZiai turi vieng bendrg savybe: kiekvienas i§ aprasyty
fizikiniy dydziy, jtakojamas atsitiktiniy aplinkybiy, gali jgyti skirtingas reikSmes.
Negalima 1§ anksto nurodyti, kokig reikSme jgijo dydis, nes jis kinta atsitiktinai,

stochastinius eksperimentus atliekant vieng po kito.

Taigi, norint aprasyti atsitiktinj dydj biitina zinoti reikSmes, kurias jis jgyja.
Taciau §ito nepakanka!

IS tiesy, jei, pavyzdziui, nagrinéti dujy stovj kintant temperatirai, tai
molekuliy grei¢iy reikSmiy aibé nesikeis, nors dujy stovis Zenkliai keisis.

Taigi, svarbu zinoti ne tik tai, kokias reikSmes jgis atsitiktinis dydis, bet ir kaip

daznai jis jas jgis, t.y. su kokia tikimybe atsitiktinis dydis Sias reikSmes jgis.
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Atsitiktinio dydzio jgyjamy reikSmiy aibés gali biiti labai jvairios: baigtinés,
skaiciosios ir neskaiciosios; reikSmés gali biiti iSdéstytos diskreciai arba uzpildyti

intervalg tolygiai ir pan.

Tikimybiy teorijoje yra parodoma, jog atsitiktinis dydis X (w) pilnai
nusakomas aibémis {a) | X (a))< x}, kur xeR'. Sios aibés tikimybinéje erdvéje
(Q, 3, P) yra “informatyvios” tik tuo atveju, jei jas galima “iSmatuoti”. O “iSmatuoti”
jas Sioje erdvéje galima tik tada, kai bet kuriam realiam x

o X(@)<x}je3, (1)

nes pagal tikimybinés erdvés apibrézima matas P yra apibréztas o -algebroje 3.

Suformuluosime pagrindinj Sio skyrelio apibrézima.

Apibrézimas. Reali funkcija X =X (a)), apibrézta aibéje Q, vadinama
atsitiktiniu dydZiu  tikimybinéje erdvéje (Q, 3, P), jei bet kuriam realiam x

tenkinamas sqrysis (1).

Funkcijos, tenkinancios sarysj (1), funkcijy teorijoje vadinamos maciosiomis
atzvilgiu o -algebros 3 funkcijoms.

Pateiksime tokios funkcijos pavyzdj.

4 pavyzdys. Stochastinj eksperimentg apibréZkime tokiu biidu: moneta

metama vieng karta. Tada Q= {a)l,a)z}, kur @, - herbo pasirodymo elementarus

Ivykis, o @, - skaiCiaus pasirodymo elementarusis jvykis. Tarkime, kad I — visy

galimy Q poaibiy aibé ir P({w, })= P({w, }) = %

Funkcija X (a)) apibrézkime taip:

1 @ =
X(a))={’ kai o = w,,

0, kai o = w,.

Pastebésime, kad
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J, kai, x<0,
lo| X(0)<x}=10,}, kai0<x<]l,
Q, kai x>1.
Tai reiskia, kad {@|X(@)<x}e 3 bet kuriam realiam x, t.y. kad X(w) yra

atsitiktinis dydis nagriné¢jamoje tikimybinéje erdvéje (Q, 3, P).

Nagrinéjant atsitiktinius dydzius, daznai tenka atsakyti i tokj klausimga: kokia
yra tikimybé jvykio, kad atsitiktinio dydzio X (a)) reikSmes priklauso bet kuriai
Borelio aibei B?

Tai reiskia, kad pakankamai placiai aibiy klasei {B} mes turime patikrinti, kad
{o| X(w)e B} e 3, nes tik tokiu atveju matas P yra apibréztas ir yra prasmé nagrinéti

tikimybe P({a) | X (a)) € B}) .

Apibrézimas. Jei X (a)) yra atsitiktinis dydis tikimybinéje erdvéje (Q, 3, P), 0
B — bet kokia Borelio aibé, tai aibe {a) | X (a)) S B} vadinama atsitiktiniu jvykiu, kurj

generavo atsitiktinis dydis X (a))

Perskaicius §j apibrézima, iskyla natiiralus klausimas — ar aibé {w | X(w)< B}
tikrai yra atsitiktinis jvykis, t.y. ar tikrai

X' (B)={w|X(w)e B}e 3?

Atsakymas ] §] klausimg yra teigiamas, taciau jo jrodyma pateiksime tik

pagrindiniam atvejui, t.y. kai B yra arba intervalas, arba pusase¢, arba taskas.

Teorema. Tegu X (a)) - atsitiktinis dydis tikimybinéje erdvéje (Q, 3, P). Tada
kiekvienas is sekanciy Q poaibiy

o)1 X(0)>x}, {0 X(@)<x}, {0 X(0)> x},
o|x<X(@)<y) fo|x<X(@)<y} {o|X(0)=x}

bet kuriems realiems skaiciams x ir y yra atsitiktinis jvykis, t.y. kiekviena is Siy aibiy

priklauso o -algebrai 3.
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Jrodymas grindziamas & -algebros apibrézimu bei jos savybémis. Tai, kad
X (a)) yra atsitiktinis dydis, reiSkia, jog bet kuriam realiam x galioja sarysis (1). Jei
teoremoje iSvardytus Q poaibius pavykty pavaizduoti kaip aibiy tipo (1) suma,
neigima, sankirtg arba skirtuma, tai, kadangi o -algebra yra uzdara Siy operacijy
atzvilgiu (taigi, 3 jy atzvilgiu taip pat uzdara), gautume, kad Sie poaibiai yra
atsitiktiniai jvykiai ir teorema bty jrodyta.

Siam tikslui pakanka pastebéti, kad

o] X(0)>x}=Q\{o|X(0)< x},
0 X(0)< x}= o | X(@)<x+1/n)

n=1

{o|X(@)> x}=Q\{o | X(0) < x},

{o|x< X(0)< yl={o|X(@)< y}\ o | X(0)< x},
{o|x < X(0)< y}={o|X(0)< y)\lo | X(0)< x|,
{0 X(0)=x}={o|X(0)< x}\{o]| X(0)< x}.

Teorema jrodyta.

Klausimai ir uzduotys

1. Ar atsitiktinis dydis yra: (a) skaicius; (b) matas; (c) kazkas, nesuprasi kas; (d)
funkcija; (e) aibe; (f) tikimybiné erdve?
2. Kuris 18 81y trijy teiginiy yra teisingas:
(a) Jei X yra atsitiktinis dydis tikimybingje erdvéje (3, P), tai
{a) | X (a)) < x} € 3 bet kuriam realiam x;
(b) Jei X yra atsitiktinis dydis tikimybinéje erdvéje (€, 3, P), tai X yra
atsitiktinis dydis ir bet kurioje kitoje tikimybingje erdvéje (Q, 3", P);
(c) Teiginiai (a) ir (b) yra klaidingi.
3. Pateikite atsitiktinio dydzio apibrézima ir naujg atsitiktinio dydzio pavyzdj.
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12. TIKIMYBIU SKIRSTINYS. TEOREMA APIE
SKIRSTINIO FUNKCIJU SAVYBES

Praeitame skyrelyje matéme, kad jei X (a)) yra atsitiktinis dydis tikimybingje
erdvéje (Q, 3, P), tai
{a)|X(a))eB}eS
bet kuriai Borelio aibei B. Tai reiskia, kad bet kuriai Borelio aibei B egzistuoja matas
o] X(w) < BY), (1)
kuris yra vadinamas atsitiktinio dydzio X tikimybiuy skirstiniu®.

Kadangi B, kaip minéta, yra bet kokia Borelio aibé¢, tai iSraiska (1) galima
nagrinéti kaip aibiy funkcijg, o ka tik jvestg tikimybiy skirstinio sagvoka galima
suformuluoti atskiru apibrézimu.

Apibrézimas. Funkcijg
Py(B)=P({o| X(o)< BY),
apibréztq bet kuriai Borelio aibei B, vadiname atsitiktinio dydzio X tikimybiy

skirstiniu.

Taigi, tikimybiy skirstiniai yra Borelio aibiy funkcijos. Todél juos sunku
nagrinéti klasikinés analizés metodais, nes $i analizé iSvystyta “tasky” (t.y. vieno
kintamojo) funkcijoms. Siekiant placiai taikyti klasikinius analizinius metodus
tikimybiy teorijoje ir statistikoje, jrodoma, kad tikimybiy skirstiniai (1) pilnai
apraSomi taip vadinamomis skirstinio funkcijomis® (arba,  sutrumpintai,

skirstiniais) P(X < x), kur x (— o0; oo).

Apibrézimas. Atsitiktinio dydzio X skirstinio funkcija (arba, sutrumpintai,
skirstiniu) vadinama realaus kintamojo x funkcija F(x),

F(x) = P(X < x) = P({o| X (@) < x}).

* Angl. probability distributios, rus. pacnpedenenue eeposmuocmeil.
* Angl. distribution function, rus. gynxyus pacnpedenenus.
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Panagrinékime skirstinio funkcijy pavyzdzius — tris svarbias skirstiniy klases.
Tai tolygusis, dvitaskis ir iSsigimgs skirstiniai.

1 pavyzdys. Stochastinis eksperimentas yra toks: | intervalg [a,b] atsitiktinai
metamas taSkas. Skaitoma, kad bet kuri tasko padétis Siame intervale yra vienodai
galima.

Siuo atveju Q= [a;b], 3 yra pusiau atviry i§ deSinés intervaly [a,;b) Borelio

o - algebra, o tikimybinj matg P galima jvesti tokiu biidu:

Pllas )= 22 jei [as p) = ]
Funkcija X = X (a)) apibréziame taip: X (a)) =w. Tada
Ja, jei x<a,
o] X(0)< x}=1[a;x), jei a<x<b,

Q= [a;b], jei x>b.
IS ¢ia darome iSvada, kad {a) | X (a)) < x} €3 bet kuriam realiam x, t.y.
funkcija X' (a)) yra macioji funkcija tikimybingje erdvéje (Q, 3, P). O tuo paciu ji yra
ir atsitiktinis dydis Sioje erdvéje.

Sio atsitiktinio dydZio skirstinys yra taip vadinamas tolygusis skirstinys:

0, jei x<a,
x—a .
F(x)=P(X <x)= PR jei a<x<b,
—-a
L jei x>b.

Tolygiojo skirstinio grafikas yra toks:

F(x) A

\4
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2 pavyzdys. Stochastinis eksperimentas yra toks: moneta metama vieng karta.
Rasime skirstinio funkcijg atsitiktinio dydzio X, kuris Sio stochastinio eksperimento
pagrindu yra apibréziamas taip:
1, kai o=0,(=H)
X(w)= |
0, kai o=w,(=S).
Cia raide H pazymétas elementarusis jvykis, reiskiantis herbo pasirodyma, o raide S —
skaiciaus pasirodymg. Nesunku pastebéti, kad tokiu atveju
g, kai x<0,
0| X(0)<x}={w,}, kai 0<x<1,
Q, kai x >1.

Kadangi
Pl }) = P(lo, ) =1/2
ir visada P(@)=0, P(Q)=1, tai
0, kai x<0,

F(x)=1—, kai 0 <x<]1,

1
2
1, kai x>1.

Si funkcija F(x) vadinama dvitaskiu skirstiniu, o jos grafikas yra toks:

F(x) A
1 [~~~ 1(
0,5 |[€——
0 1 “x

3 pavyzdys. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X yra beveik konstanta Sia prasme:
P(X=a)=1.

Tada jo skirstinys vadinamas iSsigimusiu taske a skirstiniu.

Nesunku jsitikinti, kad $io skirstinio grafikas (kai a=0) yra toks:
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v
=

5. Ar skirstinio funkcijos apibrézimas yra korektiskas, t.y. ar tikimybé P(X<x)
visada egzistuoja?

Atsakymas teigiamas tuo atveju, jei aibé {a) | X (a)) < x} yra atsitiktinis jvykis,
t.y. jei ji priklauso o -algebrai JI. O taip bus tada, kai X yra atsitiktinis dydis
tikimybingje erdveje (Q, S,P), t.y. kai X yra macioji funkcija atzvilgiu o -algebros
3.

6. Panagrinésime paprasciausias atsitiktinio dydzio X = X (a)) tikimybinéje

erdvéje (Q, 3, P) skirstinio funkcijos F(x)= P({w] X(@)< x}) savybes.

1 savybeé. Jei a<b, tai

Mio:a< X(o)<bj)=F(b)-Fla). 0
2 savybé. F(x) yra nemazéjanti funkcija, t.y. jei a<b, tai F(a)< F(b).
3savybé. lim F(x)=F(-0)=0, lm F(x)=F(+ow)=1.

4 savybé. F(x) yra tolydi i$ kairés.

Pirmasias tris savybes jrodysime.
Kadangi
lola< X(w)<b}={o| X(0)<b}\{o| X(0)< a}
ir, be to, 18 salygos a<b iSplaukia, kad
o] X(0)< a}clo| X(0)<b},
tai pagal tikimybinio mato savybe (Zr. Teoremg 1 7-ajame skyrelyje) gauname
formule (2).

2 savybé jrodoma 1 savybés pagrindu:

F(b)—F(a):P({a)| a< X(w)< b})z 0.
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3 savybés jrodymas akivaizdus, jei pastebéti, kad
F(—0)=P(X <—0)=P(J)=0,
F(+0)=P(X <+x0)=P(Q)=1.
Pasirodo, kad yra teisingas atvirk$cias teiginys. Jei bet kuri funkcija tenkina
iSvardytas savybes (pakanka 2, 3 ir 4 savybiy), tai ji yra skirstinio funkcija.

Suformuluosime tai be jrodymo.

Teorema. Skirstinio funkcija F(x) tenkina tokias tris sqlygas:
1) F(x) yra nemazéjanti tieséje (— o0, oo),'
2) xli_r)g@F(x)=0, xli_r)rg@F(x)=1;
3) F(x) yra tolydi is kairés.
Ir atvirksciai, jei F(x) tenkina sqlygas 1), 2) ir 3), tai egzistuoja tokia tikimybiné
erdveé (Q,S,P) ir joje apibréztas atsitiktinis dydis X (a)) toks, kad X (a)) skirstinio
funkcija yra F(x).

Klausimai ir uzduotys

1. Ar skirstinio funkcija yra: (a) skaiCius; (b) matas; (c) funkcija; (d) atsitiktinis dydis;
(e) aib¢; (f) tikimybine erdve? (g) realus kintamasis?
2. Kada egzistuoja tikimybeé P(X<x):
(a) kai P yra matas;
(b) kai P yra tikimybinis matas;
(c) kai X= X(@) yra funkcija tikimybingje erdvéje (Q, 3, P).
3. Turime realaus kintamojo x funkcija F(x). Kokias salygas turi tenkinti §i funkcija,

kad ji biity skirstinio funkcija?
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13. BERNULIO SCHEMA. DISKRETIEJI IR TOLYDIEJI
SKIRSTINIAI. PAGRINDINIAI SKIRSTINIO FUNKCIJU
TIPAIL TANKIO SAVYBES

Paprasciausias uzdavinys, iSkylantis nepriklausomy eksperimenty serijoje, yra

taip vadinama Bernulio schema.

Apibrézimas. Bernulio schema vadinamas toks uzdavinys: apskaiciuoti

tikimybe P

n

(m) atsitiktinio jvykio, kad n eksperimenty serijoje jvykis A bus

realizuotas m karty, o likusius n-m karty bus realizuotas priesingasis jvykis 4.

Bernulio schema ypac svarbi tikimybiy teorijoje todél, kad jos apibendrinimas
leido iSspresti eilg pagrindiniy tikimybiniy uzdaviniy.
Bernulio schemos analizé. Apskaiciuosime tikimybe, kad jvykis A4 tam tikry
m bandymy metu (pvz., bandymuose su numeriais s,,s,,..,s, ) ivyks, o kity n-m
bandymy metu nejvyks.
Kadangi jvykiai (ir eksperimentai) nepriklausomi, tai $i tikimybe¢ lygi
p"q""  (Ga p=P), q=1-p).

IeSkomoji tikimybé P,

(m) lygi $iy tikimybiy sumai. I3 kombinatorikos

|

oy % . n! . T
Zinoma, kad $i suma turés C,' = ————= nariy. Tai reiSkia, kad
m!(n — m)!

Pn(m): C:[npmqn—m )
Tai tikimybé ivykio, kad n bandymy serijoje ivykis 4 bus realizuotas lygiai m karty.

Aisku, kad visos galimo jvykio A4 realizacijos galimos, kai m = 0, 1, ..., n, todé¢l

Tai gali biiti jrodyta ir kombinatoriskai:
> P(m)=(p+q) =1"=1.
m=0

Pastebésime, kad tikimybé P (m) lygi binomo (g+ px)' skleidinio

n

koeficientui prie x™. Tai sglygoja tokj apibrézima.
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Apibrézimas. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X(n) gali jgyti tik reiksmes
0,1,...,n. Jei, be to,
P(X(n)=m)=C;'p"q"" (p20,420, p+q=1),
tai sakoma, kad X (n) yra binominis atsitiktinis dydis, o jo skirstinio funkcija

vadinama binominiu skirstiniu.

12-ajame skyrelyje mes buvome suformulave biitinas ir pakankamas sglygas
tam, kad funkcija F (x) biity skirstinio funkcija. Skirstinio funkcijy jvairové labai
didelé, tac¢iau mes iSskirsime tik dvi pagrindines skirstinio funkcijy klases:

diskreciuosius ir tolydziuosius.

Apibrézimas. Diskreciaisiais vadiname tokius atsitiktinius dydzius, kurie gali
jgvti tik baigting arba skaicigjq (suskaiciuojamq) aibe reiksmiy, o jy skirstinio

funkcijas — diskreciaisiais skirstiniais.

Pastebime, kad jei diskretusis atsitiktinis dydis X igyja reikSmes
X;sXs 00y X, oo SU tIKImybEmIs py, p,eey P oees LY.
PX=x)=p,, k=012,.,n,..,
tai skirstinio funkcija F (x) Siuo atveju apibréziama taip:

F(x)z Zpk .

kex <x
Tai reiSkia, kad F (x) yra “laiptuota” su trukiais dydzio p, taSkuose x, .

Kita svarbi klaseé — tolydieji skirstiniai.

Apibrézimas. Jei atsitiktinio dydzio X skirstinio funkcija F (x) turi tankj,

t.y., jei egzistuoja neneigiama funkcija p(x) tokia, kad visiems realiems x

F(x)= f p(v)dy,

tai atsitiktinis dydis X vadinamas tolydZiuoju atsitiktiniu dydziu, o F (x) -

tolydziuoju skirstiniu.
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Pastebime, kad tolydaus atsitiktinio dydzio X atveju

b+0 a

Pla< X <b)=P(X <b)-P(X <a)= _fp(y)dy—_fp(y)dy=

b+0

= [ p(y)ay.

Paémg b =a gauname, kad P(X = x)=0 bet kuriam realiam x.
Pastebime, kad plotas po atsitiktinio dydzio X tikimybinio tankio p(x)
kreive tarp a ir b lygus tikimybei P(a <X <b)arba, kadangi P(X :x): 0 bet

kuriam realiam x, tikimybei P(a <X< b) arba tikimybei P(a <X< b):

Tikimybinis A
tankis P(a<X<b)

><V

Tikimybinio tankio savybés:
1) bendras plotas po tankio p(x) kreive lygus 1;
2) tikimybé P(a <X< b) lygi plotui po tikimybinio tankio p(x) kreive tarp a ir b.
3) p(x) >0 visiems x = 0.

Siy savybiy jrodyma nesunku gauti i§ tankio apibréZimo.

Pagrindiniai skirstinio funkciju tipai:
a) pagrindiniai diskreciyjy skirstiniy tipai —
- tai, visy pirma, jau i$nagrinéti iSsigimes, dvitaskis ir binominis skirstiniai. Sj
saraSg papildysime Puasono skirstiniu — tai atsitiktinio dydzio X , jgyjancio
reik$mes 0,1,2.... su tikimybémis p, = P(X =n)=A"e*/n! (kur A>0-

konstanta), skirstinio funkcija;
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b) pagrindiniai tolydZiyjy skirstinio funkcijy tipai —

tai, visy pirma, jau iSnagrinétas tolygusis skirstinys, ir normalusis — tai

skirstinio funkcija CD(x) , apibréziama formule

kur o >0 ir g - konstantos.

Sekanciame skyrelyje nagrinésime dar vieng svarby tolydziyjy skirstiniy tipg —

eksponentinius skirstinius. Eksponentinis skirstinys Exp(x) apraSomas tokia formule:

1- exp(— /bc),jei x>0,
E -
xp(x) {O, jei x <0.

Cia A —teigiamas parametras.
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14. EKSPONENTINIO SKIRSTINIO
CHARAKTERIZACIJOS TEOREMA

Tegu X yra bet koks neneigiamas atsitiktinis dydis, kurj galima interpretuoti
kaip prietaiso gyvavimo laikg (pavyzdziui, elektros lemputés tarnavimo laikotarpj)
arba kaip aptarnavimo trukme (pavyzdziui, telefoninio pokalbio trukmés laikg).

Tada P(X > x) yra tikimybé jvykio, kad “prietaiso gyvavimo laikas yra ne
mazesnis uz x”. Tarkime, kad prietaisas dirbo laiko tarpa y , ir nuo jo, Sito laiko tarpo
v, likes prietaiso gyvavimo amZziaus (skai¢iuojant nuo laiko momento x+y)
nepriklauso, t.y.

P(X2x+)X2y)=P(X 2x). (1)

Si savybé angly kalba vaizdziai vadinama lack of memory property (pazodziui
verCiant — atminties neturéjimo savybé), o rusy kalba — ceoiicmeo omcymcmeus
nocneoeticmsus (veikimo be praeities poveikio savybé).

Pasinaudojus  salyginés tikimybés apibrézimu lengva jsitikinti, kad
eksponentinis skirstinys, apibréziamas formule

e IS
(A.> 0 yra parametras), tenkina sarysj (1). Ar §i eksponentiniy skirstiniy klasé¢ yra
vienintel¢ klas¢, kurios elementai turi Sig savybe? Tai pagrindinis Sio skyrelio
klausimas, o teoremos, kuriose apraSoma (charakterizuojama) skirstinio funkcijy klase
nagrin¢jamy atsitiktiniy dydziy funkcijy savybémis vadinamos charakterizacijos
teoremomis.
PerraSysime sarysj (1) kita, mums patogesne forma.

Jei P(X=0)=1 (ty., jei atsitiktinis dydis X yra neiSsigimes nulyje), tai

egzistuoja toks skaicius y, >0, kad P(X > y,) > 0. Jrodysime, kad ir
P(X zny,)>0, n=12,.. (2)

Irodinésime matematinés indukcijos metodu. Jau matéme, kad kai n=1, tai

(2) yra teisinga. Tegu ji yra teisinga tada, kai n=+k. Tada i§ (1), paéme x=ky, ir

y =y, gauname, kad

P(X > (k+1)y,) = P(X > ky,)P(X > y,) > 0.
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Taigi, formulé (2) yra teisinga ir reikSmei n =k +1, o tuo paciu kiekvienam
nattriniam #z . O kadangi bet kuriam y > 0 egzistuoja n toks, kad
P(X 2y)=P(X 2ny,),
tai P(X >y)>0.

Todél prisiming salyginés tikimybés apibrézimg, veiksmo be praeities
poveikio savybe (1) galime perrasyti taip:

P X2x+y)=P(X2x)P(X2>2y),Vx>20,Vy>0. 3)

Analizés kurse funkcionaling lygtis

fx+y)=f)f (), V(x,y)eSc R’ “
yra vadinama KoS$i lygtimi.

Paém¢ S =[0;0)x[0;0) gauname, kad veikimo be praeities poveikio
savybé (1) yra ekvivalenti KoSi lygéiai (4), jei f(x) = P(X = x).

Pasirodo, kad eksponentinio désnio charakterizacijai pakanka veikimo be
praeities poveikio savybés (3) iSpildymo ne visuose taskuose y >0, o tik dviejuose
taip vadinamuose nebendramaciuose taskuose y, ir y,.

Apibrézimas. TaSkai y, ir y, vadinami nebendramaciais, jei jy santykis

v,/ y, yra iracionalus skaicius.

Charakterizacijos teorema. Jeigu funkcija f(x) néra konstanta ir bent
dviejuose nebendramaciuose taSkuose 0<y, <y, iSpildyti sqrysiai f(y,)>0 ir
Siuose taskuose tenkinama Kosi lygtis, t.y.

Sx+y) =) f (), ¥x20,i=12,
tai egzistuoja A >0 toks, kad f(x)=exp(—Ax), Vx > 0.

Irodymas pateikiamas vadovélyje [1] — paskaity metu jo iSnagrinéti mums nepakanka

laiko. Naudinga tai atlikti savarankiSkai ir pateikti klausimus.
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15. STYLTJESO INTEGRALO APIBREZIMAS IR
SKAICIAVIMAS TOLYDZIUJU IR DISKRECIUJU
SKIRSTINIU ATVEJAIS. SKIRSTINIO SPEKTRAS

Tarkime, kad intervale [a;b] apibrézta funkcija f(x) ir funkcija F(x) su
aprézta variacija’.

Priminsime, kad funkcijos F(x) variacija V" (F)vadinama sumy

Zn:|F(xk)_F(xk—l)|

tiksli virSuting riba, kur a = x, <x; <...<x, = b yra bet kuri galima taSky i§ intervalo
[a;b] sistema. Yra Zinoma, kad F(x) turi baigting variacija V' (F) tada ir tik tada,
kai ja galima uZzrasyti dviejy did¢janciy (mazé¢janciy) intervale [a;b] funkcijy Fl(x)
ir F, (x) skirtumu, t.y.
F(x)=F(x)- F(x).
Tarkime, kad F(x) tolydi i§ kairés. Jei a ir b - baigtiniai, tai takais
a=x,<x <x,<..<x,=b intervalg [a;b] padalinkime ] baigtinj skai¢iy daliniy

intervaly (x,_,;x,) ir sudarykime suma

> 1ENFC) - Fle) m

kur X, - bet koks taskas i intervalo (x, ,;x;).
Didinkime daliniy intervaly skaiciy taip, kad maksimalus intervaliuky ilgis

artéty prie 0. Jei suma (1) tokiu atveju turi ribg, t.y. jei

3 J=lim if(%)[F(x,-)—F(xi_l)],

n—»0

tai $i riba vadinama funkcijos f (x) Styltjeso integralu funkcijos F  atsvilgiu ir

Zymima simboliu

[ £GodF(x). )

> Pats Th. J. Stieltjes savo 1894 m. darbe reikalavo, kad F’ (x) biity did¢janti “masiy koncentracijos”
funkcija, kurios triikio taskai atitinka “masei, sukoncentruotai tame taske”.

55



R. Januskevicius, O. JanuSkeviCiené
Tikimybés
Styltjeso integralas begaliniame intervale apibréziamas jprastu biidu:
nagrinéjamas integralas intervale [a; b], 0 po to zilirima, ar egzistuoja riba
b
lim j f(x)dF(x). 3)

a—>—0
b—w a

Jei §i riba egzistuoja, tai ji vadinama funkcijos f (x) Styltjeso integralu funkcijos F

atzvilgiu ir zymima simboliu
[rodr).

Galima jrodyti, kad jei f (x) tolydi ir aprézta, tai integralai (2) ir (3)
egzistuoja. Taciau tikimybiy teorijoje Sito maza, nes nagrinéjant taip vadinamus
momentus f (x) néra aprezta.

Cia ir toliau skaitysime, kad funkcijos f (x) Styltjeso integralas F atzvilgiu
egzistuoja tada ir tik tada, kai egzistuoja funkcijos | f (x)| Styltjeso integralas F
atzvilgiu.

Nagrinéjant Styltjeso integralus svarbu Zinoti, ar jskaitomi intervalo galai.

Toliau simbolis a—0 reiSkia, kad a jskaitomas ] integravimo intervala, o a+0

reiSkia, kad a nejskaitomas. Taigi,

j-f(x)dF(x) = }E}I}oif(%l )[F(xi)_F(xi—l )]: hnl)Zf()NCz )[F(xi)_F(xi—l )]+
o, | “)
m (& NF(x)=F(x)]= [/ ()dF(x)+ f(a)]F(a+0)-F(a)]

)Cle)CO:a
a+0
I§ ¢ia matome, kad jei f(a)# 0 ir funkcija F(x) turi Suolj taSke x =a ir yra jame
tolydi i§ kairés, tai F(a)= F(a—0) ir i§ (4) gauname, kad

[ £MF()~ | £ MP()= flafFla0)- Flao)].

a+0
Toliau susitarsime deSin] intervalo gala nejskaityti, o kairj jskaityti |
integravimo rézius. Be to skaitysime, kad F(x) yra tolydi i§ kairés. Sis susitarimas leis

mums rasyti taip:

I8 tiesy, kadangi x, = a ir dél F tolydumo i3 kairés F(b)=lim F(b—¢), tai

&0
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b

JaF(o)=1m 3 [F(x,)- Fx)]=1m[F(x,)- F(x,)]= F()- Fla). (5

n—>0 n—>00

=

Atskiru atveju, kai F(x) yra atsitiktinio dydzio X skirstinio funkcija, i$ (5) gauname,
kad

idF(X)=F(b)—F(a): Pla< X <b),

i dF(x)= F(b)- F(-o)= F(b)= P(X <b).

Jei F (x) yra tolydi skirstinio funkcija, kuri turi i§vesting, tai i§ baigtiniy
prieaugliy formulés
F(xi)_F(xi—l): p(fi)(xi _xi—l)’
kur x, , <X, <x,, gauname, kad

b

J (M) =l PG )= Pl )= (Dol Ko —x..) =

Taigi, $iuo atveju Styltjeso integralo nagrinéjimas suvedamas j paprastajj integralg.
Tegu dabar F (x) yra bet kokia skirstinio funkcija.
Apibreézimas. Taskas x* vadinamas skirstinio funkcijos F (x) augimo taSku, jei
F(x* +£)—F(x* —g)> 0

bet kuriam ¢ > 0.

Apibrézimas. Skirstinio F spektru S(F ) vadinama visy Sio skirstinio

funkcijos augimo tasky aibé.

Apibrézimas. Skirstinio F  diskreciuoju spektru D(F ) vadinama visy

skirstinio funkcijos tritkio tasky aibe.

Teorema. Jei I - diskretusis skirstinys, tai

D(F)=S(F); (6)
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D(F) = 5} = [ FHF()= 3 76 NF (s +0)- Fx; =0). (7

)

Jrodymas. Akivaizdu, kad bet kuriai skirstinio funkcijai F teisingas sarysis

D(F)c S(F).

I§ kitos pusés, jei F' - diskretus, tai S(F ) sudaryta 1§ izoliuoty tasky, o bet kuris
izoliuotas S(F ) taskas priklauso D(F ), t.y. diskreCiojo skirstinio atveju
S (F ) c D(F ) ir sarysis (6) pilnai jrodytas.

Sarysio (7) irodymui pastebésime, kad jei F (x) turi $uolj taske x = x ", tai bet
kuriame integravimo srities padalijime visada atsiras tokie du taskai x, ir x,,,, kad

x, <x <x,,.Todél

J 70 = tim (3 (s ) s b £ NG PG

SN = T rar)s e N (e o) e o)

i=k+2

+ T f(x)dF(x).

x40
Atskiru atveju, kai S(F)=D(F), t.y. funkcijos F(x) kitimas vyksta tik taskuose

s

£ £ .
Xp 53Xy peeen X ., tai

PERE

J e =3 56 e +0)-#(s o)

t.y. Styltjeso integralas virsta eilute.

Teorema jrodyta.
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16. STYLTJESO INTEGRALO SAVYBES

Zemiau formuluojamos savybés lengvai jrodomos Styltjeso integralo
apibrézimo pagrindu analogiskai, kaip tai buvo daroma Lebego ir Rymano integraly

atvejais analizes kurse.

1savybé.Jei a<c <c, <..<c,<bira=c,, b=c,,,tai
b n Cisl
JFaF ()= £ (e)aF ().
a i=0 C;

2 savybé. Konstantg galima iskelti prie$ integralo Zenkla:

b

jcf(x)dF(x) = CI f(x)dF(x).

a a

3 savybé. Funkcijy sumos integralas lygus Siy funkcijy integraly sumai:
b p n b
[ 27, 6HF ()= 3 [ £ (x)aF (x).
a i=l i=1 g
4 savybé. Jei F (x) ir F,(x) - monotoninés funkcijos su baigtine variacija, o

¢, 1Ir ¢, - konstantos, tai

[ F(Mle By )+ e, () =, | £ F () 3 | (M ).

5 savybé. Jei f(x)>0 ir b>a, o F(x) - skirstinio funkcija, tai

b

Jf(x)dF(x) > 0.

6 savybé. Rymano integralas yra Styltjeso integralo atskiras atvejis, kai

F(x)=x+C, C — konstanta.

Siy savybiy jrodyma studentai pajégiis atlikti savarankiskai.
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17. DISKRECIOJO DYDZIO VIDURKIS IR JO FIZIKINE
INTERPRETACIJA. DRAUDIMO MODELIS

Skirstinio funkcija, jei ji Zinoma, yra pilniausia atsitiktinio dydzio
charakteristika, nes atspindi ne tik tai, kokias reikSmes jgyja nagrinéjamas atsitiktinis
dydis, bet ir $iy reikSmiy jgijimo tikimybes.

Taciau skirstinio funkcijos radimas - gana sunkus uzdavinys, daznai atsitinka,
kad apie nagrinéjamg atsitiktinj dyd]j visiSkai nebiitina turéti tokig detalig informacijg.
Daznai pakanka zinoti tik tam tikras skaitines charakteristikas - vidurkj (matemating
viltj), dispersija, momentus. Pirmiausia i§nagrinékime vidurkio sagvoka.

Pradékime nuo paprasciausio statistinio duomeny rinkimo. Tuo tikslu 20 karty
meskime lo§imo kauliuka. Siy eilu¢iy autorius gavo tokius duomenis:

3 6 3 5 4 1 2 4 4 2
3 4 6 5 1 3 6 6 3 1

Siy stebiniy aritmetinis vidurkis x, dar vadinamas imties vidurkiu,

apskai¢iuojamas taip:

e stebiniy reikSmiy suma 72 16
stebiniy skaicius 20

Taciau §; vidurki mes galéjome apskaiciuoti kitaip. O biitent, gal¢jome
apskaiciuoti kiekvienos kubiuko pusés pasirodymo daznj ir, apskai¢iave santykinj

daznj, vidurkj gauname taip:

(B3 G ) (3o )

S skai¢iavimo biida galima iliustruoti tokia formule:

Imties vidurkis x = z (stebinio reikSmé x santykinis daznis)

Isivaizduokime, kad kubiuka mes métome ne 20, o labai daug karty. Tada
santykinis daznis artés prie vienos kubiuko sienelés pasirodymo tikimybes, t.y. prie

1/6. Vidurkis tokiu atveju apskaic¢iuojamas taip:

1-&) + 2-(%) +..4+6- &j = (reiksme x tikimybé) = 3.5.
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Sio pavyzdzio ir statistinio stabilumo fenomeno pagrindu natiiralu atsitiktinio

dydzio X vidurkj apibrézti taip:

atsitiktinio dydzio X vidurkis =" (reiksmeé x tikimybé) arba > x,P(X =x,),

kur x, paZymétos skirtingos atsitiktinio dydzio X reikSmes.
Atsitiktinio dydzio X vidurkis dar yra vadinamas populiacijos vidurkiu arba
matematine viltimi ir Zymimas g arba EX.
O stai Lietuvos standarto apibrézimas:
Diskreciojo atsitiktinio dydzio X, jgyjancio reikSmes x;, su tikimybémis p,,
vidurkis (kai jis egzistuoja) yra
pu=EX=) x,p;

cia sumuojama pagal visas X jgyjamas reikimes x,, o p, = P(X = xi).

Apibendrinkime kubiuko métymo eksperimenta, pasirinkdami bet kokj
stochastinj eksperimentg. Kartokime ji daug karty, kaskart skai¢iuodami jo stebiniy
aritmetinj vidurkj x. Galima jsitikinti, kad $i apskaiciuotoji reik§me X po daugelio
eksperimento kartojimy yra artima teoriniam vidurkiui x. Tai taip vadinamas

didziyjy skaiciy desnis. Suformuluokime jj atskirai.

DidZiyjuy skaiciy désnis (empirinis variantas). Praktiskai neabejotina, kad
didelio skaiciaus nepriklausomy populiacijos stebiniy aritmetiniai vidurkiai artéja

prie Sios populiacijos vidurkio u .

Norédami iliustruoti §io désnio veikimg, atlikime tokj eksperiments.
Modeliuokime 400 atsitiktinio dydzio su nuliniu vidurkiu populiacijos stebiniy.
Kiekvieng karta, gave 10 naujy stebiniy, i§ naujo apskaiciuokime visos imties vidurkj.
Tai reiskia, kad skaiiuojamos Sios reikSmes:

X10 = (x, +...+x10)/10, X20 = (x1 +...+x20)/20, ey

)_6400 = (x1 +...+ x400)/400.
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Irase konkrecias stebiniy reikSmes, gauname tokj arba panasy grafika:

Vidurkis
0.7 *

0.6
05
0.4
03
0.2
0.1

Imties
100 200 00 400 dydis

Standartinio normaliojo atsitiktinio dydiio populiacifos stebiniy modeliavimo
rezultatai, iliustruojantys didiiyjy skaiéiy désnio veikimgq

ISvada aiski: didéjant stebiniy skaiCiui, jy aritmetinis vidurkis artéja i nulj, t.y.
1 populiacijos vidurkj x = 0.

Fizikiné vidurkio interpretacija. Vidurk; galima interpretuoti kaip
atsitiktinio dydzio "svorio centrg". Isivaizduokime svorius, kuriy skaitiné iSraiSka
kilogramais lygi diskre€iojo atsitiktinio dydZio jgyjamy reikSmiy tikimybéms.
I8déliokime juos ant svertiniy siipuokliy atstumais, proporcingais igyjamoms
reikSméms. Norint, kad tokios siipuoklés jgyty pusiausvyrg, atramos taska reikia
lokalizuoti tiksliai toje vietoje, kurios koordinaté lygi atsitiktinio dydzio vidurkiui.

Pailiustruosime tai pavyzdziu. Tegu atsitiktinis dydis X jgyja reikSmes 0, 4, 7
ir 14 su tikimybémis 0,1; 0,3; 0,2 ir 0,4. Tada

u=EX=0-01+4-03+7-02+14-0,4=8,2,

o svertines stipuokles su svoriais 0,1; 0,3; 0,2 ir 0,4 grafiskai galima pavaizduoti taip:

04
0,3 Atramos (balgnso) taskas
0,2

012345678‘9101112131415
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Draudimo modelis. Daugelis tikimybiniy savoky, jskaitant vidurkio arba
matematinés vilties id€jg, kilo studijuojant azartinius loSimus. Palaipsniui Sios
sgvokos ir idéjos buvo taikomos tose srityse, kuriose Zenklig jtaka turéjo rizikos
faktorius. Pirmiausia, vystantis prekybai, jos rado pritaikyma paprasciausiuose
draudimo modeliuose. Vieno tokio modelio pavyzdj iSnagrinésime dabar.

Draudimo kompanija iSmoka klientui 5 000 Lt sumag, jei kruizo metu jis
apvagiamas arba patiria kitus nuostolius. Jei $iy nuostoliy rizika jvertinama santykiu
1:250, tai kokia turi biti kliento draudimo jmoka?

Pirmiausia pastebésime, jog tikimybé¢, kad kompanijai teks iSmokeéti 5 000 Lt
sumg, yra 1/250=0,004. Tegu X yra atsitiktinis dydis, reiSkiantis kompanijos

iSmokos x klientui suma. Tada reikSmes x, Sis dydis jgyja su tikimybémis

p; (i=1,2), kurios apraSomos tokia lentele:

ISmoka x, Tikimybé p,
5000 Lt 0,004
0Lt 0,996

Apskaiciuojame vidurkj:

EX= 5000 x 0,004 +0x0,99 =20 Lt.

Taigi, vidutiné suma, kurig kompanija iSmoka klientui, yra 20 Lt. O tai reiskia,
kad buty pagrista i§ kliento prasyti 20 Lt didumo draudimo jmokg. Suprantama,
realiame modelyje $i jmoka biity didesné — prisidéty administravimo iSlaidos,

mokesciali, i§laidos draudimo kompanijos pelno portfeliui.

63




R. Januskevicius, O. JanuSkeviCiené
Tikimybés

18. MATEMATINIO VIDURKIO APIBREZIMAL
NORMALIOJO, TOLYGIOJO IR PUASONO
SKIRSTINIU VIDURKIAI

Sugrieztinsime sgvokas, iSnagrinétas praeitame skyrelyje.

Apibrézimas. Tegu diskretusis atsitiktinis dydis X  jgyja reikSmes

su tikimybémis p,,p,,... P, ... Jeigu eiluté inpi konverguoja

i=1

Xy Xy gy X

noter

absoliuciai, tai jos suma vadinama atsitiktinio dydzio X matematiniu vidurkiu arba

matematine viltimi ir Zzymima EX .
Natiiralu §j apibréZima apibendrinti tolygiesiems atsitiktiniams dydZziams taip:

Apibrézimas. Jei tolydusis atsitiktinis dydis X turi tankj p(x), tai integralas
EX = pr(x)dx (1)

vadinamas Sio atsitiktinio dydzZio matematine viltimi (vidurkiu), jei egzistuoja
integralas

0

J|x| p(x)dx.

—0

Ir, pagaliau, bendras atvejis.

Apibrézimas. Tegu atsitiktinis dydis X turi skirstinio funkcijq F (x) Styltjeso

integralas
EX = j xdF (x) 2)

vadinamas atsitiktinio dydzio X matematine viltimi, jei jis konverguoja absoliuciai.

Vietoje termino atsitiktinio dydzio X matematiné viltis kartais vartojamas jo
sinonimas skirstinio F(x) matematiné viltis, jei F(x) yra atsitiktinio dydzio X

skirstinio funkcija.
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ISnagrinésime konkrecius pavyzdzius.
1 pavyzdys. Apskaiciuoti normaliojo atsitiktinio dydzio Z , turin¢io tankj

p(x>=$exp(— %}

Sprendimas. 1§ formulés (1) turime, kad

matemating viltj.

o1 (x—a)
EZ = [x——exp| - XY gy,
J;xamexp( 2o j x

Atlike kintamyjy pakeitimg u = r-a gauname
o

- 5o = g =
e 2 du = Iuezdu+ Iezdu.
—o0

\/_J-ou+a Nerdh N

Sumos deSin¢je pirmajj integrala apskaiciuoti lengva, jei atlikti tokj kintamyjy

pakeitimg —u=v:

2

o -u N +o  u” +0 4o
Iuezdu:j +j =.[ve2dv+jue2du:—.[ +.[ =0.
—0 —o0 0 +00 0 0 0

Taigi,

EZ\/_ \/_\/_a

ISvada. Normaliojo skirstinio parametras a yra lygus Sio skirstinio

matematinei vilciai (ir daZnai Zymimas raide p ).

2 pavyzdys. Apskaiciuoti tolygiojo intervale (a,;b) skirstinio matemating vilt;.
Sprendimas. Priminsime tolygiojo skirstinio apibrézima:

0, jei x<a,

F(x): x—a’ jei a<x<b,
b—a
1, jei x>b.

IS formulés (2) turime, kad
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T ¢ d 1 (p* a? +b
EZ:J.XdF(x):J-xb—xa:b—a[T_%J:aZ .

ISvada. Tolygiojo intervale (a;b) skirstinio matematiné viltis sutampa su Sio

intervalo vidurio taSku.

3 pavyzdys. Apskaiciuoti diskreciojo atsitiktinio dydzio &, turin€io Puasono
skirstinj, matematine viltj.
Sprendimas. Kadangi atsitiktinis dydis & turi Puasono skirstinj, tai
N A
pj =P(§=J):76 l, ]20,1,2,...-
IS ¢ia turime, kad
ﬁ,j_l © 1]

S =LA X A ) N ») A A
EE=> x.p. = —e " = —e " =Ae =Ae —=Ae"-e" = A
: /Z=<; P _/Z=<;J J! 2.7 Z(j—l)! o J!

ISvada. Puasono skirstinio parametras A yra lygus Sio skirstinio matematinei

vilciai.
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19. MATEMATINIO VIDURKIO SAVYBES

Teorema 1. Konstantos matematinis vidurkis lygus paciai konstantai, t.y.

EC=C.

Irodymas. Konstanta C galime nagrinéti kaip diskretinj atsitiktinj dydi X,
kuris gali jgyti tik vieng reikSme¢ C su tikimybe 1, t.y. kaip iSsigimusj taske C
atsitiktinj dydj X . Todél pagal diskreCiojo atsitiktinio dydzio matematinés vilties
formule turime, kad
EC=EX=C-P(X=C)=C-1=C.

Teorema jrodyta.

Teorema 2. Arsitiktiniy dydziy sumos matematinis vidurkis lygus jy

matematiniy vidurkiy sumai, t.y.

E(X+Y)=EX+EY.

Irodymg pateiksime tik diskreciyjy atsitiktiniy dydziy X ir ¥ atveju. Tegu

P(X:xl.):pi, i=12..., ipi =1;

i=l1

Plr=y)=q, j=12.. Yq =1.

J=1

Tada atsitiktiniai dydziai X +Y jgyja pavidalo x,+y, reikSmes, kur
i,j=12,.. Pazymékime p, tikimybg jvykio, kad X jgis reikSme¢ x;, 0 ¥ - reikSme¢

v, - Kadangi pagal pilnos jvykiy grupés {H j} formule

P(4)=3 Planm,)

J=

tai pazyméje H, ={w:Y(w)=y,} turime, kad

p[:P(X:xi):iP(sziﬁY:yj)zipU. (1)

J=1

AnalogisSkai,

67



R. Januskevicius, O. JanuSkeviCiené
Tikimybés

o0

qj:P(Y:yj):ZP(X:ximY:yj):ipU . (2)

i=1
Pagal matematinio vidurkio apibrézima ir i§ (1) bei (2)

X+Y zi(x +yj)pl/ zii(xi—l—yj) iy

i,j=1 i=l j=

5 (zjz(z

Jj=1 i=1

i X + EY,

j=1

Il
'Ms X

Il
—_

ka ir reik¢jo jrodyti.

ISvada. Baigtinio démeny skaiciaus atsitiktiniy dydZiy sumos matematinis

vidurkis lygus Siy atsitiktiniy dydziy vidurkiy sumai.

Irodymas. Pagal ka tik jrodyta teorema,
EX,+X,+.+X,)=EX,+E(X, +..+ X,)=
=EX,+EX, +E(X, +..+ X,)= EX, + EX, +..+ EX .

I8vada jrodyta.

Apibrézimas. Atsitiktiniai dydziai X ir Y vadinami nepriklausomais, jei bet
kurioms Borelio aibéms B,, B, teisinga lygybée

P(XeB,YeB,)=P(XeB,) PY eB,)

Teorema 3. Nepriklausomy atsitiktiniy dydziy X ir Y sandaugos vidurkis
lygus Siy atsitiktiniy dydziy vidurkiy sandaugai, t.y.
EXY =EX -EY.

Irodymas. Nagrinésime tik diskre€iyjy atsitiktiniy dydziy atvejj, pazymédami
p,=P(X=x) i=12,.
q; :P(Y:yj), j=12,..
Pastebésime, kad dél atsitiktiniy dydziy X ir ¥ nepriklausomumo,
PX=x,Y=y,)=paq,.

todél
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EXY = inny(X - xi’Y - y./') = Z‘xiyjpiqj =
A i’j
= sziyjpin = (Z%PJ[ZLQJ =FEX-EY,
' i=l j=1
ka ir reikéjo jrodyti.

Teorema 4. Konstantq galima iskelti pries matematinio vidurkio Zenklg, t.y.

ECX =CEX .

Irodymas. Bet kuriam atsitiktiniam dydziui X pora X ir C galime nagrinéti
kaip nepriklausomus atsitiktinius dydzius. Tada i§ teoremos 1 ir teoremos 3 gauname,
kad

ECX = ECEX =CEX ,
kg ir reikéjo jrodyti.
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20. TEOREMA APIE ATSITIKTINIO DYDZIO
FUNKCIJOS VIDURKI. AUKSTESNIU EILIU,
CENTRINIAI IR ABSOLIUTIEJI MOMENTAI

Teorema. Jei F (x)— atsitiktinio dydzio X skirstinys, o f(x) - tolydi funkcija,

tai

()= [ (e (),

Irodymas. Sekdami B. Gnedenkos [7] pavyzdziu, $ig teoremg jrodysime tik
paprasCiausiam atvejui, kai f (x) = (x — a)k, k €N, a - konstanta. Pazymékime
Y =(X-a)*, G(x)=P <x)

Tada pagal matematinio vidurkio apibrézima,

EY = TxdG(x) = E(X —a)". (1)

Jei k - nelyginis skaicius, tai
G(x): P(Y < x): P((X—a)k < x): P(X—a < %): P(X <a +k\'/;):
:F(a+%)

Taigi, nelyginio £ atveju is (1) ir (2) turime, kad

2

E(X -a) = ]O.xdG(x):]gxdF(a+%)

—00 —00

Atlike kintamyjy pakeitimg y =a + &x gauname, kad

E(X-a) = [(v-a) dF(y)

ty. Ef(X)= T f(x)dF(x), jei f(x)=(x—a)", ka ir reikéjo jrodyti.

Tegu dabar k& — lyginis. Tada Y - neneigiamas atsitiktinis dydis, tod¢l jo
skirstinio funkcija G(x) lygus 0, kai x <0. Jei x>0, tai
G(x)=P(Y < x)= P((X —a)f <x)=Pla—x < X <a+¥x)=
:F(a+%)—F(a—'§/;+0)

Taigi, lyginio k atveju i$ (1) ir (3) turime, kad

3)
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E(X —a)k = TxdG(x) =TxdF(a + W)—TxdF(a —Hx+ 0) 4)

0 0
Pirmajame integrale atlik¢ kintamyjy pakeitimg y =a+4/x, o antrajame pazyméje
u=a—4x+0, $iuos integralus perraSome taip:

TxdF(a+%)=T(y—a)k dF(y), (5)

0 a

—00

TxdF(a—’i/;+0):j(u—a)de(u):—j(u—a)de(u). (6)

0 a
Kadangi, apibréZzdami Styltjeso integrala, buvome susitar¢ nejskaityti |
integravimo rézius deSinj intervalo gala, o kairj jskaityti, tai i§ (4), (5) ir (6) turime,

kad

E(X -a) = T+

[=[(x-a) ar(x) ™

-

Teorema jrodyta.

ApibréZzimas (pagal B.Gnedenko [7]). Atsitiktinio dydzio X k-tuoju momentu

vadinamas atsitiktinio dydzio (X —a)' matematinis vidurkis:

v, (a): E(X —a)k.

Pagal ka tik jrodyta formule (7),

vi(a)= [(x—a) dF(x)

kur F'— atsitiktinio dydZio X skirstinio funkcija.
Taciau labiau paplitusi tradicija k-tosios eilés (arba tiesiog k-tuoju) momentu
vadinti dydj v,(0), o dydis v,(EX) vadinamas k-tosios eilés centriniu momentu.

Dydis v, (0) dar kartais vadinamas pradiniu momentu.

Apibrézimas (pagal J.Kubiliy [3]). Atsitiktinio dydzio X k-osios eilés, arba
tiesiog k-uoju, momentu (k — sveikas neneigiamas skaicius) vadiname jo k-tojo

laipsnio vidurkj
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EX* = kadF(x).

—00

Kaip zinome, funkcija x* yra integruojama tada ir tik tada, kai jos absoliutusis

didumas yra integruojamas, t.y. kai integralas
E|X|k = .[|x|de(x)

yra baigtinis.
Pastarasis integralas yra vadinamas atsitiktinio dydzio X k-osios eilés, arba

tiesiog k-uoju, absoliuciuoju momentu.
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21. DISPERSIJOS APIBREZIMAS IR JOS
APSKAICIAVIMAS. NORMALIOJO, TOLYGIOJO IR
PUASONO SKIRSTINIU DISPERSIJOS

Matéme, kad ypatingas vaidmuo tikimybiy teorijoje tenka pirmos eilés
pradiniam momentui — tai matematinis vidurkis (matematiné viltis). Ypatingas
vaidmuo tenka ir antros eilés centriniam momentui — dispersijai (nuo lotyny kalbos
zodzio dispergere — issklaidyti, iSbarstyti). Apie tai bus kalbama sekanciame
skyrelyje.

Dabar pateiksime dispersijos apibrézimus diskretaus ir tolydaus atsitiktinio
dydzio atvejams ir apskaiciuosime tolygiojo, normaliojo ir Puasono skirstiniy
dispersijas.

Atsitiktinio dydzio X dispersija vadinama X nuokrypio nuo EX kvadrato

matematinis vidurkis. Paprastai ji Zymima simboliu DX .

Apibrézimas. Tegu diskretusis atsitiktinis dydis X jgyja reiksmes
X sXspees X, oo SU tikimybémis p,,p,,..., P, .., O M yra §io atsitiktinio dydzio

matematinis vidurkis. Jeigu egzistuoja Sio atsitiktinio dydzZio antrasis centrinis

momentas, tai jis vadinamas dispersija ir Zzymimas

DX =) (x,~u) p, @)

Bendru atveju atsitiktinio dydzio dispersija apibréziama taip:
DX =E(X —EX) = T(x —EX) dF(x),
kur F(x)=P(X < x). I§ &ia tolydziojo atsitikt?nio dydzio atveju turime, kad
DX =E(X-EX) = T(x ~EX ) dF(x)= T(x — ) plx)dx . (2)

Teorema. Jei egzistuoja atsitiktinio dydzio X dispersija, tai
DX = EX* —(EX),

DX = min E(X —u).

—00<U <00
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Jrodymas. Pasinaudoj¢ teoremomis 1, 2 ir 4 apie vidurkio savybes gauname,
kad
DX = E(X — ) = E(X? = 24X + p* )= EX? 20X + pi° =
=EX* 24"+’ = EX* —y* = EX* —(EX)".

Analogiskai,

E(X —u) = EX? + (> = 2uEX )= EX” +(u® - 2uEX + (EX )’ ) (EX)* =
=EX?*+u—-EX) —(EX)".

I ¢ia pastebésime, kad E(X —u)’ minimumas gaunamas tada, kai u = EX , todél

min E(X —u)’ = EX’ —(EX)?

—00<uY <0

Teorema jrodyta.

1 pavyzdys. Apskaiciuoti normaliojo atsitiktinio dydzio Z , turin¢io tankj

=l

1
P(x) = ECXP(— 252

dispersija.
Sprendimas. Anksc¢iau buvome jrode, kad EZ =a. Todél pagal formule (2)

gauname tokj sarysj:

DZ = T(x —a)’ p(x)dx = a\/lg :T(x —a) exp{— %}dx.

—00

Atlike kintamyjy pakeitima

turime, kad

J‘z—ﬁ [ exp(— y?jdy (3)

DZ =

Integruojame dalimis:

© 2 © 2 v /" “ :
(_ y?jd T Iyde'yg =— ye_fg + J‘e_ygdy =2z “4)

[ exp

—0

—00

IS (3) ir (4) gauname, kad
DZ=0".
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IStyréme antrojo normaliojo skirstinio parametro tikimybing prasme — tai

normaliojo atsitiktinio dydzio dispersija.

ISvada. Normalusis skirstinys pilnai apibréziamas jo matematiniu vidurkiu ir

dispersija.

2 pavyzdys. Apskaiciuoti tolygiojo intervale (a,b) skirstinio dispersija.

Sprendimas. Prisimine tolygiojo skirstinio apibrézima nesunkiai pastebime,

kad
ZY? - szdF(x)zj-bxz e b’ —a’ _ b*> +ab+a’ .
i "b—a 3(b-a) 3
Buvome apskaiciave, kad EX = ath . Todél i§ formulés DX = EX* —(EX )
turime:

DX

_a’+ab+b’ _(a+b]2 B (b—a)2
3 2 12

I$vada. Tolygiojo skirstinio dispersija priklauso tik nuo intervalo ilgio ir yra
Sio ilgio monotoniskai didéjanti funkcija. Kuo labiau iSsklaidZiusios atsitiktinio dydzZio

reiksmeés, tuo didesné dispersija.

3 pavyzdys. Apskaiciuoti diskreciojo atsitiktinio dydzio X , turin¢io Puasono
skirstinj, dispersija.

Sprendimas. Priminsime, kad

p,=P(X=j)= i—fe‘i, j=0,12,..
J!

Buvome apskaiciave, kad EX = A . Taigi, analogiskai (1),
EX* = Zw:xsz = ijz i—je’ﬂ = ﬂ,e’]"ij Za = ﬂe’li(l+(j—1)) Za =
== = G- = (-1

J

~
(=}

M

= e

A +/Ize_li A = e et + Ve et = A+ 12
(j-1)! =(-2) '

Kadangi DX = EX* —(EX)’ ir EX = A, tai ir DX = A.

J

Il
—_
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ISvada. Puasono skirstinio matematinis vidurkis ir dispersija sutampa ir yra

lygiis Sio skirstinio parametro reikSmei A .

22. TEOREMOS APIE DISPERSIJOS SAVYBES

Teorema 1. Konstantos dispersija lygi nuliui: DC =0.

Jrodymas. Kadangi EC =C, tai DC = E(C - EC)’ = E(C-C)’ = E0 =0.

Teorema jrodyta.

Teorema 2. Jei C - konstanta, tai

DCX =C*DX.

Irodymas. Kadangi ECX = CEX , tai
DCX = E(CX —ECX ) = E(CX —CEX )’ = EC*(X —EX) =
=C’E(X - EX)’ = C*DX.

Teorema jrodyta.

Teorema 3. Nepriklausomy atsitiktiniy dydziy X ir Y sumos dispersija lygi
Siy atsitiktiniy dydziy dispersijy sumai, t.y.
D(X +Y)=DX +DY.

[rodymas. Kadangi E(X +Y ) =EX+EY , tai

DX+Y)=EX+Y-EX+Y)’ =E(X -EX)+(Y-EY)) =
= DX + DY +2E((X —EX (Y - EY))
Kadangi atsitiktiniai dydziai X ir Y yra nepriklausomi, tai nepriklausomi yra ir
atsitiktiniai dydziai X — EX bei Y — EY. Todél
E(X —EX)Y-EY)) = E(X —EX)-E(Y —EY) = (EX — EX)-(EY —EY) =0.

Teorema jrodyta.

ISvada. Baigtinio skaiciaus sumos poromis nepriklausomy atsitiktiniy dydziy

dispersija lygi Siy atsitiktiniy dydziy dispersijy sumai.
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Jrodymas. Pastebime, kad

DX, +..+ X,)=E(Y (X, — EX, )2 =EY Y (X, - EX, \X, - EX )=

k=1 j=1 k=1

=iiE(Xk —EXk)(X_, —EX_,-)= DX, + E(Xk _EXk)(Xj _EX_/)

k=1 j=1 k=

=~
#*
~.

Kadangi nagrinéjami atsitiktiniai dydziai yra poromis nepriklausomi, tai
visiems k ir j tokiems, kad k # j
E(X, - EX, )X, -EX,)=0.

ISvada jrodyta.

Teorema 4. Nepriklausomy atsitiktiniy dydziy X ir Y skirtumo dispersija
lygi Siy atsitiktiniy dydZiy dispersijy sumai, t.y.
D(X -Y)=DX +DY.

Irodymas. 1S teoremy 2 ir 3 gauname, kad
D(X -Y)=D(X +(-Y))=DX + D(-Y)= DX +(~1)’ DY = DX + DY.

Teorema jrodyta.

Teorema 5. Jei Y yra normuotas atsitiktinio dydzio X nuokrypis, t.y.
_X-EX

JDx

Y

tai DY =1.

Irodymas. Kadangi EX yra konstanta, tai X ir EX galime nagrinéti kaip

nepriklausomus atsitiktinius dydZzius, tod¢l i§ teoremy 1, 2 ir 4 gauname, kad

X-EX) 1 1
D( Tox ): DXD(X—EX):E(DX+O):1.

Teorema jrodyta.

Apibrézimas. Dydis DX vadinamas atsitiktinio dydzio X standartiniu

nuokrypiu ir paprastai Zymimas raide o .
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23. DISPERSIJA KAIP SKLAIDOS MATAS

Min¢jome, kad antros eilés centrinis momentas buvo pavadintas dispersija, o
Sis pavadinimas kiles nuo lotyny kalbos zodzio dispergere — iSsklaidyti, iSbarstyti.
Isitikinsime, kad dispersija i$ tiesy gali biiti nagrin¢jama kaip sklaidos matas.

Tarkime, kad x,,x,,...,x, yra stochastinio eksperimento stebiniy reikSmés.

Sios imties vidurkiu pavadinome jos reikSmiy aritmetinj vidurkj x,
x= Zn:
xX=—) Xx,.
1
ooy

"Matematikos terminy Zzodyne" x vadinamas empiriniu vidurkiu. Matéme, kad tai
centro matas, kurio fizikiné interpretacija - svorio centras.

Taciau be duomeny centro nustatymo, bet kuri duomeny aprasomoji analizé
privalo turéti kitimo (sklaidos) apie §j centrg skaiting iSraiska, t.y. Kkitimo (sklaidos)
matg. Dvi stebiniy aibés gali turéti tas pacias centro pozicijas, bet skirtingg sklaidos
apie $j centrg pavidala. Pavyzdziui, panagrinékime dvi imtis:

(X, %, %5, X, X, | = {4,6,9,12,14}

{ylﬂyzay3:y4ay5}: {7,8,9,10,11}.

Siy im¢iy centrai ¢, ir ¢, sutampa:

- 1S 45
cz=y=gZyi=?=9-
i=l1

Matome, kad taskai pirmojoje imtyje yra daugiau issklaidyti, negu taskai
antrojoje, nors jy centras yra tas pats.

Kuo tai galima paaiskinti? ApibréZus i-tojo stebinio nuokrypj formule

Nuokrypis A, =i-tasis stebinys - (Imties vidurkis).

gauname dvi nuokrypiy sekas:
-5,-3,0,3,5;

-2,-1,0, 1,2.

Susumave Siuos nuokrypius, abiem atvejais gauname vieng ir tg patj rezultata:
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DA, =0.
Matome, kad teigiamus nuokrypius "atsveria" neigiami nuokrypiai. Pasirodo,

kad ir bendru atveju galima jrodyti, jog

visy nuokrypiy A, suma visada lygi nuliui.

I§vada. Norédami gauti sklaidos matg, turime pasalinti neigiamy nuokrypiy

A, zenklus, pries juos sudedant.

Vienas i8 tokiy zenkly pasalinimo budy - pakelti nuokrypius kvadratu.

Taigi, pakélus nuokrypius kvadratu, juos susumavus ir padauginus iS
normavimo koeficiento //(n-1) (daznai normavimo koeficientu pasirenkamas //n)
gaunamas sklaidos ir kitimo matas, kuris vadinamas imties dispersija (angl. sample

variance, rus. gulbopounas oucnepcus) arba empirine dispersija:

Apskai¢iuosime empiring dispersija ir empirin} standartinj nuokrypj

pateiktame pavyzdyje:
Stebiniai | Nuokrypiai (Nuokrypiai)2 Stebiniai Nuokrypiai (Nuokrypiali)2

X —x (v, —xf ” . (1, —5)
4 -5 25 7 -2 4
6 -3 9 8 -1 1
9 0 0 9 0 0
12 3 9 10 1 1
14 5 25 11 2 4

IS viso 0 68 IS viso 0 10
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Kadangi n—1=4, tai i§ lentelés gauname, kad

s2=087=17; 5 =17 =423 ;

sj = 104 =2,5; s, = \/ﬁ ~1,58.

Peréjimas nuo imties dispersijos apibrézimo prie atsitiktinio dydzio dispersijos
apibrézimo analogiSkas peréjimui nuo imties vidurkio apibrézimo prie atsitiktinio
dydzio vidurkio apibrézimo, todél jo detaliau nekartosime.

L4

Kai tyrinétojas analizuoja statistinius duomenis, jis paprastai daro iSvadas

dviejy charakteristiky pagrindu. Sios charakteristikos — tai empirinis vidurkis x ir
empirinis kvadratinis nuokrypis s .

Rusy matematikas P.L. Cebysevas (1821-1894) jrodé, kad minimalus
procentas stebiniy, kurie patenka j intervalg ()_c —ks; x + ks), kur k - nattrinis skaicius,
yra (1 —1/k* ) 100. Detalizuosime §j teiginj labiausiai paplitusiems praktikoje

atvejams k=2 ir k=3.

Empiriné¢ CebySevo taisyklé. Maziausiai 75% stebiniy patenka j intervalg

()_c —2s; x+ 2s). Maziausiai 89% stebiniy patenka j intervalg ()_c —3s; x+ 3s).
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24. CEBYSEVO NELYGYBE. DIDZIUJU SKAICIU
DESNIS

Nagrinédami Styltjeso integralo savybes matéme, kad jei X - atsitiktinis

dydis su skirstinio funkcija F(x), tai
Pla< X <b)=F(b)-F(a)=[dF(x).

Analogiskai,
P(X|>a)= P(X > a)+ P(X <—a)=Pla< X <)+ P(-o0< X <—a)=
© -a+0 1
~[aF()+ [dF()= [dF(x) M
a —0 ‘X‘Za
Sio sarysio mums pakaks CebySevo nelygybei jrodyti, ta¢iau naudodamiesi

proga pastebésime, kad ir bet kuriai Borelio aibei 4

P(X € 4)= [dF(x).

Teorema (CebySevo nelygybé). Jei egzistuoja atsitiktinio dydzio X baigtiné
dispersija DX , tai bet kuriam & >0 teisinga nelygybé
P(x - Ex|> £)< 2L
£
[rodymas.  Pazymékime Y =X-EX, o G(x) - atsitiktinio dydzio Y
skirstinio funkcijg. Tada 1§ (1)
P> &)= [dG(x).

|x[ze
Kadangi integravimo srityje {x| x| > ¢} visada

=
&

tai

[dG(x)= [1-d6(x)< Iz—sz(x):é [xdG().

‘x‘Ze ‘x‘zg ‘x‘zg

Mes tik sustiprinsime nelygybe, iSplésdami integravimo sritj:
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[aG(x)< gizszdc;(x) =

‘x‘Zs

Dabar belieka pastebéti, kad
EY?=E(X-EX) =DX,

EY’ DX

2 2

P(x - Ex|> )= P(Y]> ¢) <
& &

Teorema jrodyta.

¢

Zmonijos sukaupta didziul¢ praktiné patirtis moko mus, kad reiskiniai, kuriy
realizacijos tikimyb¢ artima vienetui, beveik visada jvyksta.

Lygiai taip pat jvykiai, kuriy realizacijos tikimybé artima nuliui, jvyksta labai
retai.

Sios isvados - tai tikimybiy teorijos ir statistikos praktiniy taikymy pagrindas,
todél kad jvykiai su mazomis tikimybémis skaitomi praktiskai negalimais, o jvykiai,
kuriy realizacijos tikimybés artimos vienetui, skaitomi praktiskai biitinais (rus.
00CMOBEPHLIMUL).

Stai kodél vienas i§ pagrindiniy tikimybiy teorijos ir statistikos uzdaviniy - tai
désningumy, vykstanciy su tikimybémis, artimomis vienetui arba nuliui, nustatymas.

Ypatingas vaidmuo ¢ia tenka désningumams, atsirandantiems didelio skai¢iaus
nepriklausomy arba silpnai priklausomy atsitiktiniy faktoriy sgveikos déka.

Vienas i§ tokiy svarbiausiy tikimybiy teorijos désningumy yra taip vadinamas

DidZiyjy skaiciy désnis, prie kurio formulavimo mes dabar ir pereiname.

ApibréZimas. Sakome, kad atsitiktiniy dydziy seka {Xn} konverguoja pagal
tikimybe j atsitiktinj dydj X , jei kiekvienam & >0
lim P(X, - X|>£)=0

n—>0

Kitaip tariant, atsitiktiniy dydziy seka {X n} konverguoja pagal tikimybe |
atsitiktinj dydj; X, jei su tikimybe, kiek norima artima 1, X, nuo X skiriasi dydziu,

mazesniu uz &, kai n yra pakankamai didelis.
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ApibréZimas. Tegu {X } - atsitiktiniy dydziy, turinciy vidurkius {EX . } seka.

n

DidzZiyjy skaiciy désniais vadinamos teoremos, kuriose teigiama, kad skirtumas
1< 1 &
—» X ——>» EX.
n JZ:‘ " m JZ:‘ !

konverguoja i nulj pagal tikimybe.

Mes detaliai iSnagrinésime Didziyjy skaiciy désnj CebysSevo teoremos formoje
ir pateiksime svarbius Sios teoremos atskirus atvejus - Bernulio ir Puasono teoremas

bei Markovo teorema, jrodoma Cebysevo nelygybés pagrindu.

DidZiyjy skaitiy désnis (CebySevo teorema). Jei X, Xy0s X, oo yra

poromis nepriklausomy atsitiktiniy dydzZiy su dispersijomis, tenkinanciomis sqlygq

DX, <C,DX,<C,...DX, <C,.., (2)
seka, tai kiekvienam & >0
) 1 1L
lim P (= X, ——> EX |>&|=0, 3)
n—»0 n j:1 n j:l
t.y.
lim P lZXj—lZEXJ <e|=1. 4)
n—owo n j=1 n j=1

[rodymas. Kadangi atsitiktiniai dydziai yra poromis nepriklausomi, tai i$

dispersijos savybiy gauname, kad

1 1 (3 1
D(;ZXJ Zn—zD(ZXjJ =5 2.DX,.
j=1

J=1

I8 (2) 18plaukia, kad

1< Cn C
D~y x |<=-%
(n; ’J n’ n

I Cebysevo nelygybés gauname, kad
1 n 1 n C
P> X —— > EX |2¢|<—
( n ,Z;‘ "on ,Z,: ! ] ne’

o0 tuo paciu, per¢je prie ribos kai n — oo, gauname ir sarysj (3).

)

-

I8 (5) pastebime, kad
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1 ¢ I ¢ C
Pl-Sx ——NEX |<g|>1-—,
{n,z_; ! nJZ_I: ! J ne’
t.y.
. 1 IS
lim P |- X, —=> EX|<¢e|>1.
n—o anl ! anl

O kadangi tikimybé¢ negali biuti didesné uz 1, tai i§ Cia
teoremos teiginj (4).

Teorema jrodyta.
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25. BERNULIO TEOREMA. SANTYKINIS DAZNIS.
STATISTINIO STABILUMO FENOMENAS

Bernulio teorema. Tarkime, kad n nepriklausomy bandymy (eksperimenty)
serijoje jvykis A yra realizuojamas n(A) karty, o p yra sio jvykio pasirodymo

tikimybé kiekviename bandyme. Tada bet kuriam & >0

n(A)

n

im

n—>0

p<6‘):1. (1)

Irodymas. ]veskime naujus atsitiktinius dydZius X,, kurie jgyja reikSmes,
lygias jvykio 4 pasirodymy skaiCiui k-tojo bandymo metu, t.y. reikSmes 1 arba 0
priklausomai nuo to, ar k-ajame bandyme A4 pasirod¢ ar ne. Tada
n(A)=X,+X,+..+X,.
Kadangi X, - dvitaskis atsitiktinis dydis, jgyjantis reikSme 1 su tikimybe p ir reikSme
0 su tikimybe 1-p, tai pagal vidurkio ir dispersijos apibrézimus diskreciojo
atsitiktinio dydZzio atvejui turime, kad
EX, :1-p+0-(l—p)=p,
DX, =(1-EX,) - p+(0-EX,)-(1-p)=(1-p) - p+(0-p)*-(1-p)=

=(-p) - p+p*(1-p)=pl-p)i-p+p)=pl-p)<

<5J:]ij[ <5J:1.

I

I§ Cebysevo teoremos gauname, kad

lim P(lin —p n(4)
n—»oo n =

4
n

Teorema jrodyta.

Santykis n(A)/ n formuléje (1) statistikoje vadinamas santykiniu dazniu.

ApibréZimas. Daznis - tai tam tikro tipo atsitiktiniy jvykiy skaicius

stochastiniy eksperimenty serijoje.

Bernulio teoremoje daznis - tai dydis n(A4).
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Statistikoje jau XVII-XVIII a. buvo paskelbtas statistinio stabilumo

fenomenas, kurj mes formuluosime Bernulio teoremos pagrindu:

Statistinio stabilumo fenomenas. Didéjant stochastiniy eksperimenty
skaiciui n, rezultato (jvykio) A santykinis daznis n(A)/ n turi tendencijq jgyti

pastoviq reiksme.

Galima $ig formuluote konkretizuoti tokiu biidu:
Atsitiktinio jvykio A santykinis dazZnis n(A)/ n n stochastiniy eksperimenty
serijoje turi tendencijq, esant pakankamai dideliam n, artéti prie pastovios reikSmés,

kuri Zymima P(A).

I$nagrinésime konkrety pavyzdi.

Pavyzdys. IS korty kaladés, kurioje yra 36 kortos, atsitiktinai iStraukiama 18
korty, t.y. puskaladé. Mus domina jvykis A4, kad Sioje puskaladéje yra 9 raudonos
spalvos kortos ir 9 juodos spalvos kortos.

Tegu n(A) - tai dydis, reiSkiantis, kad n eksperimenty serijoje n(A) karty
pasirodé 9 juodos kortos, o n(A)/n - santykinis daZnis. Buvo gauta tokia lentelé

(pateikiama pagal B. Gnedenko [7]):

Raudony Raudony
korty korty
Eksp. skaic¢ius n( A) n( A)/ Eksp. skai¢ius n( A) n( A)/
eilés Nr. | puskala- n eilés Nr. | puskala- n
déje deje
1 8 0 0,00 51 9 13 0,25
2 9 1 0,50 52 8 13 0,25
3 11 1 0,33 53 7 13 0,25
4 9 2 0,50 54 9 14 0,26
5 11 2 0,40 55 7 14 0,26
6 8 2 0,33 56 9 15 0,27
7 11 2 0,29 57 9 16 0,28
8 9 3 0,37 58 11 16 0,28
9 8 3 0,33 59 8 16 0,27
10 7 3 0,30 60 8 16 0,27
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11 12 3 0,27 61 8 16 0,26
12 10 34 0,25 62 10 16 0,26
13 9 4 0,31 63 12 16 0,25
14 13 4 0,29 64 9 17 0,27
15 12 4 0,27 65 11 17 0,26
16 8 4 0,25 66 12 17 0,26
17 11 4 0,23 67 11 17 0,26
18 10 4 0,22 68 8 17 0,25
19 8 4 0,21 69 10 17 0,25
20 11 4 0,20 70 8 17 0,25
21 12 4 0,19 71 7 17 0,24
22 10 4 0,18 72 9 18 0,25
23 10 4 0,17 73 10 18 0,25
24 9 5 0,21 74 8 18 0,24
25 9 6 0,24 75 11 18 0,24
26 14 6 0,23 76 8 18 0,24
27 9 7 0,26 77 9 19 0,25
28 10 7 0,25 78 9 20 0,26
29 10 7 0,24 79 5 20 0,26
30 7 7 0,23 80 8 20 0,25
31 10 7 0,22 81 7 20 0,25
32 7 7 0,22 82 10 20 0,24
33 8 7 0,21 &3 9 21 0,25
34 10 7 0,21 84 6 21 0,25
35 9 8 0,23 &5 10 21 0,25
36 9 9 0,25 86 10 21 0,24
37 10 9 0,24 87 9 22 0,25
38 10 9 0,24 88 7 22 0,25
39 8 9 0,23 89 7 22 0,25
40 7 9 0,22 90 10 22 0,24
41 9 10 0,24 91 8 22 0,24
42 10 10 0,24 92 8 22 0,24
43 10 10 0,23 93 10 22 0,24
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44 9 11 0,25 94 8 22 0,23
45 8 11 0,24 95 11 22 0,23
46 7 11 0,24 96 9 23 0,24
47 12 11 0,23 97 9 24 0,25
48 9 12 0,25 98 10 24 0,25
49 6 12 0,25 99 7 24 0,24
50 7 12 0,24 100 7 24 0,24

. . . o A
Norédami gauti formuléje (1) esantj skirtuma M -p, kur p=P(A),
n
pirmiausia apskaiciuvosime §j p .
I3 36 korty isrinkti 18 korty galima C,; biidais. Palankiis yra visi tie atvejai,
kai 1§ 18 raudony korty iSrenkamos 9 ir i$ 18 juody korty iSrenkamos 9 juodos. Taigi,
i§ viso yra C} - C,, palankiy atvejy, o ieSkoma tikimybé p yra tokia:

— C198 ) C198 — (18!)4
P="cn 361(9!)"

Skaiciuojant faktorialus, patogu naudotis Stirlingo formule:
ni~2mn"e™" .
I8 Sios formulés gauname, kad
181~ 18" ¢ "*\27 18,
9N~9°e V279,
36!~ 36 ¢ 27 -36,
taigi,
(s
V2736365 (V2r 99

IS ¢ia nesunkiai gauname, kad

p

2 4 ~0,26.

PA)=p=—~=
() P V187 15
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Stochastinio eksperimento duomenis iS lentelés pavaizdave grafiskai ir

palyging juos su kg tik gautu teoriniu rezultatu gauname vaizdzig statistinio stabilumo

fenomeno veikimo iliustracija:

Statistinio stabilumo fenomeno veikimo iliustracija
B.Gnedenkos eksperimenty serijoje

o 06

N 0,5 -

[}

T 04 -

%02

€ 0,1

m 0 i i i i i

0 20 40 60 80 100 120

Eksperimento numeris
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26. PUASONO TEOREMA. MATAVIMO PAKLAIDU
EMPIRINIO VIDURKIO KONVERGAVIMAS.
CHINCINO IR MARKOVO TEOREMOS

Puasono teorema apibendrina Bernulio teorema, nes joje jvykio 4 pasirodymo

tikimybé kiekviename bandyme gali biiti skirtinga.

Puasono teorema. Tarkime, kad n nepriklausomy bandymy (eksperimenty)
serijoje jvykis A yra realizuojamas n(A) karty, o p, yra Sio jvykio pasirodymo

tikimybé k-tajame bandyme. Tada bet kuriam & >0

mp(|n(A)_pl+p2++pn <8J=1-
n n

n—»0

Irodymas. Jveskime naujus atsitiktinius dydzius X, kurie jgyja reikSmes,
lygias jvykio A4 pasirodymy skaiCiui k-tojo bandymo metu, t.y. reikSmes 1 arba 0
priklausomai nuo to, ar k-tajame bandyme jvykis A pasirod¢ ar ne. Tada

n(A)=X,+X,+..+X,.
Kadangi X, - dvitaskis atsitiktinis dydis, jgyjantis reikSme 1 su tikimybe p, ir
reikSme 0 su tikimybe 1- p, , tai
EX, =1-p,+0-(1-p,)=p,.
DX, =(1-EX,) - p, +(0-EX, ) -(1- p, )= (1= p,) - p, + (0~ EX, )" -(1- p, ) =

:(l_pk)2 " Py +(O_pk)2 '(l_pk)=pk '(l_pk)s

N R

IS Cebysevo teoremos gauname, kad

ﬁmP(M—lZpk <5j=l,
n—»o n n =1
o tai ir reikéjo jrodyti.

¢

Tarkime dabar, kad atlickami fizinio objekto (pvz., plieninio dujotiekio
vamzdzio), kurio ilgis yra a, matavimai. Vienodom salygom atlikes » matavimy,

matuotojas gauna n matavimy rezultaty x,,x, ,..., X, .

Atlike kity » matavimy serija, gautume kitg skaiciy rinkinj, ir t.t.
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Sie skai¢iy rinkiniai - tai atsitiktiniy dydzy X,,X,...,X, realizacijos, o

skirtumas X ; - a yra vadinamas (j-tojo) matavimo paklaida.

Skaitysime, kad, atliekant matavimus, nedarome sistemingos paklaidos, t.y.
E(X,—a)=E(X,—a)=...=E(X,—a)=0. (1)
Kadangi matavimo paklaida - dydis apréztas ir mazas, tai nesunku rasti

konstantg C tokia, kad
DX, <C, DX, <C,....DX, <C. (2)
Ar galima atsitiktiniy dydziy X, + X, +...+ X, empirinj vidurkj skaityti
pakankamai gera fizikinio objekto ilgio a aproksimacija, t.y. ar galima tvirtinti, kad

daromy matavimo paklaidy aritmetinis vidurkis apytiksliai lygus nuliui?

Matematiskai §j klausimg galima performuluoti taip: ar dydis
1 n 1 n 1 n 1 n
D> X. —a=—) X —— > a=— (X.—a)

yra pakankamai mazas, kai n yra pakankamai didelis?

Prisiminus Ceby3evo teorema, i§ salygy (1) ir (2) nesunku gauti teigiama

<g]:h’mP{

*

atsakyma:

1 n
;ZXJ —a

J=1

ln()(j—a*g}l
n

J=1

umP[

bet kuriam ¢ > 0.

Didziyjy skai¢iy désnis Cebysevo formoje reikalavo dispersijy apréztumo.
Pasirodo, kad nuo Sios salygos galima atsisakyti, jei yra Zinoma, kad nagrin¢jami
atsitiktiniai dydziai yra vienodai pasiskirste, t.y. turi tg pacig skirstinio funkcijg. Tokiy
atsitiktiniy dydziy pavyzdys - ka tik iSnagrinétos matavimo paklaidos.

Pateiksime Didziyjy skai¢iy désnj Chincino formoje.

Chincino teorema. Jei nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai
X,,X,,... turi baigtinj matematinj vidurkj EX, = a, tai

P(lZXj—a <g]—>l, 3)
n‘s

kai n— 0.
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Jrodymas. Teorema jrodoma taip vadinamu nupjovimo metodu, kuris daznai
naudojamas Siuolaikinéje tikimybiy teorijoje ir statistikoje.

Naujus atsitiktinius dydzius 7, ir ¢, apibrézkime taip (k =1,2,...,n):

k

Xk,jei|Xk|<5n;
- 0, jei|Xk|25n;

0, jei |Xk|<5n;
‘o Xk,jei|Xk|25n;

¢ia o >0 - bet koks fiksuotas skai€ius, kurj pasirinksime jrodymo pabaigoje.
Akivaizdu, kad bet kuriam &, k£ =1,2....,n,

Xy =1, %6,
Atsitiktiniai dydziai 7, turi baigtinj ne tik matematinj vidurkj, bet ir dispersija:

on

a,=En, = deF(x),

—on

Dn, = T xzdF(x)—af SénT

—on —on

x|dF (x)< obn,
kur

b

b= [|xdF(x)= E|x,

oF (x) yra atsitiktinio dydzio X, skirstinio funkcija.
Pastebime, kad ka1 n — oo, tai
a, —>a,

todel bet kuriam ¢ > 0 ir pakankamai dideliems »

a, — a| <é&. (4)

n

I Cebysevo nelygybés gauname, kad
_ Z 77k - an

p[ !
n o

B & net  ntet ¢

14 .
D(Z’h] Dn
28J< s :; k<ébn.n:&;

IS cia ir 1§ (4) seka, kad

92



R. Januskevicius, O. JanuSkeviCiené
Tikimybés

SP[a)| {%Zn:nk >a, —g+25}u{%zn:77k <a, +g—23}):

1< ob
=Pl o||— —-a,|z2&|<—.
ol S -afz] <2
Taigi,
1 n
P[—an —-a ZZngﬁ;, %)
nis £

kai n pakankamai didelis.
Dabar pastebésime, kad

PG, #0)=P(X |2 0)= [dF(x)s~ []dF(x)

|26 on |26

<%Zg¢@sZMg¢ms%ﬂWW@.

‘x‘Z(Sn

Kadangi egzistuoja baigtinis matematinis vidurkis, tai egzistuoja ir E|X , todel
pakankamai dideliems n
I|x|dF(x) <67,
‘x‘zﬁn
{Zg¢@séy:a (6)
k=1

Tarkime dabar, kad Y, ir Y, - bet kokie du atsitiktiniai dydZziai, o ¥ yra jy
suma, ty. Y=Y +7%,.
Kadangi
¥—a+ 7)< —d+y

tai
ol Y2 26} ol I a4 12 28] ol el 2 26}
< {o| Y, —da| > 26} {] ¥, = 0}

Paéme
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1 n 1 n 1 n
Y:_ZXN Y :_2771'7 Yzz_zgm
n i=1 n i=1 n i=1
i$ (5) ir (6) turime, kad
1 n
P(—in ~a

noio
Tegu dabar A - bet koks kiek norima mazas skaicius. Formul¢je (7) paéme

S=A/1+b/5)

225)3P(]){—a|225)+P(Yz¢0)s[;—f+5.

gauname, kad

1 n
;;Xz —a

d

t.y. kai n — oo yra teisingas sarysis (3).

> 28JS A,

Teorema jrodyta.

*

Pagaliau, pateiksime Didziyjy skai¢iy désnj Markovo formoje.

Markovo teorema. Tarkime, kad atsitiktiniy dydzZiy seka X,,X,,...

tenkina sqlygq

iD(Zij —0, kai n —> .

k=1
<8]=1.

Jrodymas labai paprastas — pakanka prisiminti Cebys$evo nelygybe:

1 1 (<
1< 1< D(ankj nZD(Zij
P(—ZX,{——ZEX,C ngs = L~ 0,
n n =

2 2
k=1

Tada bet kuriam teigiamam & >0

1L 1
Sx, --YEx

n—>0

W(

& &

kai n — oo.

Teorema jrodyta.
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27. CHARAKTERISTINES FUNKCIJOS IR JU SAVYBES.
CENTRINE RIBINE TEOREMA

ApibréZimas. Atsitiktinio dydZio X charakteristine funkcija f (t) vadinamas

atsitiktinio dydzio exp(itX ) igvjancio kompleksines reikSmes, matematinis vidurkis:

f(t)=EexplitX )= Te“xdp(x)’ feR':

—00

cia F (x)— atsitiktinio dydzio X skirstinio funkcija.

Charakteristiniy funkcijy taikymas tikimybiy teorijoje ir statistikoje Zenklia

dalimi grindziamas tokia jy savybe.

Teorema 1. Dviejy nepriklausomy atsitiktiniy dydziy X ir Y sumos
charakteristiné funkcija lygi Siy atsitiktiniy dydzZiy charakteristiniy funkcijy
sandaugai:

Eexpit(X +Y)= EexpitX - EexpitY .

Irodymas. Kadangi atsitiktiniai dydziai X ir Y yra nepriklausomi, tai
nepriklausomi yra ir atsitiktiniai dydziai expitX bei expitY . Taciau pagal vidurkio
savybes (3 teorema) nepriklausomy atsitiktiniy dydziy sandaugos vidurkis lygus
vidurkiy sandaugai, todél

Ee™™ ) = Ee'™ . Ee'

ka ir reikéjo jrodyti.

ISvada. Jei
X=X +X,+..+X,
ir kiekvienas déemuo nepriklausomas nuo likusiy démeny sumos, tai atsitiktinio dydzio
X charakteristiné funkcija lygi démeny X,,X,...,X, charakteristiniy funkcijy

sandaugai.

Irodymas akivaizdus.
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Teorema 2. Jei f (t)- charakteristiné funkcija, tai

f(O):L f(t]Sl (—oo<t<oo).

Jrodymas. 18 charakteristinés funkcijos apibrézimo turime, kad

[e]

£(0)= [edr(x)= [1aF(x)=1,

—00

/() =

Tei’xdF (x* < T ¢"|dF(x) =T dF(x)=1.

—0o0 —00

Teorema jrodyta.

Teorema 3. Jei Y =aX +b, kur a ir b - konstantos, tai
1 (6)=e"fy (at).
kur f X(t) ir fy(t) yra atitinkamai atsitiktinio dydzio X ir atsitiktinio dydzZio Y
charakteristinés funkcijos.
Irodymas. Pakanka pastebéti, kad
£, (t)= Ee™ = Ee" ) = ™ Ee"X = o™ £ (at).

Teorema jrodyta.

Teorema 4. Jei atsitiktinis dydis X turi n-tos eilés absoliutyji momentq, tai
atsitiktinio dydzio X charakteristiné funkcija yra n karty diferencijuojama ir bet
kuriam k <n

F9(0)=i*Ex*.
Irodymas. Formaliai k karty diferencijuodami charakteristing funkcija f (t)

gauname, kad

0

FO)=i* jxkei’xdF(x) €))

—00

Pastebime, kad

Txke"”‘dF(x% < ]E|x|k dF(x),

—00

o pagal teoremos salygas Sis dydis yra baigtinis.
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IS ¢ia gauname, kad integralas (1) egzistuoja, o atliktas diferencijavimas yra
teisétas.

Formuléje (1) paéme ¢ =0 gauname, kad

£00)=i* [x* 1aF(x) = i* EXY,

—00

ka ir reikéjo jrodyti.

Apibrézimas. Sakoma, kad atsitiktiniy dydziy seka {X n}silpnai konverguoja j
atsitiktinj dydj X , jei jy skirstinio funkcijy seka {E 1} konverguoja j atsitiktinio dydzio
X skirstinio funkcijg F (x) visuose jo tolydumo taSkuose. Tai Zymima X, = X arba

F=F.

Kodé¢l pasirinktas silpno konvergavimo terminas? Gal todé¢l, kad vartojant vien

terming konvergavimas, paprastai turima galvoje konvergavima folygioje metrikoje
p:

PlF.G)=suplF ()~ Gl

Kadangi nesunku sukonstruoti skirstinio funkcijy {F} seka, silpnai

konverguojancig | kazkokj skirstinio funkcija F_, bet diverguojancia tolygiojoje
metrikoje, tai pastaroji kazkuria prasme yra "stipresné", o pirmoji ne tokia "griezta”,
"silpnesné".

Pateiksime tokios sekos pavyzd;.

I3 tiesy, tegu F,(x) - tolygusis intervale [~1/m,1/n] skirstinys (zr. pirmajj
piesinél] zemiau), o Fw(x) - iSsigimgs taske x =0 skirstinys (Zr. antrgjj pieSinélj

zemiau):
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\4
=

-1/n 1/n

\ 4
=

Akivaizdu, kad visiems natiiriniams 7

p(F,.F)= 1.
Taigi, sarysis
PIF,.F,)—0
yra neteisingas, bet uztat
F=F.

Pastebésime, kad galima jrodyti, jog i§ sekos konvergavimo pagal tikimybe
iSplaukia Sios sekos silpnas konvergavimas.

Remiantis bendromis analizés koncepcijomis taip pat galima jrodyti, kad jei
charakteristiniy funkcijy seka { 7, (¢#) } konverguoja i charakteristing funkcija f (t), tai
atitinkama skirstinio funkcijy seka {Fn(x)} konverguoja j skirstinio funkcija F jo
tolydumo taskuose, t.y. F; = F_, ir atvirkSciai.

Centriné ribiné teorema. Tegu X,,X,,..,X ... - nepriklausomy vienodai
pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy seka. Tegu, be to, EX, =0 ir DX, =1. Tada

(X, +X,+..+X,)/n=>2Z,

kur Z - standartinis normalusis atsitiktinis dydis.
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Teorema jrodoma charakteristiniy funkcijy metodu (zr. [6]).
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BAIGIAMASIS ZODIS

,Mokantis matematikos, ugdomas sugebé¢jimas analizuoti, argumentuoti,
klasifikuoti, kelti hipotezes, jas paneigti arba jrodyti.

Matematika gali Zymiai prisidéti ne tik prie bendro asmenybés ugdymo, bet ir
prie charakterio bei doriniy nuostaty formavimo*.

Tai citata i$ ,,Lietuvos bendrojo lavinimo mokyklos Bendryjy programy*.

Gerbiamieji busimieji mokytojai, biisimieji matematikos bakalaurai!

Neisduokite jusy ir miisy maitintojos matematikos! Mokykite vaikus ne tik
skaiciuoti, bet, svarbiausia, mastyti. Kitaip liksite be darbo, nes kasos aparatai ir
kompiuteriai skaiciuoja geriau uz jus ir jlisy mokiniams tai anksciau ar véliau taps
aiSku. O tai, kai jie taps ministrais, labai pavojinga! Jie nemokés mastyti! Jie
nesupras, kam reikalinga matematika!!

Ir dar. Gyvenimas — sudétingas dalykas. IS tiesy, pamégink nustatyti, ar myli
Maryté Joniuka, ar ne. O Stai matematikoje viskas paprasta, jei Zinai jos pagrindus.
Mokykimés pagrindy ir gal pamatysime, kad ne tik matematika yra paprasta...

Na o kad gyvenimas biity linksmesnis, pateikiame pabaigai kryziazodj, kurio

autoriai — studentai, Sio tikimybiy teorijos kurso klausytojai:

1. Dydis, kurj gauname, kai visy skaiciy sumg padalijame iS jy bendro kiekio.
2. Maudymosi ,,indas®“, kurio pagalba daznai sprendziame ir kombinatorikos

uzdavinius.
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Pagrindiniai statistikos elementai.
Mociutés bibliotekoje yra jvairiy knygy (,,Auksinis raktelis, ,,Haris Poteris*,
,Simtas grozio paslapéiy®, ,,Tikimybiy teorija“, ,,Raudonkepuraité®, ,,Sniego
karaliené¢®), eiléras¢iy rinkiniy ( Maironis, Macernis). Kiek yra galimybiy
pasirinkti vienai knygai ir vienam eiléras¢iy rinkiniui?
Tikimybiy teorijos tévas.
Junginiai, kurie sudaryti i§ n elementy po k elementy, kurie skiriasi vienas nuo
kito bent vienu nauju elementu (iSdéstymo tvarka nesvarbi).
Vienas 1§ duomeny vaizdavimo biidy.

Skaicius, kuris yra lygus negalimo jvykio tikimybei.
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