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TIKIMYBIU TEORIJOS ELEMENTAI

1. AR EGZISTUOJA ATSITIKTINIU REISKINIU
DESNINGUMAI?

Kaip mokslinio pazinimo kategorija sagvoka ,,tikimybe* atspindi ypatingg sarysiy, budingy

masiniams procesams, tipg. Si kategorija yra ypatingy désningumy — statistiniy désningumy — klasés

pagrindas.

Lietuviskos tikimybininky mokyklos pradininkas J. Kubilius apie tikimybés sgvoka rasé
taip: ,,IS karto atrodyty keista kalbéti apie atsitiktiniy reiSkiniy désningumus. Kg galima pasakyti
apie jvykius, kurie tai jvyksta, tai nejvyksta? IS tikryjy, kai susiduriame su atskirais atsitiktiniais
jvykiais, apie kokius nors désningumus kalbéti sunku. Bet visiskai kitaip yra tada, kai reiSkinys
kartojasi daug karty. Taciau leiskime kalbéti pavyzdziams.

Jauna $eima laukia pirmojo kiidikio. Nerimauja. Spélioja. Zinoma, vyras nori siinaus,
Zzmona — dukros. Ir kg dabar Zmogus gali Zinoti, kas gims — dukra ar stinus. Grynas atsitiktinumas.

Bet imkime visas Seimas, kurios tg pat] ménesj susilauké naujagimio, ir pamatysime, kad
gimé mazdaug pusé berniuky ir pusé mergaiciy. Vadinasi, kas buvo vienoje Seimoje tik atsitiktinis
reiSkinys, dideliam Seimy skaiCiui yra désningumas. Ir jdomumo délei galétume pasakyti, kad
Seimos galva — vyras — tur¢jo daugiau galimybiy sulaukti stinaus, negu Zmona dukros. Mat, kaip
rodo pasauliné statistika, bendrame naujagimiy skaiCiuje berniuky btina truputj daugiau kaip 51
nuosimtis®.

,Lietuviy kalbos Zodynas“ aiSkina taip: tikimybé — tikimumo laipsnis, tikétinumas,
galimumas. Tikimybé yra tikimumo laipsnis, kuris gali biti matematiskai matuojamas. Pvz., kuo
sudétingesné konstrukcija ir daugiau detaliy, tuo didesné gaminio sutrikimo tikimybé. Kai tikimybé
laiméti yra maza, losimas darosi beviltiSkas. Po ievos suzydéjimo Salny tikimybé smarkiai sumazéja.

Mazdaug pries 100 mety isleistame F. A. Brockhaus ir 1. A. Efron enciklopediniame
zodyne buvo rasoma taip: Tikimybé — 1) filosof., didesnis artumas tiesai, o ne klydimui, kuris yra

salygojamas tuo, kad teigiamy faktoriy skaiCius nagrin¢jamo jvykio pasirodymo galimybés naudai
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virsija neigiamy faktoriy skai¢iy; 2) matem. , santykis visy atvejy, palankiy nagrinéjamam jvykiui,
Ssu Visais vienodai galimais atvejais; pavyzdziui, tikimybé i§ visos korty kaladés istraukti ttiza lygi
4:52.

O stai kaip ,,Didziojoje tarybinéje enciklopedijoje” rasé tikimybiy teorijos aksiomatikos

kuréjas A. N. Kolmogorovas:

Tikimybé - tai tam tikro jvykio pasirodymo galimumo skaitiné charakteristika.

Sis jvykio pasirodymas, — tes¢ A. N. Kolmogorovas, — nagrinéjamas esant tam tikroms
sqlygoms, kurios gali biiti pakartotos be galo daug karty.

,Lietuviy kalbos zodyne* rasoma taip: atsitiktinis — 1. nenumatytai pasitaikes, atsitikes.
Pvz., misy susitikimas buvo atsitiktinis. 2. kuris retai, progomis, netikétai pasitaiko, laikinas. PVvz.,
atsitiktinis uzdarbis; Moteris buvo jo kelionés atsitiktiné pazjstama; [ nukrypes nuo normos,
nejprastas. PVZ., Siuvant drabuzius atsitiktinéms figiuroms, kiekvienu atveju teks daryti atskirg
brézinj pagal gautus maty émimo duomenis 3. be pakankamo pagrindo, nepakankamai pagristas.
Pvz., toks suskirstymas turi ir savo negerumy (neigiamumy) — jis kartais yra lyg atsitiktinis ar

savavaliskas (Jonas Jablonskis).

Twbit ne Ynanoma patedts tiksbaas @/Z/‘é%ﬂ to, £Q nusako Tdis atoiiitiiii

Taciau garsus Svedy matematikas Harald Cramer 1946-aisiais metais rase¢, kad turbut
nejmanoma pateikti tikslaus apibrézimo to, kg nusako zodis atsitiktinis, ir $io zodZio prasmg aiSkina
pavyzdziu.

Jei ir daug karty mestume paprasCiausia moneta, tai net labai stengiantis iSsaugoti
eksperimento sglygas nepakitusias, mes vis tiek nepajégsime pasakyti, ar konkretaus metimo atveju

18kris herbas ar skai¢ius. Net jei mes sukonstruosime masing, kiekvieng karta metan¢iag moneta




visiSkai vienodai, tai visgi nejtikétina, kad mums pavykty tiksliai nuspéti konkretaus metimo
rezultatg.

Tai galima paaiSkinti tuo, kad nezymis stebimo objekto pradiniy salygy pakitimai, kuriy
nejmanoma uzfiksuoti masy ,,instrumentais®, gali Zymiai nulemti galutinj rezultatg. Ir net jei tokie
instrumentai biity atrasti, dél pradiniy salygy uZraSymo sudétingumo parametry praktinis

apskaiCiavimas ar net teorinis apraSymas gali biti nejmanomas.

Eksperimentus, kuriuos, esant vienodoms sqlygoms, galima pakartoti daugelj karty ir kuriy
konkretaus rezultato negalima nuspéti iS anksto, vadiname stochastiniais (tikimybiniais)

eksperimentais.

Netrukus jsitikinsime, kad visais tokiais atvejais tarp visy stochastinio eksperimento
pradiniy salygy pakitimy ir jo rezultaty svyravimy galima aptikti vieng désninguma, kuris ir yra
matematings statistikos pagrindas. Kalbésime apie statistinio stabilumo fenomeng.

Taigi atliekant konkrety stochastinj eksperimenta yra nejmanoma nusakyti jo rezultato.
Taciau nuo konkretaus eksperimento per€jus prie stochastiniy eksperimenty sekos, nagrin¢jama

situacija radikaliai pasikeicia.

Pastebéta, kad nors stochastiniy eksperimenty konkretiis (individualiis, atskiri) rezultatai

elgiasi labai netaisyklingai “, Siy eksperimenty rezultatai pakankamai ilgai juos kartojant yra

stabilus.

Kartosime miisy stochastinj eksperimentg pakankamai daug karty ir stebésime, kiek karty
jvyko rezultatas 4. Tegu pirmuosiuose n eksperimenty A jvyko m karty. Tada statistinio

stabilumo fenomenas galéty biti formuluojamas taip:

Didéjant stochastiniy _eksperimenty skaiciui n, rezultato (ivvkio) A santvkinis daznis m/n

turi tendencijq jevti pastovig reikSme.

Si ,,pastovi reik§mé* ir yra vadinama jvykio A tikimybe ir Zymima P(A).

PP LR P

e

Stochastinis e&/@ﬁ/h@ﬂ‘a@ o toks - metama sinelrivC moneta
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Sio statistinio stabilumo fenomeno iliustracija galéty baiti anks¢iau apradytas monetos

métymo stochastinis eksperimentas. Pazymékime H herbo pasirodymy skaiéiy po pirmy » bandymy.

Jau XVIII a. (kai kuriais duomenimis, ir daug anksciau) buvo pastebéta, kad santykis v(H)/n yra

stabilus ir apytiksliai lygus 1/2:

Eksperimentatorius Bandymy skaiCius n Herbo pasirodymy skaicius v(H) v(H) /n
7. Biufonas (XVIII a.) 4040 2048 0.5080
K. Pirsonas (XIX a.) 12000 6019 0.5016
K. Pirsonas (XIX a.) 24000 12012 0.5005

Paseksime garbiyjy mokslo vyry Z. Biufono ir K. Pirsono pavyzdziu ir atliksime monetos métymo

stochastinj eksperimentg, o Sio stochastinio eksperimento rezultatus apdorosime Siuolaikiskai — su

Excel programa. Taigi iSnagrinésime pavyzdi.

PAVYZDYS.
Moneta
metam 50
karty.
Domina herby
pasirodymy
skaicius.
Statistinio
stabilumo
fenomeno
veikima
pailiustruoti
taskine ir
stulpeline

diagramomis.

Herby Herby
Bandymy|Monetos pasirodymy|Santykinis| |Bandymy|Monetos jpasirodymuySantykinis
skaicius | metimy | skaicius daznis skaicius | metimy | skaicius daznis
n rezultatai n(H) n(H)/n n rezultatai n(H) n(H)/n
1 H 1 1,00 26 H 13 0,50
2 S 1 0,50 27 S 13 0,48
3 S 1 0,33 28 S 13 0,46
4 H 2 0,50 29 H 14 0,48
5 S 2 0,40 30 S 14 0,47
6 S 2 0,33 31 S 14 0,45
7 H 3 0,43 32 H 15 0,47
8 H 4 0,50 33 S 15 0,45
9 H 5 0,56 34 H 16 0,47
10 S 5 0,50 35 H 17 0,49
11 H 6 0,55 36 S 17 0,47
12 H 7 0,58 37 H 18 0,49
13 S 7 0,54 38 H 19 0,50
14 S 7 0,50 39 S 19 0,49
15 H 8 0,53 40 S 19 0,48
16 S 8 0,50 41 H 20 0,49
17 H 9 0,53 42 H 21 0,50
18 H 10 0,56 43 S 21 0,49
19 S 10 0,53 44 H 22 0,50
20 S 10 0,50 45 S 22 0,49
21 H 11 0,52 46 H 23 0,50
22 S 11 0,50 47 S 23 0,49
23 S 11 0,48 48 H 24 0,50
24 S 11 0,46 49 S 24 0,49
25 H 12 0,48 50 H 25 0,50
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SPRENDIMAS. Eksperimenty duomenys surasomi j lenteles. Herby pasirodymy
skaiiy paskai¢iuojam panaudojant loginj sakinj IF.
Tasking diagramg braizome meniu juostoje pasirinkus

Insert - Chart... - XY(Scatter)

arba veiksmy juostoje paspaud¢ mygtuka |[il | pasirenkam XY(Scatter) ir, pasirinkus

tinkamiausig diagramos tipa, jvedam atitinkamus duomenis ir braizome tasking diagrama.

Taskiné diagrama

Statistinio stabilumo fenomenas

1,1 4
1,0
0,9
0,8
0,7

R
|
|
06\
05 |
0.4 -
0,3

0,2
0,1
0,0 T T T T T T T T T 1

Satykinis daznis

Bandymy skaicius

Dabar braizysime stulpeling diagramg. Meniu juostoje pasirenkame Insert - Chart... -

Column arba veiksmy juostoje paspaudziam mygtuka LI} , pasirenkam Column ir, pasirinkus

tinkamiausig diagramos tipa, jvedam atitinkamus duomenis ir braizome stulpeling diagrama.

Stulpeliné diagrama

Statistinio stabilumo fenomenas

Santykinis daznis

1 3 LT OF NS I WIE 178 19.% 91 N85 £2577727 1 29WN31 g 35k 85, 437 [39F 418 843,715 474D

Bandymy skaicius




ISVADA. Santykinis daznis n(H)/n turi tendencija jgyti pastovig reikme, o santykio
n(H)/n riba egzistuoja ir apytiksliai lygi 0,5.

Klausimai ir uzduotys

1. Ar galima i§ anksto nusakyti konkrety stochastinio eksperimento rezultata?
a) taip, jei stochastinio eksperimento baig€iy skaiCius yra baigtinis;
b) taip, jei stochastinio eksperimento baig€iy skaiCius yra begalinis;
¢) ne, jei stochastinio eksperimento baigCiy skaicius yra baigtinis;
d) taip, jei stochastinio eksperimento baigciy skaiCius yra begalinis;
e) ne bet kuriuo atveju.
2. Ar galima nustatyti désningumg atsitiktiniy reiSkiniy sekoje?
a) ne, jei stochastiniy eksperimenty serija yra ilga;
b) taip, jei stochastiniy eksperimenty serija yra ilga;
c) taip, jei stochastiniy eksperimenty serija yra trumpa.

3. Did¢jant stochastiniy eksperimenty skaiciui n, rezultato (jvykio) 4 santykinis daznis
m/n turi tendencija jgyti pastovig reikSme. Ar tai reiskia, kad monetg metant 100 karty,
1vykis ,,100 karty iskris herbas* yra negalimas?

a) jvykis ,,/00 karty iskris herbas* negali jvykti;
b) jvykis ,,100 karty iskris herbas* gali jvykti.

4. Suformuluokite statistinio stabilumo fenomena.

2. TIKIMYBIU TEORIJOS IR STATISTIKOS OBJEKTAS

1. Ivairiausiose praktiniy ir teoriniy tyrimy srityse daznai sutinkami atvejai, kai
eksperimentai arba steb&jimai, esant toms pacioms sglygoms, gali biiti pakartoti daugel; karty.
Kiekvieng tokj kartag mes koncentruosime savo démesj | eksperimento (arba steb&jimo)

rezultata, iSreiksta skaitine charakteristika.



Loaiiaasiose srityse dahar sutikani atveja Kol ehsperinentas arba stebpina esant toms paCioms sdlygons, gati bUU pakartoti dasgel]

boty

2. PaprasCiausias stochastinio eksperimento pavyzdys — monetos metimas. Jo
rezultatas aiSkus — pasirodys arba herbas, arba skaicius. Jei herbo pasirodymg pazymésime 1, o
skaiciaus — 0, tai Sio eksperimento rezultatus iSreikSime skaiciais.

Santuoky ir iStuoky registravimas per metus valstybéje, apskrityje ar mieste — jau
sudétingesnio stochastinio eksperimento pavyzdys. Suskaiiavus santuokas ir iStuokas Lietuvoje,
gauta, kad jy, pavyzdziui, 1990-aisiais yra atitinkamai 36 310 ir 12 747, o po 10 mety, t.y. 2000-
aisiais, — jau tik 16 906 ir 10 882. Sio eksperimento rezultaty dar po 10 mety, t.y. 2010-aisiais, aisku,
negalima tiksliai nuspéti 1§ anksto, taciau tendencijy prognoze yra svarbi.

3. Kiekviena stochastiniy eksperimenty sekos rezultaty suvestiné¢ sudaro statistiniy

duomeny aibe.

Pagrindinis statistikos objektas yra galimybiy gauti patikimas isvadas statistiniy
duomeny pagrindu tyrimas ir metody, leidzianciy pateikti Sias isvadas, iSplétojimas. Sie metodai
plétojami, remiantis tikimybiy teorija. Pagal ES klasifikatoriy tikimybiy teorija ir matematiné
statistika yra priskiriami statistikai.

Kai kurie terminai apibréziami du kartus. Taip daroma Lietuvos standarto [5]
pavyzdziu, norint atkreipti skaitytojo démesj | tai, kad
a) Siy terminy tikimybiné interpretacija paremta teorinémis konstrukcijomis, kurios
nesusijusios su praktiniais taikymais;
b) Siy terminy statistiné interpretacija paremta stebinio sgvoka, o terminy apibrézimai
yra taikomojo pobtidzio.
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Klausimai ir uzduotys

1. Koks yra tikimybiy teorijos ir statistikos objektas?
a) galimybiy gauti patikimas 1Svadas (statistiniy duomeny pagrindu) tyrimas;
b)praktiniy uzdaviniy sprendimas statistiniy iSvady pagrindu.
2. Suformuluokite, kuo skiriasi terminy statistiné interpretacija nuo jy tikimybinés

interpretacijos?

3. DISKRECIOJI ELEMENTARIUJU IVYKIU ERDVE (AIBE) IR
JOS MATO SAVYBES. KLASIKINIS TIKIMYBES APIBREZIMAS

1. Stochastinio eksperimento visy galimy rezultaty aibe Q pavadinsime elementariyjy

jvwkiy erdve (aibe), o jos elementus @ — elementariaisiais jvykiais arba elementariosiomis

baigtimis.

ISnagrinékime kelis elementariyjy jvykiy erdvés pavyzdzius.

1 PAVYZDYS. Stochastinio eksperimento, kurio metu vieng kartg metama moneta,
elementariyjy jvykiy erdvé yra Q = {H, S}, kur raide H pazymétas herbo pasirodymas, o raide S —
skaiCiaus pasirodymas.

Jei eksperimento metu yra métomas losimo kauliukas, tai
Q={1,2,3,4,5,6}.

2 PAVYZDYS. Atlikime kita stochastinj eksperimenta — moneta meskime du kartus. Cia jau
elementariyjy jvykiy erdve irgi yra kita:

Q={HH, HS, SH, §S} = { w1, w2, w3, w4}.

Siuo atveju patogu elementariuosius jvykius w; vaizduoti medzio diagrama:

1-as metimas 2-as metimas Zymuo
H HH (w1)
H
S HS (w3)
SH (w3)
S
S SS(wy4)

Medzio diagrama




ISnagrinétuose pavyzdziuose Q turéjo baigtinj elementy skaiciy, t.y. elementariyjy jvykiy
aibé buvo baigtiné. Taciau daugumoje statistikos uzdaviniy stochastinis eksperimentas turi be galo
daug stebimy rezultaty. [Snagrinésime pora tokiy pavyzdziy.

3 PAVYZDYS. Atlickamas toks stochastinis eksperimentas — moneta metama iki herbo
pirmojo pasirodymo. Tada Q = { w;, w>, ..., W=}, kur

o, =8S...SH
Cia elementarusis jvykis w, reiskia, kad herbas pirmakart pasirodys n-tojo metimo metu, 0 @
pazymeétas jvykis ,,herbas niekada nepasirodys*.

4 PAVYZDYS. Jonas ir Petras turi susitikti prie Vilniaus Katedros centrinio jé¢jimo laiko
intervale [71;72]. Stochastinis eksperimentas yra toks: stebima, kada nurodytame intervale prie
Katedros ateina Jonas ir kada — Petras. Tada

Q={(x, )| Th<x<Th T £y < T}

2. lvykis, kuris biitinai jvyksta, atlikus stochastinj eksperimenta, vadinamas bitinuoju
jvykiu ir zymimas Q. Ivykis, apie kurj i§ anksto zinoma, kad, atlikus stochastinj eksperimenta, jis
nejvyks, vadinamas negalimuoju jvykiu ir Zymimas . Ivykis, kuris, atlikus stochastinj

eksperimenta, gali jvykti, o gali ir nejvykti, vadinamas atsitiktiniu jvykiu.

Sakoma, kad atsitiktinis jvykis A jvyksta tada ir tik tada, kai jvyksta kuris nors i
elementariyjy jvykiy, 1§ kuriy sudaryta aibe A.
AiSku, kad atsitiktiniai jvykiai, susij¢ su nagrin¢gjamu stochastiniu eksperimentu, yra

sudaryti i erdvés €2 elementariyjy jvykiy, t.y. yra aibés £ poaibiai.

PRIZA

Loghis, furii, athitus stochastiv] eRsperinentd, galf izy/gf/,' 0 gal] i /{eiuyff/,’ vadinamas absititiia i”?"%
Dabar detaliau iSnagrinésime stochastinj eksperimenta su baigtine arba skaifigja visy
baigéiy @,,...®,... aibe Q, ty. Q={w,...o,..}. Tokia aibé Q vadinama diskrecigja

elementariyjy jvykiy erdve (aibe).
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Tarkime, kad kiekvienam elementariajam jvykiui @ priskirtas “svoris” p, (kurj
pavadinsime elementariojo jvykio @, tikimybe) ir kad Sie svoriai turi tokias savybes:

D P20,

2) ipi =1

Tegu, be to, A - bet koks atsitiktinis jvykis, stebimas nagrinéjamame stochastiniame

eksperimente, Ac Q.

Apibrézimas. Atsitiktinio jvykio A tikimybe P(A) vadiname elementariyjy jvykiy,
sudaranciy jvykj A, tikimybiy sumgq.:

P(A= > p (1

i €A

3. Tokiu budu jvesta tikimybé turi savybes, kurias suformuluosime kaip atskirg
teoremay.
TEOREMA. Tegu Q yra diskrecioji elementariyjy jvykiy erdvé, kurioje tikimybé
P(A) yra apibréziama formule (1). Tada
(a) 0<P(A)<1,
(b) P@Q)=1.
(c) jei AnB=@, AcQ, BcQ, tai P(AUB)=P(A)+P(B).
Irodymas. Teoremos i$vados (a) ir (b) yra elementarios, nes i§ {p,} savybiy 1) ir 2)

gauname, kad

0<P(A)= > pisipizl,

il eA i=1

PQ)=Y p=)p =L

0 eQ i=1

Kadangi AnB =, tai

13




P(AU B): Z p; = Z Pi + Z Pi = P(A)+ P(B)'

i:w;eAUB ilw eA i:w;eB

Teorema jrodyta.

/%zfeﬂm/ﬂ//a@ — pém%’/b, lotas!
TikingbCs apibr-&Ind gabina ity su .J’/f/)g/}(/}l(ﬂ, bad Joghis | Ls, lppsuia. K lsitiiin bagpsuic dilellis, ta tiinyb € artina vienetu]
ybs ibrling g ! ieghis ieple, apenic Ko} 2 y
todel fifaﬂ‘ mazw‘a/ﬂ}a‘r kol /(e@a.s’/)‘/léx’,//

ISVADA. P(2)=0,
Ac B= P(A) <P(B).

Irodymas trivialus, grindziamas teoremos iSvadomis (b) ir (c).

4. Diskreciosios elementariyjy jvykiy erdvés Q poaibiy {A} funkcija P(-), turinti savybes
(a), (b) ir (c), dar yra vadinama tikimybiniu matu, o pats dvejetas (Q, P) - diskreciuoju tikimybiniu
modeliu.

Siame skyrelyje tikimybinis matas apibréztas teorinés konstrukcijos pagrindu ir

matematiskai grieztai — kaip aibiy funkcija. Koks gi $io apibrézimo intuityvus pagrindimas? Sj
tikimybés apibréZimg galima sieti su jsitikinimo, kad jvykis jvyks, laipsniu. Kai jsitikinimo laipsnis

didelis, pastebima standarte [5], tai tikimybé artima vienetui.
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BUlingjo Yoghio tiingb& visada bypi' 7, taCinu pei tikinyb& atsitibtii Yoghio 77 yi 7,
tar $is Yoghiic A reblitiar turi Joghti/
Taciau, kaip matéme jvade, galimas kitoks tikimybés jvedimo biidas. Jis buvo
grindziamas statistinio stabilumo fenomenu, o jvykio tikimybé apibréziama kaip santykinio daznio

riba.
Taigi, tikimybe apibrézti galima dviem budais: kaip santykinio daznio ribg ir kaip

tikétinumo laipsnj. Beje, pastarajam budui priskirtinas ir taip vadinamas Kklasikinis tikimybés

apibréZimas.

Apibrézimas. Jei stochastiniame eksperimente yra tik n vienodai galimy baigciy, t.y.
jei diskrecioji elementariyjy jvykiy erdvé sudaryta is n vienodai galimy elementariyjy jvykiy, tai
jvykio A tikimybe vadinamas santykis

m

P(A)="",

kur m — elementariyjy jvykiy, palankiy jvykiui A, skaicius.

Kaip “teisingai” apibrézti elementariyjy jvykiy o, tikimybes p,? Sis uzdavinys
nepriklauso tikimybiy teorijos sri¢iai. Nezinomy tikimybiy jvertinimy metodai pagal stebéjimy

rezultatus nagrin€¢jami matematinéje statistikoje.

5 PAVYZDYS. Stochastinis eksperimentas yra toks — metamas simetrinis kubiukas.
Tada diskreCigja elementarigjg jvykiy erdve ) naturalu apibrézti, kaip jau matéme 1 pavyzdyje,

taip:
Q=1{,2,34,56}={o|o, =i, i=12,34,5,6]
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Kadangi kubiukas yra simetrinis, tai kiekvienam elementariajam jvykiui @ =1 priskirsime
tikimybe p, =1/ 6(i =12, ...,6). Tai ir yra nagrinéjamo stochastinio eksperimento diskretusis
tikimybinis modelis.

Tegu A yra jvykis, kuris reiSkia, kad iSkrites skaicius dalijasi i§ 3. Tada

A= {a)3 , g }

9

6 PAVYZDYS. Isgirdusi per radija redakcijos telefono numerj, Elena nutaré
paskambinti. Pradéjusi rinkti numer]j ji staiga suvoké, kad pamirSo du jo paskutiniuosius skaitmenis,
taiau prisiminé, kad jie yra skirtingi. Pasinaudodama Sia informacija, Elena surinko numerj
atsitiktinai. Kokia tikimybé¢, kad ji surinko reikiamg telefono numer;j?

SPRENDIMAS. Elementariyjy jvykiy erdve Q2 — dvizenkliai numeriai, tvarka svarbi,

skaitmenys skirtingi. Akivaizdu, kad pirmoje pozicijoje galimi 10 varianty, antroje — 9 variantai:

n(Q)=10-9=90.
Aib¢ 4 — teisingas numeris, jis yra vienintelis:
m(A) =1.
Todél p(a)=MA _ 1
n(QQ) 90

Klausimai ir uzduotys

1. Kas yra atsitiktinio jvykio tikimybé?
a) skaicius tarp -1 ir I;
b) baigtiné aibe¢;
c) atsitiktinis jvykis;
d) skaicius tarp O ir 1;
e) begaliné aibe.
2. Kas yra elementariyjy jvykiy erdvé?
a) skaicius;
b) aibé;

c) atsitiktinis jvykis;
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d) vektorius.
3. Kas yra atsitiktinis jvykis?
a) skaicius;
b) bet kokia aibé;
c) elementariyjy jvykiy erdvés poaibis;
d) elementariyjy jvykiy erdvés elementas;

e) vektorius.

4. KLASIKINIO TIKIMYBES APIBREZIMO TAIKYMAS MERE
UZDAVINYJE. PASKALIO SPRENDIMAS

1. Matéme, kad klasikinis tikimybés apibrézimas yra pagristas jvykiy vienodo galimumo,
arba vienodo tikétinumo savoka. Jei, pavyzdziui, loterijos prizy fonde yra 5 automobiliai ir 50
Saldytuvy, tai, aisku, i$losti Saldytuva yra daugiau galimybiy, negu automobilj.
ISnagrinékime tokj stochastinj eksperimentg ir su juo susijusj uzdavinj.

Meré (Ch. de Meray, XVII a.) uzdavinys (zr. taip pat J. Kubilius. Tikimybiy teorija ir

matematiné statistika. Vilnius, Mokslas, 1996). LoSimo kubiukas metamas tris kartus, skai¢iuojama
18kritusiy akuciy suma. Kokia aku¢iy suma dazniau i8kris: 11 ar 12?

Meré hipotezé: vienodai daznai.

Taciau praktika rod¢ kitka, tod¢él Meré paras¢ Paskaliui ir pateiké jam savo

skai¢iavimus.

Mer¢ sprendimas. 11 akuciy sumg galima gauti SeSiais skirtingais buidais: 6+4+1, 6+3+2,
5+5+1, 5+4+2, 5+3+43, 4+4+3. Tas pat del 12: 6+5+1, 6+4+2, 6+3+3, 5+5+2, 5+4+3, 4+4+4. IS Cia

buvo daroma tokia iSvada: sumy 11 ir 12 pasirodymo tikimybés yra lygios.

2. Paskalis nesutiko su §iuo sprendimu ir nurod¢ klaida.

Paskalio atsakymas. Meré nurodyti jvykiai néra vienodai galimi. Pvz., kombinacija
5+4+3 pasirodo, kai turime rezultatus (5,4,3), (4,5,3), (5,3,4), (3.4,5), (3,5.,4), (4,3,5), o kombinacija
4+4+4 pasirodo tik vieng karta.

Tai reiSkia, kad Paskalis kombinacijas nagrinéjo ne kaip aibes, kuriose, kaip zinome,
elementy tvarka yra nesvarbi, o kaip vektorius.

Paskalio sprendimas. Pazymékime

Q= {(a)l,a)z,a)s)},
17



kur @, yra i-tojo metimo kubiuko akuciy skaiCius. Tada i§ viso elementariyjy jvykiy yra

n=6° =216 ir, kas ypa¢ svarbu pabrézti, visi jie yra vienodai galimi.
Tarp jy palankiy pirmajam jvykiui (t.y. akuciy suma lygi 11) elementariyjy jvykiy yra 27:
(6,4,1), (6,3,2), (6,2,3), (6,1,4), (5,5,1), (5,4,2),
(5,3,3), (5,2,4), (5,1,5), (4,6,1), (4,5,2), (4,4,3),
(4,3,4), (4,2,5), (4,1,6), (3,6,2), (3,5,3), (3,4,4),
(3,3,9), (3,2,6), (2,6,3), (2,5,4), (2,4,5), (2,3,6),
(1,6,4), (1,5,5), (1,4,6).
Analogiskai, yra 25 elementariis jvykiai, palankss antrajam jvykiui (t.y. akuciy suma lygi 12).
Pagal klasikinj tikimybés apibrézima, atitinkamos pirmojo ir antrojo jvykiy tikimybés yra

27 . 2 C e . . o .
216 ir 2_156 Tai reiskia, kad sumy 11 ir 12 pasirodymo tikimybés néra lygios.

PAVYZDYS. IS dézés, kurioje yra 5 raudoni rutuliai ir 30 zaliy, atsitiktinai iSimti 3
rutuliai. Kokia tikimybe, kad jie visi yra zali?

1 SPRENDIMO BUDAS. Sekdami Paskalio pavyzdziu, kuris kombinacijas nagrinéjo ne
kaip aibes, kuriose elementy tvarka yra nesvarbi, o kaip vektorius, kuriy elementy tvarka yra svarbi.
Tada elementariyjy jvykiy erdve Q - rutuliy trejetai, tvarka svarbi. Tada pirmoje $io trejeto
pozicijoje gali atsidurti bet kuris 35 rutuliy. Tarkime, kad taip ir atsitiko, t.y. pirmoje pozicijoje
atsirado vienas rutulys. Tada antrojoje pozicijoje gali atsidurti bet kuris 1§ likusiy 34 rutuliy, o,
analogiskai, treCiojoje — bet kuris 1§ likusiy 33. Todél elementariyjy jvykiy erdvés Q elementy
skaiius n(Q) apibréziamas taip:

n(Q)=35-34-33=39270.
Tegul A — zaliy rutuliy trejety (kuriuose, aiSku, elementy tvarka yra svarbi) aib¢, o
m(A)yra Sios aibés elementy skaicius. Tada

_m(A) 30-29-28 4.29 116
n(Q) 35-34-33 1117 187

m(A)=30-29-28 = 24360, P(A)

Taigi, tikimybé iStraukti tris Zalius rutulius miisy stochastiniame eksperimente yra

116/187.
2 SPRENDIMO BUDAS. Elementariyjy jvykiy erdvés Q pasirinkimas yra, kaip sakoma,
procediira tipo ,,freedom of choice® (pasirinkimo laisve). Taciau, aiSku, pasirinkimo laisves

procediira netaikytina aibei 4 dél labai paprastos priezasties — $i aibeé A turi biiti elementariyjy jvykiy
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erdvés poaibis. Taigi, dabar nagrinésime sprendimo biida, kurj salyginai galima pavadinti ,,tvarka
nesvarbi®.
Tegu elementariyjy jvykiy erdvé Q'- aibiy po tris rutulius komplektai, kuriuose tvarka
nesvarbi. Tada
n(Q') = CJ =6545.
Tegu A’ - atsitiktinis jvykis, kad trijy iSimty rutuliy aibe sudaro tik Zalios spalvos
rutuliai. Tada

m(A’) 4060 116

m(A")=C3 = 4060, P(A")= o) " 6545 187

Atsakyma gavome, kaip ir reikéjo tikétis, tg patj: tikimybé iStraukti tris zalius rutulius

misy stochastiniame eksperimente yra 116/187.

Klausimai ir uzduotys

1. Kodé¢l Mer¢ sprendimas buvo klaidingas?
a) blogai apibrézta elementariyjy jvykiy erdve;
b) elementarieji jvykiai nebuvo vienodai galimi;
c) klaidingai gautas elementariyjy jvykiy erdvés elementy skaicius;
d) klaidingai gautas palankiy elementariyjy jvykiy elementy skaicius.

2. Kuo skiriasi vienodo tikétinumo ir vienodo galimumo sgvokos ir kg jos reiskia?

5. KLASIKINIO METODO TAIKYMAI

Jei stochastiniame eksperimente yra tik » vienodai galimy baig¢€iy, t.y. jei diskrecioji
elementariyjy jvykiy erdvé sudaryta i$ n vienodai galimy elementariyjy jvykiy, tai jvykio A tikimybe
palankiy jvykiui A, skaiCius.

Sitokios stochastiniy eksperimenty su baigtiniu skaiiumi baigéiy schemos,
grindZziamos vienodo galimumo principu, teigianciu, visos eksperimento baigtys yra vienodai
galimos, dar yra vadinamos klasikinémis schemomis, o metodas, kuriuo sudaromas tokios schemos

matematinis modelis, — klasikiniu metodu.

Klasikinés schemos postulatai (postulatas — sprendimas, kuris néra savaime
akivaizdus, bet vis délto priimamas pradiniu teiginiu be jrodymo; prielaida):

e clementariyjy jvykiy erdvé Q = {(a)l, Wy,...,0, )} yra baigting;
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e clementarieji jvykiai yra vienodai galimi (vienodai tikétini):

P(w)=P(w,)=...=P(w,)=1/n.

Panagrinésime klasikinio metodo taikymy pavyzdzius. Uzdaviniy salygos paimtos i§ R.
Razmos, J. Teiserskio, V. Vitkaus ,,Matematikos uzdavinyno* [13].

1 PAVYZDYS. Kortelése suraSyti sveikieji skai¢iai nuo 1 iki 20 imtinai. Atsitiktinai
iStrauktos dvi kortelés. Kokia tikimybé, kad jose paraSyty skaiciy suma lygi 10?

SPRENDIMAS. Elementariyjy jvykiy erdve Q — korteliy poros, korteliy tvarka poroje
yra svarbi. Pirmoje pozicijoje galimi 20 varianty, antroje - viena maziau (nes pirmoje pozicijoje jau
yra viena kortel¢). Todél:

n(Q)=20-19 = 380.
Aib¢ 4 - korteliy poros (tvarka svarbi), kuriy skai¢iy suma lygi 10:
A={1.9) (9.2) (2.8) (8.2) (3.7). (7.3), (4.6). (6.4)}.

m(A) 8 2

Taigi, m(A)=8, P(A)= ) " 38095

2 PAVYZDYS. I8 30 egzamino biliety klausimy moksleivis iSmoko 25. Kokia

tikimybe, kad jis iStrauks bilietg, kurio abu klausimus bus iSmokes?

FPatarin isnokty ne 25, 0 visus 30 egzamivo //%étq %«@/hl,}/

1 SPRENDIMO BUDAS (tvarka svarbi). Elementariyjy jvykiy erdvé ©Q — klausimy

poros, kuriuose tvarka yra svarbi. Tada

n(€2)=30-29 = 870.
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Tegul A — atsitiktinis jvykis, kad moksleivis iStrauks klausimy porg (tvarka svarbi),

_ m(A) 600 20

kurig jis i$moko. Tada m(A)=25.24 =600, P(A)= =—=—.
n) 870 29

2 SPRENDIMO BUDAS (tvarka nesvarbi). Elementariyjy jvykiy erdveQ’

klausimy poros, kuriose tvarka yra nesvarbi. Tada n (Q') =Ci = ? = 435.

Tegul A’ — atsitiktinis jvykis, kad moksleivis iStrauks bilietg, kurio klausimus yra
iSmokes. Tada:
m(A’) 300 20

m(A’) =CZ% =300, P(A)= o) 435 29

3 PAVYZDYS. Atsitiktinai pasirenkama viena zodzio matematika raidé. Kokia
tikimybé, kad ji bus a ?
SPRENDIMAS. Elementariyjy jvykiy erdve Q apibrézkime taip:
Q={m,a,t,e,m, a,t,ik, a,}
Pastebime, kad n(Q) =10. Tegul 4 - atsitiktinis jvykis, kad iStrauktoji raidé yra a.
Tada A={a,,a,,a,}

Taigi P(A): r:((é)) :%: 0,3.

4 PAVYZDYS. IS 36 korty kaladés, kurioje yra 4 tuzai, iStrauktos 6 kortos. Kokia

tikimybé, kad
e tarp jy bus vienas tlizas?
e tarp jy bus bent vienas tuzas?
e tarp jy bus du tiizai?

SPRENDIMAS. Elementariyjy jvykiy erdve Q — aibé komplekty po 6 kortas, kuriuose
tvarka nesvarbi. Kadangi skai¢ius CJ; nusako, kiek aib¢ i§ 36 elementy turi poaibiy po 6 elementus,
tai n(Q)=CS .

Kokia tikimybe atsitiktinio jvykio 4, kad iStrauktame komplekte bus lygiai vienas tiizas?
Tai klausimas, kurj biitina patikslinti. Kokia tikimybé atsitiktinio jvykio A4, kad iStrauktame
komplekte bus vienas tiizas ir penki ne tizai? Kadangi tiizy 4, o ne tizy 32, tai n(A)=C?}-C., .
Tada
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|;,(A)='T'(A)= C,-Cs
nQ  Cy

Pereiname prie sekancio klausimo. Kokia tikimybé atsitiktinio jvykio B, kad iStrauktame

komplekte bus bent vienas tiizas? Tokio tipo uzdaviniuose su zodeliu bent daznai patogiausia pradéti

nuo priesingo jvykio tikimybés paieskos. Aisku, kad Sis prieSingas atsitiktiniam jvykiui B jvykis B
— tai atsitiktinis jvykis, kad iStrauktame komplekte nebus nei vieno tiizo. Kadangi be tiizy yra 32

kortos, tai

mB)=c,,  P(B)=1- =2

Pagaliau, pereiname prie paskutinio klausimo. Kokia tikimybé¢ atsitiktinio jvykio C, kad
iStrauktame komplekte bus lygiai du tuzai? Tiksliname: kokia tikimybé atsitiktinio jvykio C, kad
iStrauktame komplekte bus du tuzai ir keturi ne tiizai? Akivaizdu, kad:

_mE)_ci-ch

m(C):Cj'C;z’ P(C) n(Q)_ cs

Klausimai ir uzduotys

Pries varzybas dviratininkai gauna dvizenklius numerius. Numeris, kuriame pasitaiko
aStuonetas, skaitomas nelaimingu, nes jis panaSus ] sulamdyta dviracio rata, dar vadinama
»aStuoniuke®. Reikia apskaiCiuoti tikimybe jvykio gauti nelaimingg numerj. Tuo tikslu —

1. Apibrézkite elementariyjy jvykiy erdve Q ir nustatykite jos elementy skaiciy »:

a) Q- visi dvizenkliai skaiciai: Q={10, 11, 12, 13,..., 19, 21, 22, ..., 99}, n=9*10=90;
b) Q- visi dviZzenkliai numeriai: Q={01, 02,..., 09, 10, 11, 12, 13,..., 19, 21, 22, ...,
99}, n=10*10-1=99 (numerio 00 nebiina!).

2. Apibrézkite nelaimingy elementariyjy jvykiy aibe A4 ir nustatykite jos elementy skaiciy

a) A — visi dvizenkliai numeriai, turintys astuntuka, 4={08, 18, 28, 38, 48, 58, 68, 78,
88, 98, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89}, m=10+10=20;

b) A — visi dvizenkliai numeriai, turintys astuntuka, 4={08, 18, 28, 38, 48, 58, 68, 78,
88, 98, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 89}, m=10+9=19;

c) A — visi dvizenkliai skaiciai, turintys aStuntuka, 4={18, 28, 38, 48, 58, 68, 78, 88,
98, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 89}, m=9+9=18.

22



3. Pritaikykite klasikin] metodg ieSkomajai tikimybei P(A) apskaiCiuoti:
a) P(4)=18/90=1/5=0,2;
b) P(4)=20/99;
c) P(4)=19/99.

6. GEOMETRINES TIKIMYBES. SUSITIKIMO UZDAVINYS

1. Jau pacioje tikimybiy teorijos vystymosi pradzioje buvo paskelbti klasikinio tikimybés
apibrézimo trukumai. Tai, visy pirma, nagrin¢jamos diskrecCiosios elementariyjy jvykiy erdves
elementy skaicius » turi buti baigtinis. O kaip nagrinéti tuos atvejus, kai elementariyjy ivykiy be
galo daug?

Pirmasis zingsnis §ia linkme — geometrinés tikimybés savokos jvedimas. Jis taip pat
grindziamas jvykiy vienodo galimumo arba vienodo tikétinumo principu.

Klasikinio tikimybés apibrézimo iSplétimas vyksta taip. Tegu, pavyzdziui, plokStumoje
turime sritj G su plotu mes G, kurioje patalpinta kita sritis g su plotu mes g. | sriti G atsitiktinai
metamas taskas ir klausiama, kam lygi tikimybé jvykio, kad taskas pateks j sritj g.

2. Savokai “i sritj G atsitiktinai metamas taskas™ suteikiama tokia prasmeé:

e mestas taskas gali pataikyti | bet kurj srities G taska;

e tikimybé pataikyti j kokia nors srities G dalj g proporcinga Siam plotui ir nepriklauso nuo
jos padéties ir formos.

Tai reiSkia, kad tasko pataikymo i sritj g tikimybé p apibréziama taip:

_mes g
mes G

4. I8nagrinésime pavyzdj — susitikimo uzdavinj.

SUSITIKIMO UZDAVINYS. Maryté ir Petriukas susitaré susitikti kavingje tarp 9 ir 10

valandos vakaro. Kiekvienas, atéjes | kavine, laukia kito 15 minuciy, o po to iSeina. Apskaiciuoti
tikimybe tokiy jvykiy: 1) Maryte ir Petriukas susitiko;

2) Maryte ir Petriukas ateis vienu metu.
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Susitiino a%w){/&’:
— Atthickite, ar Cia neutnta?

SPRENDIMAS. Atvejis 1). Pastebime, kad
G={u,v] 0<u<60, 0<v<60}
g={uyv) Ju-v<15 0<u<60, 0<v<60|

mes G = 602,
2
mes g = 60° — 457 :602(1—(% }:%-602
mesg 7
P(g)= =
(g) mesG 16

PieSinyje tai galima pavaizduoti taip:

VA u=v-15 u=v
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Atvejis 2). Siuo atveju sritis g, kuria iSreiSkiama Jono ir Petro atéjimo vienu metu aibé, yra

atkarpa:
g ={(u,v] u=v,0<u<B60, OSVSGO}.
Kadangi mes g =0, tai antruoju atveju

mes 0
Pg)=Tod = =
mesG mesG

Klausimai ir uZduotys

1. Dél kokio klasikinio tikimybés apibrézimo trukumo yra naudinga jvesti geometrinés
tikimybés apibréZima:

a) klasikiniame tikimybés apibrézime elementariyjy jvykiy erdvés elementy skaicius »
turi biiti baigtinis;

b) klasikiniame tikimybés apibrézime elementariyjy jvykiy erdvés elementy skaicius n
turi biiti begalinis.
2. Kokiu principu grindZiamas geometrinés tikimybés sagvokos jvedimas:

a) statistinio stabilumo fenomenu;

b) tikimybinés interpretacijos principu;

¢) vienodo tikétinumo principu.
3. Apibrézkite savoka “| sritj G atsitiktinai metamas taSkas” ir pateikite geometrinés

tikimybés apibrézima.

7. TIKIMYBIU TEORIJOS IR STATISTIKOS AKSIOMU
SISTEMA (KOLMOGOROVO). TIKIMYBINE ERDVE

1. Pagal tarptautiniy ZodZiy Zodyna,

aksioma - tai pradinis iSeities teiginys, sudarantis kity teiginiy (teoremy) jrodymy

pagrindg mokslinéje teorijoje, kurios ribose priimamas be jrodymo.

VaizdZiai kalbant, aksiomy sistema — tai nagrinéjamos teorijos fundamentas. Siame
skyrelyje iSnagrinésime tikimybiy teorijos (o tuo paciu ir statistikos) fundaments, ant kurio ir yra

statomas didziulis statistikos riimas.
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iy el

Alademibas Audvejus Kolwogorovas (7903-7987) - Giuotuiki S matematibos Rlasikas

Nagrin¢jimui pasirinksime bet kokj stochastinj eksperimenta. Tegu Q - Sio stochastinio
eksperimento elementariyjy jvykiy erdveé. Tarkime, kad Q poaibiy sistema F yra O -algebra. Tai
reisSkia, kad

(F1) QeF;

(F2) Jei AeF, tai A=Q\AeF;
(F3) Jei AeF,i=12,.., taiir [ JA eF.
i=1

Aibés 1§ F vadinamos atsitiktiniais ivykiais, o dvejetas (Q, F) macigja erdve:

Apibrézimas. Jei QO yra bet kokia aibé, o F — bet kokia jos poaibiy G -algebra, tai

dvejetas (Q, F) vadinamas macigja erdve.

Jau pats Sios erdvés pavadinimas sufleruoja, kad viskas paruosta tikimybinio mato sgvokos

ivedimui.
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Apibrézimas. Funkcija P, apibrézta o -algebroje F ir jgyjanti reiksmes is intervalo [0;1],

vadinama tikimybiniu matu maciojoje erdvéje (Q, F), Jjei:

(P1) P(A)>0 VAeF;
(P2) PQ)=1
(P3) VA eF tokiems, kad A N A =@ (i# j),

0

P[QA]{P(A)

i=1

2. Sioje erdvéje (Q,F) kiekvienam atsitiktiniam jvykiui 4 (t.y. aibei i§ klasés F)

priskirsime skai¢iy P(4), kuris vadinamas atsitiktinio jvykio A tikimybe, taip, kad biity patenkintos
salygos (P1), (P2) ir (P3).

Apibrézimas. Teiginiai (F1), (F2), (F3) ir (P1), (P2), P(3) vadinami tikimybiy teorijos ir

statistikos aksiomy sistema.

Tokiu pavidalu S§ig sistemg pirmasis suformulavo rusy matematikas A.N.

Kolmogorovas, todé¢l daznai ji vadinama Ko/mogorovo aksiomy sistema.

Mecto W oAb CBoed Haykh B pa
"eGTCTBONHBIX HayK, TeXHHKN, A2 W
HeNOBENBCHOH KYIBTYPH..

" Yy
L

7716/}(///1} ko/;/}’o.f i statistifos a,ér/mq sistomos tCras - A /ffo/fno//ommf /V Hrnals, Qaw(/wg ”/«@/z;ﬂ/ﬂ naotrauka i interneto svelans

http./ ) www, pns. 1o/ inages/ Roblwosoror—ogonek, jpg /
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Aksiomos (P1) ir P(3) reiskia, kad funkcija P(-), apibrézta o -algebroje F, yra matas.

Kadangi $is matas tenkina dar vieng salyga — salyga (P2), - tai jis vadinamas normuotu (arba

tikimybiniu) matu.

Apibrézimas. Trejetas (Q,F, P), kuriame F pazyméta aibés Q poaibiy sistemos © -
algebra, o P() - tikimybinis matas © - algebroje F, yra vadinamas tikimybine erdve. Be to, o -

algebros F elementai vadinami atsitiktiniais jvykiais.

3. ISnagrinékime paprasc€iausias tikimybinio mato savybes.

1 TEOREMA. Tegu A ir B — atsitiktiniai jvykiai, t.y. AeF ir BeF. Tegu, be to,
Ac B. Tada

P(B\A)=P(B)-P(A). (1)

Jrodymas. Pagal tikimybinés erdvés apibréZimg matas P(-) yra apibréitas tik o-
algebroje F, todél pirmiausia reikia jrodyti, kad B\AeF. Tuo tikslu pastebésime, kad
B\A=ANB. Pagal aksiomg (F2) turime, kad AcF. Irodysime, kad dviejy o -algebros F

elementy (miisy atveju tai aibés A ir B) sankirta vél priklauso F . Pagal de Morgano désnj,

KmB:qu

ANB=AUB. ()

Pagal aksiomg (F2) B e F, todél pagal aksioma (F3) AUB eF.. Tada vél pasinaudoje

aksioma (F2) gauname, kad AUB eF.. [§ &a ir i (2) turime, kad ANBeF. O tai reiskia, kad

B\A=ANBeF.
Toliau, kadangi Ac B, tai

B= AU(B\ A), Am(B\A):Q.
Pagal aksioma (P3) 1§ ¢ia gauname, kad
P(B): P(A)+ P(B\A).

Teorema jrodyta.
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4. Pateiksime kai kurias $ios teoremos i1Svadas.

1 ISVADA. Priesingojo jvykiui A jvykio A tikimybé yra 1—P(A), Ly.

P(A)=1-P(A)
Jrodymas akivaizdus — formuléje (1) pakanka paimti B =02,

2 ISVADA. Negalimo jvykio & tikimybé yra lygi nuliui, t.y.
P(@)=0.

Norint jsitikinti $ios i§vados teisingumu, formuléje (1) pakanka paimti B=A.

3 ISVADA. Jei Ac B, i P(A)<P(B).

Jrodymas. 1§ tiesy, pagal aksioma (P1), P(B\A)>0. Pasinaudoj¢ (1) i§ ¢ia gauname, kad
P(B)-P(A) >0, y. P(A)<P(B).

ISvada pilnai jrodyta.

Pastarojoje formuléje paéme B =Q, i§ aksiomos (P2) gauname tokj teigin;j:

4 ISVADA. Jei A yra atsitiktinis jvykis, ty. AeF , tai P(A)<1.

5. Skyrelio pabaigoje suformuluosime ir jrodysime taip vadinamg jvykiy sumos teoremgq.

2 TEOREMA. Tegu AeF ir BeF. Tada
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Irodymas. Pagal aksiomg (F3), AuBeF. Be to, kadangi c-algebra yra uzdara pjuvio
operacijos atzvilgiu, tai ir AN B eF . Taigi, yra prasmé kalbéti apie $iy aibiy matus P(Au B) ir
P(Am B).
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Pastebésime, kad aibe¢ AU B galima suskaidyti ] trijy nesikertanciy aibiy suma:
AUB=(ANB)U(A\(ANB))U(B\(ANB)).
Todeél 1§ aksiomos (P3) ir teoremos 1 gauname, kad
P(AUB)=P(AnB)+P(A\(AnB))+P(B\(ANB))=
=P(AnB)+P(A)-P(AnB)+P(B)-P(ANB)=
=P(A)+P(B)-P(ANB).

Teorema jrodyta.

Klausimai ir uzduotys

1. Kuriame amziuje A. Kolmogorovas sukiiré¢ savo aksiomy sistema:
a) XIX a.; b) XXa.; c)XXla.

2. Kelios aksiomos sudaro Kolmogorovo aksiomy sistemg?
a) SeSios; b) trys; c) keturios.

3. Suformuluokite Kolmogorovo aksiomy sistema.

4. Suformuluokite ir jrodykite teorema apie dviejy atsitiktiniy jvykiy suma.

8. SALYGINIU TIKIMYBIU EMPIRINIS SUVOKIMAS,
APIBREZIMAS IR PAVYZDZIAI

1. Jei norime apskaiciuoti tikimybe jvykio, apie kurj turima papildomos informacijos,

paprastai susiduriame su sglyginémis tikimybémis.

Tarkime, pavyzdZiui, kad kasmet apie 20% dieny metuose Helsinkyje sninga. Tai reiSkia,

kad jei mes atsitiktinai pasirinksime kalendoring dieng metuose, tai tikimybe¢, kad ta dieng snigs, yra

Dabar tarkime, kad atsitiktinai pasirinkta diena priklauso Ziemos periodui. Turédami Sig

papildoma informacija (papildoma salyga), mes galime tvirtinti, kad tikimyb¢, jog Sia dieng snigs,

yra Zymiai didesne.

Analogiskai, jei Zinoma, kad atsitiktinai pasirinkta diena priklauso vasaros periodui, tai

galime tvirtinti, kad tikimybé, jog tokiag dieng snigs, = 0.

2. Abiem atvejais papildoma informacija apie mety laikg leidzia mums zenkliai patikslinti

tikimybés, kad ta mety laiko dieng snigs, skai¢iavimus. ISnagrinésime dar kelis pavyzdZius.
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1 PAVYZDYS. Tarkime, kad sporto klube yra 35 nariai, i§ kuriy 20 yra suauge ir 15

paaugliai. Tarp suaugusiy yra 8 krepsininkai, tarp paaugliy — 5 krepSininkai. Tai galima pavaizduoti

lentele taip:
Suauges |Paauglys Viso
Krepsininkas 8 5 13
Nezaidzia 12 10 22
krepsinio
Viso 20 15 35

Tarkime, kad atsitiktinai pasirinktas asmuo yra krepsinio zaidéjas, t.y. krepSininkas.
Turint Sig informacijg, mums reikia apskaiciuoti tikimybe jvykio, kad Sis atsitiktinai pasirinktas

asmuo yra suauges.

SPRENDIMAS. PaZzymékime Siuos jvykius raidémis:

A: asmuo yra suauggs; B: asmuo yra krepSininkas.
Simboliu P(A| B) priimta zyméti “tikimybe jvykio A, kai yra jvykes jvykis B” arba

“tvykio 4 tikimybe su salyga B”.

Miisy pavyzdyje §i salyga reiskia, kad pasirinktasis asmuo yra krepSininkas, o jy yra 13. I$
ju tik 8 — suauge (Zr. lentelg). Todél

8 n(AnB
P(A|B):E:%, (1)
kur n(A4), kaip paprastai, Zymimas aibés 4 elementy skaicius. PerraSome formule (1):
(AB)= 8/35 n(ANB)/n(Q)

13/35  n(B)/n(Q)

O kadangi
n(ANB)/n(Q) P(ANB)
n(B)/n(Q)  P(B)

tai P(AIB)=P(ANB)/P(B).

Apibrézimas. Tikimybeé jvykio A su sqlyga B apibréziama taip:
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P(AnB)

P(NB):W,M P(B)=0.

P(A| B) neapibrézta, jei P(B) =0.

3. Pratesime pavyzdziy nagrin€jima.
2 PAVYZDYS. Yra zinoma, kad tikimybé jvykio, jog elektros lemputé tarnaus vir§ 100
valandy, yra 0,7, o tikimybé jvykio, kad lemputé degs vir§ 150 valandy , yra 0,28. Zinoma, kad

lemputé degé virs 100 val. Kokia tikimybé jvykio, kad elektros lemputé tarnaus virs 150 valandy.

Kok tikingb& Yoghis, Kad tawrnausiic vies 750 vabend\),

el Thoms, fad jau dogia vies 700 val] 7

SPRENDIMAS. Tegu L;g — ivykis, kad lemputé tarnaus vir§ 100 val., o L;so — vir§ 150
valandy. Tada

P(L150|L100): P(Llsom LlOO) = P(Ll5°) _028 _

P(Li)  Plliog) 07

0,4.

3 PAVYZDYS. Individas yra atsitiktinai parenkamas i§ 52 atlety grupés. Sioje grupéje yra
26 moterys ir 6 1§ jy plaukikés. Tarp vyry yra 10 plaukiky. Uzduotis tokia:
(A) Zinant, kad atsitiktinai parinktas individas yra moteris, apskai¢iuoti tikimybe, kad ji yra
plaukike.
(B) Zinant, kad atsitiktinai parinktas individas yra plaukikas, apskaiiuoti tikimybe, kad jis

yra vyras.

SPRENDIMAS. Sudarome lentele:
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Moterys Vyrai Viso
Plaukikai 6 10 16
Neplaukia 20 16 36
Viso 26 26 52

Pazymékime Siuos atsitiktinius jvykius:
B — asmuo yra moteris,
A — asmuo yra plaukikas.

Pastebime, kad atveju (A):
6 26
P(AB)=—; P(B)=—.
(AB)=: P(B)=C;

P(AB) 6-52 3
P(AE)- P(B) 52.26 13

Skaic¢iavimus galima buvo atlikti ir tiesiogiai:

P(A|B):2—66:%.

Atveju (B) raide C pazymékime jvykj, kad asmuo yra plaukikas, o raide D - kad asmuo yra vyras.
Tada

P(DNC)
P(C)

P(DC)=

S athitas xéra plaskibas, o tibingb, ad jis neidtuibys Stungd, nra bygi nillis
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16 10, _10_5
P(C)—a, P(DmC)—52, P(Dc)= 3

Klausimai ir uzduotys

1. Ar salyginé tikimybé yra: (a) salyga; (b) asmuo; (c) skaicius, nelygus nuliui; (d)
neneigiamas skaicius, mazesnis uz 1; (e) neneigiamas skaicius, nedidesnis uz 1; (f) salyginis jvykis.

2. Studentas neturi supratimo apie salygines tikimybes. Su kokia tikimybe jis atspés 1
klausima: (a) 1/4; (b) 1/5; (c) 1/6; (d) 1/7; (e) 5/1; (f) 2/3.

3. Kokio jvykio tikimybé yra didziausia: 4 - jvykis, kad lemputé degs virs 140 valandy; B -
jvykis, kad lemputé degs vir§ 140 valandy, jei yra zinoma, kad ji jau degé vir§ 100 valandy; C -
jvykis, kad lemputé degs virS 150 valandy, jei yra Zinoma, kad ji jau degé virs 100 valandy.

4. Pateikite sglyginés tikimybés apibrézimg ir savais ZodZiais paaiSkinkite, kaip ji

suprantate.

9. TIKIMYBIU DAUGYBOS TEOREMA IR JOS TAIKYMO
PAVYZDYS. PILNOS TIKIMYBF;S FORMULE. BAJESO
FORMULE

1 TEOREMA (Daugybos formulé). Jei P(A) >01ir P ( B) >0, tai

P(AnB)=P(B)P(AB)=P(A)P(B|A)

Irodymas akivaizdus ir betarpiSkai seka i§ salyginés tikimybeés apibréZimo.

PAVYZDYS. Tikimybé, kad akcijos fondy birzoje kils pirmadien;j, yra 0,6. Tikimybé, kad
ju kursas kils antradienj, jei kilo pirmadienj, yra 0,3. ApskaiCiuokite tikimybe, kad jis kils ir
pirmadienj, ir antradienj.

SPRENDIMAS. Raidémis M ir T pazymekime Siuos atsitiktinius jvykius:

M: kursas kils pirmadienj;
T: kursas kils antradienj.

Turime, kad:

P(M)=0,6, P(TIM)=0,3 P(TnM)=P(M)P(T|M)=0,6x0,3=0,18.
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Apibrézimas. Atsitiktiniy jvykiy H,,...,H, rinkinys sudaro pilng jvykiy grupe, jei

1 HUH,uU..UH, =Q; (1)

2 HNH, =G kai i#] )

2 TEOREMA. (Pilnos tikimybés formulé). Jei H,,....H, - pilna jvykiy grupé, ir P(H,)>0,

kai 1=1,2,...,n, tai bet kuriam atsitiktiniam jvykiui A

p(A):gp(Hi)p(Ami).

Irodymas. 15 (1) iSplaukia, kad
A=AnQ=J(H NA).
i1
IS (2) i8plaukia, kad atsitiktiniai jvykiai H, ™ A neturi sankirtos, t.y. bendry tasky, todél i§ mato P

adityvumo savybeés (P3) gauname, kad

n

P(A)=2P(HinA)= 3 P(H)P(AH,). 6

i=1

ka ir reikejo jrodyti.
3 TEOREMA. (Bajeso formulé). Tegu ispildomos sqlygos (1) ir (2). Tada

P(H;)P(A[H;)

zgp(Hi)p(Ami)'

P(H;|A (4)

Irodymas. 18 daugybos formulés turime, kad
P(H;A)=P(A)P(H;[A)=P(H;)P(AH,).

IS ¢ia gauname, kad
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Pritaike vardikliui pilnos tikimybés formule (3), gauname (4). Teorema (Bajeso formulé)

jrodyta.

Klausimai ir uzduotys

1. Kam yra lygi tikimybe¢ jvykiui 4 1vykti, jei yra Zinoma, kad $is jvykis 4 yra jvykes:
(a) 0; (b)0.5; (c) 1.
2. Ar galima tvirtinti, kad atsitiktiniy jvykiy H,,...,H

, rinkinys sudaro pilng jvykiy

grupe, jei (a) HyUH,U..UH, =Q; (b) HHUH,U..UH_ =Q , taciau aibés H; nesikerta, t.y.

neturi bendry tasky; (¢) H,UH,U...0H, =Q , o aibés H; turi tik po vieng bendra taska; (d)

i
aibés H,,...,H bendry tasky neturi.
3. Pateikite Pilnos tikimybés formule ir savais zodziais paaiskinkite, kada ji gali biti

naudinga.

10. NEPRIKLAUSOMI ATSITIKTINIAI IVYKIAIL. TEOREMA
APIE NEPRIKLAUSOMUS IR NESUTAIKOMUS IVYKIUS, JOS
TAIKYMO PAVYZDYS

Daznai pasitaiko situacija, kai, pavyzdziui, P(A| B)=P(A). Tokiu atveju
P(AB) _

P(AB)= o) P(A).

Tada P(AB)=P(A)P(B).

Apibrézimas. Atsitiktiniai jvykiai A ir B vadinami nepriklausomais, jei
P(AB) = P(A)P(B).

Jei jvykiai néra nepriklausomi, tai jie vadinami priklausomais.

Apibrézimas. Atsitiktiniai jvykiai A ir B vadinami nesutaikomais, jei ANB = ty. jeigu

Jjie negali jvykti kartu.

TEOREMA. Jei du atsitiktiniai jvykiai A ir B su teigiamomis tikimybémis yra
nepriklausomi, tai jie negali biiti nesutaikomi, ir atvirksciai.

Irodymas. Jei A ir B yra nesutaikomi, tai
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P(AnB)=P(@)=0. (1)
Jei jie yra nepriklausomi su teigiamomis tikimybémis, tai
P(AnB)=P(A)P(B)>0. ()
Kadangi sarysis (1) yra teisingas tada ir tik tada, kai neteisingas (2), tai teoremos teisingumas

yra akivaizdus.

1 PAVYZDYS. Lankomumo registracija parodé, jog tikimybé jvykio, kad valdybos
pirmininkas atvyks j posédj, yra 0,65, tarybos prezidento atvykimo j posédj tikimybé yra 0,8, o
tikimybé, kad jie abu atvyks j posédj, yra 0,6. Ar galime tvirtinti, kad pirmininkas ir prezidentas
atvyksta j posédj nepriklausomai?

SPRENDIMAS. Panagrinékime $iuos atsitiktinius jvykius:

V. valdybos pirmininkas atvyks j posédj;
T: tarybos prezidentas atvyks | posédi.
Kadangi
P(VNT)=0,6, P(V)P(T)=(0,65)x(0,8)=0,52,
tai
P(V mT);t P(V)P(T).

Todeél atsitiktiniai jvykiai Vir T yra priklausomi.

2 PAVYZDYS. Viktoras skrenda i§ San Francisko j Niujorka per Cikaga. 1§ San
Francisko j Cikaga jis skrenda o aviakompanijos léktuvu, o i§ Cikagos j Niujorka - P
aviakompanijos léktuvu. Tikimybé, kad o aviakompanijos léktuvai saugiai pasiekia tiksla, yra
0,9995, o tikimybé, kad [ aviakompanijos Iéktuvai saugiai pasiekia tiksla, yra 0,9998.
Apskaiciuokite tikimybes sekanciy jvykiy:
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(a) Viktoras saugiai atskris j Cikaga ir Niujorka;
(b) Viktoras saugiai atskris j Cikaga, bet patirs nelaime kelyje j Niujorka.

SPRENDIMAS. Panagrinékime $iuos atsitiktinius jvykius:
A — Viktoras saugiai pasiekia Cikaga i§ San Francisko.
B — Viktoras saugiai pasiekia Niujorka i§ Cikagos.
Kadangi jvykiai yra nepriklausomi, tai

(2) P(ANB)=P(A)P(B)=0,9995x0,9998=0,9993;

(b) P(ANB)=P(A)P(B)=P(A)(1-P(B))=0,9995x0,0002 = 0,0002.

3 PAVYZDYS. I8 skaitmeny 1, 2, ..., 9 atsitiktinai pasirenkamas vienas skaicius. Taip pat
metama moneta ir kauliukas. Apskaiciuoti tikimybe jvykio, kad pasirinktas nelyginis skai¢ius, iSkris
herbas ir kad akuciy skaiCius dalosi i§ 3, t.y. tikimybe¢ tokio jvykio: 4=4;MNA>M A3, kur A7 —

pasirinktas nelyginis skai¢ius, 4> — i8kris herbas, 43— akuciy skaicius dalosi 1§ 3.

SPRENDIMAS.
P(A)=3. P(A&)=7 P(A)=5 =,
511 5
P(AlﬁAzﬁA3)=P(A1)P(Az)P(As)=§'§'§=a

Klausimai ir uzduotys

1. Kuris 18 $iy trijy teiginiy yra teisingas:

(a) Nepriklausomi jvykiai yra nesutaikomi; (b) Nesutaikomi jvykiai yra nepriklausomi;
(c) Teiginiai (a) ir (b) yra klaidingi.

2. Kuris 1S 81y trijy teiginiy yra teisingas:

(a) Nepriklausomy atsitiktiniy jvykiy apibrézimui matas nereikalingas;

(b) Nesutaikomy atsitiktiniy jvykiy apibrézimui matas nereikalingas;

(c) Teiginiai (a) ir (b) yra klaidingi.

3. Pateikite tris nepriklausomy atsitiktiniy jvykiy pavyzdzius.
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11. ATSITIKTINIS DYDIS KAIP MACIOJI FUNKCIJA

1. PaprascCiausiu atveju atsitiktinis dydis (a.d.) — tai funkcija, suteikianti kiekvienai
stochastinio eksperimento baig€iai skaiting reikSme. Tai reiSkia, kad a.d. X galima nagrinéti kaip
lgyjancia realias reikSmes funkcijg X=X ((o) , apibrézta elementariyjy jvykiy erdvéje Q.

Pateiksime kelis atsitiktiniy dydziy pavyzdzius.

1 PAVYZDYS. Kosminiy daleliy, papuolan¢iy j pasirinkta Zemés pavirSiy pasirinktame
laiko intervale, skaicius labai kinta ir priklauso nuo daugelio atsitiktiniy aplinkybiy.

2 PAVYZDYS. Abonenty iskvietimy, ateinandiy j telefono stotj, skaicius per tam tikra
laiko tarpg taip pat yra atsitiktinis dydis, igyjantis vieng ar kita reikSme priklausomai nuo atsitiktiniy
aplinkybiy.

3 PAVYZDYS. Dujy molekulés greitis kinta priklausomai nuo susidirimy su kitomis
molekulémis. Siy susidarimy labai daug per labai trumpg laiko tarpa. Net jei zinomas molekulés

greitis duotuoju laiko momentu, negalima tikslai nustatyti Sio greicio reikSme po 0,01 ar, tarkime, po

0,001 sek. Dujy molekulés greicio kitimas yra atsitiktinis dydis.

Matematiskai Sie pavyzdziai turi vieng bendra savybe: kiekvienas 1§ aprasyty fizikiniy
dydziy, jtakojamas atsitiktiniy aplinkybiy, gali jgyti skirtingas reikSmes. Negalima i§ anksto
nurodyti, kokig reikSme jgijo dydis, nes jis kinta atsitiktinai, stochastinius eksperimentas atliekant

vieng po kito.

Taigi, norint aprasyti atsitiktinj dyd;j biitina Zinoti reikSmes, kurias jis igyja. Taciau §ito
nepakanka!

IS tiesy, jei, pavyzdziui, nagrinéti dujy stovj kintant temperattirai, tai molekuliy grei¢iy
reikSmiy aibé nesikeis, nors dujy stovis zenkliai keisis.

Taigi, svarbu Zinoti ne tik tai, kokias reikSmes jgis atsitiktinis dydis, bet ir kaip daznai
jis jas jgis, t.y. su kokia tikimybe atsitiktinis dydis $ias reikSmes jgis.

Atsitiktinio dydzio jgyjamy reikSmiy aibés gali bati labai jvairios: baigtinés,
skaiCiosios ir neskaiciosios; reikSmes gali biiti iSdéstytos diskreciai arba uzpildyti intervala tolygiai

ir pan.
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2. Tikimybiy teorijoje yra parodoma, jog atsitiktinis dydis X ((D) pilnai nusakomas aibémis
{co| X (co) < X} , kur xeR!. Sios aibés tikimybingje erdvéje (Q, F, P) yra “informatyvios” tik tuo

atveju, jei jas galima iSmatuoti. O iSmatuoti jas Sioje erdvéje galima tik tada, kai bet kuriam realiam

X
{o|X(0)<x}eF, (1)

nes pagal tikimybinés erdves apibrézimg matas P yra apibréztas c -algebroje F .

3. Suformuluosime pagrindinj Sio skyrelio apibrézima.

Apibrézimas. Reali funkcija X =X (0)), apibrézta aibéje ., vadinama atsitiktiniu
dydiiu tikimybinéje erdvéje (Q, F, P), Jjei bet kuriam realiam x tenkinamas sqrysis (1), t.y.

{0)|X((0)<X}EF.

Funkcijos, tenkinancios sarysj (1), funkcijy teorijoje vadinamos maciosiomis atzvilgiu
c -algebros F funkcijoms.

Pateiksime tokios funkcijos pavyzdj.

4 PAVYZDYS. Stochastinj eksperimentg apibrézkime tokiu biidu: moneta metama vieng
kartg. Tada Q:{wl,mz}, kur o, - herbo pasirodymo elementarus jvykis, o ®, - skaiciaus

pasirodymo elementarusis jvykis. Tarkime, kad F — visy galimy € poaibiy aibé ir

1

P({ml}) - P({(”z}) )

Funkcijg X (03) apibrézkime taip:

X( )_ 1 kai o=,
710, kai 0=,

Pastebésime, kad

o, kai, x<0,
{0)|X(0))<X}= {032}, kai 0 < x<1,
Q, kai 1<X.
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Tai reigkia, kad {a)| X (w)< X} cF bet kuriam realiam x, t.y. kad X (o) yra atsitiktinis dydis

nagriné

Klausimai ir uzduotys

1. Ar atsitiktinis dydis yra: (a) skaicius; (b) matas; (c) kazkas, nesuprasi kas; (d) funkcija;

(e) aibe; (f) tikimybine erdve?

2. Kuris 18 81y trijy teiginiy yra teisingas:

(a) Jei X yra atsitiktinis dydis tikimybinéje erdvéje (Q,F, P), tai {00|X (co)< X} eF bet
kuriam realiam x;

(b) Jei X yra atsitiktinis dydis tikimybinéje erdvéje (Q, F, P), tai X yra atsitiktinis dydis ir
bmkunqeknqetmhnﬂﬁnqemdvqe((LFiP);
(c) Teiginiai (a) ir (b) yra klaidingi.

3. Pateikite atsitiktinio dydzio apibrézima ir tris naujus atsitiktinio dydzio pavyzdzius.

12. SKIRSTINYS. TRYS SKIRSTINIU PAVYZDZIAL. TEOREMA
APIE SKIRSTINIU SAVYBES

Apibrézimas. Atsitiktinio dydzio X skirstinio funkcija (arba, sutrumpintai, skirstiniu) vadinama
realaus kintamojo x funkcija F(x),

F(x) = P(X < x) = P({|X (@) < x})

Panagrinékime skirstinio funkcijy pavyzdZius — tris svarbias skirstiniy klases. Tai tolygusis,
dvitaskis ir i§sigimes skirstiniai.

1 PAVYZDYS. Stochastinis eksperimentas yra toks: j intervalg [a,b] atsitiktinai metamas
taskas. Skaitoma, kad bet kuri tasko padétis Siame intervale yra vienodai galima.

Siuo atveju Q= [a;b], F apibrézkime pusiau atviry i§ deSinés intervaly [a;B) c [a; b] taip

vadinamg Borelio o - algebra, o tikimybinj matg P jveskime tokiu biidu:
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P([oc;B)) = %, jei [a;B) =[a;hb].
Funkcijg X =X (co) apibréziame taip: X ((o) =®,jel me [a;b]. Tada

J, jei x<a,
o] X(@)< x}=1{[a;x), jei a<x<h,
Q=[a;b], jei x>b.

IS ¢ia darome 1Svada, kad {co| X (co) < X} € F bet kuriam realiam x, t.y. funkcija X ((o) yra
macioji funkcija tikimybinéje erdvéje (€, F,P). O tuo paciu ji yra ir atsitiktinis dydis Sioje erdvéje.

Sio atsitiktinio dydZio skirstinys yra taip vadinamas tolygusis skirstinys:

0, jei x<a,
F(x)=P(X <x)= ?, jei a<x<b,
1, jei x>b.
Tolygiojo skirstinio grafikas yra toks:
F(x) A
I y
| >
0 a b “x

2 PAVYZDYS. Stochastinis eksperimentas yra toks: moneta metama vieng Kartg.
Apskaiciuosime skirstinio funkcijg atsitiktinio dydzio X, kuris $io stochastinio eksperimento

pagrindu yra apibréZiamas taip:

1, kai a):a)l(:H),
X(a’):{o, kai o =w,(=S)

Cia raide H pazymétas elementarusis jvykis, reikiantis herbo pasirodyma, o raide S — skaiiaus

pasirodyma. Nesunku pastebéti, kad tokiu atveju
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, kai x<0,
o] X(@)<x}={{w,}, kai 0<x<1,
Q, kai 1< x.

Kadangi
Pl ) = P(le, f) =1/2
ir visada P(@)=0, P(Q)=1, tai
0, kai x <0,
F(x)= % kai 0<x<1,
1 kai 1> X.

Si funkcija F(x) vadinama dvita$kiu skirstiniu, o jos grafikas yra toks:

F(X) A
R 1(
0,5 (—

3 PAVYZDYS. Tarkime, kad atsitiktinis dydis X yra beveik konstanta §ia prasme:
P(X=a)=1.

Tada jo skirstinys vadinamas iSsigimusiu taske a skirstiniu.

Nesunku jsitikinti, kad $io skirstinio grafikas (kai a=0) yra toks:

A4
x
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Ar skirstinio funkcijos apibrézimas yra korektiskas, ty. ar tikimybé P(X<x) visada
egzistuoja?

Atsakymas teigiamas tuo atveju, jei aibé {0)| X (co)< X} yra atsitiktinis jvykis, t.y. jei ji
priklauso o -algebrai F . O taip bus tada, kai X yra atsitiktinis dydis tikimybinéje erdvéje (Q, F, P) ,
t.y., kai X yra macioji funkcija atzvilgiu o -algebros F .

Panagrinésime paprasciausias atsitiktinio dydzio X =X (co) tikimybingje erdvéje (Q, F, P)

skirstinio funkeijos F (x) =P ({o| X (o) <x}) savybes.

1 savybeé. Jei a<b, tai

P({0:a<X(w)<b})=F(b)-F(a). )
2 savybé. F(x) yra nemazéjanti funkcija, t.y. jei a<b, tai F(a)<F(b).
3 savybé. lim F(x)=F(-0)=0, lim F(x)=F(+0)=1.

4 savybé. F(x) yra tolydi i$ kairés.

Pirmasias tris savybes jrodysime.
Kadangi
fola= X (0)<b} = o] X (o)<} fo] X (0)<a]
ir, be to, i3 salygos a<b isplaukia, kad
(01X (0)<a} <ol X (a) <b}.

tai pagal tikimybinio mato savybg gauname formulg (2).

2 savybeé jrodoma 1 savybés pagrindu:

F(b)-F(a)=P({o] a<X(w)<b})=0.
3 savybés jrodymas akivaizdus, jei pastebéti, kad

F(—0) = P(X <—0) =P(J) =0,
F(+0) = P(X <+0) =P(QQ) =1.

Pasirodo, kad yra teisingas atvirkS¢ias teiginys. Jei bet kuri funkcija tenkina iSvardytas
savybes (pakanka 2, 3 ir 4 savybiy), tai ji yra skirstinio funkcija. Suformuluosime tai be jrodymo.

TEOREMA. Skirstinio funkcija F(x) tenkina tokias tris sqlygas:
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1) F(x) yra nemazéjanti tieséje (—oo, oo);
2) lim F(x)=0, lim F(x)=1;

3) F(x) yra tolydi is kairés.
Ir atvirksciai, jei F(x) tenkina sqlygas 1), 2) ir 3), tai egzistuoja tokia tikimybiné erdvé (Q, F, P) ir

Jjoje apibréztas atsitiktinis dydis X ((o) toks, kad X ((o) skirstinio funkcija yra F(x).

Klausimai ir uZduotys

1. Ar skirstinys yra: (a) skaicius; (b) matas; (c) funkcija; (d) atsitiktinis dydis; (e) aib¢;

(f) tikimybiné erdvé? (g) realus kintamasis?

2. Kada egzistuoja tikimybé P(X<x): (a) kai P yra matas; (b) kai P yra tikimybinis matas;
(c) kai X=X () yra funkcija tikimybingje erdvéje (Q,F,P); (d) aibé {o] X (0)<x} yra
atsitiktinis jvykis.

3. Turime realaus kintamojo x funkcijg F(X). Kokias sglygas turi tenkinti $i funkcija, kad ji

bty skirstinys?

13. DISKRETIEJI IR TOLYDIEJI SKIRSTINIAL PAGRINDINIAI
SKIRSTINIU TIPAI. TANKIO SAVYBES

Skirstiniy funkcijy jvairové labai didele, taciau mes iSskirsime tik dvi pagrindines

skirstiniy funkcijy klases: diskreciuosius skirstinius ir tolydZiuosius skirstinius.

Apibrézimas. Diskreciaisiais vadiname tokius atsitiktinius dydzius, kurie gali jgyti tik baigtine

arba skaicigjq (suskaiciuojamq) aibe reiksmiy, o jy skirstiniy funkcijas — diskreciaisiais skirstiniais.

Pastebime, kad jei diskretusis atsitiktinis dydis X jgyja reikSmes X, X,,...,X,... su
tikimybémis P, Py,..e, Pyy-ee s LY.
P(X=x)=p, k=012..n,..,

tai skirstinys F (X) $iuo atveju apibréZiamas taip:

F(x)= 2 P

K:xg <x
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Tai reikia, kad F(X) yra “laiptuota” su tritkiais dydzio p, taskuose X, .

Kita svarbi klasé — tolydieji skirstiniai.

Apibrézimas. Jei atsitiktinio dydzio X skirstinio funkcija F(X) turi tankj, t.y., jei

egzistuoja neneigiama funkcija p(x) tokia, kad visiems realiems X

tai atsitiktinis dydis X vadinamas tolydziuoju atsitiktiniu dydziu, o F (X) - tolydZiuoju skirstiniu.

Pastebime, kad tolydaus atsitiktinio dydzio X atveju

P(a < X <b)=P(X <b)-P(X <a)= | p(y)iy~ | p(y)ly = | p(y)y.

Paéme¢ b = a gauname, kad P ( X = X) =0 bet kuriam realiam X.
Pastebime, kad plotas po atsitiktinio dydzio X tikimybinio tankio p(X) kreive tarp a
ir b lygus tikimybei P(a <X< b) arba, kadangi P(X = X) =0 bet kuriam realiam X, tikimybei

P(a< X <b)arba tikimybei P(a< X <b):

Tikimybinis 4
tankis

>

P(a<X<b)

\ 4

Q fommm a2 >
|- -
x

Tikimybinio tankio savybés:
1) bendras plotas po tankio p (X) kreive lygus 1;
2) tikimybé P(a <X < b) lygi plotui po tikimybinio tankio p(X) kreive tarp a ir b.

3) p(X)ZO visiems X =0,
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Siy savybiy jrodyma nesunku gauti i§ tankio apibréZimo.

Pagrindiniai skirstiniy tipai:
b) pagrindiniai diskrecCiyjy skirstiniy tipai —
e tai, visy pirma, jau iSnagrinéti iSsigimes ir dvitaskis skirstiniai. Sj sarasa papildysime
Puasono skirstiniu - tai atsitiktinio dydzio X , jgyjancio reikSmes 0,1, 2,... su tikimybémis
P, = P(X = n) =A"e™*/n! (kur A > 0- konstanta), skirstinys;
C) pagrindiniai tolydZiyjy skirstiniy tipai —
e tai, visy pirma, jau iSnagrinétas tolygusis skirstinys, ir normalusis - tai skirstinys CI)(X),

apibréziamas formule

kur o >0 ir p - konstantos.

Klausimai ir uzduotys

1. Plotas po atsitiktinio dydZio X tikimybinio tankio p (X) kreive tarp a ir b lygus:

(A) tikimybei P(a< X <b); (B) tikimybei P(a< X <b); (C) tikimybei P(a< X <b);
(D) tikimybei P(a< X <b); (F) kiekvienai i§ i§vardyty tikimybiy.

Kuris 1§ pateikty atsakymy yra iSsamiausias?

2. Yra zinoma, kad P(X = X) =0 bet kuriam realiam X. Kuris teiginys yra teisingas:

(a) atsitiktinis dydis X yra tolydus; (b) atsitiktinis dydis X yra diskretus; (c) atsitiktinis
dydis X yra iSsigimes nulyje, t.y. X=0 su tikimybe 1; (c) atsitiktinis dydis X yra konstanta,
kuri lygi nuliui.

3. Kokias zinote pagrindines skirstiniy klases?

4. Pateikite diskretaus ir tolydaus atsitiktinio dydzio apibrézimus.

14. DISKRECIOJO DYDZIO VIDURKIS IR JO FIZIKINE
INTERPRETACIJA. DIDZIUJU SKAICIU DESNIS

1. Skirstinio funkcija, jei ji Zinoma, yra pilniausia atsitiktinio dydZio charakteristika, nes
atspindi ne tik tai, kokias reikSmes jgyja nagrin¢jamas atsitiktinis dydis, bet ir $iy reikSmiy jgijimo
tikimybes.
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Taciau skirstinio funkcijos radimas - gana sunkus uzdavinys, daznai atsitinka, kad apie
nagrinéjama atsitiktinj dydj visiSkai nebutina turéti tokig detalig informacijg. Daznai pakanka zinoti
tik tam tikras skaitines charakteristikas - vidurkj (matemating viltj), dispersijg, momentus.
Pirmiausia iSnagrinékime vidurkio sgvoka.

2. Grjzkime prie kurso pradzioje iSnagrinéto pavyzdzio, kai 20 karty météme loSimo
kauliuka. Buvo gauti tokie duomenys:

3 6 3 5 4 1 2 4 4 2
3 4 6 5 1 3 6 6 3 1

Siy stebiniy aritmetinis vidurkis X, dar vadinamas imties vidurkiu, apskaiiuojamas taip:

stebiniy reiksmiy suma 72

— =—=3,6.
stebiniy skaicius 20

X =

3. Taciau §; vidurk; mes gal¢jome apskaiciuoti kitaip. O butent, galéjome apskaiCiuoti

kiekvienos kubiuko pusés pasirodymo daznj ir, apskai¢iave santykinj daznj, vidurkj gauname taip:

{3 3 () (3o (3)

Sj skai¢iavimo biidg galima iliustruoti tokia formule:

Imties vidurkis X = Z (stebinio reikSmé x santykinis daznis)

4. Isivaizduokime, kad kubiuka mes métome ne 20, o labai daug karty. Tada santykinis
daznis, kaip matéme, artés prie vienos kubiuko sienelés pasirodymo tikimybés, t.y. prie 1/6.
Vidurkis tokiu atveju apskai¢iuojamas taip:

1-(1j+2-(5)+...+6-(%j = (reiksme x tikimybe) =35,

6 6

Sio pavyzdZio ir statistinio stabilumo fenomeno pagrindu natiralu atsitiktinio dydzio X

vidurkj apibrézti taip:

Atsitiktinio dydzio X vidurkis = (reiksmé x tikimybé) arba > xP(X =x,),

kur X, pazymétos skirtingos atsitiktinio dydzio X reikSmes.
5. Atsitiktinio dydZio X vidurkis dar yra vadinamas populiacijos vidurkiu arba matematine
viltimi ir Zymimas p arba EX.
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O stai Lietuvos standarto apibrézimas:
Diskreciojo atsitiktinio dydzio X, jgyjancio reikSmes X, su tikimybémis p;, vidurkis (kai jis
egzistuoja) yra
n= EXZZ XP;s

Cia sumuojama pagal visas X jgyjamas reikSmes X;, o p, = P(X =X )

6. Apibendrinkime kauliuko métymo eksperiments, pasirinkdami bet kokj stochastinj
eksperimentg. Kartokime jj daug karty, kaskart skai¢iuodami jo stebiniy aritmetinj vidurkj X.
Galima jsitikinti, kad $i apskai¢iuotoji reikSmé X po daugelio eksperimento kartojimy yra artima

teoriniam vidurkiui . Tai taip vadinamas didziyjy skaiciy désnis. Suformuluokime jj atskirai.

Didziyju skaic¢iy désnis (empirinis variantas). Praktiskai neabejotina, kad didelio

skaiciaus nepriklausomy populiacijos stebiniy aritmetiniai vidurkiai X artéja prie sios populiacijos

vidurkio p.

Norédami iliustruoti Sio désnio veikimg, atlikime tokj eksperimenta. Modeliuokime 400
atsitiktinio dydzio su nuliniu vidurkiu populiacijos stebiniy. Kiekvieng karta, gave 10 naujy stebiniy,

1§ naujo apskaiciuokime visos imties vidurkj. Tai reiSkia, kad skaic¢iuojamos Sios reikSmés:

)_(10 =(X1+...+X10)/10, )_(20 =(X1+...+X20)/20, vy

)_(400 =(X1 +...+X400)/400.

Irase konkrecias stebiniy reikSmes, gauname tokj arba panaSy grafika:
Vidurkis
0.7
0.6F
0.5F
0.4f
0.3
0.2
0.1

rrTeTTY

3

Imties
100 200 00 400 dydis

Standartinio normaliojo atsitiktinio dydiio populiacijos stebiniy modeliavimo
rezultatai, diustruojantys didfiyjy skaidiy désnio veikimg
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ISvada aiSki: didéjant stebiniy skaiciui, jy aritmetinis vidurkis artéja j nulj, ty. i

populiacijos vidurkj p=0.

7. Fizikiné vidurkio interpretacija. Vidurk] galima interpretuoti kaip atsitiktinio dydzio
"svorio centrg". Isivaizduokime svorius, kuriy skaitin¢ iSraiSka kilogramais lygi diskreciojo
atsitiktinio dydzio igyjamy reikSmiy tikimybéms. ISdéliokime juos ant svertiniy siipuokliy atstumais,
proporcingais jgyjamoms reikSméms. Norint, kad tokios siipuoklés jgyty pusiausvyrg, atramos taska
reikia lokalizuoti tiksliai toje vietoje, kurios koordinaté lygi atsitiktinio dydzio vidurkiui.

Pailiustruosime tai pavyzdziu. Tegu atsitiktinis dydis X jgyja reikSmes 0, 4, 7 ir 14 su
tikimybémis 0,1; 0,3; 0,2 ir 0,4. Tada

u=EX=0-01+4-03+7-0,2+14-04=8,2,

o svertines stipuokles su svoriais 0,1; 0,3; 0,2 ir 0,4 grafiskai galima pavaizduoti taip:

04

0,3 Atramos (balanso) taskas
0,2

012345678‘9 10 11 12 13 14 15

Klausimai ir uzduotys

1. Kas yra pilniausia atsitiktinio dydzio charakteristika: (a) vidurkis; (b) skirstinio funkcija;
(c) matematiné viltis; (d) dispersija.

2. Didziyjy skaiciy désnis apraso: (a) nepriklausomy populiacijos stebiniy aritmetiniai
vidurkiai x art¢ja prie Sios populiacijos vidurkio; (b) didelio skai¢iaus nepriklausomy
atsitiktiniy dydziy sumy skirstiniai artéja prie ribinio skirstinio; (c) didelio skaiciaus
nepriklausomy populiacijos stebiniy aritmetiniai vidurkiai X artéja prie $ios populiacijos
vidurkio; (d) didelio skai¢iaus populiacijos stebiniy aritmetiniai vidurkiai X artéja prie Sios
populiacijos vidurkio. Pasirinkite tiksliausig varianta.

3. Paaiskinkite savais zodziais ir iliustruokite savo pavyzdziu teiginj: ,,Vidurki galima

nee

interpretuoti kaip atsitiktinio dydzio "svorio centrg"*.
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15. STATISTINIO STABILUMO FENOMENAS. DRAUDIMO
MODELIS

Su Didziyjy skai¢iy désniu tampriai susij¢s Sio kurso pradzioje minétas Statistinio stabilumo

fenomenas.

STATISTINIO STABILUMO FENOMENAS
Atsitiktinio jvykio A santykinis daznis n(A)/ N N stochastiniy eksperimenty serijoje turi

tendencijq, esant pakankamai dideliam n, artéti prie pastovios reikSmés, kuri Zymima P(A).

ISnagrinésime konkrety pavyzdi.

1 36 Kort\) KatadCs atsitibtina istraukiona 78 Kort}

PAVYZDYS. I§ korty kaladés, kurioje yra 36 kortos, atsitiktinai iStraukiama 18 korty, t.y.
puskaladé. Mus domina jvykis A, kad Sioje puskaladéje yra 9 raudonos spalvos kortos ir 9 juodos

spalvos kortos.
Tegu n(A) - tai dydis, reiSkiantis, kad n eksperimenty serijoje n(A) karty pasirode 9
juodos kortos, o n(A)/n - santykinis daZznis. Buvo gauta tokia lentel¢ (pateikiama pagal B.

Gnedenko [7]):

Raudony Raudony
korty korty
Eksp. skai¢ius n( A) n( A)/ Eksp. skaidius n( A) n( A)/
eilés Nr. | puskala- n eilés Nr. | puskala- n
déje deje
1 8 0 0,00 51 9 13 0,25
2 9 1 0,50 52 8 13 0,25
3 11 1 0,33 53 7 13 0,25
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O 0 9 N »n b

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

11

11

W W W W N NN NN

(O8]
AN

© ® 9 =9 29 =3 9 =29 9 9 o o v AN AN DM 22> >

0,50
0,40
0,33
0,29
0,38
0,33
0,30
0,27
0,25
0,31
0,29
0,27
0,25
0,23
0,22
0,21
0,20
0,19
0,18
0,17
0,21
0,24
0,23
0,26
0,25
0,24
0,23
0,22
0,22
0,21
0,21
0,23
0,25

54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86

10
12

11

12

11

10

14
14
15
16
16
16
16
16
16
16
17
17
17
17
17
17
17
17
18
18
18
18
18
19
20
20
20
20
20
21
21
21
21

0,26
0,26
0,27
0,28
0,28
0,27
0,27
0,26
0,26
0,25
0,27
0,26
0,26
0,26
0,25
0,25
0,24
0,24
0,25
0,25
0,24
0,24
0,24
0,25
0,26
0,26
0,25
0,25
0,24
0,25
0,25
0,25
0,24
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37 10 9 0,24 87 9 22 0,25
38 10 9 0,24 88 7 22 0,25
39 8 9 0,23 89 7 22 0,25
40 7 9 0,22 90 10 22 0,24
41 9 10 0,24 91 8 22 0,24
42 10 10 0,24 92 8 22 0,24
43 10 10 0,23 93 10 22 0,24
44 9 11 0,25 94 8 22 0,23
45 8 11 0,24 95 11 22 0,23
46 7 11 0,24 96 9 23 0,24
47 12 11 0,23 97 9 24 0,25
48 9 12 0,25 98 10 24 0,24
49 6 12 0,25 99 7 24 0,24
50 7 12 0,24 100 7 24 0,24
n(A)

Norédami gauti formuléje (1) esantj skirtumag o p, kur p=P(A), pirmiausia
apskaiciuosime §j p .

I§ 36 korty iSrinkti 18 korty galima Cl biidais. Palankis yra visi tie atvejai, kai i§ 18
raudony korty i§renkamos 9 ir i§ 18 juody korty isrenkamos 9 juodos. Taigi, i§ viso yra C., -C,,

palankiy atvejy, o ieSkoma tikimybé p yra tokia:

p= C198 'Clgs — (18!)4 )
Ca  36/(9)

Si trupmena tikrai skatina manyti, kad toliau laukia darbelis ne i§ maloniyjy darby saraso. Tagiau
neskubékime taip manyti, nes jveikti ja galima net dviem biidais — elementariosios ir aukStosios
matematikos metodais. Pradésime nuo paprasc¢iausio:

p= C198 ’Clgs — (18!)4 =
Cx 369

(t0-..-18)*  (10.-...18)°  2.13.17-(10...18)  4-.11.13°.17> 2149004
36! 91-19-20-...-36 91.3-19-23.-29-31-35 3.7-19-23.29-31 8250123

=0,2604814...

Taigi, P(A)= p ~0,26.

53



Aukstosios matematikos metodus naudoja B. Gnedenko [7] ir kg tik miisy iSnagrinétus

skai¢iavimus atlieka kitaip. Jis pastebi, kad skaiCiuojant faktorialus, patogu naudotis Stirlingo

formule:
nl~ \/2znn"e ™.
IS Sios formulés gauname, kad
181~18" e /2718,
91~ 9% /27 -9,
361~ 36%e /27 - 36,
taigi,

s (Vor-18-18%e )
V2736 -36%e (V27 -9.9% ||
IS ¢ia nesunkiai gauname tg patj, kg gavome pirmuoju budu:

2 4
P(A)J=p~——~—=%0,26.
( ) P V187 15

Stochastinio eksperimento duomenis i§ lentelés pavaizdave grafiskai ir palygine juos

su kg tik gautu teoriniu rezultatu, turétume gauti vaizdZzig statistinio stabilumo fenomeno veikimo

iliustracija. Isitikinsime, kad taip 1§ tikro yra.

Tuo tikslu lenteléje gautus duomenis pailiustruokime taskine ir stulpeline

diagramomis. Tasking diagrama braizome meniu juostoje pasirinkus Insert - Chart... - XY (Scatter)

arba veiksmy juostoje paspaudziam mygtuka LI , pasirenkam XY(Scatter) ir, pasirinkus

tinkamiausig diagramos tipa, jvedam atitinkamus duomenis ir braizome taSkine diagrama:

Statistinio stabilumo fenomenas

0,52

2 1)
[N [
o ©

Santykinis daznis
o
&

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Bandymy skaicius
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Dabar braizysime stulpeling diagrama. Meniu juostoje pasirenkame Insert - Chart... - Column

arba veiksmy juostoje paspaudziam mygtuka (] , pasirenkam Column ir, pasirinkus

tinkamiausig diagramos tipa, ivedam atitinkamus duomenis ir braizome stulpeling diagrama:

Statistinio stabilumo fenomenas

Bandqu skaicius

0,26}
0,13

ISVADA. Santykinis daznis n(R)/n turi tendencijq jgyti pastovig reikime, o santykio n(R)/n

riba egzistuoja ir apytiksliai lygi 0,26.

DRAUDIMO MODELIS. Daugelis tikimybiniy savoky, iskaitant vidurkio arba
matematinés vilties id¢€ja, kilo studijuojant azartinius lo§imus. Palaipsniui $ios sgvokos ir idéjos
buvo taikomos tose srityse, kuriose zenklig jtakg turéjo rizikos faktorius. Pirmiausia, vystantis
prekybai, jos rado pritaikymg papras¢iausiuose draudimo modeliuose. Vieno tokio modelio pavyzdj
iSnagrinésime dabar.

Draudimo kompanija iSmoka klientui 5 000 Lt suma, jei kruizo metu jis apvagiamas
arba patiria kitus nuostolius. Jei $iy nuostoliy rizika jvertinama santykiu 1:250, tai kokia turi buti
kliento draudimo jmoka?

Pirmiausia pastebésime, jog tikimybe, kad kompanijai teks iSmokéti 5 000 Lt suma,
yra 1/250=0,004. Tegu X yra atsitiktinis dydis, reiskiantis kompanijos i§mokos X klientui suma.

Tada reikSmes X, Sis dydis jgyja su tikimybémis p, (i=1 2), kurios apraomos tokia lentele:

ISmoka X; Tikimybé p,
5000 Lt 0,004
0Lt 0,996
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Apskai¢iuojame vidurkj:

EX=5000x%0,004+0x%0,996 = 20 Lt.

Taigi, vidutiné suma, kurig kompanija iSmoka klientui, yra 20 Lt. O tai reiskia, kad
bty pagrista i§ kliento prasyti 20 Lt didumo draudimo jmoka. Suprantama, realiame modelyje $i
jmoka biity didesné — prisidéty administravimo i$laidos, mokesciai, iSlaidos draudimo kompanijos

pelno portfeliui.

Klausimai ir uzduotys

1. Stochastinio eksperimento baigCiy aibé yra baigtiné. Ar galima tokiam eksperimentui
taikyti Statistinio stabilumo fenomena? Nurodykite tiksliausig atsakymg: (a) ne, nes fenomeno
formuluotéje kalbama apie pakankamai didel; #; (b) ne, nes esant baigtiniam » netenka kalbéti apie

santykinio daznio n(A)/n ribg; (c) taip, nes statistinio stabilumo fenomene n yra stochastiniy

eksperimenty skaicius; (d) taip, nes statistinio stabilumo fenomene n néra baig€iy skaiCius, o tik
reikalaujama, kad stochastiniy eksperimenty skaicius » biity pakankamai didelis.
2. Draudimo modelio pagrindas — matematinio vidurkio sgvoka. Pateikite savo pavyzdj,

sutinkama realiame gyvenime, kuriame biity naudojama §i sgvoka.

16. SANKT-PETERBURGO PARADOKSAS

Pateiksime praktiniy pavyzdziy i$ tikimybiy teorijos problemy ir paradoksy formulavimy ir
ju sprendimy istorijos. Konkretus praktinis tokiy paradoksy sprendimas leis mums apéiuopiamiau
suvokti tokias fundamentalias sgvokas, kaip matematin¢ viltis, atsitiktinis dydis, elementariyjy
Ivykiy erdveé ir pan.

Pagal ,,Lietuviy kalbos zodyng“,

paradoksas sm. (2) TrpZ 1. nejprasta, keista mintis, lyg ir priestaraujanti sveikam protui.
2. moksle — netikeétas reiskinys, neatitinkantis jprasty paziury: Reliatyvumo teorijos

paradoksai stebina tol, kol ju neissiaiskiname sp. Zmogus i3 tiesy stebuklingas paradoksas rs.
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Tikimybiy teorija, kuri pradzioje tyrinéjo tik azartiniy zaidimy rezultatus, vystési ]
universalig teorija, kuri rado pritaikymus daugybéje gyvenimisky sri¢iy. Todél visai nestebina, kad
beveik visi didieji mokslo Zurnalai paseké angly zurnalo ,,Filosofijos darbai* pavyzdziu ir pradéjo
reguliariai spausdinti tikimybiy teorijos straipsnius. Daugéjo mokslininky, mananciy, kad tikimybiy
teorija — tai ne kas kita, o gyvenimo kelrodis, ar net sveikas protas, iSreikStas skaiciais. Taciau XVIII
a. pr. Sankt-Peterburgo mokslo akademija iSspausdino straipsnj, kurj perskaicius atrodé, kad
matematinis mastymas ir skaiCiavimai prieStarauja sveikam protui. Straipsnj parasé¢ D. Bernulis,
kurio déka Peterburgo paradoksas iSgarséjo. Taciau pirmgkart $ig problema iSkélé jo pusbrolis N.

Bernulis ir uzsimin¢ apie paradoksg 1713 mety rugséjj, laiSke Monmorui.

PARADOKSO FORMULAVIMAS

Peterburgo Zaidima trumpai biity galima aprasyti taip. Zaidéjas méto monets tol, kol
neatsivercia skaicius — tada zaidimas baigiamas. Jei tai jvyksta r-tuoju metimu, tai Zaidéjas i§ banko
gauna 2" doleriy. Tokiu budu su kiekvienu metimu laiméjimas dvigubéja. Iskyla, atrodyty, labai
paprastas klausimas: kiek turi sumokéti bankui Zaidimo pradzioje Zaidéjas, kad bankui $is Zaidimas
,vidutini§kai“ (matematinio vidurkio prasme) nebiity nuostolingas? O paradoksas, sprendziant §j
»paprasta® klausima, slypi Stai ¢ia: kokj pradinj jnaSa besumokéty zaidéjas, tiek ,,teoriskai® Sito
nepakaks! Mat, zaidéjui sumokéjus bet kokig baigting suma, tikimybé jam aplosti bankg yra didesné
uz nulj. Toks teorinis rezultatas akivaizdZiai prieStaravo tuo metu egzistavusiai Sio Peterburgo

zaidimo praktikai ir todél atrode, kad tikimybiy teorijos metodai yra niekiniai.

SPRENDIMAS
Taigi, kiek turi sumoketi bankui Zaidimo pradzioje zaid¢jas, kad bankui Sis Zaidimas
nebiity nuostolingas?
Kadangi zaidéjas méto monetg tol, kol neatsiverCia skaiCius (t.y. metimai yra
nutraukiami, kai metimy serijoje po herby h pasirodymy serijos pagaliau pirmakart pasirodo skaic¢ius
S), tai elementariyjy ivykiy erdve Q galima apibrézti taip:

Q :{a)i | @ =s,w,=hs, &,=hhs, ..., @, =hhh..h s,..}.
Hf_/

r-1karty
Dabar apibréSime kiekvieno elementariojo atsitiktinio jvykio @ tikimybe p;:

p=1/2. 1)
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Zinoma, teoriskai toks apibréZzimas yra korektiSkas, nes tenkina abi diskreciosios

elementariyjy jvykiy erdvés aksiomas:

Taciau iSkyla nemaziau svarbus klausimas, ar apibrézimas (1) yra korektiskas

nagrin¢jamo praktinio modelio kontekste. Norédami jsitikinti Siuo korektiSkumu, pazymékime raide
A atsitiktin jvykj, kad iskrito skai¢ius ir Zaidimas pasibaigé po pirmojo metimo, o simboliu A — jam
priesinga atsitiktinj jvykj, t.y. kad iskrito herbas. Tada P(A) =1/2, 0 P( A)=1-1/2=1/2.
Tegu, toliau, A, — atsitiktinis jvykis, kad zaidimas pasibaigé r-tuoju metimu (t.y. pirmus r-1
kartus i8krito herbas, o r-taji kartg iskrito skaicius). Tada
P(A, )= P(A) - P(A) -...-P(A) - P(A)=1/2-1/2-..-1/2-1/2=1/2".

r-1 r-1

Palyging gauta rezultata su formule (1) lengvai jsitikiname, kad apibrézimas (1) yra
korektiskas ne tik teoriSkai, bet empiriskai, t.y. korektiskas ir nagrinéjamo praktinio modelio
kontekste.

Tegu atsitiktinis dydis X(w,) iSreiskia galima zaidéjo laiméjima i-tojo metimo metu.
Nesunku jsitikinti, kad X (@) =2".

Apskai¢iuosime Sio atsitiktinio dydzio matemating vilt] (kitaip sakant, Zaidimo savikaing).

Sudarome lentele:

Stochastinio eksperimento S hs hhs hhh...hs
baigtis @, i-Lkarty
Atsitiktinio dydzio X 2 4 8 oi
reikime X, = X (@) = 2'
Tikimybe 12 | 14 1/8 1/2'
p,=P(X=x=2"

Dabar nesunku apskaiciuoti atsitiktinio dydzio X matemating viltj EX:

EX :in p, = 2-1+4-£+8-l+...+2i i|+ =1+1+..+1+.. = .
2 4 8 2 —

I§ ¢ia ir matome, kad Zaidéjui sumokéjus bet kokia baigting suma, teoriskai jis turéty aplosti

banka. Taciau i$ tos pat teorijos matome, kad praktiskai tokia situacija gali jvykti su tikimybe, lygia
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apytiksliai nuliui net tuo atveju, kai buvo zaidziama tik r karty ir, tarkime, r yra mazas, pavyzdziui,
r=10:
p,=P(X=x =2")=1/2"=2"=1/1024~0.

Taigi, praktiniai rezultatai neprieStarauja teoriniams, jei pastaruosius tinkamai
interpretuosime praktiniuose taikymuose.

Dar daugiau, atsizvelgiant j gautus teorinius rezultatus, praktinj zaidimo model;j biity
galima organizuoti taip. Zaidimo pradZioje Zaidéjas paskelbia, kokj maksimaly skai¢iy karty n jis
ketina mesti moneta, visos kitos zaidimo salygos lieka nepakitusios. Tai yra, zaidéjas méto moneta
tol, kol neatsivercia skaicius (bet ne daugiau kaip n karty) — tada Zaidimas baigiamas. Jei tai jvyksta
r-tuoju metimu (r <n), tai zaidéjas i§ banko gauna 2" doleriy. Tokiu biidu su kiekvienu metimu
laim¢jimas dvigubéja. ISkyla natiiralus klausimas: kiek turi sumokéti bankui zaidimo pradzioje
zaidéjas, kad vidutiniSkai bankui §is zaidimas nebiity nuostolingas?

Tokiu atveju elementariyjy jvykiy erdve Q2 galima apibréZti taip:

Qz{a)i | @ =s,0,=hs, o,=hhs, ..., @, :ws,a}::w}.
n—1karty n karty
Tegu, kaip ir anksciau, atsitiktinis dydis X (@) iSreiskia galimg zaidéjo laiméjima i-tojo
metimo metu. Nesunku jsitikinti, kad X (@) =2",i=1,2,...,n; X(w,)=0.
Apskai¢iuosime $io atsitiktinio dydzio matemating vilt] (kitaip sakant, Zaidimo savikaing).

Sudarome lentele:

Stochastinio eksperimento S hs hhs hhh...hs hhh...h
baigtis i rpem
Atsitiktinio dydzio X 2 4 8 on 0
reik§mé X;
Tikimybé P, 172 | 1/4 1/8 1/2" 1/2"

Dabar nesunku apskaiciuoti $io atsitiktinio dydZio X matemating vilt; EX:

= 1 1 1 a1 1
EX=)xp = 2:2+4-248-2+..42"-—+0- = 1+1+..+1 =n,
) 2 4 8 2 2 —
IS ¢ia matome, kiek turi sumokéti bankui zaidimo pradZioje Zaidé¢jas, kad ,,vidutiniskai‘

bankui $is Zaidimas nebiity nuostolingas — n doleriy.
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Klausimai ir uzduotys

1. Kiek turi sumokeéti bankui Peterburgo Zaidimo pradzioje Zaidéjas, kad bankui §is Zaidimas
,,vidutiniS§kai* nebiity nuostolingas? Nurodykite, kuris i§ i§vardinty atsakymy varianty teisingas: (a)
n doleriy, jei zaid¢jas planuoja atlikti n metimy; (b) n doleriy, jei zaidéjas n-ajame metime islosSia;
(c) 2" doleriy, jei zaidéjas planuoja atlikti n metimy; (d) 2" doleriy, jei zaidéjas n-ajame metime
islosia.

2. Paaiskinkite, kaip jiis suprantate sagvokg ,,zaidimas ,,vidutiniskai* néra nuostolingas abiem

jame dalyvaujanc¢iom Salim®.

17. DISPERSIJOS APIBREZIMAS. DISPERSIJA KAIP SKLAIDOS
MATAS

Matéme, kad ypatingas vaidmuo tikimybiy teorijoje tenka pirmos eilés pradiniam
momentui — tai matematinis vidurkis (matematiné viltis). Ypatingas vaidmuo tenka ir antros eilés
centriniam momentui — dispersijai (nuo lotyny kalbos Zzodzio dispergere — i$sklaidyti, iSbarstyti).
Apie tai bus kalbama sekanc¢iame skyrelyje.

Dabar pateiksime dispersijos apibrézimus diskretaus ir tolydaus atsitiktinio dydzio

atvejams ir apskai¢iuosime tolygiojo, normaliojo ir Puasono skirstiniy dispersijas.

Atsitiktinio dydZzio X dispersija vadinama X nuokrypio nuo EX kvadrato matematinis vidurkis.

Paprastai ji Zymima simboliu DX .

Apibrézimas. Tegu diskretusis atsitiktinis dydis X jgyja reikSmes X, X,,...,X,,... Su
tikimybémis Py, Py,..., Pps---» O W Yra Sio atsitiktinio dydzio matematinis vidurkis. Jeigu egzistuoja

Sio atsitiktinio dydZio antrasis centrinis momentas, tai jis vadinamas dispersija ir Zymimas

2

DX = Z::(Xi _H) p;

Min¢jome, kad antros eilés centrinis momentas buvo pavadintas dispersija, o $is
pavadinimas kiles nuo lotyny kalbos zodzio dispergere — iSsklaidyti, iSbarstyti. Isitikinsime, kad

dispersija 1§ tiesy gali biiti nagriné¢jama kaip sklaidos matas.
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Tarkime, kad X, X,,..., X, yra stochastinio eksperimento stebiniy reikimés. Sios imties

vidurkiu pavadinome jos reikSmiy aritmetinj vidurkj X,
— 1 n

X=="X.
N

"Matematikos terminy zodyne" X vadinamas empiriniu vidurkiu. Matéme, kad tai centro matas,
kurio fizikiné interpretacija - Svorio centras.

Taciau be duomeny centro nustatymo, bet kuri duomeny apraSomoji analizé¢ privalo
turéti kitimo (sklaidos) apie §j centrg skaiting iSraiska, t.y. kitimo (sklaidos) mata. Dvi stebiniy
aibés gali turéti tas pacias centro pozicijas, bet skirtingg sklaidos apie §j centrg pavidala. Pavyzdziui,
panagrinékime dvi imtis:

(X0 %0, Xa0 X0, X6} =14,6,9,12,14} 5 {V,,Y,, Y5, Yar ¥s | ={7.8,9,10,11}.

Siy im&iy centrai ¢, ir ¢, sutampa:

5

-1 45 - 1 45
“ 52' 5 2= SiZy 5

i=1
Matome, kad taskai pirmojoje imtyje yra daugiau iSsklaidyti, negu taskai antrojoje,
nors jy centras yra tas pats.

Kuo tai galima paaiskinti? Apibrézus i-tojo stebinio nuokrypj formule

Nuokrypis A; =i-tasis stebinys - (Imties vidurkis).

gauname dvi nuokrypiy sekas:
-5,-3,0,3,5;
-2,-1,0,1,2.
Susumave Siuos nuokrypius, abiem atvejais gauname vieng ir tg patj rezultata:
D A =0.
Matome, kad teigiamus nuokrypius "atsveria" neigiami nuokrypiai. Pasirodo, kad ir

bendru atveju galima jrodyti, jog

visy nuokrypiy A, suma visada lygi nuliui.
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ISVADA. Norédami gauti sklaidos matg, turime paSalinti neigiamy nuokrypiy A,

zenklus, pries juos sudedant.

Vienas i$ tokiy zenkly pasalinimo biidy - pakelti nuokrypius kvadratu.

Taigi, pakélus nuokrypius kvadratu, juos susumavus ir padauginus i§ normavimo
koeficiento //(n-1) (daznai normavimo koeficientu pasirenkamas //n) gaunamas sklaidos ir kitimo
matas, kuris vadinamas imties dispersija (angl. sample variance, rus. évibopounas oucnepcus) arba
empirine dispersija:

A T
sf=—— (xi —x) :
n-143

Statistikoje naudinga ir empirinio standarto nuokrypio savoka:

L > (x-x)".

n-1\=

S =

ApskaiCiuosime empiring dispersijg ir empirinj standartinj nuokrypj pateiktame

pavyzdyje:
Stebiniai | Nuokrypiai | (Nuokrypiai)® Stebiniai Nuokrypiai | (Nuokrypiai)®

X X — X (Xi —;()2 Yi Yi _9 (yi —;l)2
4 -5 25 7 -2 4
6 -3 9 8 -1 1
9 0 0 9 0 0
12 3 9 10 1 1
14 5 25 11 2 4

IS viso 0 64 IS viso 0 10

Kadangi n—1=4, tai 1§ lentelés gauname, kad
57 =68/ =17, 5, =\17 ~ 4,123;

s;=19/ =25, 5, =/2,5~158.
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Peré¢jimas nuo imties dispersijos apibrézimo prie atsitiktinio dydzio dispersijos
apibrézimo analogiSkas peréjimui nuo imties vidurkio apibrézimo prie atsitiktinio dydzio vidurkio
apibrézimo, todél jo detaliau nekartosime.

¢

Kai tyrinétojas analizuoja statistinius duomenis, jis paprastai daro iSvadas dviejy

charakteristiky pagrindu. Sios charakteristikos — tai empirinis vidurkis X ir empirinis kvadratinis

nuokrypis s.

Rusy matematikas P.L. Ceby$evas (1821-1894) jrod¢, kad minimalus procentas
stebiniy, kurie patenka j intervalg ()_(—ks; )_(+ks) , kur k - natiirinis skaicius, yra (1—1/ kz)-100.

Detalizuosime §j teiginj labiausiai paplitusiems praktikoje atvejams k =2 ir k =3.

Empiriné CebySevo taisykle. Maziausiai 75% stebiniy patenka j intervalg ()_(— 25, X+ 28).

Maziausiai 89% stebiniy patenka j intervalg ()_( —3s; X +3S) .

Klausimai ir uzduotys

1. Dispersija — tai
(a) 1Ssklaidymo matas; (b) iSbarstymo matas; (c) sklaidos matas;
(d) antros eilés centrinis momentas;  (e) visi i$ iSvardintyjy (a), (b), (¢) ir (d);
(f) nei vienas i$ iSvardintyjy (a), (b), (c) ar (d).
Kuris 18 iSvardinty varianty pilniausiai atspindi dispersijos sgvoka?
2. Atliekant statistiniy duomeny preliminarig analizg, tyréjas paprastai daro iSvadas skaitiniy
charakteristiky pagrindu. Nurodykite, kuris 1§ iSvardinty atsakymy varianty tiksliausias:
(a) empirinis vidurkis ir empirinis kvadratinis nuokrypis;
(b) empirinis vidurkis;
(c) empirinis kvadratinis nuokrypis;
(d) empiriné kvadratiné dispersija ir empirinis skirstinys.
3. Suformuluokite empirine Cebysevo taisykle ir savo ZodZiais paaiskinkite, kaip ja suprantate ir

kam ji gali buti reikalinga.
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18. CENTRINE RIBINE TEOREMA (EMPIRINE
INTERPRETACIJA)

Ankstesnése paskaitose nagrin¢jome Didziyjy skaiciy désnj ir matéme, kad didelio skaiciaus
nepriklausomy populiacijos stebiniy aritmetiniai vidurkiai X artéja prie Sios populiacijos vidurkio
1. Sioje paskaitoje Zengsime toliau — nagrinésime X skirstinio funkcija, nes, Zinodami atsitiktinio
dydzio skirstinio funkcija, turime visg informacijg ir apie pat;j atsitiktinj dyd;.

Kadangi X :(X1 +...+ X, )/ n,tai X skirstinio funkcija, atrodyty, turi labai priklausyti nuo

atsitiktiniy dydziy X,,...,X, skirstinio funkcijos. ZodZio ,atrodyty“ pastarajame sakinyje i§vis

n
neturi biiti, kai #n yra mazas. Nesunku tuo jsitikinti, apskai¢iuojant X skirstinio funkcijg tiesiogiai,
kai populiacija sudaryta, pavyzdziui, i§ dviejy ar keturiy elementy.

Toks tiesioginis X skirstinio funkcijos radimas bendru atveju, suprantama, néra paprastas
uzdavinys. Todé¢l tikrai nuostabia ir svarbia galima pavadinti teorema, kuri tvirtina, kad jei n yra
pakankamai didelis, tai X skirstinio funkcija yra artima normaliajam skirstiniui. Tai centriné ribiné
teorema. Suformuluosime ja tokioje formoje, kuri yra suprantama kiekvienam, taikanciam statistikos

rezultatus praktikoje.

1 TEOREMA (CENTRINE RIBINE TEOREMA). Tegu X,,...,X, - praktiskai bet kokia
atsitiktiné imtis su vidurkiu u ir standartiniu nuokrypiu o. Tada empirinio vidurkio

X =(X1+...+ Xn)/ N skirstinio funkcija gali biti pakankamai gerai aproksimuota normaliuoju

skirstiniu su vidurkiu p ir standartiniu nuokrypiu o / Jn, jei tik n yra pakankamai didelis.

Norédami pailiustruoti placig centrinés ribinés teoremos veikimo sritj, iSnagrinésime
pavyzdj, kai émimas atliekamas 1§ populiacijos, kurios skirstinys yra tolygus, nesimetrinis ir kurio

tankis p (x) gerokai skiriasi nuo normaliojo:
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Tankis
A

e

v

Centrinés ribinés teoremos praktinio ,,patikrinimo* pavyzdyje tankis parinktas taip, kad gerokai

skirtysi nuo normaliojo tankio

Kaip matyti i§ brézinio, pasirinktas tankis yra eksponentiné funkcija, p (x) = exp (-x), kai x >

0, ir p(x)=0, kai

Xx2=0. Tokiu atveju pati populiacija turi taip vadinama eksponentinj

skirstinj su vidurkiu =1 ir dispersija o°=1. Kompiuteriu galima sumodeliuoti §io

skirstinio 200 imc¢iy, kuriy kiekvienos dydis n = 30. Tuo tikslu sudarome imtj i§ tolygiai

pasiskirsc¢iusio atsitiktinio dydzio, pasinaudoje¢ funkcija Rand( ), kuri generuoja tolygiai

pasiskirs¢iusius skai¢ius intervale [0;1] (jei turétume intervalg [a;b], tai parinktume funkcijg

Rand( )*(b-a)-a ). Tokiu biidu gauname tolygiai pasiskirsCiusio atsitiktinio dydzio imtj,

kurios dydis n=6000. Taupydami vieta, vietoj dydzio 30*200 lentelés Cia pateikiame tik dalj

Sios imties, pavaizduotos lentele 9*55:

0,1848, 0,5884| 0,9343| 0,5968 0,3787 0,9962 0,6601 0,1009 0,8611
0,9809| 0,3992| 0,6729| 0,1115 0,2547 0,9836 0,9846 0,0436 0,7444
0,1779, 0,8850, 0,7969| 0,7468 0,1343 0,9232 0,1752 0,7817 0,7374
0,4483| 0,0437| 0,6268| 0,3809 0,2029 0,4648 0,7252 0,6661 0,5845
0,7989| 0,6252, 0,7368| 0,4835 0,0827 0,8756 0,4727 0,0855 0,8238
0,4545| 0,6063| 0,1165| 0,4562 0,1183 0,6384 0,0790 0,9254 0,2254
0,4522| 0,6392, 0,2291| 0,2740 0,4409 0,3070 0,3317 0,5011 0,6566
0,3763| 0,8566| 0,8234| 0,9647 0,4779 0,1511 0,1381 0,4753 0,4268
0,4456) 0,6118 0,2645| 0,4698 0,1219 0,1761 0,0277 0,2396 0,9257
0,0698| 0,2685| 0,2580| 0,4153 0,3913 0,2975 0,5761 0,4770 0,1334
0,6911, 0,0751, 0,7834| 0,3483 0,9069 0,6413 0,2500 0,7879 0,7520
0,8746| 0,8832| 0,0102| 0,2672 0,1574 0,6592 0,1365 0,5699 0,9378
0,5236) 0,3453, 0,3768| 0,0795 0,3218 0,3571 0,0610 0,6356 0,6832
0,1576| 0,1484| 0,2992| 0,1377 0,2754 0,4657 0,3804 0,1663 0,5077
0,2043| 0,6136, 0,4338 0,1351 0,6138 0,8221 0,9097 0,0794 0,1298
0,6572| 0,1213| 0,6135| 0,1865 0,3641 0,6217 0,5492 0,6387 0,7271
0,6119, 0,4362, 0,6467, 0,0011 0,7645 0,6331 0,0244 0,5215 0,4576
0,4762| 0,8751| 0,2525| 0,0701 0,7115 0,4065 0,3076 0,1496 0,1818
0,1549, 0,3011, 0,8877, 0,2521 0,3054 0,4839 0,7612 0,9736 0,5039
0,3966, 0,7289| 0,8006| 0,2530 0,8133 0,7498 0,7054 0,0986 0,9062
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0,0883| 0,7576| 0,3063| 0,4595 0,8528 0,3373 0,4714 0,3723 0,4310
0,1993, 0,6136, 0,1047| 0,3598 0,0848 0,0819 0,8196 0,1658 0,2214
0,2985| 0,5242, 0,2362, 0,1812 0,2935 0,3351 0,3513 0,9679 0,3593
0,0911| 0,9051| 0,7366| 0,1916 0,9752 0,9983 0,0326 0,5830 0,0141
0,7861, 0,1182, 0,3392| 0,1543 0,4009 0,7796 0,2837 0,6622 0,0102
0,8214| 0,1417| 0,9744| 0,7900 0,5323 0,2949 0,9544 0,3784 0,8211
0,7365| 0,7748, 0,8747| 0,2146 0,3661 0,4558 0,3432 0,0020 0,5919
0,4457| 0,2446| 0,8448| 0,7630 0,8132 0,9687 0,8012 0,9633 0,4490
0,4403, 0,6281, 0,8385| 0,9378 0,2016 0,7254 0,4173 0,3963 0,6271
0,0131| 0,3305| 0,2467| 0,9281 0,8595 0,3999 0,4040 0,4337 0,9836
0,2245| 0,9347, 0,1200, 0,7809 0,1275 0,9317 0,5802 0,2221 0,5296
0,1624| 0,9421| 0,6284| 0,0303 0,6450 0,4629 0,9073 0,3521 0,3317
0,0017, 0,0924, 0,4456, 0,5151 0,2379 0,4136 0,2015 0,9983 0,9461
0,1701| 0,5218| 0,6622| 0,4383 0,8144 0,7883 0,4805 0,1943 0,2660
0,1057, 0,7485 0,7670| 0,7946 0,3014 0,4042 0,7470 0,4728 0,1723
0,6903| 0,4732| 0,4750| 0,0880 0,0587 0,3575 0,9885 0,9885 0,0424
0,2328, 0,9316, 0,1737, 0,6832 0,4493 0,3114 0,6168 0,8243 0,1277
0,1451| 0,8157| 0,0936| 0,3008 0,4418 0,7476 0,7874 0,8226 0,6597
0,4500, 0,0046, 0,9128| 0,5105 0,1310 0,7634 0,1718 0,1905 0,3882
0,6941| 0,3364| 0,8584| 0,2038 0,2581 0,4928 0,1689 0,9654 0,2088
0,1359, 0,8183 0,0228| 0,1635 0,8739 0,2101 0,1720 0,4419 0,1833
0,9165| 0,4892| 0,2917| 0,3606 0,8208 0,8108 0,9470 0,3016 0,3511
0,1595, 0,1237, 0,2992, 0,8862 0,3070 0,3265 0,5729 0,4943 0,6831
0,4939| 0,7874| 0,3405| 0,6984 0,1327 0,9340 0,9796 0,5831 0,1517
0,8024| 0,5238, 0,3393| 0,3764 0,9579 0,9153 0,4777 0,6485 0,1557
0,8466| 0,4157| 0,7718| 0,7439 0,1403 0,8430 0,2017 0,1164 0,3008
0,5256, 0,9122, 0,0275 0,5367 0,9605 0,0975 0,7564 0,1410 0,7695
0,3912| 0,9736| 0,3206| 0,5103 0,7130 0,7694 0,0913 0,8799 0,5372
0,0915, 0,8347, 0,4535| 0,5445 0,0779 0,5935 0,3626 0,6729 0,1046
0,8742| 0,5031| 0,9562| 0,6532 0,3621 0,2947 0,0595 0,7414 0,2501
0,3404| 0,6940, 0,4474| 0,4028 0,0119 0,4649 0,4518 0,4930 0,5552
0,6815| 0,8447| 0,8425| 0,9822 0,4709 0,3410 0,1181 0,5333 0,6111
0,0105, 0,2626, 0,6580| 0,0813 0,0675 0,9684 0,5077 0,5114 0,4117
0,4189| 0,1671| 0,7071| 0,0002 0,7018 0,9622 0,8712 0,4407 0,7201
0,3008, 0,7519, 0,2910 0,5667 0,3060 0,1070 0,7975 0,3967 0,5941

Apskaifiuojame gautos imties vidurkj, dispersijg ir standartinij nuokrypj atitinkamai

pasinaudoje funkcijomis AVERAGE, VAR, STDEV. Rezultatai pateikti lentel¢je:

Vidurkis 0,4983
Dispersija 0,0831
Standartinis nuokrypis 0,2883

ApskaiCiuosime teorinj vidurkj, dispersija ir standartinj nuokrypj tikslu palyginti, ar Sie
teoriniai parametrai yra artimi empiriniui vidurkiui, dispersijai ir standartiniam nuokrypiui.
Taigi, kadangi tolygusis skirstinys Siuo atveju apibréZtas intervale [0;1], tai teorinis vidurkis

dispersija ir standartinis nuokrypis apskai¢iuojami taip:
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1 1 1_0
EX :_[xdF(x):J.xdx:—:O,S
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DXJ.XEXdF (x=0,5)’dx ==

O'—.I—‘
S [N

c=+DX =0,2887.

SuraSome gautus rezultatus j lentele:

Vidurkis 0,5
Dispersija 0,0833
Standartinis nuokrypis 0,2887

Pastebim, kad Sie rezultatai yra artimi empiriniam vidurkiui, dispersijai ir standartiniam
nuokrypiui. Pailiustruosime grafiskai - histogramy pagalba - Centrinés ribinés teoremos
(CRT) veikimg. Tuo tikslu apskai¢iuojame kiekvienos duomeny eilutés (paimtos i§ dydzio
30*200 lenteles, kurig aukSciau pateikéme sumazinta iki dydzio 9*55), sudarytos i§ 30
elementy, aritmetinj vidurkj, tuo tikslu pasinaudodami funkcija AVERAGE, ir gautus
duomenis (o jy, aisku, yra 200) uzrasome lenteléje, kurig vél dél vietos stokos pateikiame

perpus sumazinta:

Numeris i X : (30) Numeris i X i (30) Numeris i X i (30) Numeris i X i (30)
! 0,4884 26 0,5858 51 0,4660 76 0,4465
2 0,5266 27 0,4609 52 0,4616 77 0,4581
3 0,5253 28 0,6148 53 0,4590 78 0,4443
4 0,4973 29 0,5900 54 0,5050 79 0,5339
S 0,4588 30 0,5488 55 0,4802 80 0,4891
6 0,4019 31 0,4424 56 0,4391 81 0,5362
! 0,4539 32 0,5008 57 0,5532 82 0,5262
8 0,4436 33 0,5004 58 0,5237 83 0,4527
9 0,4346 34 0,4670 59 0,5244 84 0,5073
10 0,4350 35 0,5128 60 0,4817 85 0,4963
11 0,5175 36 0,5080 61 0,4808 86 0,4444
12 0,5189 37 0,5094 62 0,5714 87 0,4538
13 0,4651 38 0,5353 63 0,5519 88 0,5408
14 0,3987 39 0,4570 64 0,4578 89 0,4203
15 0,4649 40 0,4294 65 0,5128 90 0,4552
16 0,4247 41 0,5010 66 0,5351 91 0,5898
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7 0,4959 42 0,5238 67 0,5011 92 0,4547
18 0,4236 43 0,4737 68 0,4746 93 0,4809
19 0,5329 44 0,4932 69 0,4591 94 0,5093
20 0,4750 45 0,5333 70 0,4994 95 0,5613
21 0,4603 46 0,5274 71 0,6738 96 0,6440
22 0,3949 47 0,4972 72 0,5388 97 0,4079
23 0,5346 48 0,4388 73 0,5909 98 0,5453
24 0,5456 49 0,5490 74 0,6041 99 0,4966
25 0,4568 50 0,5343 75 0,5707 100 0,4756

Svarbu pabrézti, kad kalba eina apie CRT, o ne apie Didziyjy skaic¢iy désnj (DSD). Taigi,
norime pailiustruoti, kad empirinio vidurkio X (n) tankis artimas normaliajam tankiui. Kaip
tai darom? Sudaréme imtj 1§ tolygiai pasiskirs€iusio atsitiktinio dydzio. Pasirinkome n=30.
Apskaigiuojame X,(n). Paimame kit imtj su tuo paciu n=30. Apskai¢iuojame X,(n). Ir
tesiame taip toliau iki pat Xy, (n). Taigi, turime 200 empirinio vidurkio reik§miy, kai imtys
buvo imamos vieno ir to paties dydzio, o bitent, 7=30. Siy 200 empirinio vidurkio reik§miy

pagrindu sudarysime histograma. Pagal CRT, §i histograma turi buti pakankamai gerai

c _ 0.2887

Jn o 30

populiacijos vidurkis ir kvadratinis nuokrypis, t.y. teoriniai parametrai, kuriuos ka tik

aproksimuojama normaliuoju tankiu su p=0.5, =0.052709. Cia p ir o -

auksCiau apskaiCiavome analitiSkai. Musy uzduotis — palyginti histogramg ir normaliojo

tankio su S$iais teoriniais parametrais grafika.

Pereiname prie histogramos sudarymo. Tuo tikslu sudarome lentele, kurioje paskai¢iuojame

gauty aritmetiniy vidurkiy intervalinius santykinius daznius. ReikSmiy diapazonu

pasirenkame 0,1. Gauname tokia X skirstinio tankiy lentele:

Intervalas Daznis Santykinis | Histogr. stulp. Intervalo Normaliojo
daznis aukstis vidurio taskas | tankio reikSme
[0;0,05] 0 0 0 0,025 1,755E-17
(0,05;0,1] 0 0 0 0,075 5,7737E-14
(0,1;0,15] 0 0 0 0,125 7,7239E-11
(0,15;0,2] 0 0 0 0,175 4,2017E-08
(0,2,0,25] 0 0 0 0,225 9,2941E-06
(0,25;0,3] 0 0 0 0,275 0,00083598
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(0,3;0,35] 0 0 0,325 0,03057651
(0,35,0,4] 4 0,02 0,4 0,375 0,45475876
(0,4;0,45] 29 0,145 2,9 0,425 2,75027733
(0,45;0,5] 74 0,37 7.4 0,475 6,76354207
(0,5;0,59] 63 0,315 6,3 0,525 6,76354207
(0,55;0,6] o5 0,125 2,5 0,575 2,75027733
(0,6;0,65] 4 0,02 0,4 0,625 0,45475876
(0,65;0,7] 1 0,005 0,1 0,675 0,03057651
(0,7;0,75] 0 0 0 0,725 0,00083598
(0,75;0,8] 0 0 0 0,775 9,2941E-06
(0,8;0,85] 0 0 0 0,825 4,2017E-08
(0,85;0,9] 0 0 0 0,875 7,7239E-11
(0,9;0,95] 0 0 0 0,925 5,7737E-14

(0,95:1] 0 0 0 0,975 1,755E-17
Viso
200 1
Sios lentelés pagrindu sudarome histograma:
Histograma
8
° -
: [
5
4
3 — —
2
1
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Braizome taSking diagrama pagal histogramos intervaly vidurio taskus:
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B O P N W A U1 O N ©

Tuose pat vidurio taskuose skai¢iuojame normaliojo tankio
NORMDIST (vid.taskas;0,5;0,052709;false)

reikSmes ir pagal jas sudarome taskine diagrama:

B O P N W A U1 O N ®

Pagaliau palyginame abi taskines diagramas:
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ISVADA. Nagrinéjamu atveju histograma pakankamai gerai aproksimuojama normaliuoju

tankiu.

Patogi kita centrinés ribinés teoremos forma, leidZianti jg trumpai suformuluoti taip:

2 TEOREMA. (Centrinés ribinés teoremos sutrumpinta forma) Jei imties dydis n yra

pakankamai didelis, tai bet kuriems realiems a ir b

Pla<X <b)=p( Aoz 2ot

a/\/ﬁ G/\/ﬁ

X

ol

Ly. :/'% skirstinio funkcijos yra pakankamai gerai aproksimuojamos standartinio normaliojo

atsitiktinio dydzio Z skirstiniu.

Centrinéje ribinéje teoremoje yra prielaida, kad imties didumas » biity pakankamai didelis.
Bet kokj » skaityti pakankamai dideliu?

Jei populiacijos skirstinys yra simetrinis, tai aproksimacija normaliuoju skirstiniu daugeliu
atvejy pakankamai tiksli jau kai n = 10.

Bendru atveju aproksimacija normaliuoju skirstiniu yra pakankamai gera, imties dydziui n
pasiekus skaiciy 30. Zinoma, kuo imties dydis n yra didesnis, tuo tikslesné yra aproksimacija

normaliuoju skirstiniu.
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1 PAVYZDYS. Lemputés egzistavimo laikotarpis skai¢iuojamas valandomis yra atsitiktinis
dydis, kurio vidurkis yra 500, o standartinis nuokrypis yra 35. Kokia tikimybé, kad atsitiktiné imtis,
sudaryta i$ 49 elementy, turés vidurkj tarp 488 ir 505?

SPRENDIMAS. Turime, kad =500, =35, n=49. Taigi, u, =500 ir

o =35/ /49 =5.

Mus domina tikimybe P(488< X <505):

488—500
—<

z

P(488<>Z<5o5)zp( <505_;500j

= P(—2,4 <Z< 1) =0,31413+0,4918=0,8331.

Cia mes pasinaudojome standartinio normaliojo skirstinio reik§miy lentelémis ir toliau

trumpai pakomentuosime gauta rezultata.
Taigi tarkime, kad mes atsitiktinai renkamés lemputes i§ elektros lempuciy aibés, kaskart
pasirinkdami 49 lempuciy rinkinj. Apskaiciave Siy lempuciy veikimo trukme, gauname konkreciaja
imtj, kurios dydis n = 49. Kiekvienai tokiai im¢iai apskaic¢iuojame empirinj vidurkj. Tada apytiksliai

83% 18 nagrin¢jamy empiriniy vidurkiy turés reikSmes tarp 488 ir 505 valandy.

2 PAVYZDYS. Agentiros tyrimas parodé, kad vidutinés JAV studento i§laidos 1999-aisiais
metais sudaré 8000$, o iSlaidy standartinis nuokrypis sudaré 800S$. ApskaiCiuoti apytiksliai
tikimybe, kad atsitiktinai parinkty 64 studenty iSlaidos:

a) VirSys 78208$;
b) Bus tarp 7800$ ir 8120$.

SPRENDIMAS. Turime, kad z=8000, oy =/ /n =800/ /64 =100 .
a) Norime rasti P ( X > 7820). Standartizuojame:

7820-8000
> e

P()Z >7820)z P[Z
100

j: P(Z >-1.8)=0,9641.

b) Norime apskaiciuoti P(7800 <X < 8120) . Standartizuojame:

7800-8000 8120-8000
<Z<

P(78OO <X < 8120) ~ P(
100 100

J: P(-2<Z<12)=

=0,3849+0,4772=0,8621.
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Interpretacija: jei nagrinésime didelj skai¢iy imciy, kuriy kiekvienoje bus po 64 studentus,

apytiksliai 86,2% 18 $iy im¢iy turés vidurkj tarp 78008 ir 81208.

3 PAVYZDYS. Komercinei reklamai skirtas laiko kiekis (minutémis) TV kanalo
pusvalandingje laidoje yra atsitiktinis dydis, kurio vidurkis yra apytiksliai 6,3 min. Ir kurio
standartinis nuokrypis yra 0,866 min. Kokia yra apytikslé tikimybé jvykio, kad asmuo, kuris Zitri
36-erias pusvalandines laidas, bus priverstas vir§ 220 min. zitréti reklamg?

SPRENDIMAS. Cia u=6.3, 0=0.866, n=36(pusvalandiniy programy skaicius).
Tarkime, kad n = 36 — pakankamai didelis skai¢ius, todél X skirstinj galima aproksimuoti

normaliuoju skirstiniu (¢ia X - vidurkis reklamai skirto laiko per pusvaland;).

Kadangi jvykis asmuo per 36 laidas bus priverstas > 220 min. zitiréti reklamg ekvivalentus

jvykiui ,,36 X >220 t.y. mums reikia rasti P()? >220/36= 6,111min) , kur

1, =6.3, o, =0.866/ /36 =0.1443,

6,111-6.3

Todél: P()? > 6,111)z P(Z > e

j = P(Z > —1.31) =0.9049.

pasinaudosime tokia iSvada:

CRT ISVADA

Atsitiktiniy dydZziy sumos ZXi skirstinys yra apytiksliai normalus su vidurkiu ng ir

standartiniu nuokrypiu oJn , jel n pakankamai didelis:

_pla-nu b—nu «
P(a<ZXi<b)~P{ = <Z<m/ﬁ} *)

Pritaikius Sig 18vada paskutiniam, 3 pavyzdziui, turime:

220-36x6,3
P(D X;>220)~P| Z>==_"""—= |=P(Z >-1.31)=0.9049.
(X%,>220) ( 0,8666x\/36] ( )

4 PAVYZDYS. Sunkvezimio vairuotojas, vezantis 900 déziy su knygomis, turés mokéti
bauda, jei krovinio svoris virS§ys 36450 svary. Jei atsitiktinio dydzio, iSreiSkianc¢io dézés svorij,
vidurkis yra 40 svary, o standartinis nuokrypis yra 6, tai apskaiciuoti tikimybe, kad vairuotojui teks
mokeéti bauda.

SPRENDIMAS. Formuléje (*) turime: x =40, o =6, a=36450, b =+c0. Tada
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900 —
P(Z X, > 36450) = P(Z , 36450 900”0) =P(Z >2.5)=0,0062.
i=1

6-/900

Klausimai ir uzduotys

1. Centringje ribinéje teoremoje kalbama apie:

(a) atsitiktiniy dydziy sumos skirstiniy konvergavima;

(b) atsitiktiniy dydziy vidurkiy sumos konvergavima;

(c) atsitiktiniy dydziy vidurkiy sumos konvergavimg ir atsitiktiniy dydziy sumos skirstiniy
konvergavima.

2. Centringje ribinéje teoremoje kalbama apie:

(a) aproksimacijg tolygiuoju skirstiniu;

(b) aproksimacija normaliuoju skirstiniu;

(c) aproksimacijg Puasono skirstiniu.

3. Suformuluokite CRT sutrumpintoje formoje.

19. TIESINIS SARYSIS. POSTUMIO IR KRYPTIES
KOEFICIENTAL TIESINES KORELIACIJOS KOEFICIENTAS

Realiame gyvenime yra labal daug dydziy, karde tarpusaryfe yra vienadp ar kitag susge, ty.
priklaasomi
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1. Realiame gyvenime yra labai daug dydziy, kurie tarpusavyje yra vienaip ar kitaip susije, t.y.
priklausomi. Papraséiausia i§ §iy priklausomybiy yra tiesinis sarysis. Sio sarysio nagrinéjima
pradésime tokiu pavyzdziu.

Tarkime, kad kelioné taksi kainuoja 0,9 Lt uz vieng pravaziuotg su keleiviu kilometra. Jei
keleivis pravaziavo taksi x km, tai $i jo kelioné kainuos y Lt,

y=0,9x

Tarkime dabar, kad uz jlaipinimg imamas 3 Lt papildomas mokestis. Tada, akivaizdu,

y=3+009x.

Konkrecius duomenis nesunku pavaizduoti lentele ir grafiskai (tiesé€ kyla 18 kairés j deSing - Zr.

pav.).

Kelioné Kelionés kaina
Kilometrais x litais y
0 3,0
1 3,9
2 4,8
3 5,7
4 6,6
5 7,5
6 8,4
7 9,3
100 1 Kelionés kaina
80 y=3+0,9x —
6,0

40

00 Kelioné kilometrais

0 1 2 3 4 5 6 7

Pavy. Paprasciausias dydZiy tarpusavio priklausomybés atvejis - tiesinis sqrySis

2. Tarkime toliau, kad keleivis, jsésdamas ] taksi, turéjo 20 Lt. Tada po x km kelionés jo
piniginéje liks y = 20 — (3 + 0,9x) = 17 — 0,9x lity. Konkrecius y priklausomybés nuo x duomenis

pateiksime lentele ir grafiskai (ties¢ leidziasi i$ kairés j deSing):
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Kelion¢ Likutis litais y
Kilometrais x
0 17,0
1 16,1
2 15,2
3 14,3
4 13,4
5 12,5
6 11,6
7 10,7

Pavy. Tiesinis sqrySis, kuriame krypties koeficientas yra neigiamas

3. Bendru atveju fiesinis sqrysis tarp kintamyjy x ir y matematiskai iSreiSkiamas tiesine
lygtimi

y=a+bx

kur koeficientai a ir b yra parametrai, nusakantys tieses vietg ir kryptj.
Jeigu b, koeficientas prie x, yra teigiamas, tai ties¢ kyla i§ kaires j deSing, o jei b yra neigiamas,
tai tiesé leidziasi i§ kairés j deSine. Abi situacijas buvome pavaizdave grafiskai atvejams b = 0,9 ir b

=-0,9.

Norédami apskaiCiuoti parametra b, suteikime kintamajam x vienetinj prieaugli, t.y.
pakeiskime x j x + 1. Atitinkamai y pasikeis | Yi.0 kadangi
y=a+bx y, =a+bx+1),
tai atimdami gauname, kad

Y, -y =0b.
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Taigi b reprezentuoja y pokytj, x jgijus vienetinj prieauglj, ir yra vadinamas tiesés Krypties

koeficientu.
Kai x =0, tai y = a. Parametras a yra vadinamas y postiimio koeficientu.

Postiimio ir krypties koeficientai pavaizduoti Siuose dviejuose grafikuose:

Pav. Krypties koeficientas reprezentuoja y pokytj, x jgijus vienetinj prieauglj

4. Reziumuosime tai, kas buvo isdéstyta Siame skyrelyje.

Tiesinio sqrysio lygtis uzrasoma forma y = a + bx, kurioje postiumio koeficientas a parodo y
reiksme taske x = 0, o krypties koeficientas b isreiskia tiesés nuolydj, kuris prilyginamas y pokyciui,
kai x jgyja vienetinj prieauglj. Jei b yra teigiamas, tai y auga, kai auga x; jei b yra neigiamas, tai y

mazéja, kai auga x. Jei, pagaliau, b = 0, tai y yra konstanta ir y = a.

5. Universitete buvo atliktas tyrimas, kurio tikslas buvo nustatyti, ar egzistuoja priklausomybé
(sarysis) tarp studenty darbo rezultaty viso semestro metu ir egzamino metu. Tuo tikslu buvo
atitinkamai pasirinkti 10 studenty. Jy namy darby rezultatai bei apklausa pratyby metu fiksuojami
viso semestro metu, o po to iSvestas vidurkis, kuris buvo lyginamas su egzamino rezultatais.
Egzamino jvertinimas - tai paZymio uz atsakymg Zodziu ir paZymio uz uzdavinio sprendimg rastu

vidurkis. Buvo gauta tokia lentel¢ ir tokia diagrama:

Apskaita (pazy- Apskaita (pazy-
miai) semestro miai) sesijos
metu x metu y
5,8 55
6,4 7,5
8,0 8,2
7.4 6,3
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4,0 5,2
7,0 8,3
7,2 7,8
2,6 4,0
8,0 6,5
6,1 5,7
y
9 4
8- o
7 4
6 - .
5 ] °
4 °
34
2 T T T T 1 X
0 2 4 6 8 10

Pav. SqgrysSio tarp studenty darbo rezultaltt; Viso semestro metu ir egzamino metu tyrimo
rezultatal

6. Tokio tipo diagramos dar yra vadinamos sklaidos diagramomis. ISanalizave §ig diagramg ir
duomenis lenteléje darome iSvada, kad tie studentai, kurie gavo aukStesnius paZymius semestro
metu, gavo aukStus paZymius ir egzamino metu. Atvirk$ciai, tie studentai, kurie gavo maZzus
pazymius semestro metu, gavo mazus pazymius ir egzamino metu. Tokio tipo sarySis tarp x ir y

vadinamas teigiamu sarySiu.

IS kitos puses, jei dideléms x reikSméms atitinka mazos y reikSmés, o maZzoms x reikSméms
atitinka didelés y reikSmés, tai toks sarySis tarp x ir y vadinamas neigiamu (arba atvirkstiniu)
sarysiu. Neigiamo sarySio pavyzdziu galéty buti sarysis tarp automobilio kainos ir jo eksploatacijos
mety skaiciaus.

7. 1§ diagramos matome, kad taskai (X,Y;) iSdéstyti ne atsitiktinai, ne bet kaip, o i$sisklaide
tam tikru budu aplink tiese, daugiau ar maziau su ja susieti nagrinéjamu sarysiu.

Matas, charakterizuojantis sqrySio artumq Siai tiesei, yra vadinamas tiesinés koreliacijos

koeficientu arba tiesiog koreliacijos koeficientu:
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3 (% =X)(Y; - Y)
V(% - %23 (v - y)°

kur
-1
x_EZxi
-1
y_ﬁzyi

Klausimai ir uzduotys

1. Kuris 1S $iy teiginiy yra teisingas:

(a) krypties koeficientas b isreiskia tiesés nuolydj, kuris prilyginamas X poky¢iui, kai y jgyja
vienetinj prieaugly;

(b) krypties koeficientas b isreiskia tiesés nuolydj, kuris prilyginamas y pokyciui, kai x jgyja
vienetinj prieauglj;

(c¢) Tiesinio sarysio lygtis uzraSoma forma y = a + bx, kurioje postimio koeficientas a iSreiSkia
tiesés nuolyd;.

2. Kuris 18 atsakymy yra ne tik teisingas, bet ir geriausiai atspindi tiesinés koreliacijos koeficiento
sgvoka: (a) tai matas; (b) tai yra tikimybinis matas, charakterizuojantis sarySio artuma tiesei;

(c) tai yra matas, charakterizuojantis sarysio artuma tiesei.

3. Pateikite pavyzdziy dydziy, kurie tarpusavyje yra vienaip ar kitaip susije, t.y. priklausomi;

pateikite tiesinés priklausomybés pavyzdziy.

20. KORELIACIJOS KOEFICIENTO APSKAICIAVIMAS IR JO
SAVYBES. REGRESIJOS TIESES PARINKIMAS

1 . Koreliacijos koeficiento praktiniam skai¢iavimui yra patogi tokia taisyklé.

Tasky (X, ¥;),--,(X,,Y,) koreliacijos koeficientu yra vadinamas skaicius r,

e nzxiyi_ZXiZYi
\/(nz X _(Z Xi)z)(nz y; _(Z ¥)?)

2. Apskaiciuosime koreliacijos koeficientg praeitame skyrelyje iSnagrinétame pavyzdyje apie
sarysj tarp studenty darbo rezultaty viso semestro metu ir egzamino metu. Siame pavyzdyje n = 10 ir
buvo gauta 10 tasky pory: (5,8; 5,5); (6,4; 7,5); (8,0; 8,2); (7.,4; 6,3); (4,0; 5,2); (7,05 8,3); (7,2; 7,8);
(2,6; 4,0); (8,0; 6,5); (6,1; 5,7). Sudarome lentele:
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X, Yi X? yi XY
5,8 5,5 33,64 30,25 31,90
6,4 7,5 40,96 56,25 48,00
8,0 8,2 64,00 67,24 65,60
7,4 6,3 54,76 39,69 46,62
4,0 5,2 16,00 27,04 20,80
7,0 8,3 49,00 68,89 58,10
7,2 7,8 51,84 60,84 56,16
2,6 4,0 6,76 16,00 10,40
8,0 6,5 64,00 42,25 52,00
6,1 5,7 37,21 32,49 34,77
Suma: 62,5 65,0 418,17 440,94 424,35

IS koreliacijos koeficiento » formulés gauname, kad

10- 424,35 — 62, 5- 65
i ik = =0,803.
V/(10-418,17 — (62, 5)?)(10- 440, 94 — (65)2)

3. Koreliacijos koeficiento savybés

1°. Koreliacijos koeficiento reik§més yra tarp -1 ir I.

2°. Atvejis r = [ reiskia, kad tarp y ir x yra tikslus teigiamas tiesinis sarySis, o jo sklaidos

diagramoje visi taskai iSdéstyti tieséje, kuri kyla 18 kairés j deSing:
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X

(a) r = 1, teigiamas tiesinis sqrysis

3°. Atvejis r = - [ reiskia, kad tarp y ir x yra tikslus neigiamas tiesinis sarysis, o jo sklaidos

diagramoje visi taskai iSdéstyti ties¢je, kuri leidziasi i$ kairés j deSing:

(b) r = - 1, neigiamas tiesinis sqrysis
4°. Atvejis, kai r yra arti nulio, reiskia, kad yra galimas vienas i§ dviejy varianty:
4.1°. Nagrin¢jami dydziai néra arba beveik néra susij¢. Paveiksliuke zemiau pavaizduota
nepriklausomy dydZziy sklaidos diagrama. Tokiu atveju sarySis tarp x ir y gali buti pavaizduotas

horizontalia tiese. Dydziai beveik néra susije.

e o
*
® e ® 8
[] e ©
e o o o
° e o e
L *

-

(g)rartl nulio. Dydzﬁaz beveik néra susije

4.2°. Nagrinéjami dydziai yra susije, bet ne tiesiniu sarysiu, o, pavyzdziui, taip, kaip yra

pavaizduota paveiksliuke Zemiau. Siame pieSinyje r yra arti nulio.
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(d) r arti nulio. DydZiai yra susije, bet ne tiesiniu sqrysiu

4. Regresijos tiesés parinkimas

Zinodami, kad |I’| =1, mes galime tvirtinti, kad abu nagrinéjami dydziai yra susij¢ tiesiniu sarysiu. Dar
daugiau, jei |r| yra artimas vienetui, tai nagrinéjamas sarySis yra artimas tiesiniam. Taciau koreliacijos

koeficientas r neteikia informacijos, koks yra tas tiesinis sqrysis, kokie yra postiimio ir krypties koeficientai.
Sie klausimai yra nagrinéjami regresinéje analizéje.
Joje yra priimta nepriklausoma kintamajj Zyméti raide x, o jo reikSmes grafike atidéti horizontaliojoje x
aSyje. Priklausomas kintamasis Zymimas raide y, o jo reikSmés, kaip jprasta, fiksuojamos vertikalioje asyje.
ISnagrinéjome tyrimo rezultatus apie priklausomybeg tarp studenty darbo rezultaty viso semestro metu ir

egzamino metu. Sio tyrimo sklaidos diagrama jau buvo pateikta:

Pav. Sgrysio tarp studenty darbo rezultaty viso semestro metu ir egzamino metu tyrimo
rezultatai
Si diagrama leidzia daryti isvada, kad nagrinéjamas sarysis yra artimas tiesiniam. Jei visi
taskai biity iSdéstyti vienoje ties€je, rasti Sios tiesés postiimio ir krypties koeficientus nebiity
sudétinga, nes jie nusakomi vienareik§miSkai Sios tiesés vieta plokStumoje. Taciau nagrinéjamu
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atveju taskai néra sukoncentruoti vienoje ties¢je, o per juos pacius teoriskai galima nubrézti be galo
daug tiesiy.
Taigi, iSkyla toks uzdavinys. Nubrézti tiese, kuri sklaidos diagramoje geriausiai atspindéty

tasky i1Sdéstymo tiesiSkumo tendencija, t.y. tiesinj trendg.

Taciau kg reiSkia geriausiai? Detalizuojant $ig sgvoka ir patj principa, leidziantj nubrézti tiese,
kuri geriausiai atspindéty taSky iSdéstyma, daZzniausiai vadovaujamasi taip vadinamu LeZzandro
maziausiy kvadraty metodu. Siuo metodu vadovavosi ir Excelio paketo kiiréjai. Exceliu nesunku
nubrézti tiese, kuri sklaidos diagramoje geriausiai atspindéty tasSky iSdéstymo tiesiSkumo tendencija,

t.y. tiesinj trendq ir kuri yra vadinama regresijos tiese:

y

Baigus susipaZzinimg su tikimybiy teorijos pradmenimis (pagrindiné kalno dalis) ir pries

pradedant aprasSomaja statistikg (sekantis kurso Zingsnelis), galima ir nusiSypsoti:

©)

— 0 o tolhau a6 Bjaa)
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Klausimai ir uzduotys

1. Kuris 1§ atsakymy yra teisingas: (a) Koreliacijos koeficiento reikSmés yra tarp O ir 1;
(b) Koreliacijos koeficiento reik§més yra tarp -l ir [;
(c) Koreliacijos koeficiento reik§més yra tarp —m ir 7.
2. Nurodykite teisingg ir pilng atsakyma j tokj klausima: kq reiskia atvejis, kai r yra arti nulio?
(a) nagrin¢jami dydziai néra arba beveik néra susije¢;
(b) nagrinéjami dydziai yra susije, bet ne tiesiniu sarysiu;
(c) nagrinéjami dydziai néra susije, beveik néra susije¢ arba yra susijg, bet ne tiesiniu sgrysiu.

3. Paaiskinkite savo zodziais, kaip suprantate savokas tiesinis trendas ir regresijos tiesé.
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TESTO KLAUSIMU ATSAKYMAI

1 skyrelis: 1e), 2b), 3b)
2 skyrelis: 1a)
3 skyrelis: 1d), 2b), 3¢)
4 skyrelis: 1b)
5 skyrelis: 1b), 2b), 3¢)
6 skyrelis: 1a), 2¢)
7 skyrelis: 1b), 2a)
8 skyrelis: 1e, 2¢, 3B
9 skyrelis: 1c,2b
10 skyrelis: 1c,2b
11 skyrelis: 1d, 2a
12 skyrelis: 1c, 2d
13 skyrelis: 1F, 2a
14 skyrelis: 1b, 2¢
15 skyrelis: 1d
16 skyrelis: 1a
17 skyrelis: 1le, 2a
18 skyrelis: 1a,2b
19 skyrelis: 1b, 2¢
20 skyrelis: 1b, 2¢
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