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ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA

ZODIS SKAITYTOJUI

Algebros ir skaiciy teorijos kursas buisimiesiems matematikos ir informatikos moky-
tojams skaitomas jau kelis desimtmecius. Si diciplina yra vienas i$ baziniy aukstosios
matematikos dalyky, suteikian¢iy Matematikos ir informatikos fakulteto studentams
profesinio iSsilavinimo pagrindus. Metams bégant, kurso programa keitési: tai siauré¢jo,
tai vél plétési, taciau ja déste katedros déstytojai visada stengdavosi iSryskinti itin tam-
pry algebros bei skaiciy teorijos dalyko rysi su mokykliniu matematikos kursu.

Sio leidinio autorius algebros ir skai¢iy teorijos paskaitas studentams - matemati-
kams skaito bemaz tris desimtis mety. Atsizvelgdamas i musy Universiteto tikslus ir ¢ia
stojanciyjy realias galimybes, stengiausi nesusiZavéti dabar madingu moderniuoju dés-
tymo stiliumi, kai aukstas abstrakcijos laipsnis, savoky ir terminy gausa jaunam Zmo-
gui (daznai, miisy poZziiiriu, turin¢iam nepakankama pasiruo$ima studijoms aukstojoje
mokykloje) uzgozia dalyko esme, jau nekalbant apie minétas sasajas su mokykline
matematika.

Pateikiamas paskaity konspektas negali pakeisti vadovéliy ir uzdavinyny, skirty is-
samioms algebros ir skai¢iy teorijos studijoms. Sis konspektas laikytinas pagalbine,
studijy darba sisteminancia priemone. Taciau tikiuosi, kad leidinys bus naudingas ne
tik studentams, bet ir matematikos - informatikos mokytojams. Konspektai, pagal at-
skiruose semestruose déstoma tematika, salyginai padalyti i keturias dalis, kuriy kiek-
viena sudaryta iS atskiry, atitinkamai sunumeruoty paskaity. Jose, savo ruoztu, isskirti
potemiai.

Pagal atnaujinta studijy programa, a/gebra numatoma déstyti II ir IV semestruose,
skaiciy teorija - 11l semestre, pirmajame semestre pateikiant iZangini diskreciosios
matematikos (matematinés logikos elementai, aibiy teorijos ir kombinatorikos pagrin-
dai) moduli.

Be to, pirmuosiuose semestruose dar supazindiname su svarbiausiomis algebriné-
mis struktiiromis bei jy bendrosiomis savybémis. Tuo pagrindu véliau aksiomatiskai
aptariamos skaiciy sistemos, ypatinga démesi skiriant realiyjy skaiciy lauko plétiniui, -
kompleksiniams skai¢iams.

Antrame semestre studijuojami tiesinés algebros pagrindai (tiesiniy lygciy sistemos,
matricos ir determinantai, vektorinés erdvés ir tiesiniai operatoriai), supazindinama su
paprasciausiais optimizavimo uzdaviniais.

Treciame semestre studijuojame skaiciy teorija.
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Ketvirtas semestras skiriamas polinomuy teorijai. Irodoma pagrindiné algebros te-
orema, vél griZtant prie pirmame semestre pradétos algebriniy lygc¢iy tematikos.

Visa, per keturis semestrus déstoma medziaga, apjungiame bendru pavadinimu ,,a/-
gebra ir skaiciy teorija”.

NuosirdZiai dékoju recenzentams docentams Liucijai Griniuvieneiir Gintautui Ba-

reikiui, kuriy geranoriskos kritinés pastabos man buvo labai naudingos.

Autorius
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Paskaita 1 — 01

Pirmoji uzduotis: pakartoti mokyklinés matematikos kursa. Nemanykite, kad
mokyklinés matematikos zinios toliau bus nereikalingos. Kaip tik atvirksc¢iai: tie, kas dar
mokykloje gerai isisavino matematikos pagrindus, Zymiai tvir¢iau jausis ir studijuodami
matematika - informatika Universitete. Maza to, biisimasis mokytojas turi neblogai iSmanyti ir
daugel; kity dalyky, o ypa¢ —savo gimtaja kalba.

Jei gerai iSlaikéte valstybini matematikos egzaming, tai labai tikétina, jog matematikos
studijoms pasiruo$ta normaliai. Bet pakartoti mokyklines matematikos zinias patar¢iau visiems.

Santrumpos. Taupant laika ir vieta, konspekte daznai naudojamos santrumpos. Nors
tekste dauguma is juy paaiskinamos, bet svarbiausias iSvardijame jau dabar:

Ap  —apibréZimas;
Ir —jrodymas;
LF —loginé formul¢ (forma);

KNF —konjunkciné normalioji forma;
DNF  —disjunkciné normalioji forma;

PF —predikatiné formulé (forma);

BS — binaris sarysis;

ES —ekvivalentumo binaris sarysis;

FS —funkcinis binaris sarysis (funkcija);
AO  —algebriné operacija;

AS  —algebriné struktiira;

KAD —komutatyvumas, asociatyvumas ir distributyvumas;
MIP  —matematinés indukcijos principai;

AA  —Archimedo aksioma;

MSP —maziausiojo skai¢iaus principas;

DSP  —didziausiojo skai€iaus principas;

DP  —Dedekindo pjiivis;

KS  —kompleksinis skaicius;

TF —kompleksinio skai€iaus trigonometriné forma;
PS  —primityvioji (vieneto) $aknis;

TLS  —tiesiniy lygCiy sistema;

THLS —tiesiniy homogeniniy lyg€iy sistema;

EP —elementarieji pertvarkiai;

TN  —tiesiskai nepriklausomas (vektoriy rinkinys);
TP —tiesiskai priklausomas (vektoriy rinkinys);
VE —vektoriné erdvé;

EE —Euklido erdvé;

TO  —tiesinis operatorius.
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Matematinés kalbos pagrindai

Matematinés logikos elementai. Paprasti ir sudétiniai teiginiai

Matematikoje placiai naudojama tam tikra zymeny sistema bei formaliosios logikos
samprotavimo taisyklés. Tai sutrumpina uZrasus, sistemina matematiniy fakty (teoremy)
irodymus. Matematikoje samprotaujama teiginiais.

Ap. Teiginiu vadinamas teigiamojo pobiidzio sakinys, kuris iSreiskia tiesq arba
netiesq.

Teiginius Zymésime raidémis p, g, 7,. . .. Kartais naudosime ir indeksus.

Jei teiginys p yra teisingas, sutrumpintai rasysime 7(p) =1, jei klaidingas, - 7(p)=0.
(Daznai raSoma dar trumpiau: p =1 1ir, atitinkamai, p = 0).

Yra paprasti it sudétiniai teiginiai. Paprastais (elementariaisiais) vadinami teiginiai, kuriy
negalima suskaidyti 1 sudétines dalis, kurios vél bty teiginiai. Pavyzdziui, teiginys “lauke dabar
sninga > yra paprastas (vasara, — klaidingas) teiginys. Tuo tarpu teiginys “Lietuva yra
nepriklausoma valstybé ir ParyZius yra jos sostiné” yra jau sudétinis, nes ji sudaro paprasti
teiginiai “Lietuva yra nepriklausoma valstybé” ir “ParyZius yra jos sostiné” sujungti zodeliu
“ir”. Tokiy sudeétiniy teiginiy teisinguma tiria matemating logika. Gi paprasty teiginiy teisingumo
reikSme nustatome remdamiesi mokslo Ziniomis, savo patirtimi ar steb&jimo biidu. Pastarajame
pavyzdyje pirmasis i§ sudétinj teiginj sudaranciy teiginiy yra teisingas, antrasis, —klaidingas, o
viso sudétinio teiginio teisingumo reikSme kol kas neaiski.

Matematinéje logikoje atsiribojama nuo teiginiy turinio ir domimasi tik ju teisingumu. Tad
sudétinis teiginys gali skambéti ir neiprastai. Pavyzdziui, “dukart du yra penki arba Paryzius

nera Lietuvos sostiné”.

Logines jungtys ir operacijos

Sudétiniai teiginiai gaunami i$ paprastyjy, panaudojant logines jungtis. Yra penkios loginés
Jjungtys iSreiskiamos zodziais: “arba”, “ir”, “‘jei, tai”, “tada ir tik tada”, “netiesa, kad” . Jas
atitinka penkios pagrindines loginés operacijos: disjunkcija, konjunkcija, implikacija,
ekvivalencija, neiginys. Tam, kad samprotavimuose galétume nustatyti sudétiniy teiginiy
teisingumo reik§mes, irodyti ivairius neakivaizdzius faktus, naudojame loginiy operacijy

apibrézimus, logikos désnius ir iSvedimo taisykles.
Ap. Jei p,q - bet kokie teiginiai, tai jy disjunkcija yra vadinamas naujas teiginys
“parba q”, kuris laikomas klaidingu tik kai abu disjunkcijos nariai p, q yra klaidingi.
Zymima p v g. Panasiai apibréziamos ir kitos keturios loginés operacijos. Ju apibrézimus
suformuluokite patys. Naudojami loginiy operacijy Zyméjimai ir (atitinkamu apibrézimu

nustatomos) ju teisingumo reikSmes, pateikiamos Sioje lenteléje:
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Digunkcija | Konjunkcija | Implikacija Ekvivalencija Neiginys
parbaq pirq jeip, taiq ptadair tik tada, kai q | netiesa,kad p
P 149 pvq PAQ pP=4q pP<=(q p
1 1 1 1 1 1 0
1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1

Dabar jau aisku, kad miisy sudarytas sudétinis teiginys “Lietuva yra nepriklausoma
valstybé ir Paryzius yrajos sostiné”, pagal teiginiy konjunkcijos apibrézima, yra klaidingas,
o teiginys “dukart du yra penki arba ParyZius néra Lietuvos sostiné”, pagal teiginiy
disjunkcijos apibrézima, yra teisingas, nors abiem atvejais tik vienas i$ sudétinj teigini sudaranciy
paprasty teiginiy yra teisingas.

Loginés formulés. 1§ lenteléje isvardinty pagrindiniy formuliy, panaudojant, kaip ir
paprastoje algebroje, skliaustus, galima sudaryti kitas, sudétines logines formules (sutrumpintai:
LF), kuriy teisingumas nustatomas remiantis pateiktais lenteléje apibrézimais. LF sudarymas
grindziamas tam tikrais reikalavimais, kuriy visuma gali buti laikoma formaliu LF apibrézimu.
Ap. Baigtiné simboliy seka is aibés {p, q,r,...,V,A, =, &, ),( } sudaryta laikantis
reikalavimy:
a)p,q,r, ... laikomi LF (papras¢iausiomis);
b) kai P ir Q yra LF, tai (Pv Q),(PAQ),(P= Q),(P < Q), P irgi yra LF;
c) kitokiy LF nera,

vadinama LF.

Be to, susitarsime nerasyti iSoriniy skliausty.

Pavyzdziui, iSraiska a s (p=> (W)) yraLF,oscka q < (p=> A(Wv r)) néraLF,
nes, pagal apibrézima, zenklai = ir A negali stovéti greta .

Teiginius Zymincios raidés p, ¢, 7, ... vadinamos propozicinémis raidémis. Kai formuléje
yra k tokiy raidziu, tai, sudarant jos teisingumo lentele, i§ viso reikia i$nagrinéti 2 atveju.
Pavyzdziui, kadangi formuléje g < (p = (W r)) yraketurios propozicinés raidés p, g, r
ir w, tai jos teisingumo lenteléje, — 16 atveju. Vienuisjy, kai p=q=r =w=1,8iLF yra
teisinga.

LF, kuri visais galimais atvejais yra teisinga, vadinama fautologija ir zymima 1, o LF, kuri
visais galimais atvejais yra klaidinga, vadinama priestara ir zymima (). Pavyzdziui, formulé
(B v q) & (p = q) yratautologija, nes jos teisingumo lenteléje visose keturiose eilutése yra
vienetai:
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p | q (pva)e (p=q)
1 |1 1
1 0 1
0 1 1
0 | o0 1

Ap. Dvi loginés formulés P ir Q vadinamos ekvivalenciomis, jei jy teisingumo
reiksmés visais galimais atvejais sutampa.

Zymésime: P=Q . Pavyzdziui, pv a =q= p.

Ap. Sakome, kad formulé Q yra formulés P loginé isvada, jei Q yra teisinga visais
tais atvejais, kai teisinga P.

Zymésime: P — Q.Pavyzdziui, pAQ— pVvq.

Nesunku parodyti, kad :

- dvi loginés formulés P ir Q yra ekvivalencios tada ir tiktai tada, kai juy ekvivalencija
P < Q yratautologija,

- formulé Q yra formulés P loginé i$vada tada ir tiktai tada, kai implikacija P = Q yra
tautologija.

Teiginiy logikos désniai. Dvi ekvivalencios LF nusako matematinés logikos désni.
Logikos désniais ir grindziami matematiniai samprotavimai jrodymuose. Stai keletas dazniausiai
vartojamy désniy:

pvg=qv p —disjunkcijos komutatyvumo désnis,
pAQ=QqAp —konjunkcijos komutatyvumo désnis,
pv(gvr)=(pvQq)vr —disjunkcijos asociatyvumo désnis,
PpA(QAr)=(pAQ) AT —konjunkcijos asociatyvumo désnis,
pvp=pAp=Ep —1idempotencijos désniai,
pv(ar)=(pvag)a(pvr) — pirmasis distributyvumo désnis,
pa(vr)=(pAaq)Vv(par) — antrasis distributyvumo désnis,

(=9 ~(@g=r)=(p=r)=1 —silogizmo désnis,

pvag=p=gq — implikacijos keitimo disjunkcija désnis,
peg=(p=a9) A= p) —ekvivalencijos keitimo implikacija désnis,
pvg=s E A a — pirmasis de Morgano désnis,

pAaQ= f) v a — antrasis de Morgano désnis,

p=q=(pPA a):> (ra r_) —suvedimo i prieStara désnis,

p=q= a = f) —kontrapozicijos désnis,

pv p=1 —negalimo tre¢iojo désnis,
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pa p=0 — priestaravimo désnis,
p —dvigubo neigimo désnis ir t.t.

Cia 1 ir 0, kaip min¢jome, reikia, atitinkamai, visais atvejais teisingq ir visais atvejais
klaidingq loging formule . Visi Sie désniai lengvai irodomi sudarant atitinkamy LF teisingumo
lenteles.

Tad teiginiy logikoje tautologijos savoka yra labai svarbi. Norédami patikrinti, ar formulé
yra tautologija, galime sudaryti jos teisingumo lentelg, taciau kai propoziciniy raidziy yra
daug, tai sudarinéti teisingumo lentele yra neracionalu (pavyzdziui, kai jy yra 10, — reikty istirti
net 2'° =1024 atvejus). Tokiais atvejais daznai naudojamasi kitais metodais. Trumpai

paminésime vieng is ju.

Normaliosios formos. Norédami nustatyti, ar LF yra tautologija ar priestara, uzraSome
jai ekvivalencias konjunkcine normaliqjq formq (KNF) arba, atitinkamai, disjunkcine
normaliqjq formq (DNF).

Ap. Propoziciniy raidziy arba jy neiginiy disjunkcija vadinama elementarigja
disjunkcija. Propoziciniy raidziy arba jy neiginiy konjunkcija vadinama elementarigja
konjunkcija.

Ap. Formulé sudaryta is elementariyjy konjunkcijy disjunkcijos ir ekvivalenti
duotqjai LF, vadinama pastarosios DNF. Formulé sudaryta is elementariyjy disjunkcijy
konjunkcijos ir ekvivalenti duotgjai LF, vadinama jos KNF.

Pavyzdziai. Formulé T) v a v I yra elementarioji disjunkcija, formulé T) AQAT -
elementarioji konjunkcija. Formulé (p A a)v (?) A q)v (E) A a) yra formulés p = q DNF, 0
formulés (pv Q) = (r A a) KNF yra (E) v r)/\ (E] v a)

Pasirodo, kad kiekviena LF turi (daznai net ne vieninteles) ir KNF, ir DNF. Be to, nesunku
isitikinti, kad :

- LF yra tautologija tada ir tiktai tada, kai 1 kiekviena jos KNF elementariaja disjunkcija
ieina nors viena propoziné raidé¢ kartu su savo neiginiu,

- LF yra priestara tada ir tiktai tada, kai 1 kiekviena jos DNF elementariaja konjunkcija
leina nors viena propoziné raidé kartu su savo neiginiu.

PavyzdZiui, norédami uZrasyti jau minétos LF (B Y q) & (p = q) konjunkcing normaliaja
forma, nuosekliai pasinaudosime désniais:

P=Q=(P=0QAQ=P),

P=Q=PvQ,
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(PAQVR=(PVRIA(QVR)
ir turésime:
(pva)e (p=a)=(pva)=(p=a)r(p=a)=(pva)=
=((pva)=(pva)rlpva)=(pva)=(pva)=(pva)=
=(pvalM(pva)=(pra)v(pva)=(pv pva)rfav pva)
Tai ir yra ieSkomoji KNF. Kadangi kiekvienoje jos elementariojoje disjunkcijoje yra
propozicing raidé kartu su savo neiginiu, tai LF yra tautologija.
Pastebésime, kad tai néra vienintelis KNF radimo kelias. Siuo atveju galéjome elgtis kiek

racionaliau, t.y. i$ karto pakeisti implikacija disjunkcija ir pasinaudoti désniu P < P= P v P.

Predikatai

Ap. Teigiamojo pobiidzio sakinys su n kintamyjy, kuris virsta teiginiu kai vietoje
visy kintamyjy jstatomos konkrecios reiksSmés , vadinamas n- vieCiu predikatu.

Pavyzdziui, sakinys “miestas x didesnis uz miestq )y yra dvivietis predikatas. Sis
sakinys yra teigiamojo pobtidzio, bet néra teiginys, nes nezinoma jo teisingumo reikSme. Jeigu
vietoje x {raSysime zodi “Ignalina” , o vietoje y —zodi “Briuselis”, tai gausime klaidinga
teigini: “miestas Ignalina didesnis uz miestq Briuselj”.

Aisku, kad ne su visomis kintamuyjy reikSmémis predikatas virsta prasmingu teigiamojo
pobitidzio sakiniu, kurio teisingumo reikSme vienaip ar kitaip galima nustatyti. Pavyzdziui,
predikatas x? < y® + Z°, x —sui suteikus reikSme “Vilnius”, y —kui reikSme “matematika”,
0z —tui — reikSmg “Nemunas” virsta beprasmiu sakiniu “Vilniaus kvadratas nevirsija
matematikos ir Nemuno kuby sumos”, o ne teiginiu.

Taigi kiekvienas predikatas turi tam tikra apibrézimo (prasmingumo) sritj. Miisu pavyzdyje
apie miestus tokia sritimi galéty buti visos galimos miesty poros. Antrajame pavyzdyje tai
galéty bt sveikyjy skaiciy trejety aibé. Kiekvienu konkreciu atveju tokia aibé arba nurodoma,
arba yra aiski i§ konteksto.

Predikatus zymésime taip: P(x), Q(x, y), T (X, y,z) irt.t. Bet kuri lygtis ar nelygybé su »
kintamujy yra n-vietis predikatas. Pavyzdziui, nelygybé x* —3y® < y+ 2sin x yradvivietis
predikatas, kurj galime pazyméti Q(X, y).

Ap. Aibé A, ={(X), X1 X)) | P(X, X5 reen X, ) =1} yra vadinama predikato

P(X,,X,,..., X,,) teisingumo aibe.

Kartais ta pati aibé A, vadinama predikatu P(X,,X,,...,X,) apibréziama aibe.

Pavyzdziui, predikato P(x):= x? —3x+ 2= 0 teisingumo aibé yra A, = {1, 2}. Tad i3
mokyklos paZistamas kvadratinés lygties x> —3x+ 2 =0 sprendimo uzdavinys $ioje

terminologijoje yra predikato P(x) teisingumo aibés A, nustatymo uzdavinys.
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Kvantoriai. Predikatas virsta (teisingu arba klaidingu) teiginiu, jei :

- visus kintamuosius pakei¢iame konkre¢iomis (galimomis, predikato apibréZzimo sriciai

priklausanciomis) reikSmémis arba

- panaudojame visuotinumo bei egzistencijos kvantorius, kurie atitinkamai reiSkia zodzius

“su kiekvienu” bei “egzistuoja” ir zymimi simboliais V, 3.

PavyzdZiai. Sakinys “x # 314" yra predikatas, o sakinys “(Vxe R)x# 314 yra
klaidingas teiginys. Sakinys “Sin X < 0, 5” yra vienvietis predikatas, kurj, sujungus su
egzistencijos kvantoriumi 3 gauname teisinga teigini: (Elx € R) sinx<0,5”.

Nesunku suvokti tokio tipo teiginiy neigimo taisykles. Tereikia atidZiai perskaityti

matematiniais simboliais uZraSyta sakinj ir suprasti, ka jis tvirtina.

PavyzdZziui, teiginys (‘v’Xe R) x? # 2 tvirtina, kad “ne su visais realiaisiais x teisinga
x? # 2. Perfrazavus iSplaukia, kad “yra realiyju x —su, su kuriais x> # 2 yraklaidinga”, t.y.
“yrarealiyjy x—su, sukuriais x* = 2. Simboliais:

(Vxe R)x2 # 2 =(Ixe R) x* # 2= (Ixe R)x* = 2.

Tad bendru atveju vienvieciam predikatui P(x) yra teisingos taisyklés:

(Vx)P(x) = (Ex)P(x) : @x)P(x)= (Vx)P(x).

Pastebésime, kad vienas kvantorius “suri$a” tik viena kintamaji. Todeél, kai P(X), Q(X, Y),
T(X,X,,..., X,) yra predikatai, tai sakinys (V¥x)P(x) yra jau teiginys, o sakiniai
P.(x):= (Vy) Q(X, ¥), T, (X, X5y Xgreeen X, ) = (VX5 ) T(X,s X500, X, ) yra predikatai. Be to,
Pl(x) yravienvietis, 0 T, (X, X3, X4,..., X,) - n-1—vietis predikatas. Pavyzdziui, trivietis

predikatas x* < y? + 2z, “surisus” kintamaji x visuotinumo kvantoriumi V/, virsta dvivie¢iu

predikatu Q(y, 2) = (Vx)x* < y*+27°, pridéjus dar viena visuotinumo kvantoriy, —
vienvie¢iu predikatu Py(z):=(Vx)(Vy)x? < y*+27°. Pagaliau, jeigu predikato
x> <y?+27° apibrézimo sritimi laikysime aibe RxRxR, tai sakinys

(vx)(Vy) (3 2) x* < y? + 27 jau yra teisingas teiginys.

Predikatinés formos. Predikatai gali biiti jungiami minéty loginiu jung¢iy pagalba taip
gaunant sudétinius predikatus , predikatines formas (sutrumpintai: PF).

Jei P(x) ir Q(x) yra du vienvieciai predikatai, tai panasiai, kaip teiginiy algebroje, loginiy
jungciy pagalba, gauname pagrindines PF: WX), P(X) v Q(Xx), P(x)AQ(x),

P(X) = Q(x), P(x) < Q(X).

Kitas PF gauname 1§ $iy pagrindiniy formy, pagal taisykles analogiskas LF sudarymui, t.y.:
baigtinj skai€iy karty pavartojg predikatus Zymincias raides, logines jungtis bei skliaustus.
Pavyzdziui, israiskos (P(x) A Q(x))= (Q(X) v P(x)) bei (Q(X)AT(x)) = (P(x) = T(x))
yra PF.
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Lygiai taip pat apibréziame ir daugiavietes predikatines formas.
Atskiru atveju, kai n—vie&iai predikatai P(X,, X,...., X, )it Q(X,, X, ..., X ) yra lygtys ar
nelygybes, tai PF P(X, X, ..., X, ) A Q(X,, X, ,-.., X ) vadinama lyg¢&iy ar nelygybiy (ar miria)

{P(xl, Xy yeees X )
Q(Xy, Xy yees X, ),
o predikating forma P(X,, X, ..., X, )V Q(X,, X, ,-.., X ) vadinama lyg¢&iu, nelygybiu (ar misria)

[P(xl,xz,...,xn),

Sistema ir Zymima:

Visuma ir Zymima:

QX X, ,0n X, ).
Ap. Dvi n—vietés PF P(X,, X, ..., X. ) it Q(X,, X,..., X, ) vadinamos ekvivalenciomis,
Jjei jy teisingumo aibés sutampa.
Rasome: P(X,, X, ..., X, ) = Q(X., X, ..., X ).
Pavyzdziui, i§ dvivieciy predikaty P(X, y) =2x-3y=1, Q(X, y) =—-X+2y=31r
T(x,y):= (x+1)° + (y—1)° = 0 sudarytos predikatinés formos P(x, y) A Q(x, y) ir T(x, y)
yraekvivalenCios,nes A, o = A = {~1,1)}

Apie aksiomas, teoremas ir jrodymus. Kiekviena matematiné teorija prasideda
nuo pagrindiniy (daZnai suprantamy intuityviai) savoky iSskyrimo ir apibiidinimo. Jos kartais
vadinamos pirminémis. Pvz., tokios savokos geometrijoje yra: “taskas”, “ties€”, “plokStuma”.

Kitos reikalingos savokos (pvz., geometrijoje: “atkarpa”, “lauzté”, “trikampis”) jau grieztai
apibréziamos. Teiginiai, kurie nusako esminius pagrindinémis sagvokomis apibréziamy objekty
bruozus ir, kurie yra priimami be irodymo, vadinami aksiomomis.

Atskiros matematikos srities aksiomy visuma vadinama tos srities aksiomuy sistema. Tad
galime kalbéti apie planimetrijos aksiomy sistema, stereometrijos aksiomy sistema, tikimybiy
teorijos aksiomy sistema ir t.t.

Aksiomy sistemos suformulavimas konkreciai matematinei teorijai néra paprastas uzdavinys.
Kartais ilgai ir nesékmingai bandoma kokios nors aksiomos atsisakyti, ja jrodant kaip teorema.
Pavyzdziui, kelis Simtmecius buvo bandyta jrodyti, kad plokStumoje, per taska, esantj Salia
tiesés, tegalima nubrézti vienintelg tai tiesei lygiagrete tiesg. To irodyti nepavyko. Dar daugiau,
paaiskéjo, kad geometrijai priimtina ir kitokia aksioma: tokiy lygiagreciy yra daugiau nei
viena. Skirtumas tas, kad tada gauname kitokia, mums nejprasta (taip vadinamaja neeuklidine)
geometrija, kurioje trikampio vidaus kampy suma jau néra lygi 180°...

Pagrindiniai aksiomy sistemai keliami reikalavimai yra: sistemos minimalumas,

neprieStaringumas, pilnumas ir nepriklausomumas.
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Jei pavyksta sukonstruoti aibg, kurios elementams yra teisinga konkreti aksiomy sistema,
tai ta aibé vadinama tos aksiomy sistemos interpretacija. Véliau Siame semestre, aksiominiu
biidu konstruosime jvairias skaiciy sistemas: natiiraliyjy skai¢iy sistema, sveikuju, racionaliyjy,
realiyjy skaiciy sistemas ir Cia aptartas savokas dar karta prisiminsime.

Teiginys, kurio teisingumas néra akivaizdus, o reikalauja tam tikro loginio pagrindimo
(irodymo) daznai vadinamas teorema. Pagalbinés teoremos dar vadinamos lemomis .

Teoremos paprastai formuluojamos loginés formulés p = g pavidalu. Tokio pavidalo
teorema vadinama tiesiogine. Teiginys p vadinamas prielaida (sqlyga), teiginys g — isvada.
Tada teorema = P vadinama atvirkstine. Atitinkamai, teoremos pavidalo 6 = a bei
a = _p vadinamos priesingqgja ir priesingqja atvirkstinei. Pavyzdziui, teorema “‘Jei
trikampis yra statusis, tai jo statiniy kvadraty suma lygi jZzambinés kvadratui” laikant
tiesiogine, jai prieSingoji teorema skambés taip: “Jei trikampis néra statusis, tai jokiy jo
dviejy krastiniy kvadraty suma nebus lygi treciosios krastinés kvadratui” . Pasirodo,
Sios keturios teoremos sudaro dvi ekvivalen¢iy LF poras. Tiksliau, yra teisinga tokia teorema.

Teorema apie teoremas. 7iesioginé teorema yra ekvivalenti priesingqjai atvirkstinei,
o atvirkstiné , - prieSingqjai.

Trumpiau: p= an = T), q= pEB = a

[rodymui pakanka palyginti atitinkamas teisingumo lenteles.

Daznai atsitinka, kad teorema a = E galima jrodyti paprasciau negu tiesioging teorema

p = . Remiantis teorema apie teoremas, Sitoks sukeitimas yra logiskai teisétas ir kai kada
vadinamas netiesioginiu jrodymu.

Kaiteorema p = ( pakeiciame vienais jai ekvivalen¢iy loginiy formy: (p A q) = (r A F),
(pa a) = _p, (pa a) = a, tai sakome, kad jrodin¢jame “suvedant i priestara” (lot. reductio

ad absurdum).
Pvz., teorema “jei sveikyjy skaiciy a ir b suma yra nelyginis skaicius, tai vienas is skaiciy a, b yra
nelyginis, o kitas - lyginis”, irodysime suvedimo i prieStara metodu.

Tarkime, kad p: sveikyjy skaiciy a ir b suma yra nelyginis skaicius, bet (]: netiesa, kad vienas is
skaiciy a, b yra nelyginis, o kitas, — lyginis. Pastarasis teiginys ekvivalentus teiginiui: arba a, b abu

lyginiai (t.y. a= 2a', b= 2b") arba a,b abu nelyginiai (a = 2a'+1, b = 2b'+1). Tac¢iau ir pirmuoju
atveju a+b=2(a+b') —» B, ir antruoju atveju a+b = 2(a'+b'+1) — _p Belicka pasinaudoti

desniu P=g=(pA a) = TJ Teorema jrodyta.
Teorema pavidalo p < q vadiname teorema su biitina ir pakankama sqlyga. Kadangi
peq=(p=qg)A(q= p),tai tokiy teoremy jrodymas paprastai susideda i§ dvieju daliy:

pakankamumo P => q ir bitinumo Q= P.

13



1- 01 ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA

Teoremos jrodymas, - tai mqstymo procesas, kurio metu, naudojantis aksiomomis,
logikos désniais ir isvedimo taisyklémis, is duoty prielaidy baigtinio Zingsniy skaiciaus
pagalba isvedame teoremoje suformuluotus teiginius.

Paminésime paprasciausias tokio mastymo schemas.

Teisingos isvados désnis (lot. modus ponens): jei teiginiai p ir P = ( teisingi, tai ir g yra
teisingas.

Klaidingos isvados désnis (lot. modus tollens): jei teiginys P = Q yra teisingas, 0 g —
neteisingas, tai ir p yra neteisingas.

Vienas svarbiausiy matematiniuose jrodymuose yra silogizmo désnis: jei teiginiai P = q ir
g = ryra teisingi, tai ir teiginys P=>r yra teisingas. Arba: implikacija
(p=a)r(a=r))= (p= r) yra tautologija.

Negalimo treciojo désnis: 1§ dviejy teiginiy p ir B vienas ir tik vienas yra teisingas.

Priestaravimo désnis: teiginys p A p yra priestara.
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Paskaita 1 —02
Aibiy teorijos elementai

Aibés. Teiginiy algebrai analogiskas savybes turi ir aibiy algebra. Aibés savoka
matematikoje yra pirminé, neapibréziama, bet labai svarbi. Aibiylygybé, aibés poaibis bei
aibiy veiksmai jau grieztai apibréziami, o ty veiksmuy savybés ir irodomos, remiantis jau
aptartais matematinés logikos désniais. Aibes jprasta Zyméti didZiosiomis raidémis: 4, B, C,...

Ap.Aibé A yra vadinama aibés B poaibiu, kai kiekvienas A elementas yra tuo pat
metu ir B elementas. Zymima Ac B.

Simboliais tas pats apibrézimas uzraSomas taip:

Ap.Ac B=(ae A) — (ae B).

Pastebésime, kad zenklas — ¢ia reiskia ne implikacija, o loginés isvados sarysi.

Pavyzdziui, VPU Matematikos ir informatikos fakulteto studenty aibé M yra visy VPU studenty aibés
V' poaibis, t.y. M C V. Kartais naudojamas terminas “virsaibis”. Rasoma V O M.

Apibrésime aibiy lygybe (zymima A = B).

Ap.A=B=((ae A) =(ae B)) . Arba kitaip: A=B=(AcBABC A).

Aibg galima nusakyti iSvardijant jos elementus, arba predikatu nurodant jos elementams
biidinga pozymi, désninguma. Pvz., A={a|a<1}, B= {n 0,42 } C =1{5,10,15, 20,...}.
Beje, uzrasas C = {n|n=>5k, ke N} yratikslesnis, nei elementy vardinimas, kuris, ypa¢
begalinés aibés atveju, visada palieka nevienareikSmiSkumo galimybe.

Raide & Zymime tuscia (neturincia né vieno elemento) aibg, o raide U Zymime universaliq
aibe, 1,y. aibe, kuriai teisinga savybé: (VA) A c U. Kartais universali aibé Zymima raide / ar
dar kitaip. Universalioji aibé néra nusakoma vienareikSmiskai. Tai priklauso nuo to, kokiomis
aibémis operuojame. Mokinys, mokydamasis tema “sveikyjy skai¢iy daugyba”, nagrinéja tik
sveikuyjy skaiciy aibés poaibius, todél jis gali laikyti, kad U = Z . Sociologas tiria tam tikras

zmoniy grupes, todél jam universali aibé yra tos vietovés gyventojy aibe.

Aibiy veiksmai. Apibréziami Sie veiksmai: aibiy sudétis, aibiy daugyba, aibiy atimtis,
aibiy Dekarto daugyba. Atkreipiame démesy, kad loginiy operacijy ir jy rezultaty pavadinimai
buvo vienodi, o aibéms, —jau skirtingi. Pvz., aibiy 4 ir B sudéties rezultatas vadinamas aibiy
suma (sqjunga). Zymima A U B .

Ap. AuB:={a|acA v aeB}.

Zodziais §j apibrézima galima suformuluoti Sitaip: “aibiy A ir B suma yra nauja aibé
sudaryta is visy elementy, priklausanciy bent vienai is aibiy A , B”.

Pavyzdziui, kai A, =10, 2,5},0 By ={a,-2,0,5}.tai Ay UB, =1{a,-2,0,2,5}.
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Atkreipkite démesi, kad, vardindami aibés elementus, pasikartojancius pazymime tik vieng

kartq.

Aibiu daugybos, atimties, Dekarto daugybos rezultatai vadinami , atitinkamai: aibiy

sankirta (pjitviu) ir zymima A N B, aibiy skirtumu, kuris zymimas A \ B ir aibiy Dekarto

sandauga, kuri zymima A X B. Tai —naujos aibés kurios apibréziamos taip:

Ap. A NnB={al|aeA A aeB}.

Ap. A\B ={alacAd A a¢B}.

Ap. A xXB={(a,b)|acA A beB}.

(Uzduetis: Siuos apibrézimus suformuluokite zodziais. )

Skirtumas U\ A vadinamas aibés 4 papildiniu ir zymimas A.

Ap. A :=U\A:={a|acU A ag A}={a|az A}.

Pavyzdziai. Aibéms A,, B, gausime: A NB,={0,5},, A \B,={2},

AxB, ={(0.a),(0-2),(00),(05) (2.a) (2-2) (20) (25).(5.a) (5.-2), (5:0). (55)

Norédami uzrasyti aibes K ir B_0 , turime apsispresti, kokia (miisy situacijoje) yra

universalioji aibé U . Jei, tarkime, U ={a, b, ¢, -2,-1,0,1, 2, 3, 4, 5}, tai:

A =U\A ={a,b,c,-2,-1,134}, B,={b,c,-1, 1,23 4}.

Aibiy veiksmy savybés. Pateiksime keleta iprasty aibiy veiksmy savybiy. PabréZiame,

kad visos savybés yra jrodomos, remiantis jau aptartais matematinés logikos faktais. Atkreipkite

démesi ir i tai, kad zemiau iSvardintos savybés yra analogiskos logikos désniams.
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AUA=ANA=A, - idempotencijos savybés,
AUB=BUA,AnB=BnA, - komutatyvumo savybés,
AuBulC)=AuUB)UC, - asociatyvumo savybés,

AnBnNnC=AnB)nC.

AnB)uC=AuC)NnBUO), - distributyvumo savybés,
AUB)NC=ANC)uBNO),
(A\B)nC=(ANnC)\(BNO),
(AUuB)xC=(AxC)u(BxC).

AUVD=ANU=A,AN=T,
(AXB)N(CxD)=ANC)x(BND),

AUB=ANB- ANnB=AUB - de Morgano désniai .
Bet: AXB#BXA,(AXB)XC#AXx(BxC(C).
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Pavyzdziui, jrodysime, kad su bet kokiomis aibémis A, B, C yra teisinga lygybé

ANB)uC=AuC)n(BuUC).

Tarkime a yrabet koks aibés (A M B) U C elementas. Tada, pasinaudoj¢ aibiy sajungos
ir sankirtos apibrézimais, galésime uzrasyti, kad:

ae (AnB)uC=(aec AnB)v(acC)=(ac Arac B)v(acC).

Dabar pasinaudosime désniu: (pA Q) v =(pvr)A(qv r)ir,darsyki, - aibiy sajungos
ir sankirtos apibrézimais:

(ac Arae B)v(acC)=(ac Avae C)a(ae Bvae C)=

=(ae AuC)a(ae BuC)=ae (AuC)n(AUC).

Tad gavome, kad ae (AnB)uUC = ae (AUC)N(AUC), su visais a. O tai, pagal
aibiy lygybés apibrézima, ir reiSkia, kad (ANB) U C = (AuC)N(BUC).

Tiesa, dar reikéty aptarti situacija, kai aibé (A N B) U C yra tuscia. Bet tada, vél
remdamiesi sajungos ir sankirtos apibrézimais, lengvaiiSvedame, kad turi biiti tus¢ia ir aibé
(AuC)Nn(BuUC). Irodymas baigtas.

Veiksmus su aibémis ir ty veiksmy savybes daznai iliustruoja bréziniais, kuriuose universalioji
aibé U vaizduojama kokia nors plokStumos figiira (kvadratu, sta¢iakampiu ar skrituliu), o

visos aibés, — tos figiiros dalimis. Pavyzdziui:

U
. R— AlB
| II I ) I|- 1.'
| | s

Tokie pieSiniai vadinami Oilerio — Veno diagramomis.

(Uzduotis: dar keleta i$ pateikty savybiy irodykite remdamiesi matematinés logikos désniais;
nubraizykite atitinkamas Oilerio — Veno diagramas .)

Aibé AxA vadinama aibés A Dekarto kvadratu ir Zymima: Ax A = A’. Aibiy sajungos
(sumos), sankirtos, Dekarto sandaugos savokas nesunku apibendrinti ir daugiau nei dviejuy
aibiy atveju. Pavyzdziui, kai A, A, ,..., A, yrabet kokios aibés, tai jy suma yra nauja aibg,
kuri apibréziama taip:

n
UAk =AUAU..UA ={alac Avae A v..vae A}
k=1
Paméginkite savarankiskai apibrézti keliy aibiy sankirtq ir Dekarto sandaugq.
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Kai i§ konteksto aisku, kad raidés 4, B, C, D, F, H reiskia biitent aibes ,— vietoje simboliy
AUB,DNF,C\ H vartojami jprasti zymenys: 4 + B, DF, C— H .

Binariai sqrysiai
Sarysio tarp kokiy nors objekty (aibiy elementy) savoka ir realiame gyvenime, ir
matematikoje nesunkiai suprantama intuityviai. Jei turime kokias nors aibes 4, B, tai ju
elementus (kiekviena atskirai, ar elementy poras, ar trejetus. . . ) gali sieti kokie nors sqrysiai
(t.y. bendros savybés, pozymiai). Jei sarysis sieja aibiy 4 ir B elementus, tai jis vadinamas
sarysiu tarp aibiy A ir B. Jei sarysis sieja aibés A elementus, tai jis vadinamas sqrysiu aibéje
A. Atskirus elementus siejantis sarySis vadinamas unariniu, elementy poras siejantj sarysi
vadinsime binariu sqrySiu (BS), trejetus — ternariniu ir t.t. BS Zymésime vienaraide o, 7, @,
f ir pan. PavyzdZiui, jei aibéje N apibréSime binarj sary$i o ZodZiais: “du natiiralieji skaiiai m
ir n susieti sarysiu o, jei m= n? ”, tai galésime uzrasyti: 4 6 2, 25 ¢ 5,bet: 5 025, 607.
Panaudojant aibiy Dekarto sandaugos savoka, BS galima apibrézti griez¢iau .
Ap. Binariu sqrysiu tarp aibiy A ir B vadiname bet kokj aibés Ax B poaibj ©.
Ap. Binariu sqrysiu aibéje A vadiname bet kokj aibés A? poaibj T.
Auks¢iau apraSytas binaris sarysis o N ? apibréziamas taip: ¢ = {(n2 , n)| ne N }

Svarbesnieji BS tipai. Savybés
Ap. BS o < AXA vadinamas refleksyviu , jei
(Vae A)ao a.
Pvz., tiesiy lygiagretumas yra refleksyvus BS, nes kiekviena tiesé yra lygiagreti pati sau. Gi tiesiy
statmenumo BS, akivaizdu, néra refleksyvus.
BS vadinamas antirefleksyviu, kai né vienas aibés 4 elementas néra tuo sarysiu susietas pats su savimi.
Pavyzdziui, studenty aibéje jvede sarysi “mazesnis” (Tigio prasme), turésime antirefleksyvaus BS pavyzdi.
Ap. BS 0 < AXA vadinamas simetrisku, jei teisinga
(Va,be A)(ac b) = (bo a).
Pvz., tiesiy statmenumo BS yra simetriskas.
Naudojamas ir terminas antisimetriskas BS: tai toks BS, kuriam teisinga:
(Va,be A)(ac b) = (bo a).
Pvz., Zzmoniy aibéje BS “vyresnis” (amziaus prasme) yra antisimetriskas.
Ap. BS o < AXA vadinamas tranzityviu, jei teisinga
(Va,b,ce A)((ac b) A (bo ¢)) = (ac ©).
Pvz., dalumo sarysis sveikuyju skaiciu aibéje yra tranzityvus. Tuo tarpu draugystés sary$is zmoniy

aibéje néra tranzityvus © .
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Ap. Sakome, kad BS o < AXA turi trichotomijos savybe, jei bet kuriems a,be A
teisingas vienas ir tiktai vienas is teiginiy:
l)ac b; 2)boa; 3)a=b.
Pvz., dalumo sarysis sveikyju skai€iy aibéje trichotomijos savybés neturi. Tuo tarpu sarySis “maziau”

realiyjy skai€iy aibéje turi trichotomijos savybg.

Ekvivalentumo sqrysiai ir aibés faktorizavimas

Ap. BS o< AXA vadinamas ekvivalentumo sqrysiu (ES), jei jis yra refleksyvus,
simetrinis ir tranzityvus vienu metu.

Pvz., tiesiy lygiagretumas yra ES.

Toliau mes daZnai naudosimés Sia svarbia teorema.

Faktorizavimo teorema. Jei aibéje A yra apibréztas ES O, tai jo pagalba aibe A
galima suskaidyti j poaibius (ekvivalentumo klases), neturincius bendry elementy.

Ir. 1. Suskaidymo galimumas. Kai ae A, pazymékime :

K,={b|be Axbo a}.

A=K,

acA
ty. aibés K, ae Airyrateoremoje jvardinti poaibiai — ekvivalentumo klasés.

2. Belieka pasiekti, kad visos ekvivalentumo klasés kas dvi neturéty bendry elementuy, t.y.
skirtingoms klaséms K, K, galioty salyga: K, N K, =. Pasirodo, tam pakanka tik

Tuokart akivaizdu, kad

pareikalauti, kad klases generuojantys elementai a, b biitu nesusieti ES o . IS tikryju, jeigu
paimtume ag b, bet tartume, kad :
(3ce A)ce K, nce K,,
tai, pasinaudojg¢ sarySio O tranzityvumu, gautume:
(ac c) A(co b) — (ac b),
o tai priestarauja pradinei prielaidai ac b. QED.
Ap. IS visy ekvivalentumo klasiy sudaryta aibé Alo :={K_,K,,K_,...} vadinama
faktoraibe.
Pastaba. Raidés QED, uzbaigiancios teoremos irodyma, yra sakinio lotyny kalba “quod erat

demonstrandum” (tai ir reikéjo irodyti), santrumpa.

Funkciniai sqrysiai
Ap. BS t c Ax B vadinamas funkciniu sqrysiu (sutrumpintai: FS), arba atvaizdziu,
arba tiesiog — funkcija, jei teisinga:

(X y)e fa(xy,)e f)=y, =Y,
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Terminai ir Zymenys: jei f ¢ AxB yraFSir (X, y)e f , tai sakome, kad y yra x—so

vaizdas, 0 x yra y— ko pirmavaizdis (originalas). Zymime: A—— B, X——y arba
IprasCiau y = f(x).

Funkecija galima apibrézti labai {vairiai: formule, lentele, zodziais, grafiku. Viena is$
paprasciausiy yra tiesiné funkcija: y = ax+ b. Jos grafikas yra tiesé.

Kartais sakoma, kad funkcija yra apibrézta aibéje A, o reiksmes jgyja aibéje B. Jei
taisykle f 1 aibg B atvaizduojame tik aibés 4 poaiby A, tai sakome, kad funkcija f apibrezta
aibéje A, c A, arba: funkcijos fapibrézimo sritis yraaibé A,. Funkcijos fapibréZimo srit]
zymésime simboliu D, t.y.:

D, ={x|xe AA(3ye B)(x,y)e f}=A,.

Tuo atveju, kai funkcinio sarysio f apibrézimo sritis D ; sutampa su aibe A, daZnai vartojami
terminai, apibtidinantys specialius FS (atvaizdzius): siurjekcijq, injekcijq ir bijekcijq.

Iveskime Zymeni:

E, ={ye B|(@xe A)f(x)=y].

Aibe E; vadinsime funkcinio sarysio freiksmiy sritimi. Tuo atveju,kai D; = A, reikSmiy

sritj vadinsime (pilnuoju) aibés A vaizdu ir zymésime E; = f (A).

Ap. Jei f (A) =B, tai FS fvadinamas siurjekcija.

Ap. Jei f (A) c B ir kiekvienam vaizdui yra tiktai vienas pirmavaizdis, tai FS f
vadinamas injekcija.

Pasakykime tiksliau: kickvienas aibés B elementas turi ne daugiau kaip vieng pirmavaizdj. Tuo norima
pabrézti: jei Y€ f (A) tai jo pirmavaizdis x yra tiktai vienas. Jeigu gi Y& f (A), taiy néra vaizdas,
todél pirmavaizdzio apskritai neturi.

Ap. FS fvadinamas bijekcija (arba: abipus vienareiksmisku atvaizdziu), jei jis yra ir
siurjekcija, ir injekcija tuo pat metu.

Pavyzdziai. Jeigu A=[0, 7], B=[-11],0 f =cos, tai atvaizdis A—> 5B yra
bijekcija; imant A=[-7, 7], B= [-1,1], taisykle f = cos yrasiurjekcija, okai A=[0, 7],

B= [— 2, 2], tai ta pati taisyklé¢ f = cos yrainjekcija.

Dabar prisiminkime, “mokyklini” funkcijos apibrézima:

Ap. Taisyklé arba désnis f, pagal kurj kiekvienam aibés X elementui x priskiriamas
vienintelis aibés Y elementas y, vadinama atvaizdziu arba funkcija.

Ar pastebite, kai $is apibrézimas reikalauja to paties, kaip ir funkcinio BS apibrézimas? Taigi, — abu

apibézimai yra ekvivalentiis.

Tvarkos sqrysiai
Ap. BS T AXA vadinamas tiesinés tvarkos sqrysiu, jei jis yra antirefleksyvus,

tranzityvus ir turi trichotomijos savybe.
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Jeigu aibéje 4 yra apibréztas tiesinés tvarkos sarysis, tai aibé vadinama sutvarkyta.

Pavyzdziui, Zodyno Zodziy aib¢ sutvarkoma ivedant leksikografinj tvarkos sarysi, kai
pradzioje zodziai grupuojami pagal pirmaja raide, po to —pagal antraja ir t.t.

Sutvarkytose aibése {vedamos savokos: “elementas a eina pries$ elementa b”, “pirmasis ir paskutinis

elementai”, “elementas c yra tarp elementy a ir b”, “atviras ir uzdaras intervalai”, “gretimi elementai”,

“tirsta aib&”, “diskrecioji aib&” (placiau zr. vadovélio I d. 45 —46 psl.).

Aibés galia. Norint palyginti dvi baigtines aibes pagal ju elementy gausuma, tereikia
suskaiciuoti, kiek kiekviena 1§ ju turi elementy. Ta aibe, kurios elementy skaicius didesnis, ir
yra gausesné. Sakoma: jos galia yra didesné. Tad baigtinés aibés galia galima laikyti jos
elementy skaiciy. Begalinéms aibéms toks metodas netinka. IS pirmo Zvilgsnio nattraliyjy
skai¢iy aibé N lyg ir gausesné uzaibe N, := {5k | k € N }. Tagiau tokio teiginio nickuo pagristi
negalime, nes nelygybé oo < 5. oo yra beprasmé. Be to, pamatysime, kad tuodvi begalinés
aibés yra vienodai gausios!

Begaliniy aibiy palyginimui panaudosime aibiy ekvivalentumo savoka.

Ap. Jei tarp aibiy A ir B galime nustatyti nors vienq bijekcijq, tai Sitokias aibes
vadiname ekvivalenciomis, arba vienodos galios aibémis. Zymima: A ~ B .

Sitoks apibrézimas apima ir baigtiniy aibiy atveji, nes tarp baigtiniy aibiy tada ir tiktai tada
galima nustatyti bijekcija, kai jos turi po tiek pat elementy.

Aibés 4 (baigtinés ar begalinés) galia Zymima simboliu Card 4 .

Dabar, norédami begalines aibes palyginti pagal elementy gausuma, turésime susitarti dél
etalono, t.y. aibés, su kuria lyginsime kitas aibes. Panasiai, matuodami atstuma, tai darome
sutartais (etaloniniais) vienetais: metrais, kilometrais, sieksniais, parsekais ar sprindZiais. Tokiu
etalonu pasirenkama savo paprastumu issiskirianti aibé V.

Ap. Begalinés aibés, ekvivalencios naturaliyjy skaiciy aibei N, vadinamos skaiciomis.

Pavyzdziui, kadangi atvaizdis ¢ : n <> 5n yrabijekcija, tai aibés Nir N, yra ekvivalencios.
Tuo irodéme, kad aibé N yra skaiti, t.y. tokios pat galios, kaip ir natiiraliyjy skaiciy aibé N.

Suformuluosime keleta teoremy apie skaicias aibes.

1 teorema. Kiekviena begaliné aibé turi skaity poaibj.

2 teorema. Kai A,i=12,3.. yra D:vkaicvifg aibiy seka, tai skaiti yra ir aibé

A

[vada. Racionaliju skaiciy aibé O yra skaiti.

3 teorema. Intervalo [0, 1] realiyjy skaiciy aibé néra skaiti.

Ap. Begalinés aibés, ekvivalencios intervalo [O, 1] realiyjy skaiciy aibei, vadinamos

kontinumo galios aibémis.
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Lengva isitikinti, kad aibiy ekvivalentumo sarysis yra ES. Tad jo pagalba visos aibés (ir
baigtinés, ir begalinés) suskirstomos i ekvivalentumo klases. Kiekvienai klasei priskiriame bet
kurios jos aibés galia zymintj specialy simbolj, kurj vadinsime aibés kardinaliniu skaic¢iumi.
Baigtinéms aibéms jis sutampa su aibés elementy skaiciumi.

Pasirodo, kardinalinius skaicius galima palyginti, o tai, savo ruoztu, igalina sutvarkyti
aibes pagal ju elementy gausa. Jei aibiy 4 ir B kardinaliniai skai€iai yra atitinkamai ¢ ir 3, tai:

1) a = B,jei A~B.Sakome: aibiy A4 ir B kardinaliniai skaiciai yra lygts (aibés yra
vienodos galios.)

2)a < B,jei A+ B,bet4d~ B, B, c B. Sakome, o yramazesnisuz f3, (atba 3
yradidesnisuz ¢ .)

4 teorema (Kantoro)(Georg Cantor, 1845 — 1918, Zymus vokieCiy matematikas).
Kiekvienos aibés A visy poaibiy galia yra didesné uz aibés A galiq.

Isvada. Egzistuoja kiek norint dideli kardinaliniai skaiciai.

Algebrinés operacijos

Tarkime A ir B yra bet kokios aibés. Funkcija Ax A—'— B vadinama operacija
(veiksmu), apibréZta aibéje 4. Kai f apibrézimo sritis yra AXA, o reiksmiy sritis f (Ax A)
yra koks nors 4 poaibis (t.y. f (Ax A) c A), tai funkcija fvadiname algebrine operacija
(sutrumpintai — AO) , apibréZta aibéje 4.

Beje, kai  f (Ax A) c A, tai sakoma , kad aibé 4 yra uZdara operacijos f atzvilgiu.
Todél galimas ir toks algebrinés operacijos supratimas: operacija aibéje vadinama algebrine,
Jjeigu aibé jos atzvilgiu yra uzdara. Pastarasis apibiidinimas daZznai biina patogesnis, kai
reikia praktiskai patikrinti operacijos algebriSkuma.

Pavyzdziui, jei A = R, tai sudéties veiksmas “+” irgi gali biiti suprastas, kaip funkcija
(operacija), kuri schemati§kai nusakoma Sitaip: Rx R——R; pvz., (2,-3)——-1.
Intuityviai suprantame, kad tai - algebrinés operacijos pavyzdys.

Kita vertus, jei 4 = N, o operacija ® nusakoma taisykle:

(Ymne N)m ® n=m-2n,
tai ® jau néra algebriné operacija. ZodZiais tai skambéty taip: ne su visais natiiraliaisiais m,
skai¢ius m —2n yra nattralusis. Tikrai, jei m=n=3 ,taim—-2n=3-2-3=-3¢ N.

Pakartokime: operacija f aibéje 4 tai funkcija: Ax A—— B. Iki §iol mes buvome
iprate, kad 4, B —skaiciy aibés, o fdazniausiai reiské sudéty, atimtj , daugyba, dalyba . Dabar
Jums norima paaiskinti, kad operacijos savoka zymiai platesné: aibés A ir B gali biiti bet
kokios, funkcija f,—irgi. Pavyzdziui, 4 gali biiti visy lietuviy kalbos ZodZiy aibé. Bet kuriuos

du zodzius zymékime raidémis x, y, o taisykle f nusakykime taip: kiekviena pora
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(x, y)e Ax A, fatvaizduoja i natiiralyji skai¢iy m , kuris yra lygus sumariniam balsiy
abiejuose zodZiuose skai¢iui. Simboliskai:
Ax A—"> N arba (x, y)——m, arba f(x,y)=m.
Aisku, kad , taip apibrézus, turime: f (oras, mokdas)=4, f (ir, universitetas)=7,
f (Europa, Lietuva)= 8 irt.t.

Svarbu: aibéje A4 apibrézta operacija vadinama algebrine, jeigu, ja atlikus, operacijos
rezultatas vél priklauso aibei 4. Tik ka mtisy apibrézta operacija néra algebring, nes nattiralieji
skaiCiai formaliai néra lietuviy kalbos Zodziai. Jeigu operacija / apibréSime taisykle:

(V(x, y)e A)h(x, y)= Lietuva,

tai turésime jau algebrinés operacijos pavyzd;.
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Paskaita 1 — 03

Kombinatorikos pagrindai

Praktinéje veikloje daznai tenka sudarinéti {vairiy objekty rinkinius pagal kokius nors
pozymius. Pavyzdziui, tai gali biiti: géliy puokstés komponavimo uzdavinys, Seimo delegacijos
(sakykime, vizitui { uzsienio valstybe) sudarymas, automasinos, telefono numerio parinkimas ir
t.t. Tokie (kokios nors) aibés elementy rinkiniai vadinami junginiais. Dazniausiai domimasi
ne paciais junginiais, o jy skainiumi .

Junginius sudarantys elementai vienose situacijose gali kartotis, kitose ,- ne. Taigi, sudarinéjami
kartotiniai ir, atitinkamai, nekartotiniai (paprasti) junginiai. Pavyzdziui, parlamentarai Seimo
delegacijoje kartotis negali, 0 automobilio numerio —raidés ir skaitmenys, —gdli.

Sudarant junginius, priklausomai nuo konkrecios situacijos, kartais svarbis tik juos
sudarantys elementai , kartais — ty elementy iSsidéstymo tvarka, o kai kada, - ir viena, ir
kita. Pvz., automobilio numeryje svarbs ir ji sudarantys elementai (raidés ir skaitmenys), ir ju
18déstymo tvarka. Numeriai ARS 224, ARS 242 , RSA 074 ir LRS 224 priklauso skirtingiems
automobiliams.

Pradziojesuformuluosmedvi kombinatorikojedaznai naudojamasakivai zdziastai sykles.

Kombinatoriné sudéties taisykle papras€iausiu dviejy aibiy atveju formuluojama taip:
Jei is dviejy baigtiniy aibiy A ir B, n€turinciy bendry elementy, reikia isrinkti vienq

elementq, tai Sitai galima padaryti m+ n bidy. Hia Card A= m,o0CardB=n.
Kombinatoriné daugybos taisyklé skambataip:

Jei is dviejy baigtiniy aibiy A ir B reikia isrinkti elementy porq (X, Y) taip, kad biity
xe A ir ye B, tai Sitai galima padaryti m- n bidy.

Abi Sios taisyklés apibendrinamos keliy aibiy atvejui. Pvz., kai turime r baigtiniy aibiy
A, k=1+r ir CardA =m,, tai rinkini i§ r elementy (a,,a,,..,a, ), kuriame
a, € A, k=1+r,gdimasudaryti mm,...m budy.

Dabar junginiy sudarymo situacijas apraSysime detaliau. PradZioje aptarsime paprastus
(nekartotinius) junginius.

Papradti junginiai. Tarkime, turime aibe A={a,,a,,...,a, } sudarytai nelementy,
kuriy prigimtis mums néra svarbi.

Ap. Junginius, sudarytus is n aibés A elementy po k elementy (aisku, k < n), kurie
skiriasi vienas nuo kito arba paciais elementais, arba jy iSdéstymo tvarka, vadiname
gretiniais.
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Gretiniy i§ N elementy po K elementy skaicius Zymimas simboliu A* ir apskainiuojamas

pagal formule nl

A‘f:(n_k)!:n(n—l)(n—2)...(n—k+1). (1)

Formulés (1) jrodymas lengvai iSplaukia i§ kombinatorinés daugybos taisyklés.

Pvz., jei, sudarant Seimo nariy delegacija, susitarsime, kad ja sudarys trys nariai, be to,
vienas 1§ juy bus vadovas, kitas, - jo pavaduotojas, o trecias, - tiesiog paprastas narys, tai
(laikant, kad Seime yra 141 narys) delegacijos sudarymo varianty kiekis bus apraSomas (1)
formule. Taigi, galésime sudaryti

A}, =141-140-139 = 2743860
skirtingy delegaciju.

Ap. Junginius, sudarytus is n elementy po k elementy, kurie skiriasi vienas nuo kito
tik paciais elementais, o jy isdéstymo tvarka yra nesvarbi, vadiname deriniais.

Deriniy i§ nelementy po k elementy skaicius Zymimas simboliu C¥ ir apskainiuojamas
pagal formule

L L n(n—l)...(n—k+1).
" kl(n-k)!  k(k-1).3-21
Pvz.,jei18 33 VPU pirmakursiy (kurie gerai moka angly kalba) tarpo paZintinei kelionei {

2

Roterdamo universiteta sudarome keturiy studenty delegacija, tai svarbis tik patys asmenys,
o ne jy parinkimo tvarka. Todél, tokiomis salygomis, galimasudaryti

33 33-32-31-30
4.29 4-3.21

Ci = =11-4-31-30 = 40920

skirtingy delegaciju.

Kartaisobjekta junginyje, sudarytameiSnelementy nekeiciami, o keiciama tik ju isdéstymo
tvarka, t.y. nagrin¢jame gretinius i§ nelementy po nelementy. Tokie nekartotiniai junginiai
turi savo atskira pavadinima.

Ap. Junginius, sudarytus is n elementy po n elementy, kurie vienas nuo kito skiriasi
tiktai elementy isdéstymo tvarka, vadiname kéliniais.

Kitaip sakant, kéliniai yra gretiniai i$ n elementy po n.

Kéliniyi$ ndementy skai¢ius zymimas P, ir apskainiuojamas pagal formulg

P, =A =n! 3

Pvz., je penkisgerusdraugusnorite kasmet per savo gimtadieni vis Kitaip susodinti prie

stalo, tal visemsvariantamsiSbandyti prireiks P, =5!=120mety.

Kartotinial junginiai. Kai nagrinéjame Kartotiniusjunginius, tai situacija skiriasi
tuo, kad aibés A elemental juosegdi kartotis. Todél gauname dar tris junginiy risis: kartotinius
gretinius, kartotinius deriniusir kartotinius kélinius.
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Ap. Kartotinius junginius, sudarytus is n aibés A elementy po k elementy, kurie
skiriasi vienas nuo kito arba paciais eementais, arba jy issidéstymo tvarka, vadiname
kartotiniais gretiniais.

Kartotiniy gretiniy i$ N elementy po K elementy skai¢ius zymimas KE ir apskainiuojamas
pagal formule:

An=n", (4)

Tikrai, kadangi mumsreikiaparinkti k elementu, bet jie gali kartotis, tai kiekviena is ju
galime parinkti nbady. Tada, pagal kombinatorine daugybos taisykle, visak elementy
rinkinj galésime parinkti n NN = n" bdu.

Pvz., 1§ skaitmeny 2,5,7,9 sudarysime visus galimus penkiazenklius skaicius. Nesunku
suprasti, kad Siuo atveju svarbu ir patys skaitmenys, ir ju uzraSymo tvarka. Be to, skaitmenys
gali kartotis. Tad turésime kartotinius gretinius i$ 4 elementy po penkis elementus. Pagal (4)
formule, tokiy skai¢iy kiekisyralygus

A =4° =1024,

Kai kartotiniuose junginiuose elementy tvarka nesvarbi, tai sakome, kad turime kartotinius
derinius.

Kartotiniy deriniy i$ nelementy po k elementy skaicius Zymimas EE ir apskainiuojamas
pagal formulg: Kok - (n+k-1)! 5)

TR T ki(h-1)t

Pagdliau, kai mriisiu (m < n)elementaiisaibés A= {a,,a,,...,a, } kartotiniame junginyje
nesikeiuia (turi pastovius kartotinumus k,, k, ..., K ), o keiciasi tik ju issidéstymo tvarka, tai
kalbame, apie kartotinius kélinius iS K, + K, + ...+ K, elementy. Ju skai€ius zymimas simboliu
P(k;,K,,...,k,) ir apskainiuojamas pagal formulg:

(K, +k, +...+k)!

P(k,,Kk,,....K,,) = APIRR (6)
Pavyzdziui, kai turime astuonistriju rasiy skaitmenis 2,2,2,5,5,7,7,7 , tai, pagal (6)
| |
formule, i$ju galima sudaryti P(3, 2, 3) = (33+| ;T;) = 32' 5= 560 skirtingy aStuoniazenkliy

skaiciy.

Kombinatorinés tapatybés. Yra daug junginius siejanciy sary$iy, kuriuos jprasta
vadinti kombinatorinémis tapatybémis . Stai kelios i8 ju:
AE =P 'Cri: )
Ci=Cr";
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Ck +Ck71 :Ck .

n+1?

k k k _ ~k+l
C +C,+..+C =C

k+m-1 n+m*
Formulé A =P, -CF iplaukia i$ kombinatorinés daugybos taisyklés suvokus, kad
kiekvienas derinys i§ n po Kk elementuy, ji sutvarkius, virskaskart nauju gretiniuiSnelementy

po kelementy. Bet kelementy sutvarkymy (kéliniy) yra P, = k ! Tuo jrodéme ir (2) formule.

k
n+1°

Véliau mes naudosime tapatybg C* + C** = C¥ | . Irodysime ja.

Pagal deriniy skai¢iaus formule, panaudodami faktorialo savybe, turésime:

O ol L n R L e
" kit (n—k)! (k—l)!(n—k+1)!_(k—l)!(n—k)!(k n—k+1)_

_ n! ( n+1 ]_ (n+H!

Ck=-)'(n—k)!| k(n—k+1) | k!(n+1-k)! ™

Naudojant pirmos ose paskaitose jvestus terminus, junginius galima apibrézti tiksliau.

Ap. Deriniu (nekartotiniu) is n elementy turincios aibés A, po k elementy vadiname
bet koki aibés A poaibi, turintj k elementy.

Tad CF isreiskia aibés A poaibiy skaiciy.

Ap. Gretiniu (nekartotiniu) is n elementy turincios aibés A, po k elementy vadiname
bet kokj sutvarkytq aibés A poaibi, turinti k elementy.

Tuobtdu, A* reidkiasutvarkyty aibés A poaibiy skaiciy.

Ap. Kéliniu (nekartotiniu) iSk aibés A elementy, vadiname bet kokj aibés A poaibio,
turincio kelementy, sutvarkyma.

Tad P, iSreiskia bet kurio aibés Apoaibio, turinuio Kelementy, skirtingy sutvarkymuy skaiciy.
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Paskaita 1 —04

Algebrinés struktiiros

Prisiminkime terminus: funkcija (atvaizdis), funkcijos apibrézimo sritis, pilnasis vaizdas, reik§miy sritis,

pirmavaizdis, vaizdas, operacija, algebriné operacija.

Algebriné operacija, algebriné struktiira

Pakartokime: funkcija Ax A—— A vadinama algebrine operacija (sutrumpintai —
AO), apibréZta aibéje 4.

Tolesniems zingsniams algebrinés operacijos savoka yra labai svarbi, todél pasistenkite
jaisisavinti!

Pavyzdziui, aibéje A={0, 1, 2, 3, 4, 5} lenteliy pagalba apibrézkime dvi operacijas, kurias
susitarkime zyméti Zenklais & ir #:

%£]0 |1 [2 [3 [4 |5
00 |1 |2 |3 |4 |5
11 |2 [3 |4 |5 |6
2 12 |3 [4 |5 |6 |7
3|3 |4 |5 |6 |7 |8
4 (4 [5 [6 |7 [8 |9
5|5 |6 |7 |8 |9 |10
A0 |1 |2 [3 [4 |5
00 |1 |2 |3 |4 |5
1|1 |2 |3 |4 |5 |0
2 |2 |3 |4 |5 |0 |1
3|3 |4 |5 |0 |1 |2
4 (4 |5 [0 |1 [2 [3
55 |0 |1 |2 |3 |4

Nesunku pastebéti, kad operacija & néra algebring, nes f (Ax A)z A . Pavyzdziui,
5&3=8¢ A, tuotarpu & yra AO, nes (Va,becA)aabeA.

Tarkime A yrabetkokiaaibe, o f,, f,,... -joje apibréztos algebrinés operacijos.

Ap. Aibe A kartu su joje apibréztomis AO f,, f,,... vadinsime algebrine struktiira
(arba algebra; sutrumpintai - AS) ir Zymésime A: = (A, f,, f,,...). Aibé A daznai vadinama
algebrinés struktiiros 4 bazine aibe.

Pavyzdziui, tik kg iSnagrinétame pavyzdyje turétume algebring struktiira4: = (A4, &), 0
Z = (Z, +, ) zyméty sveikyy skaiciy struktiirq.
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Algebriniy operacijy savybés

Daznai mums bus svarbu, ar tiriamosios AO yra :

- komutatyvios,

- asociatyvios,

- tarpusavyje distributyvios.

Suformuluosime atitinkamus apibrézimus.

Ap. Tarkime A: =(A, *) yra bet kokia algebriné struktiira, o * yra jos AO. Jei

(Va,be A)axb=b=a,

tai sakome, kad operacija * yra komutatyvi.

Pvz., natiiraliyjy skaiciy sudétis yra komutatyvi, o atimtis, —ne.

Ap. Jei

(Va,b,ce A)a*(b*c)=(a*b)*c,

tai sakome, kad AO * yra asociatyvi.

Pvz., sveikyjy skai¢iy daugyba yra asociatyvi, o atimtis Sios savybés neturi.

Ap. Tarkime A: = (A, @, ®) yra algebriné struktira su dviem AO @ ir ®. Jei

(Va,b,ce A)a® (b@®c)=(a®b)®(a®c),

tai sakome, kad operacija ® yra distributyvi is kairés operacijos @ atzvilgiu.

Pvz., racionaliyjy skai€iy daugyba yra distributyvi i§ kairés atimties atzvilgiu.

AO gali biiti komutatyvi, bet neasociatyvi, ir atvirk§¢iai: nekomutatyvi, bet asociatyvi.

(Uzduotis. Suformuluokite distributyvumo is desinés apibrézima ).

Kai operacija ® yra komutatyvi, tai distributyvumo 1§ kairés ir deSinés sagvokos sutampa.
Tuokart sakome: “operacija ® yra distributyvi operacijos @ atzvilgiu .

Pavyzdziai. Sveikyjy skaiCiy aib¢je Z taisyklémis:

a®b=a+2b, a®b=3ab (D)
apibrézkime kiek nejprastas “sudét;” ir “daugyba.” Akivaizdu, kad tai,—algebrinés operacijos,
nes jy rezultatai visada yra sveikieji skaiciai. Kadangi:
a®b=a+2b#b+2a=b®a, o a®b=3ab=3ba=b®a,

tai tokia “daugyba” yra komutatyvi, o tokia““sudétis”, — néra komutatyvi.

Taisykle a* b = a® + b? sveikyjuy skaic¢iy aibéje apibrézta operacija * akivaizdziai yra
komutatywvi. Isitikinti tuo, kad ji néra asociatyvi galima ir pavyzdzio (kontrpavyzdzio) pagalba:

3% ((-2)* 4) =3* ((-2)* + 4°) = 3* 20 =9+ 400 = 409,

(3*(-2)*4=(9+4)*4=13*4=169+16 = 185.

Bet 409 # 185. Darome i§vada, — operacija * néra asociatyvi.
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Ap. Kai A: = (A, *) yra AS su AO * ir egzistuoja toks bazinés aibés A elementas e, kad
(Vae A)axe=exa=a,

tai sakome, kad e yra neutralusis aibés A elementas operacijos * atzvilgiu.

Galima sakyti ir taip: e yra operacijos * neutralusis elementas.

1 teorema. Jei aibé A turi neutralyji (* atzvilgiu) elementq, tai tiktai viengq.

Ir. Targ, prieSingai, kad tokiy elementy yrabentdu, t.y € ir €,, turétume:

€ *6 =€ ir €*e, =¢e,ty. € =¢,. PrieStara. QED.

Dabar tarkime A: =(A, *) yra tokia AS, kurios baziné aibé A turi neutralyjj operacijos *

atrovilgiu elementa e.

Ap. Jei a yra bet kuris bazinés aibés A elementas ir egzistuoja toks elementas xeA,

kad
ax*X=X*a=e,

tai sakome, kad x yra elementas simetriskas elementui a (operacijos * atzvilgiu).
Arba : elementas a turi sau simetriskq elementq. Zymime: x=a’.

Pvz., struktiiros (Z, + ) bazingje aib¢je yra neutralusis elementas 0, o kiekvienas bazinés
aibés elementas turi sau simetriska: 3=-3, —117'=117.

Laikykime, kad algebrinés strukttiros 4: =(A, *) operacija * yra asociatyvi. Tada galima
rodyti keleta svarbiy fakty.

2 teorema. Jei asociatyvios algebrinés operacijos * atzvilgiu elementas ac A turi
sau simetrinj elementq a’, tai tiktai vienq.

[rodymo 1déja ta pati kaip ir praeitoje teoremoje. Targ, kad tokiy elementy yra bent du,
(ty. a, ir a,) turétume:

a*axa,=a*(a*a,)=a *e=a ir 3 +a*a,=(a*a)*a, =exa,=a,
IS ¢ia: a, = a,. PrieStara. QED.
Ap. Kai su kiekviena aibés A (e€ Al) elementy pora air b issprendziamos lygtys
axx=b, y=xa=b, )

tai sakome, kad: aibéje A jvykdoma operacijai * atvirkstiné operacija.

Pastebékime, kad bendruoju atveju X # Yy irkad x,y surandami vienareik[ Jmil lkai.

3 teorema. Jei aibéje A yra neutralusis asociatyvios algebrinés operacijos * atzvilgiu
elementas e ir kiekvienas A elementas a turi sau simetriskq a’,tai aibéje A jvykdoma
operacijai * atvirkstiné operacija.

[rodymas. I$spreskime, pavyzdziui, lygti a* X =b.Paéme x=a’#be A,turime:
axx=ax*(a * b)as:oc(a* a’)xb=exb=b-
[sitikinkite, kad elementas y=b+*a’e Ayralygties Yy*a= b sprendinys. QED.

Isvada. Kai operacija * yra komutatyvi, tai (2) lyguiy sprendiniai x ir y — sutampa.
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Aptarsime svarbesnius algebriniy struktiiry tipus klasifikuodami jas pagal jose apibrézty
algebriniy operaciju savybes.

Pusgrupis, grupe

Ap. Algebriné struktiira A: = (H, *) su viena asociatyvia AO vadinama pusgrupiu.

Jei, be to, operacija * yra ir komutatyvi, tai pusgrupis A vadinamas komutatyviuoju.

Jei bazinéje aibéje yra neutralusis elementas, tai pusgrupis vadinamas monoidu.

Pvz., ASA:=(Z, +) yrakomutatyvusis pusgrupis, o struktiira B: =(Z, @) - néra pusgrupis,
nes (Zr. (1) formule nusakyta apibrézima) :

(Va,b,ce Z)a® (b@®c)=ad® (b+2c)=a+2(b+2c)=a+2b+4c,
kai tuo tarpu
(Va,b,ce Za®b)®c=(a+2b)®c=a+2b+2c.
Taigi, struktiiros B operacija @ néra asociatyvi.

Ap. AS G: = (4, *) su viena asociatyvia algebrine operacija *, kuriai jvykdoma
atvirkstiné operacija, vadinama grupe (vok. - Gruppe, angl.- group, rus. — epynna). Jei,
be to, operacija * yra ir komutatyvi, tai grupé vadinamas komutatyvigja arba Abelio

grupe.

4 teorema. Jei G: =(A, *) yra grupé, tai bazinéje aibéje A yra vienintelis neutralusis

(operacijos * atzvilgiu) elementas e ir bet kuriam ae A vienintelis simetriskas elementas
a'e A

Irodymas. Kadangi, pagal apibrézima, grupéje jvykdoma atvirkstiné operacija, tai lygtys
(2) yra i$sprendziamos su visais a,be A.Todél (Jye A)y*a = b. Beto, atskiru atveju,
kai a=b: (3xe A)a* x = a.Pazymékime Xx=e,. Taciau:

bre, = (y+a)se, = y+(are,)=yra=b.

Tad darome i§vada, kad e, =g, :=€” irelementa €” vadiname aibés A neutraliuoju
elementu is desinés.

Analogiskai samprotaudami parodytume, kad egzistuoja neutralusis aibés A elementas is
kairés; zymékimeji €.

Bettada: €' xe"=¢€"ir € x€”" =¢€",ty. € =€ :=eir e tenkinaneutralaus elemento
apibrézima. Neutralaus elemento e vienatis iSplaukia i§ 1 teoremos.

Panasiai frodomas ir teoremos tvirtinimas apie simetrinio elemento a’e A egzistencija.

Vienatis i§plaukia i§ 2 teoremos. QED.
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Pastabos

1. Apie du grupés apibrézimus. Jei grupe apibréziame taip kaip Siame konspekte, tai elementy
e ir a’e Aegzistencija ir vienatis yra jrodoma (4 teorema ). Jeigu apibréZima pateikiame
pagal vadovéli (79 psl.) tai tada irodomas lyg€iu (2) issprendziamumas (konspekte: 3 teorema;

vadovélyje: 4 savybe, 80 psl.). Galima elgtis kaip mums aiskiau, patogiau.

2. Apie terminus: adiciné, multiplikaciné grupé. Kai grupés operacija yra sudétis (ar
kazkuo panasi { sudéti), tai pacia grupe vadiname adicine, jos neutralyji elementa, — nuliniu,
o simetriskaji, — priesinguoju (zymima: —a ). Kai operacija vadinama daugyba, tai grupé
vadinama multiplikacine, jos neutralusis elementas vadinamas vienetiniu, o simetriskasis —

atvirkstiniu (Zzymima: a™).

3. Apiekalbos “laisve”. Kartais, lakoniSkumo délei, grupe (lauku, ziedu) pavadinama
grupés (lauko, ziedo) bazin¢ aib¢; Zodi “iSplaukia” matematingje literattiroje iprasta Zymeéti
implikacijos simboliu " =", nors, mano nuomone, korektiskiau biity naudoti loginés iSvados
simboli " —". Operaciju Zenklai , paprastumo délei, irgi daznai nedetalizuojami. Pavyzdziui,
sudéties veiksmas skaiciy, funkcijy, vektoriy aibése apibréZiamas skirtingai, bet jam pazyméti

naudojame ta pati zenkla “+”.

4. Apie operacijos konkretumo svarba. Grupés savoka bazing aibg neatsiejamai surisa
su joje apibrézta algebrine operacija. Pvz., struktiira (Q, +) yra adiciné Abelio grupé, o struktiira
(Q, - ) grupés aksiomy jau netenkina.

5. Algebrinés operacijos savoka, naudinga kiek iplésti. AO Ax A—'— Avadinama

vidine, o operacija Bx A—'— A vadinama isorine binare (algebrine) operacija. Pvz.,
vektoriy sudétis plokStumoje yra vidiné algebriné binar¢ operacija, o vektoriaus daugyba 18

skaiCiaus —iSoriné.
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Paskaita 1 —05

Algebrinés struktiiros (tesinys)

Primename:

Ap. Algebriné struktiira G: =(4, *) su viena asociatyvia algebrine operacija *, kuriai jvykdoma atvirkstiné
operacija, vadinama grupe. Jei, be to, operacija yra dar ir komutatyvi, tai grupé vadinamas komutatyvigja
arba Abelio grupe.

Ap. (Alternatyvus). Algebriné struktira G: =(A, *) su asociatyvia algebrine operacija *, turinti
neutralyjj ir kiekvienam elementui simetriska elementus vadinama grupe. Jei, operacija yra komutatyvi, tai
grupé vadinama Abelio grupe.

Pastebékime: abu apibrézimai yra ekvivalentis.

Ziedai
Susipazinome su algebrinémis struktiiromis, kurios vadinamos grupémis. Tai yra svarbus
tipas struktiiry su viena AO. Kitas mus dominantis AS tipas yra taip vadinamieji Ziedai (vok.

— Ring, angl. — ring, rus. — xo1y0).

Ap.AS Z:=(4, ® , ® ) (su dviem algebriném operacijom, kurias kalbos sklandumui
susitarkime vadinti: @ - sudétimi, ® - daugyba) vadinama Ziedu, jei yra ispildytos
tokios sqlygos:

- struktiira (A, ®) yra adiciné Abelio grupé,

- abiems operacijoms galioja komutatyvumo bei asociatyvumo savybés; be to,

operacija ® yra distributyvi operacijos @ atzvilgiu (sutrumpintai: KAD).

Pavyzdziai. Jei nagrinésime AS, kurios bazing aib¢ yra lyginiy sveikyju skaiCiy aibe Z,, 0
operacijos, — prastinés skaiCiy sudetis ir daugyba, tai (Z,, +, ) yra Ziedas.

Aibgje L, ={0,1, 2, 3, 4, 5} apibrézkime sudét] ir daugyba iprastai, tik susitarkime, kad,
atlikdami sudéties, atimties ir daugybos veiksmus, rezultata padidinsime ar sumazinsime
skaiCiaus 6 kartotiniu taip, kad jis vél priklausyty aibei Lg: 24+3=5,4-3=12-2-6=0,
5+3=8-6=2, 2-5=-2+6=4, 5-4=20-3-6=2 ir t.t. Lengva patikrinti, kad
struktura (L6 L+, ) yra komutatyvus ziedas su nuliniu elementu 0.

Kartais nagrin¢jami Ziedai , kuriuose daugybos veiksmas néra komutatyvus. Tokie Ziedai
vadinami nekomutatyviaisiais. Ziedai su neasociatyvia daugyba vadinami neasociatyviaisiais
Ziedais. Nekomutatyviy ziedy pavyzdziy pateiksime antrame semestre, o neasociatyviy ziedy

nenagrinésime.
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Paprasciausios Ziedy savybés

Patogumo délei, savybiy formulavimuose operacijas @ ir ® zymékime jprastai: + ir -.

1. Kadangi ziedas yra kartu ir adiciné grupé¢, tai jame yra vienintelis nulinis (neutralusis
“sudeties” atzvilgiu ) elementas. Ji zymésime O, .

2. Kiekvienas ziedo bazinés aibés 4 elementas a turi vieninteli sau priesingq elementa,
kuri Zymésime —aeA.

3. Galioja “prastinimo” taisykle, t.y. a+b=a+c—b=c.

4. Egzistuoja vienintelis lygties b+ X = a sprendinys, kuris vadinamas elementy a ir b
skirtumu ir zymimas a—Db.

5. (Vae A) —(-a)=a.

6. (-a)+(~b)=—(a+b).

Naudojamos ir jprastos santrumpos na, -na. Detaliau: Zr. vadovélio 87 psl.

7. 0O,-a=0,.

8. (-a)b=—(ab).

9. (~a)(-b)=ab.

10. (Va,b,ce A)a(b—c)=ab—ac. D désnis atimties operacijai.

Visos savybés yra irodomos.

6 sav. jrodymas. Pirmiausia, savybe suformuluokime Zodziais, tada ir rodymo eiga bus aiskesné.
Turime parodyti, kad: elementy a ir b priesingyjy elementy suma yra sumos a + b
priesingasis.

Prisiming, kad elemento s prieSinguoju vadinamas toks elementas x, su kuriuo galioja
st+x=x+s= 0O,, tikriname;

(a+b)+(a)+(=b)) = a+(b+(-b)+(-a)=a+0, +(~a)=0,. QED.

8 sav. jrodymas. Dabar turime parodyti, kad: elementy —a ir b sandauga yra sandaugos
ab priesingasis elementas. 1S tikryju,

ab+(-ap = (a+(-a)p=0, b= 0, QED.

Pabreéztina, kad ziedas gali ir neturéti vienetinio elemento. Pvz., (Z,, +,-).

Laukai
Apibréesime dar viena svarby AS tipa : laukus (angl. — field, rus. — nozne). Beje, kituose
literattiros Saltiniuose vartojamas Ziedui adekvatus terminas: kitnas (angl. — solid, vok. —

Korper, rus. —meno).

Ap. AS L:=(4, ®, ®) (sudviem AO , kurias vélgi susitarkime vadinti: @ — sudétimi,
® — daugyba) vadinama lauku, jei yra ispildytos tokios sqlygos:
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- baziné aibé A turi bent du skirtingus elementus,

- struktiira (A, @) yra adiciné Abelio grupé,

- struktiira (A\{OA}, ®) yra multiplikaciné Abelio grupé,
- daugyba sudéties atzvilgiu yra distributyvi.

Pavyzdziui: racionaliyjy skaiciy struktiira (Q, +, ) yra laukas.

Lauky savybés didele dalimi iSplaukia i3 to, kad struktiiros (4,®),(4\{0,}, ®)yra
komutatyvios grupés. Tad lauke yra: vieninteliai nulinis ir vienetinis bei kiekvienam elementui
priesingasis ir (ne nuliui) atvirkstinis, galioja distributyvumo désnis atim¢iai, bei visos kitos
jau aptartos grupiy ir ziedy savybés.

Taciau laukai turi ir specifiniy savybiy. Viena i$ svarbiausiy yra ta, kad laukas neturi nulio
dalikliy. T.y. nenuliniy lauko elementy sandauga visadanelygi O, .

Teorema. Dviejy lauko elementy a ir b sandauga tada ir tik tada lygi nuliniam
lauko elementui O,, kai bent vienas is dauginamyjy lygus O,.

Ir. Metodas, — suvedimas i priestara. Tariame, kad yra du tokie nenuliniai lauko elementai
airb, kad a-b=0,. Tatiau tada lauko bazinéje aibéje yra ir elemento b atvirkstinis b™.
Padauging abi lygybés a-b= O, pusesisto b, turime:

asoc; 7sav.

(@b)-b*=0,-b* - a(b*H=0,-b*=0,—a1,=0,—-a=0,.

Tai priestarauja prielaidai, kad @ —nenulinis lauko elementas. QED.

Zieduose bendruoju atveju §i teorema néra teisinga.

Ap. Komutatyvusis Ziedas be nulio dalikliy vadinamas integralumo sritimi.

Pavyzdziui, struktiira (Lg, +, - ) néra integralumo sritis, nes 2-3=4-3= 0, o struktiira
(Z,,+,)yraintegralumo sritis.

Lauko charakteristika. Lauko bazinés aibés elementai gali biiti ir ne skaiciai. Tokiy
lauky savitumas nusakomas naujos savokos, lauko charakteristikos, pagalba.

Ap. MazZiausiq naturalyji skaiciy m, su kuriuo galioja lygybé m-e_= O, , vadiname
lauko L charakteristika ir Zymime m= charL. Jei tokio m nurodyti negalima, tai sakome,
kad laukas yra nulinés charakteristikos ir rasome charL = 0.

Pavyzdys. Aibéje A={a, b, c} lenteliy pagalba jveskime “sudét;”® ir “daugyba” ®.

® |a b C ® a b c
a a b c a a a a
b b C a b a b c
c c a b c a c b
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Nesunku pastebéti, kad struktira L: = (4, @ ,®) tenkina lauko aksiomas, be to:
O,=a,e, =b.Bet3b=b®b®b = (b®b)Db = c®b=a=0, - char L =3 .

Galima parodyti, kad: charL # 0 — charL e P. Cia P,—sveikyju pirminiy skai¢iy aibe.

Nenulinés charakteristikos laukai turi nemaZzai nejprasty savybiu. Pvz.,jei charL = p,tai
(Va,be L)(a+b)” =af +b".

Algebriniy struktiry homomorfizmai ir izomorfizmai

Kartais dvi AS, turincios skirtingos prigimties bazines aibes ir savitas algebrines operacijas,
visgi (bltent, tu operaciju savybiy prasme) yra labai panasios ir skiriasi nebent tik
“matmenimis”, t.y. bazinés aibés galia, arba yra ir visai identiskos.

Tarkime (A, Q,)ir (A,, Q,) yradvi AS, su baigtinémis operacijy 0 ; aibémis Q, . Cia
oy€; j=12..,n k=12.

Ap. AS (A, Q,) ir (A,,Q,) vadinamos homomorfi§komis (atitinkamai:
izomorfiskomis), jeigu tarp jy baziniy aibiy galima nustatyti tokiq siurjekcijq (atitinkamai:
bijekcijq) ¢, kad galioty sqlygos:

(vabe A)(¥)olac, b)=p()o, plb) n
Pavyzdziui, jei viena i§ operacijy abiejose bazinése aibése yra sudétis, tai (1) salyga atrodo taip:
(Vabe A)p(a+b)=g(a)+eb)
t.y. sumos vaizdas turi biiti lygus vaizdy sumai.

HomomorfiSkos (ar izomorfiskos) grupés, Ziedai ar laukai turi panasias savybes, todél
vienos tyrin€¢jima galima pakeisti kitos (pvz., su paprastesne bazine aibe) tyriné¢jimu.

Ap. Dvi grupes (Ai, ®1) ir (Az, ® 2) vadinamos homomorfiskomis (atitinkamai:
izomorfiskomis), jeigu tarp jy baziniy aibiy galima nustatyti tokiq siurjekcijq
(atitinkamai: bijekcijq) @, kad galioty sqlygos:

(Vabe A)o(a®, b)=0(a)®, p(b).

(Uzduotis: suformuluokite homomorfisky bei izomorfisky Ziedy ir lauky apibrézimus).

Minéta siurjekceija (atitinkamai: bijekcija) ¢ daznai vadinama tiesiog homomorfizmu
(izomorfizmu) . Teisinga tokia teorema (tiesa sakant, - net SeSios teoremos) apie pagrindiniy,
miisy apibrézty ir aptarty AS homomorfiskus vaizdus.

Teorema. Homomorfiskas (izomorfiskas) grupés (Ziedo; lauko) vaizdas yra grupé
(Ziedas; laukas).

[r. Pakomentuokime formuluotg, kai kalbame apie grupiy izomorfizmq. Tada teoremos
duomenys (prielaidos, salygos) yra tokie: turime grupg G = (Ai, *) irkita AS (A2 , o); tarp
baziniy aibiy nustatyta tokia bijekcija ¢ : A <> A,,kad

(Vabe A)gp(axb)=g(a)e¢(b).
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Reikia jrodyti, kad AS (A,, o ) yra grupé.

[rodymui verta prisiminti grupé€s apibrézima (vienoki ar kitokj) ir patikrinti, ar strukttira
(A,, o ) tenkina grupés aksiomas.

1. Patikrinsime operacijos o algebriSkuma (tai daryti nebiitina; tuo tik parodome, jog

strukttiros (Az, o) operacijos o algebriSkumas gali buti ir nepostuluotas).

(va' /e A)(Gabe A)a =g(@)Ab =pb) > &b =g(a)oplb) = plarb)e A,
nes @ yrabijektyvus atvaizdis.

2. Aptarsime operacijos o asociatyvuma. _
(va’,b’,c’e A))(3a,b,ce A)a =¢p@)ab =gpb)ac’ =¢(c)— (@’ ob)o ¢z

izomorf izomorf asoc izomorf

=(p(@)opb)oplc) = plaxb)oplc) = ¢((@xb)xc)=gplaxbxc) =
izomorf izomorf
= ¢@)epbc) = ¢@)(pb)oplc)=a"[boc).

3. Lieka parodyti, kad aibéje A, vykdoma operacijai o atvirkStiné operacija . Tai galima
padaryti dvejopai: arba jrodant, kad su bet kokiais aibés A, elementais a’,b’, yra
issprendziamos lygtys a’o X' =b’, yoa’=b’,arba,—jrodant, kad aib¢je A, yraneutralusis
ir kiekvienam priesingas (operacijos o atzvilgiu) elementai. Patariu i$bandyti abu baidus. Cia
mes parodysime lyg¢iy iSsprendziamuma. Pavyzdziui, nagrinékime lygti a’o x" = b’ (kita
situacija aptariama analogiskai). Jos “‘vaizdas” (atitikmuo) a* X = b grupés G' bazingje aib¢je
A turi sprendinj x (nes G —grup¢) . Kadangi tarp aibiy A ir A, yranustatyta bijekcija @,
tai egzistuoja X' € A, toks, kad ¢@(x)= x’. Todél:

2o X' =9(@)e9(x) = plarx) = plb)=b"
o tai ir reiSkia, kad lygties sprendiniu yra elementas X' e A,. QED.

Pavyzdys. Prisiminkime lauko, kurio charakteristika lygi 3, pavyzdi: L=(4, ® ,®). Jo
baziné aibé buvo A={a, b, c} , 0 operacijas @ ir ® apibrézéme lenteliy pagalba.

Nagrinékime struktiirg L3 = (B, +, X ), kurios baziné aibé yra B={1, 2, 3}, o veiksmai +
ir X irgi apibrézti lentelémis:
+

RPIWINF
NIFRPWN

WL INN
wWwwlw

WIN|F |-

WIN|F| W
WIN| (X

1
2
3

Vélgi, lengvai jsitikiname, kad L3 tenkina lauko aksiomas. Kadangi bijekcija ¢ :a < 3,
b <1 ¢« 2; tenkina izomorfizmo reikalavimus (patikrinkite!), tai laukai L ir L3 yra

izomorfiski. Zymime: L =Ls .
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AS poaibiai

Kartais tikrinis bazinés aibés poaibis yra, savo ruoztu, grupé (ziedas , laukas) ty paciuy
operacijy atzvilgiu.

Ap. Jei G = (Al, *) irG,= (Az, *) yra dvi grupés (tos pacios operacijos atzvilgiu), o
A c A, ,tai grupe G = (AL, %) vadiname grupés G,= (Az,*) pogrupiu.

Pvz., lyginiy sveikyjy skai¢iy adiciné grupé (Z 9 +) yra visy sveikyjy skai¢iy adicinés grupés
(Z, +) pogrupis.

SavarankiSkai suformuluokite poZiedZio ir polaukio apibrézimus.

Teorema. (Pogrupio kriterijus). Tam kad poaibis biity pogrupiu biitina ir pakankama,
kad jis biity uzdaras grupés tiesioginés ir atvirkstinés operacijy atzvilgiu.

[r. Biitinumas. Duota grupé (A, *) irjos pogrupis (H, ). Reikia irodyti, kad H uzdara
tiesioginés operacijos # irjai atvirkstinés operacijos atzvilgiu. Tagiau (H, *) yra grupé, todél
Sisalyga yra iSpildyta.

Pakankamumas. Duota, kad strukttiros (H, ) baziné aibé uzdara operacijos * ir jai
atvirkstinés operacijos atzvilgiu,beto H < A. Reikia jrodyti, kad (H, *) yra grupé. Iki frodymo
tetrtiksta patikrinti operacijos * aibéje H asociatyvuma. Bet

(Va,b,ce H )H—C>Aa, b,ce A— ax(b*c)=(a*b)*c. QED.

Teorema. Keliy pogrupiy (poziedziy, polaukiy) sankirta yra pogrupis (poziedis,
polaukis).

Ir. Panaudojant pogrupio kriterijy. Savarankiskai.

(Uzduotis. Suformuluoti ir jrodyti poZiedzio ir polaukio kriterijus).
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Paskaita 1 — 06

Skaiciy sistemos

Pabandysime jvesty savoky pagrindu susisteminti ir iSplésti mokyklines matematikos zinias
apie skaicius.

Natiraliyjy skaiciy aibé N. Matematiné indukcija. PaprasCiausia skaiciy
aibé, atrodytuy, yra natiiraliyjy skai¢iy aibé. Taciau, iSmokus sudéti 2 ir 3, atsakyti | klausima,
kodé¢l suma yra 5 - labai nelengva. Dar sunkiau paaiskinti, kas tai yra tie, rodos, iprasti
simboliai (skaiciai) 2, 3, 5, ....

Pirmoje paskaitoje jau minéjome, kad sisteminant, grieztinant matematines Zinias elgiamasi
vienodai: pradzioje iSskiriamos pagrindings, intuityviai suprantamos, neapibréziamos sqvokos.
Ju pagalba formuluojami kitas reikalingas savokas apibtudinantys apibréZimai. Tada aptariama,
kokie pagrindiniai teiginiai — faktai yra savaime suprantami ir priimami be jrodymo. Juos
vadiname aksiomomis. Nuspresti, ka vadinti aksioma, kokie faktai jtrauktini j aksiomy sarasSa
daznai biina irgi nelengva problema. O, suformulavus aksiomy sistemq, iSkyla nelengvesné,
aksiomuy sistemos interpretacijos, t.y. aibés, kuriai galioja ta aksiomy sistema, konstrukcijos
uzduotis. Toliau vystoma pati matemating teorija: jrodin€jamos teoremos, formuluojamos
taisyklés. IeSkoma racionaliausiy konkrecios matematinés teorijos iSdéstymo keliy, todél tie
18déstymai neretai skiriasi, jie tikslinami, tobulinami.

Norédami grieZtai apibréZti nattraliuosius skaicius, daugelio karty matematikai irgi svarste,
kas priimtina be jrodymo, o kas jrodytina. Siuo metu visuotinai priimta italy matematiko
D.Peano (Giuseppe Peano, 1859 — 1932) aksiomy sistema.

Aibes savoka, kaip min€jome, yra pagrinding, neapibréZiama. Tuo tarpu sqrysius jau galima
apibréZti aibiy teorijos terminais. Natiiraliyjy skaiiy strukttirai apibréZti i§ esmes ir pakanka
Siy dviejy savoku.

Ap. Natuaraliaisiais skaiciais vadiname elementus bet kurios netuscios aibés N,
kurioje apibréztas elementy unarinis sqrysis “eina po”, tenkinantis keturias aksiomas.

1. Yratoks N elementas (vadinkime ji vienetu ir zymékime 1), kuris neina po jokio

elemento.

2. Po kiekvieno elemento a eina vienas ir tiktai vienas elementas. Jj Zymésime a’.

3. Kiekvienas elementas eina ne daugiau kaip po vieno elemento.

4. (Indukcijos aksioma). Kiekvienam poaibiui M c N tokiam, kad 1e M ir
teisinga ac M = a’e M, galioja: M = N .

Aisku, tuoj pat kyla klausimas: ar yra konkreti aibé tenkinanti $ia aksiomy sistema?
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Pasirodo, kad faip. Be to, ta aib¢ galima sukonstruoti ne vieninteliu biidu. Konstrukcijos
keliams, visoms nattiraliyju skaiciy savybéms aptarti ir jrodyti reikty namazai laiko. Tai daroma
specialiuose matematikos kursuose, o mes apsiribosime tik konstatavimu, kad aibiy, tenkinanciy
Peano aksiomy sistema, tikrai yra ir aptarsime kelias svarbesnes aibés N savybes.

Kai i§ atskiry fakty daromos apibendrintos iSvados, tai sakoma, kad samprotaujama induktyviai.
Induktyvus mastymas (indukcija) bidingas zmogui: Stai ryte ateiname { troleibuso stotelg ir po keliy
minuéiy sulaukiame troleibuso, veZan¢io mus reikiama kryptimi. Taip elgiamés iSeidami i§ to, kad zinome
atskirus faktus: troleibusy judéjimo grafika, marsrutus, tai, kad mieste, kuriame esame, reikiamame marsrute
nevyksta remonto darbai ir pan. I ty atskiry, kas ryta pasitvirtinan¢iy fakty, darome bendra (mums
svarbia) iSvada: kas ryta tam tikroje vietoje, tuo paciu laiku sustoja mums reikalingas troleibusas.

Kitoks yra deduktyvusis mastymo bidas (dedukcija), kai atvirksciai: i§ bendros informacijos,
nustatomas atskiry konkreciy teiginiy teisingumas. Pvz., i$ ilgametés patirties zinome: vidurdienj yra
$viesu. Darome i§vada: vidurdieni bus $viesu ir §iandien, ir rytoj, ir poryt.

Abu mastymo biidai naudojami realiame gyvenime: ekonomikoje, sporte, kriminalistikoje ir t.t. Deja,
matematikai jy nepakanka, nes matematika — tikslusis mokslas ir, jei jau koks faktas jrodomas, tai jis
teisingas visada: pvz., Pitagoro teorema yra teisinga visiems statiesiems trikampiams. Jos teisingumas
grieztai jrodytas, o ne patikrintas. Kad ir kiek staciyju trikampiy iSmatuotume, Pitagoro teorema tuo
nebus jrodyta. Galésime (induktyviai mastydami) tik suformuluoti hipoteze: greiciausiai visiems
statiesiems trikampiams jzambinés kvadratas lygus statiniy kvadraty sumai.Tuo tarpu matematinis
irodymas nepalieka jokiy i8lygy “greiciausiai”.

Be to, induktyvaus (ar deduktyvaus) mastymo keliu suformuluota hipotezé gali pasirodyti neteisinga:
troleibusas gali tiesiog sugesti, o vidurdieni toje vietovéje {vykti pilnas saulés uZtemimas. ..

1640 m. pranciizy matematikas P.Ferma (Fermat) suformulavo hipotezg, kad skai¢iai

F =2 +1
su visais natliraliaisiais # yra pirminiai. Taip jis nusprendé betarpiskai patikrings pirmuosius penkis i$ jy:
F,=3, F,=5,F =17, F, =257, F; = 65537 . Jic tikrai pasirodé besa pirminiai. Tatiau
skaiGiaus Fy = 2% 41 patikrinti (tais laikais skai¢iuokliy dar nebuvo...) Ferma nesugebéjo. Tik 1732 m.
garsus Sveicary matematikas L.Oileris (Euler) paneigé Ferma hipotezg ir parode, kad:
F, = 2% +1=641-6700417 .

Ketvirtoji 1S aibg¢ N nusakanciy aksiomy pagrindzia svarby matematinés indukcijos
principq (MIP), placiai vartojama grieztam matematiniy fakty jrodymui.

Tarkime P(n) yra vienvietis predikatas, o jo apibrézimo sritis yra N.

Paprasciausias yra toks MIP variantas.
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Teorema (MIP —1). Jei predikatas P(n) yra teisingas kai n =1 ir is jo teisingumo
kokiam nors natiuraliajam skaiciui n = k iSplaukia, kad jis teisingas ir skaiciui
N=Kk'=k+ 1, tai tas predikatas yra teisingas su visais ne N .

Ir. Pazymeje M = {n e N| P(n) = l}isitikiname, kad M yra toks N poaibis, kuris tenkina
4—tosios Peano aksiomos reikalavimus. Pagal ja: M= N. Tiek ir tereikéjo ...© . QED.

Yra ir bendriau formuluojamy MI principu: apibendrintasis MIP - 2, sustiprintasis MIP — 3 ir, pagaliau,
sustiprintasis — apibendrintasis MIP - 4.

Pvz., apibendrintasis MI principas, naudojant matematinius simbolius, formuluojamas taip:

Jei predikatui P(n) yra teisinga:

- (@n,e N) P(n,)=1,
- i% priclaidos P(k)=1 su natiiraliuoju K > N, , isplaukia P(k +1)=1,

ti: (Vne N,n>n,)P(n)=1.

Toks MIP variantas reikalingas tada, kai koks nors predikatas virsta teisingu teiginiu su visais 7 ,
i§skyrus keleta pirmyju. Pvz., nelygybe 2nz >5n° +7 yra teisinga su visais N > 3, todél MIP -1 jai
nepritaikomas, tenka remtis MIP — 2.

Sustiprintas MIP — 3 skiriasi nuo MIP — 1 prielaidos formulavimu.

MIP - 3. Jei predikatui P(n) yra teisinga:

- P1)=1,

- is prielaidos P(1) = 1 su visais natiraliaisiais | < K, isplaukia P(k)=1,

tai: (Yne N)P(n)=1.

Pastebékime, kad MIP — 3 prielaida yra sustiprinta, - leidziama naudoti daugiau, nei MIP — 1.

Pagaliau sustiprintasis-apibendrintasis principas MIP — 4, skiriasi nuo ¢ia pateikiamo MIP — 3, tuo,
kad pirmasis zingsnis (sakoma: indukcijos bazé) yra teiginio P(no ) =1, patikrinimas kai

N, € N, N, >1, t.y. predikatas keliems pirmiesiems n virsta neteisingu teiginiu.

Natiiraliyjy skaiciy sudeétis ir daugyba. Savybés. Tarkime, vienaip ar kitaip
jau sukonstravome aibg¢ N . Taciau kol kas be pacios aibés nieko daugiau neturime:
“nemokame” nei dauginti, nei sudéti, “nezinome” (t.y. nesame irodg) jokiy veiksmy su
natiiraliaisiais skai€iais savybiu. Pripraskime prie svarbiausio dalyko: visi jprasti, is mokyklos
Zinomi faktai apie natiiralivosius skaicius turi biiti iSvesti is Peano aksiomy sistemos

Pradékime nuo natiiraliyjy skai€iy sudéties operacijos aptarimo.

Ap. Natiraliyjy skaiciy sudétis apibréziama taisyklémis:

S1. (Yne N)n+1=n",

S2. (Ymne N)n+m' = (n+ m)’.

Sios dvi taisyklés jgalina sudéti , bet kokius du natiiraliuosius skai¢ius. Pvz.,
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3=2 S2 7 2= 7 S2 ’ ’ r3=4 4=5
2+3=2+2=2+2) =(2+1) ={(2+1) | =(3) =4 =5.

Maza to, jprastos Sio veiksmo (algebrinés operacijos) savybes: komutatyvumas (K) ir
asociatyvumas (A) yra irodomos. Pvz., jei tarsime, kad 4-savybé jau jrodyta (zr. vadovélio
Id. 71 psl.), tai, remiantis MIP - 1, galima jrodyti ir nattiraliyjy skai¢iy sudéties K- savybg.

Teorema. Natiraliyjy skaiciy sudétis yra komutatyvi.

Ir. Turime parodyti, kad (Ym,ne N)n+m= m+ n. Taikysime MIP - 1 m atzvilgiu ir

darysime tai dviem etapais.

1. Pradzioje irodysime, kad, kai m=1,tai (Vne N)n+1=1+ n yrateisingas teiginys.
Pazyméjeji (Yne N)P(n), pastebime, kad dabar galime taikyti MIP - 1 pagal n.
Turime:

1.1. P(Q)=1,nes 1+1=1+1=1=2.

1.2. Tarkime P(k)=1,t.y. teiginys k +1=1+K yrateisingas, kai ke N .

1.3. Parodysime, kadir P(k”)= 1. Tikrai:

S1 prielaida asoc S1

K+1=(k+1)+1 = (@+kh1=1+(Kk+1)=1+k".

Pagal MIP - 1, teiginys (Vne N)n+1=1+n yrateisingas.

2. Leiskime, kad teiginys (Vne N)n+s= S+ n yrateisingas sukokiutai se N .

3. Parodysime, kad jis teisingasirsu s', t.y. (vne N)n+s =s+n:

IS asoc priclaida asoc punktasl
n+s'=n+(s+1)=(n+s)+1 = (s+n)+1=s+(n+1) = s+(1+n)=
as:Oc(s+ 1)+ n=s'+n.

Pagal MIP — 1, teiginys (Ym,ne N)n+m= m+ n yra teisingas. QED.

Panasiai apibréZiamas ir naturaliyjy skai¢iy daugybos veiksmas.

Ap. Natiraliyjy skaiciy daugyba apibréZiama taisyklémis:

DI.(Vne N)n-1=n,
D2.(Vmne N)n-m’ = nm+n.

Toliau reikty jrodyti daugybos K ir 4 - savybes, bei daugybos distributyvumo (D) savybg

sudéties atzvilgiu (zr. vadovélio 72 psl). Siy savybiy jrodymus mes praleidziame.

Natiiraliyjy skaiciy aibéje nesunku apibrézti ir tiesinés tvarkos sary$i “maziau”, t.y. aibg N

sutvarkyti.

Ap. Jei m ir n yra bet kokie natiiralieji skaiciai, tai sakome, kad m yra mazesnis uz n

(ir raSome m < n), jei egzistuoja toks natiralusis skaicius k , kad m + k= n.
Pvz., 17<29 ,nes 17+12=29.
Nesunkiai jrodoma, kad Sitaip apibréztas BS “<” yra tiesinés tvarkos sqrysis (L.y.

antirefleksyvus, tranzityvus ir turi trichotomijos savybg). Taigi, jo pagalba, aibé N yra sutvarkyta.
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Paminésime dar keleta i§ Peano aksiomuy iSplaukianciy fakty, kuriuos daznai taikysime
ateity: Archimedo aksiomq (AA), mazZiausiojo skaiciaus principq (MSP), didziausiojo
skaiciaus principq (DSP).

Teorema. (AA). (Vm,ne N)(3ke N)k-m>n.

Teorema. (MSP). Kiekvienas netuscias N poaibis turi mazZiausiqji elementq.

Teorema. (DSP). Kiekvienas netuscias baigtinis N poaibis turi didZiausiqji elementq

Juirodymus irgi praleidziame.

MIP pagalba galima jrodyti ir Niutono binomo formule (Isaac Newton, 1642 — 1727,
garsus angly matematikas ir fizikas).

Niutono binomo formulé.
(Vne N)(Va,be R)(a+b)" = ZCkakbn “

k=0

Irodymas. Naudosime MIP.
1
1. Kain=1,tai Y Ca‘b"™ =Cla’'+Clah’=b+a=(a+b).
2. Darome prielaiﬁ:g, kad formulé yra teisinga su kokiu nors fiksuotun>1.

3. Naudodamiesi Sia prielaida, parodysime, kad Niutono binomo formulé teisinga ir

sekanciam naturahajam ska1c1u1 nN=n+1.1% tlkrlyq, plrmlau51a
prielaida
(a+b)™ = (a+b)- ZCkakbn “ ZCkak“bn “ +2C"akb”*1‘
Dabar pirmoje sumOJe atsklrklme paskutlm démeni, o antrOJe —pirmaji:
(a+ b)n+l — Cn n+1 + zckak+lbn k +2 Ckakbn+l k + CObn+l
- n ~ n n .
Toliau, panaudosime kombinatorines tapatybes:
. k k- k
CO Cr?+1 - Cn C::ll ’ Cn + Cn . C:n+l .
Tuo tikslu pakeiskime pirmosios sumos sumavimo indeksai i— 1, poto, vietoje i vél
raSydami k, sujunkime VISLlS keturis demems
(a+ b)n+l — Cn n+1 + z CI 1a| bn i+1 +Z Ckakbml— + CObn+1
n+1

_Cn+1an+l+zck 1akbn k+1 +2Ckakbn+1— +Cr?+1bn+l Zc:ﬂa bn+l— QED

n+1l
Pastebékime, kad vietoje R gahme imti bet koki nulinés charakterzstzkos lauka L.
Isvada. C)+C.+C2 +..+C =2".
Sia kombinatoring tapatybe gauname Niutono binomo formuléje pa¢éme a=b =1. Ji
reiSkia, kad baigtiné aibé, kurioje yra n elementy, turi 2" poaibiuy.

Niutono binomo bendriniai
1. Polinominé formulé. Kartais reikia natiiraliuoju laipsniu z kelti ne dvinari, o k nariy

suma: a, + a, +...+ a, . Tada teisinga tokia formulé:
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@ +a,+.+a) = D Pl,i,..i)a'az..a;.
i +io+..+i=n

2. Kaikadanaudojamas ir toks Niutono formulés bendrinys:

(vne N)(Va,b,ue R)(a+b)' = i(ﬁ]a“‘kb" :

Cia simboliu K ] Zymime taip vadinamuosius apibendrintuosius derinius. Jie bet kokiam

realiajam U apibréZiami formule:

i p(u -2 (u-k+1)
k k! '
Savaime suprantama, kad toks Niutono binomo bendrinys turi prasmg tiktai tada, kai

eilute desingje formulés puséje konverguoja.
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Paskaita 1 — 07
SkaiCiy sistemos (tesinys)

Sveikyjy skaiciy Ziedas . Aptaréme natiiraliyjy skai¢iy aibe N. Operuojant algebriniy
struktiiry terminais, (N, +) yra adicinis pusgrupis, o (N, -) - multiplikacinis.

Labai greitai Zzmong¢s pastebéjo, kad nattiraliyjy skaiciy aibé N netenkina net paprasc¢iausiy
praktiniy poreikiy: jei Zinotume tik natiiraliuosius skaicius, tai negalétume iSspresti net tokios
elementarios lygties: 4 + X = 3 arba, bendresniu atveju, lygties m+ X =n kai m,neN ir
m>n.

Iskyla uzdavinys: taip iSplésti aibe N, kad naujoje aib¢je (Zymekime ja Z ) tokios lygtys jau
bty i§sprendziamos, o sudéties ir daugybos veiksmai biity atliekami kaip ir anksciau, bei
turéty jprastas savybes.

Kadangi lygties m+ X = n iSsprendZiamumas ekvivalentus atvirkstinés operacijos sudéciai
(t.y. atimties) jvykdomumui, tai nesunku suvokti, kad Z turi tenkinti Ziedo aksiomas. Taigi
ieskomoji AS (Z, +, - ) turéty tenkinti tokius reikalavimus (aksiomas):

- Z>N,
- AS(Z,+, ) - komutatyvus Ziedas, *)
- Zyraminimali aibé, tenkinanti pirmuosius du reikalavimus.

Aibe Z vadinsime (jei ja rasime) sveikyjy skaiciy aibe, o AS Z:= (Z, +, - ) - sveikyjy
skaiciy Ziedu. Neretai pasitaiko, kad pasakome trumpiau: "sveikyjy skaiciy ziedas Z" , o ne
"sveikyjy skai¢iy ziedo Z:=(Z, +, - ) baziné aibé Z ". T.y. sutapatiname aibg Z su algebrine
struktiira Z. GrieZtai sakant, Sitaip elgtis yra nekorektiSka; Sitai toleruojama tik kalbos
lakoniskumo délei ir tik tada, kai 1§ konteksto aisku, apie ka kalbama.

Apie bazinés aibés Z paieskas. Be abejo, ieskomoji aibé egzistuoja, juk apie
sveikuosius skai¢ius, bent jau mokykloje, esame gird¢je. Tai, — aibé sudaryta i$ simboliy 0,
-1,1,-2,2,-3,3, ..., sukuriais mokykloje iSmokome atlikti jprastus aritmetinius veiksmus.

Griezc¢iau kalbant, tuo tarpu mes Zinome, kad: simboliai 1, 2, 3, ... zymi bet kokios aibés,
tenkinancios Peano aksiomy sistemq, elementus. Susitaréme juos vadinti natiraliaisiais
skaiciais. Aptaréme ju sudeéti, daugyba ir pabrézéme, kad visas iprastas Siy veiksmy savybes
(KAD) galima jrodyti. Natiiraliyjy skaiciy sudéties komutatyvuma ir jrodéme matematinés
indukcijos metodu.

Taciau, tiksliai apibiidinti, kg reiskia simboliai 0,—1,-2,-3, ..., - kol kas nemokame.

Visos zinios apie juos paremtos argumentu “taip saké matematikos mokytojas (-ja)”.

45



1- 07 ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA

Vadovélyje (99-101psl.) trumpai aptarta, kaip pasiekti, kad minéta aibé

Z= {, -3,-2,-1,0,1 2, 3,...}tenkintq (*)reikalavimus. Tai, —tik vienas 1§ galimy sveikyjuy
Ziedo modeliu. Pabandykime eiti kitu aksiomy sistemos (*) interpretacijos paiesky keliu.

Pirmiausia apibrézkime nauja aibg A:= N x N . Jai, kaip Zinia, priklauso visos sutvarkytos
natiraliyjy skaiciy poros. Sioje aibéje apibréskime tokj binarj sarysj o :

(v(mn), (k1)) (mnl(k,!)=m+l=n+k.

Kartais sarySiu 0 susietos poros vadinamos tiesiog /ygiomis.

Pavyzdziui, (4,7)0(1316), nes 4+16=7+13, taciau (4,7)5(1,6), nes 4+6# 7+1.

Lengva isitikinti, kad ¢ - ES. Patikrinkite tai savarankiskai.

Tuokart, pagal faktorizacijos teorema (zr. P 1 — 02), galima sukonstruoti faktoraibe
Z, = Al o, kuria, kaip minéjome, sudaro pory ekvivalentumo klasés pagal sarysi o . Pvz.,
viena i§ klasiy yra aibe Kg, ={04) (25).(36).(47),...,1316), ..}, kita -

Koy ={@1), (2.2), (33), ..., (99), ...} irtt.

Toliau nagrinéjame biitent aibg Z . Patogumo délei, susitarkime jos elementus (pory klases)
zyméti taip: Ky, =[mn].

Aibéje Z, galima apibrézti tokia “sudet” ir tokia “daugybq” ,kad AS (ZO, +, - )bﬁtq
komutatyvus Ziedas . Be to, aibés Z elementai yra (pory) aibés, o aibiy lygybés savoka
mums jau zinoma. Tad uzraa [m,n]= [k, 1] ¢ia suprasime taip: $ios klasés yra lygios kaip
aibés. Beje, 18 faktorizacijos teoremos zinome, kad: kai elementai (m, n) ir (k, I ) nesusieti
sarysiu o (t.y. néra ekvivalentis (lygts)), tai klasés [m, n] ir [k, I ] neturi né vieno bendro
elemento, o kai susieti, - jos sutampa.

Ap. (V[mn}lk,1]e z,) [mn]+[k,1]=[m+k,n+1].

Ap. (V[mn][k,I]e z,)[mn]-[k,1]= [mk +nl, ml +nk].

Teorema. AS (ZO, +,- ) yra komutatyvus Ziedas su vienetu.

Ir. Detaliau, —savarankikai ir per pratybas. Cia pateiksime kelis jrodymo Zingsnius.

- taip apibréztos sudéties komutatyvumas iSplaukia is to, kad

[k, 1]+ [mn]=[k+m! +n]=[m+k n+I]=[mn]+[k,1],
kadangiklases [k + m,| +n], [m+k,n+1] generuojancios atitinkamas poros (k +m,| +n)

ir (m +k,n+| ) yra lygios (ekvivalencios, susietos sarysiu ES o).
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I8 tikryju, pagal apibrézima turi bati: K+ m+ n+1 =1 + n+ m+ Kk, betkadangi jau Zinome,
jog naturaliyjy skaiciy sudétis yra komutatyvi ir asociatyvi, tai pastaroji lygybé yra
akivaizdi. PanaSiai jrodomas ir sudéties asociatyvumas aibgje Z,,.

- dabar jau nesunku parodyti, kad strukttira (ZO, +) yra adiciné Abelio grupé. Tikrai,
elementas [m, m] = [1, 1] yraneutralusis (nulinis) aibés Z, elementas, o elementui [m, n]e Z,
simetriskas (priesingas) yra [n, m]. Patikrinkite tai savarankiskai.

- isitikinkime, kad klas¢ K, g = €= [m +1 m] yraaibés Z, vienetinis elementas. I$
tikryjy:

(V[k,1]e Z,) [k, 1] [m+2,m]=[k(m+12) +Im, km+1(m+1)] = [k,!], nes
k(m+2)+Im+1 = km+I(m+1) +k.

Tiesa sakant, reikty dar patikrinti, ar ir sudéties bei daugybos veiksmai aibéje Zo apibrézti korektiskai.
Ka norima tuo pasakyti ?

Akcentavome: [m,n]= [, n’], kai tik (m,n)o(m,n’), ty. m+n"=n+m'. Pvz, nulinis
elementas [m, m] gaunamas imant bet kurj natiiralyji skaic¢iy m . T.y. OZo= [1, l] = [2, 2] ir t.t.
Korektiskumo klausimas formuluojamas taip: ar aibéje Z, apibréziant sudéti (daugyba) rezultatas
nepasikeis, jei klasiy [m, n], [k,|] “generuojanéias” poras (m, n), (k,|)pakeisime kitomis:

(m,n)——(m',n")ir (k,1)——(k’,1")?

Ty.ar [mn]+[k1]= [, 0]+ [k, 1]

Isitikinkite, kad atsakymas i §i klausima yra: nepasikeis.

Izomorfizmo principo taikymas. Tadiau, struktira (Z,, +,- ), deja, dar néra
ieSkomoji, nes netenkinama pirmoji i$ (*) salygu, — baziné aibé néra bazinés aibés N virsaibis.
Sis nesklandumas jveikiamas panaudojant AS izomorfizmo savoka. Kai
N, = { [n +K, n]| n,ke N}, tai struktiira (Nl, +,- ) yraizomorfiska struktiirai (N, +,- )
Bijekcija ¢ tarp baziniy aibiy nustatoma taisykle ¢ : [n+k,n] <> k. T.y. ([n+k,n]) = k.
Jei (p([m +1, m]) =1, tai, tikrindami, ar sumos vaizdas lygus démeny vaizdy sumai, gautume:

o(n+k,n]+[m+I,m)=p(n+m+k+I,n+m))=k+1 =p(n+k,n))+ o([m+1,m])

Panasiai patikrinama ir salyga sandaugos vaizdui.

Belieka tokie konstravimo zingsniai:

-imameaibg (Z, \ N;) U N =: Z. Aib¢je Zjau “atsiranda” visi natiiralieji skaiciai, t.y
Z>oN;

-likusius aibés Z elementus pazymime taip: [n,n+ k|:= —k, [m, m]:= 0.Kadangi tiesinés
tvarkos sarysis “<” aibéje Njau apibréztas, tai, pagal jam galiojancia trichotomijos savybe,

kitokiy varianty ir néra;

47



1- 07 ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA

- 1§ naujo aptariame (apibréziame) sudéties ir daugybos veiksmus aibgje Z. Pagrindiné
idéja: apibréziant veiksmus tarp “naujy” ir “seny” elementy n+[k,1], n- [k, ] subet kokiu
ne N, tereikia prisiminti, kad n = @([1+ nJ]), todél, pavyzdziui, suma n+ [K,| ] natiiralu
apibréZti Sitaip:

n+[kI]=L+n1+[k!1]=[n+k+11+1=[n+k 1]

Veiksmuy su “‘senais” elementais [n, m] ir [k, | ] apibréZimai islieka nepakite, o veiksmuy su
natiiraliaisiais skai€iais apibrézimai paZzodZiui perkeliami i temos “Nattiralieji skaiciai™.

Nesunku jsitikinti, kad Ziedas (Z,, +,- ) irAS (Z, +, - ) yraizomorfiski (tinka taip pat
apibréziama bijekcija @), todél, pagal izomorfizmy teoremgq, ir struktira (Z, + , - ) yra
ziedas. Sis Ziedas tenkina jau visus (*) reikalavimus, todél jis vadinamas sveikyjy skaiciy
Ziedu, 0 jo bazinés aibés Z elementai — sveikaisiais skaiciais.

Toliau galima aptarinéti ir frodinéti visas zinomas sveikyjy skaiciy savybes: pvz., aib¢je Z
apibrézti sarys] “maziau”. Tiesings tvarkos sarysis “maziau’ sveikyjy skai¢iy aibéje, nusakomas
panasiai kaip tai buvo padaryta aib¢je N. Biitent:

Ap. Jei m ir n yra bet kokie sveikieji skaiciai, tai sakome, kad m yra maZesnis uz n (ir
rasome m < n), jei egzistuoja toks natiralusis skaicius k, kad m + k = n.

Pvz., —7<-b5,nes —7+2=-5.

V¢élgi, lengvai parodoma, kad sarySis “<* yra tiesinés tvarkos sqrysis. Galima apibrézti ir
absoliutinio didumo savoka, irodyti “trikampio”’nelygybe, aptarti dalumo sarysi irt.t.

Nesunkiai parodoma, kad sukonstruotoji sveikujy skai¢iy struktiira (Z, + , - ) yraminimali

ta prasme, kad néra Z tiesioginio poaibio, tenkinancio (*) reikalavimus.

Racionaliyjy skaiciy aibé Q. Prireikus iSspresti lygti 5x =12 (bendru atveju:
m-x=n, mne Z, m# 0),paaiskéja, kad ir aibé Z neiSsprendzia visy praktiniy problemuy,
nes yra paprasciausiai per siaura: joje ne visada imanomas atvirkstinis daugybai veiksmas, —
dalyba. Skyrelyje “Algebrinés struktiiros” jau minéjome, kad struktiira, kurios bazin¢ aibé
uzdara sudéties ir daugybos bei atimties ir dalybos (18 ne nulio) operacijy atzvilgiu ir tenkinamas
salygu kompleksas KAD, vadiname /auku.

Tad ieSkodami naujos skai€iy aibés O, jai turésime kelti tokius reikalavimus:

- QoZ,

- struktiira (Q, +, - ) yralaukas, (**)
- Q yra minimalus ziedo Z plétinys .

Siuos reikalavimus tenkina, pavyzdziui, tokia aibé

Q, ::{m|me Z.ne N}-
n
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. m
Cia simbolis " tuo tarpu nereiskia dalybos 0 yra tik simbolis. Kaip ir konstruojant

.....

aibes —klases. Slmbohq— ir E lygybés salrysl(zymeklme J1“=") apibréZiame Sitaip:
I
A m_k_ | = nk
p. = =m=n

[sitikinkite, kad “="yra ES aibéje Q!
Dabar aibg Q, turétume pakeisti faktoraibe Q%, su elementais :
K., :={5 ‘—e Q, ,E—m}'

. I n

Pvz., K, 1= 5 Ee Q, k_ 2 E i E .¢. Paprastumo délei, susitarkime
= I 1 5 51015

5

Klase K .. kaip iranksgiau zyméti simboliu -1, suprasdamiji kaipaibe {% ‘ Xeq, , 5 - m}.
n n

S|

Tokiy simboliy (trupmeny) sudéti ir daugyba reikia formaliai apibrézti, o veiksmy savybes,
postuluojamas apibrézime (**), — grieztai jrodyti. ApibréZimai yra tokie:

Svarbu suvokti: kol kas tai néra jprastos trupmenos, o tik specialiis simboliai. Veiksmy
apibrézimai, kaip matome, veda mus prie mokyklinio sagvokos “trupmena” supratimo, bet tai
mes darome grieZtai aksiomatiskai.

Pastebésime dar, kad jprastas Sitaip apibrézty veiksmy su aibés Q, elementais savybes
KAD galima jrodyti. Be to, ir $iuo atveju prireikia aptarti operacijy apibrézimo korektiSkuma,
bei pasinaudoti izomorfizmo principu, nes velgi formaliai Q,  Z. Panasiai kaip konstruojant

sveikyjy skaiciy aibe, elgiamasi taip: imame aibg

Q::(QO\{%me z}]uz,

ir parodome, jog struktiiros ( o T )ir Q,+,- ) yra izomorfiskos.
Aibe Q vadinsime racionaliyjy skaiciy aibe, o algebring struktirg Q: = (Q, +,- ), -
racionaliyjy skaiciy lauku. Jos elementus vadinsime racionaliaisiais skaiciais.

Galimi ir kitokie racionaliyjy skaiciy ivedimo budai.
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Racionaliyjy skaiciy lauko savybés. Visos kitos iprastos savokos ir racionaliyjy
skaiCiy (trupmeny) savybés iSplaukia i$ apibrézimo ir anksc¢iau aptarty fakty. Pvz., lauka Q
galima sutvarkyti ivedant jau jprasta sarysi “maziau”.

. . y m . - .. .
Ap. Racionalusis skaicius ¥ =— vadinamas teigiamu, jei mne N . Rasome r > 0.
n

Ap. Sakome, kad skaicius ae Q yra mazesnis uz be Q, jeigu egzistuoja toks
teigiamas racionalusis skaicius c , kad a+c=Db. Rasome a<b.

Pasirodo, kad sarysis “<” yra tiesinés tvarkos sqrysis, taigi, — laukas (Q, +, - ) yra
sutvarkytas laukas.

Laukas Q turi ir keleta specifiniy ypatybiu.

Laukas (Q, +, - )yra issidestes. Terminu “iSsidéstes’ nurodoma, kad racionalieji skaiciai
skirstomi { teigiamus ir neigiamus ir kad bazinés aibés Q poaibis Q, := {ae Qla> O}, yra
uzdaras sudéties ir daugybos operacijy atzvilgiu.

Dar viena svarbi lauko (Q, +, - ) savybé yra ta, kad jis yra pirminis laukas.

Ap.Laukas vadinamas pirminiu, jei jis neturi tiesioginiy polaukiy.

Teorema. Laukas (Q, +, - ) yra pirminis.

(Sia lauko Q,+,- ) savybe galima suformuluoti taip: Q yra pats “siauriausias” i§ skaiciy

lauku.)
. . . . . . m
Ir. Jei lauka Q sutapatinsime su visy nesuprastinamy trupmeny aibe n |me Z,ne N ¢

tai tarus, kad egzistuoja jo tiesioginis polaukis (Q', +, - ), Q' < Q, turétume:
. oZ—->(MmMnezZ)mneq’.

.. m ,
2. Bet (Q, +,- ) yralaukas, todél ir FE Q.

3. Kadangi (Vme Q)me Q’,tai Q c Q’. Tai priestarauja tam, kad (Q’, +, - ) yra
n n

tiesioginis Q polaukis. QED.
Ap. Sutvarkyta aibé A vadinama tirsta, jei
(Va,be A): a<b— (3cla<c<b.
Teorema. Racionaliyjy skaiciy lauko (Q, +, - ) baziné aibé Q yra tirsta.
Irodymas iSplaukia i$ to, kad

a+b . a+b
a<T<b r

€ Q.
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Realiyjy skaiciy aibé R. Kad nepakanka ir aibés Q rodo paprasta algebriné lygtis
x* = 2. Nesunku isitikinti, kad 3i lygtis racionaliyjy sprendiniy neturi. Ka daryti? Aisku, ka;
plésti aibe Q iki tokios aibés R D Q, kuri turéty visas mums jprastas “geras” (tiksliau: lauko)
savybes ir kurioje panasios lygtys jau buty iSsprendziamos. Vélgi (Zinoma, ne taip paprastai
kaip norétysi...) pasirodo, kad tokig aibg R sukonstruoti ga/ima ir dargi ne vieninteliu biidu.
Pabréztina, kad iSeities pozicija yra tokia: apie racionaliuosius skaicius viskas yra Zinoma
ir grieztai pagrista.

Cia paminésime viena i8S realiyjy skaiciy lauko konstravimo buiduy, kuris grindziamas taip
vadinamaja Dedekindo pjitvio (DP) savoka (Richard Dedekind, 1831 - 1916, garsus vokieciy
matematikas). DP galima apibrézti bet kokiame sutvarkytame lauke L. Mes DP apibrézima
suformuluosime atveju, kai L = Q. Kaip matéme, lauke Q galima apibrézti tiesinés tvarkos
sarysi “<”, kurio pagalba laukas Q yra sutvarkytas.

Ap. Racionaliyjy skaiciy aibés Q suskaidymaq i du tokius poaibius A ir V', kad galioty

trys sqlygos:
1) AuV=Q;
2) ANV =9;

3) (Vae A)(VYveV)ax<v,
vadiname DP lauke Q ir Zymima A|V.

Svarbu suprasti, ko triiksta aibei Q ir, konstruojant nauja aib¢ R, i tai atsizvelgti. Paaiskeja,
kad lauke Q yra dvieju tipy DP: su réziu, —kai aibé A turi didZiausia elementa (arba aibe V'
turi maziausia elementa), ir be rézio —kai A neturi didziausio, o ¥ —maziausio.

lpvz.kai A={r|re Q,r <2} oV ={r|re Q,r > 2},tai A|VpjuvissuréZiu: biitent,
virSutingje klas¢je V' yra maziausias elementas 2.

2pvz.kai A={r|re Q,r<2}oV ={r|re Q,r > 2}, tai A|VpjuvissuréZiu: biitent,
apatin¢je klaséje 4 yra didziausias elementas 2.

3pvz.kai A=f|reQri<2vr<0hoV="{|reQ r’>>2ar>0}4Vpjivis
be rézio. Targ, kad a yra teigiamas 4 elementas, isitikinkime, kad jis didziausiu elementu

klas¢je A biiti negali. Tikrai: galima parinkti tiek didel; », kad galioty:

2
(a+1) <2,
n

nes Si nelygybé ekvivalenti tokiai
2 1

a’+=+5<2,
n n

51



1- 07 ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA

arba kitaip
2a 1

—+=<2-a’%,
n n

1
Pastaroji nelygybé tuo labiau bus teisinga, jei dydi e pakeisime didesniu e t.y.

pareikalausime, kad galioty:

2a+1<2_a?
n

Tam uZtenks parinkti » toki, kad:

2a+1
> PR
2 _ a2 >
o tai visada galima (pagal Archimedo aksioma). Panasiai irodytume, kad klaséje ' negali biiti

maziausio elemento.

Ap. Sutvarkytas laukas L vadinamas tolydziuoju, jei jame kiekvienas DP turi rézj.

Tad, DP terminais, laukas Q néra folydus, t.y. jame egzistuoja DP be rézio. Pasirodo, - tai
ir yra tas pagrindinis aibés Q trikumas.

Detalus visy reikalingy (ivedant papildomus, irracionalivosius skaicius) fakty pagrindimas
yra gana plati ir abstrakti tema. Skirti tam pakankamai laiko mes, deja, negalime. Pasakysime
tik, kad, einant $iuo keliu, DP su réziu (1,2 Pvz.) sutapatinami su jau Zinomais racionaliaisiais
skaiciais, o kai rézio néra (3 Pvz.), tai sakome, kad atitinkamas DP apibrézia nauja,
irracionalyji skai¢iy. Naujai gauta (racionaliyjy ir irracionaliyjy) skai¢iy aibé vadinama realiyjy
skaiciy aibe. Pasinaudojant DP savoka, apibréziama realiyjy skaiCiy lygybe, tiesinés tvarkos
sarysis “maziau”, aritmetiniai veiksmai.

Tad nuo Siol jsidémékime, kad:

- realiyjy skaiciy laukas R yra AS (R, +,- ), su bazine aibe R , kurioje tinkamai
apibréztos sudéties ir daugybos operacijos, tenkinancios lauko aksiomas. Baziné aibé R yra
minimalus strukttiros (Q, + , - ) bazinés aibés Q virSaibis. Be to, laukas (R, + , - ) tolydinis
(t.y., lauke R visi DP turi rézj).

- laukas R= (R, +,- ), kaip ir laukas Q= (Q, +, - ), yra issidéstes; baziné aibé R yra
tirsta.

- nuolat formuluojama minimalumo reikalavima kiek iSsamiau aptarsime paskaitoje 1 - 08.

52



ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA 1- 08

Paskaita 1 — 08

Kompleksiniuy skaiciu laukas

Primename: Lauko @ plétinio R konstravimas, panaudojant DP savoka. DP pagalba pavyksta
tiksliau apibuidinti tuos bruozus, kuriuos turéty turéti laukas (R, +, -), o laukas (Q, +, ) dar neturi. Tai
— lauko tolydumas. Tad pagrindinis lauko (Q, +, ) trikumas yra tas, jog jis yra netolydinis. DP
terminais: jame egzistuoja DP be rézio. Buvome sukonstrave tokio DP pavyzdi:

A=feQr<sovr’<2},v=feQlr>0nr?>2}.

Bazine aibe pasirinkus visy DP racionaliujy skai¢iy lauke aibe R, = {A |V }, bei tinkamai apibrézus
sudeti ir daugybq, aibé R, tampa tolydiniu lauku. Kadangi ji néra aibés Q virSaibis, tai, kaip iprasta,

padeda izomorfizmo principas.

Ar realiyjy skaiciy lauke R jau yra pakankamai skai¢iy? PabandZius i§spresti paprasta
algebrine lygti x? +1= 0, konstatuojame — ne, nepakankamai. Realiyjy skaic¢iy lauko baziné
aibé R irgi yra per siaura, - ja reikty praplésti. Toliau elgiamés standartiSkai: aptariame, kokios
skaiciy aibés norétume, o tada stengiames biitent tokia aibg sukonstruoti.

Reziumuokime, pirmiausia, ko norétume. Norétysi, pagaliau, turéti tokia skaiciy aibg K D R,
kurioje skaiiuy biitu pakankamai, t.y. joje biity galima atlikti ir keturis aritmetinius veiksmus,
ir $aknies traukimo operacija, ir i§spresti lygti x> +1= 0 bei visas kitas algebrines lygtis. Be
to, zinoma, reikéty, kad ir naujyjy skai¢iy sudétis bei daugyba biity komutatyvios, asociatyvios
ir tarpusavyje distributyvios.

Tiksliau sakant, ieSkome AS (K, +,- ) , tenkinancios reikalavimus:

- KoR,

- AS(K,+,-) yralaukas, (***)
- aibéje K issprendziamos visos algebrinés lygtys (atskiru atveju, x> +1=0),
- aibé Kyraminimaluslauko R plétinys, tenkinantis i§vardintus reikalavimus.

Kyla klausimas, artokia AS galima sukonstruoti? Pasirodo, - taip.

Bazinés aibés konstravimas
Pradziai pastebésime, kad, geometriskai vaizduojant realiuosius skaicius skai¢iy ties¢je,
“nepanaudoty” tasky jau nelieka, nes laukas R yra tolydus, t.y. kiekvienas DP Siame lauke turi
rézi. Todél intuityviai darosi aisku, jog nauji skaiciai ties¢je tiesiog nebetelpa, - t.y. ju ieSkant
tenka “iSeiti” 1 plokStuma. O plokStumoje taska atitinka jau skaiciy pora, - to tasko Dekarto
koordinatés. Stai todél naujos skaiéiy aibés paieskas pradedame sukonstruodami visy realiujy
skai¢iy pory aibe K.
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K’:={(a,b)Jac RAbe R}=RxR=R%.

Siai aibei priklauso, pavyzdziui, poros (1,0), (0, 1), (0, 0), (-3, V2 )irt.t.

Taciau aibé K’ kol kas netenkina né vieno i§ miisy aptarty reikalavimy (***): ji néra aibés
R virsaibis, joje kol kas nemokame nei sudéti (atimti), nei sudauginti (padalinti), nei, tuo labiau,
- traukti $aknj. Todél ir lygties x +1 = O i$spresti kol kas nemokame.

Pradékime mokytis. Kaip ir kiekvienoje matematinéje teorijoje, pirmiausia, - keletas svarbiy
apibrézimuy, nusakanc¢iy aibés K’ elementy lygybés sarysj, sudéties ir daugybos algebrines
operacijas.

Tarkime, turime du bet kokius aibés K’ elementus, t.y. poras (a, b), (C, d )

Tada postuluojame:

Ap. (a,b)=(c,d) = (a=c)a(b=d).
Ap. (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d).
Ap. (a,b)-(c,d)=(ac—bd, ad + bc).
Keliais pavyzdziais pailiustruosime Siuos apibrézimus. Pagal juos iSplaukia, kad:
(1,12) (12, 1); (2,4)=(2,4); (1,-3)+(-5,7)=(4,4),
(3,5) - (2,-1)=(32-5(-1),3(-D)+52)=(11,7).

Pastebime, kad, atlikdami veiksmus, neiSeiname i§ aibés K. Taigi, - apibréZtosios binarés
operacijos yra algebrinés. Be to, gana lengvai irodoma, kad abu apibréztieji veiksmai turi
Iprastas komutatyvumo ir asociatyvumo savybes, o apibréztoji daugyba yra ir distributyvi
tokios sudéties atzvilgiu.

Pvz., pagal apibrézima, (a,b)+(c,d)= (a+c,b+d), (c,d)+(a,b)= (c+a,d +b).Bet
lauke R sudétis yra komutatyvi, todél: a+ c=c+a, b+d =d +Db, otai pagal pory lygybés
apibrézima ir reiskia, kad (a,b)+ (c,d) = (c,d)+ (a,b), t.y., kad Sitaip apibrézta sudétis yra
komutatyvi. (Kitas KAD savybes pabandykite irodyti patys.)

Pastaba. Atidesnis klausytojas jau pastebéjo, kad mes sau leidziame tam tikra kalbos laisve: pvz.,
neretai lauku (grupe, Ziedu) vadiname lauko (grupés , Ziedo) bazing aibe. Tikslas: lakoniskesné kalba. Stai
ir dabar, apibrézdami sudéti ir daugyba aibéje K ragome: (a, b)+ (C, d ) =(a+c,b+d). Bet toks
uzrasas, grieztai kalbant, yra ne visai korektiskas, nes zenklas “+” jame panaudotas dviem visai skirtingom
prasmém... Apibréziant pory sudéti, reikty rasyti, pvz., taip:

(a,b)®(c,d)=(a+c,b+d).

Taip nedarome tik vengdami Zenkly, pazyméjimy gausos.

Teorema. AS (K, +,- ) yra laukas.
Ir. Lieka aptarti atimties ir dalybos is nenulinio elemento veiksmus. Jie nusakomi kaip
atitinkamai atvirkstiniai sudéciai ir daugybai .
54



ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA 1- 08

Pvz., atimties jvykdomumas yra ekvivalentus lygties (c,d)+(x,y)=(ab),
issprendziamumui aibé&je K’. Pasinaudoje pory lygybés ir sudéties apibrézimais, gauname:
(c+xd+y)=(ab)todél c+x=a, d+y=b.Tada(realiyjyskai¢iy atimtis jau Zinoma!)
18aiskéja, kad pory atimtis atliekama taip:
(x,y)=(a,b)-(c,d)=(a-c,b-d)e K".
Pora (a—c,b—d)e K’ vadinama elementy (a, b) ir (C, d) skirtumu.
Atskiru atveju, aibés K’ nulinis elementas yra pora (O, 0).

Panasiai samprotaujant, parodoma, kad dalyba 1§ nenulinio elemento atlickama taip:

(a,b):(C,d):(XaY)- éla X= a2C+b(;Ia y= bg_aczl , 0 (Cad)i(oa 0)
c”+d c”+d

Be to, pora (1, 0) yraaibés K’ vienetinis elementas, t.y. (a,b)- (1, 0)= (a,b). QED.

Galima buvo elgtis ir kitaip (zidirint, kaip jau Jums aiSkiau): pvz., irodant atimties {vykdomuma
(egzistavima), - parodyti, kad :

- aibéje K’ egzistuoja neutralusis sudéties atzvilgiu (nulinis) elementas;

- kiekvienas K elementas (a, b) turi aibéje K sau simetriska (priesinga).

Patikrinti, kad pora (0,0) yraaibés K’ neutralusis elementas, o pora (— a,—b) yra bet kokiai porai
(a, b)e K’ priesingas elementas, - tikrai nesunku. Tereikia prisiminti nulinio ir priesingojo
elementy apibrézimus.

Dabar, jei lygti x* +1= 0 perrasysime milsy situacijai, tai ji atrodys taip:

(x y) +(% 0)=(0, 0).

Pora (0, 1) tenkina $ia lygti, nes (0, 1)2 = (-1,0). Si ypatinga pora Zzymimaraide i . T.y.
1:=(0,1).Jivadinama menamu vienetu.

Tad aibé K’ jau jgavo nemazai mums reikalingy savybiu: strukttira (K "+, - ) yra laukas,
jame i§sprendziamas lygties X* +1= 0 atitikmuo. Ta¢iau K’ vis dar néra aibés R (todél ir
aibiy Q, Z, N)) virsaibis kaip mes noréjome. I8 tikryju, aibéje K’ néra realiyjy skaiciu: ja
sudaro realiyjy skaiciy poros. Sinesklanduma lengvai jveikiame eilini karta panaudodami
izomorfizmo principq ir pakeisdami visas poras (a, 0) atitinkamai realiaisiais skaiciais a.
Pazymékime: K, = {(a, 0)]ae R}.

Teorema. Algebrinés struktiiros (R, +,- ) ir (KO, +,- ) yra izomorfiskos.

Ir. Reikiama bijekcija yra apibréziama $itaip: (Vae R) ¢ :a <> (a,0), arba kitaip:
¢( a) = (a,0). Irodymo detalés — savarankiskai.
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Planas: patikriname, ar tikrai sumos (sandaugos) vaizdas lygus vaizdy sumai (sandaugai).

Isvada. A4S (Ko, +, - ) yra lauko (K’ +,- ) polaukis.

Dabar atlickame veiksma su aibémis:

(K'\K,)UR.

Naujai gauta aibe pazymékime raide K. Apibrézkime joje sudét] ir daugyba taip pat, kaip

ir aibéje K’, tadiau prisimindami, kad a < (a,0). Pvz,,
a+(c,d):=(a,0)+(c,d)=(a+c,d); a-(c,d):=(a0)-(c,d)=(ac,ad).

Veiksmai tarp realiyju skai¢iu: a+b, a-b ir veiksmai tarp poru: (a, b)+ (C,d),
(a,b)- (c,d) apibréziami taip, kaip tai jau padaryta anks¢iau aptariant laukus R ir (K',+, - ).

Teorema. AS K:=(K, +, - ) yra laukas.

Ir. Patiems. Planas:

- 18 naujo patikriname sudéties ir daugybos veiksmy aib&je K algebriSkuma,

komutatyvuma, asociatyvuma ir tarpusavio distributyvuma,

- isitikiname, kad aibéje K jvykdoma atimtis ir dalyba i§ nenulinio elemento.

Galimas ir kitas jrodymo kelias: parodyti, kad struktiiros (K’, +,- ) ir (K, +,- ) yra
izomorfiskos. Tada teoremos jrodymas iplauks i3 to, kad (K’,+,- ) jau yra laukas.

Savarankiskai apmastykite pasiiilytaji irodymo biida.

Lauko K minimalumas. Dabar aibé K tenkina beveik visus jai ikeltus reikalavimus.
Lieka tik aptarti gauto plétinio K minimalumo reikalavima.

Ap. Sakome, AS (A, Q) yra minimalus AS (Al, Q) plétinys tam tikry savybiy atzvilgiu,
jei néra tokios AS (B,Q), kad biity A < B < A, B # A, kuri turéty tas pacias savybes
operacijy sqraso Q atzvilgiu.

Miisy atveju, minimalumas komentuojamas taip: néra tokio tikrinio bazinés aibés K poaibio
K,oR,kad AS (K, +,-) bity laukas, o lygtis x*+1=0 aibéje K, irgi biity
iSsprendziama.

Teorema. A4S (K, +,- )yra minimalus Zauko(R, +,- )plétinys.

[rodymo schema: targ, kad yra tokia AS (K*, +,- ), kuri tenkina apibrézime (***)
postuluojamus reikalavimus ir K* < K, parodome, kad K* = K .

AS K=(K,+,-) vadiname kompleksiniy skaiciy lauku, jos bazing aibg K —

kompleksiniy skaiciy aibe, o jos elementus - kompleksiniais skaiciais (KS).

Algebriné ir trigonometriné kompleksinio skaiciaus formos. Naudodami
aptartus Zymenis ir veiksmy apibrézimus, kiekviena kompleksini skaiciy (t.y. realiyju skaic¢iy

pora) z=(a, b) i§ aibés K galima uzrasyti taip:
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z=(a,b)=(a,0)+(0,b)=(a,0)+(0,b)(0,1) =a +bi.

Sakome, kad KS z uzraSytas algebrine forma. Pvz.z=(-3,4)=-3+41i.

Terminai: realusis skaiCius a vadinamas KS z = a+bi realigja dalimi; realusis skaiCius b
vadinamas KS z = a +bi menamgqja dalimi; Zymima a=Rez; b=Imz Jei a=0,tai
KS vadinamas grynai menamu.

KS geometring interpretacija: KS z=(a, b)=a + bi geometriskai vaizduojamas vektoriumi,
jungianciu taskus (0, 0), (a, b). Tada KS sudéti ir atimti galima iliustruoti /ygiagretainio
taisykles pagalba.

KS dauginant, dalinant, o ypac, - traukiant Sakni, patogiau naudoti KS trigonometrine
formgq (TF)

z=a+bi = r (cos@ + isin®).

Ap. Neneigiamq realyji skaiciy ¥ :=+a*+b® vadiname KS z=a+bi moduliu.
Kartais zymima: va® +b® =|z|. Aisku,kad r =0=z=0.

JeiKS z nelygus nuliui, tai galime parasyti:

(a b.)
z=r|=+—i |
r r

2 2
<1,beto — +—- =1, taii§ trigonometrijos ziniy i§plaukia, jog yra
r r

a

Kadangi, |—| <1ir b

kampas ¢ toks, kad:
cosqo:E ir singo:$. (*)
r

Sis kampas vadinamas kompleksinio skai¢iaus z argumentu ir zymimas: ¢ = Argz. I§
sinuso ir kosinuso periodiSkumo iSplaukia, kad KS argumentas nustatomas
nevienareikSmiskai. I8 tikryjy, jei ¢ yra koks nors sistemos (*) sprendinys, tai, su visais
sveikaisiais k, skaiCiai ¢ + 2kr irgi tenkina (*). Ir atvirksciai, jei :

CosQ, =%, sng, =$ ir cosg, = ?, sng, = ?

tai i§ ¢ia gauname:

a’ b2
COS(p1COS§02:r—2 bei s'n(plsingpzz—z,
r
. : a’® +b?
COSQ, COSQ, +Sing, SiNg, = = =1l->¢ —-¢,=21Kk , ke Z |

t.y., du to paties kompleksinio skaiciaus argumentai gali skirtis tik skai¢iumi 2kz, k e Z.
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Argumento reik§meé ¢,, kuri tenkina salyga 0<¢@, < 27w (kartais, —mw <@, <7),
vadinama pagrindine argumento reiksme. Susitarta, KS uzraSant trigonometrine forma, i$
daugelio galimy imti biitent pagrindine argumento reikSmeg. Ja Zymésime: ¢, = arg z.

Pavyzdziui,

z=1+i= ﬁ(cos%ﬂsin%),nes r =12 +12 = /2, 0 lygybiy COS§0=%,

sne = nesunku suvokti, kad ¢ = Argz=m /4 +2kn, ke Z.Todél: argz=m /4.

1
2’
Geometriskai KS modulis reiskia vektoriaus, vaizduojancio ta KS, ilgj, o argumentas yra
kampas, kuri tas vektorius sudaro su teigiama x — sy asies kryptimi (pries laikrodzio rodyklg).
Bendru atveju, formalus KS uzrasas trigonometrine forma gali biiti gaunamas jvairiais bidais.
Galima elgtis, pavyzdziui, taip (kai a # 0):
- pagal realiyjy skai¢iy a = Rezir b= Imz Zenklus nustatome, kuriame ketvirtyje

yra kompleksinij skai¢iy z=a + bi vaizduojantis vektorius;

- kadangi tgep = E 0o-L< arctge < E, tai:
a 2 2
) ) b
kai zeIketv., tai ¢ = arctg—;
a
kai ze Il ketv. arba Il ketv., tai ¢ = + arctg E;
a

pagaliau, kai ze IV ketv., tai ¢ = 27 + arctg E
a

Pavyzdziui, jei TF ieSkosime skaiciui z=-1,1+ \/5 i,tai zellketvirciui, tad:

3 3

agz=m+ arctg[—ll): = arctgl—f; r=4y121+3 =421

Ats. z= m[co{ﬁ —arctg g} i sin(n —arctg ED .

11
Jei norétume Sitok{ rezultata pavaizduoti geometriskai, tai tekty surasta pagrinding argumento
reikSmg (PC ar skai¢iuoklio pagalba) apskaiciuoti apytikriai.
KS argumentui uzrasyti galima naudoti ir funkcijas a@rCSINX ar arcCOSX. Pvz., kai z = «/é - I, tai

akivaizdu, kad vektorius, vaizduojantis KS, yra IV ketvirtyje. Tad reikia laukti, jog pagrindiné argumento
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reiksmé @, =arg z patenka i intervala (%, 271') ty. @, € (2700, 360° ) Siuo atveju r =2, 0

sn —9——19 = arcsin I
P=r=T 7% A

T . T
Atsakymas z = \/§ -i= Z(COS(— E]+ 1S n(— E)J yra formaliai teisingas, tik neatsizvelgta {

susitarima, kad @, € [0, 27 ). Todél korektiskiau biity rasyti :

z=2| co 27r—£ +isin 27r—£ = cosﬁﬂsinm
6 6 6 6 |

Teorema. Dauginant du KS, uzrasytus TF, jy moduliai sudauginami, o argumentai
sudedami. Kompleksinius skaicius dalijant, jy moduliai atitinkamai dalijami vienas is
kito, o argumentai atimami.

Irodymas iSplaukia i$ trigonometriniy formuliy:

sin(o = B)=sinacosB +sin B coso; cosla + B)=cosacosB Fsinasingf.

1 isvada . (Muavro formulé). (‘v’n S N) z"=r" (cosn(p +isin n(p) .

Ir. Naudosimés MIP ir jrodyta teorema.

1. Kai n=1 formulé teisinga.

2. Tarkime ji yra teisinga su vienu fiksuotu 7.

3. Naudodamiesi prielaida, jrodysime, kad ji teisinga ir skaiciui # +1. Turime:

el N pagal prielaidg N o o
z"=7z"-z = r"(cosng+isinng)-r(cosng +isinng)=

pagal teoremy

= r"™(cos(ng + @) +isin(ng +@))=r"(cos(n+1¢ +isin(n+1)¢). QED.
2 isvada. (KS rodikliné forma). Jeir —KS z=a+ bi modulis, 0 ¢ -jo argumentas, tai
galimauzrasyti: Z = re'’.
Ir. Jei laikysime, kad i yra tiesiog konstanta, tai tada galima kalbéti apie funkcijos
f(p):=e"?(cosep +ising) isvesting. Tiesa, Sios funkcijos reiksmes yra kompleksiniai
skaiCiai. Kompleksiniy skaiciy lauke ribos ir funkcijos iSvestinés savokas bei jprastas

diferencijavimo taisykles reikty aptarti i naujo. Cia mes tik pastebésime, kad §itai galima

’

padaryti. Tada, nesunku jsitikinti, kad (Vg € R) f(¢) » = 0. Taigi, f(p)= const = c. Bet,
f(0)=1—c=1Todél: (Vpe R)e(cosp +ising)=1—

— € =cosp+ising —» z=r(cosp +ising)=re* .

59



1- 08 ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA

Pvz., algebrinés formos kompleksinj skai¢iy z = =1 +./3i galime uzrasyti

2
3 5

trigonometrinéje :

2 =1+ 3(coslz — arctg/3)+ i sinfr — arctg/3))= Z(COS% +isin

2.

arba rodiklinéje: z = 2e? formoje.
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Paskaita 1 — 09

Kompleksiniy skaic¢iy laukas (tesinys)
Primename: KS modulis ir argumentas, trigonometriné ir rodikliné formos.

Teorema. Dauginant du KS, uzrasytus TF, jy moduliai sudauginami, o argumentai sudedami.

Kompleksinius skaicius dalijant, moduliai atitinkamai dalijami vienas is kito, o argumentai atimami.

Muavro formule. (vne Z)(vVze K, z#0)z" =r"(cosng +isinng) .

Pateiktas formulés variantas skiriasi nuo to, kurj jrodéme paskaitoje 1 —08. Cia ne Z,
todél reikty dar isitikinti formulés teisingumu, kai n < 0.

Apibrézus, kad (Vze K,z#0)z° =1,0 (Vze K,me N,z#0)z " =im , Muavro
formulé isplaukia i lygybiy: (V¢ € R)cos(0-¢)+isin(0-¢)=1= 2°, z

1 cosO+isin0
z"  cog(me)+isin(me)

= cos(— mg)+i sin(— mg)= cos((-m)e)+i sin((-m)o).
Pavyzdziui, jeiz = 1-i ir w = 1++/3 i, tai, uZrasius z ir w trigonometrine forma, turésime:

r .. Irn T . T
= /2| coS— +ish— = 2| coS—+Sn— |. Todél:
z */—( 4 4)’ v ( 3 3) ode

zw= 2\/5(005(777[+%)+i sin(%r+%)): 2«/5(00{%)+ i sin(%)),
zZiw= g(co{%r—%)ﬂ sin(%r—%)) = %(co{lz—zﬂ)ﬂ sin(lf—zﬂ)).

Saknies traukimas. Su trigonometrinéje formoje uzrasytais KS galima atlikti dar viena
realiyjy skaiciy lauke iprasta veiksma , - Saknies traukimgq.

Ap. Jei ze K | tai skaicius we K vadinamas n-tojo laipsnio (ne N) Saknimi is
skaiciaus z , jei w" = z. RaSome W= Wz

Pavyzdziui, ¥—2—2i = 1—i,nes (1-i)’ = -2-2i.

Teorema. Jei z=a+ bi=r (cosp+ising),o ne N, tai visos n-tojo laipsnio Saknys

i z gaunamos is tokios formulés:
n n b b b 9%y .

Irodymas iSplaukia i§ Muavro formulés ir KS, uzrasSyty TF, lygybés.
Tad n-tojo laipsnio $akny i§ duotojo KS z yra lygiai n . Zinoma, kai kurios i3 ju gali biiti
lygios tarpusavyje. Suvokus, kad visy » Sakny 1§ KS moduliai vienodi, darome i§vada, kad
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visos n-tojo laipsnio Saknys i§ KS z iSsidésciusios ant apskritimo, kurio spindulys yra Vr. I3
Cia, be to, iSplaukia, kad realiyjy Sakny yra daugiausiai dvi (jas atitinka minéto apskritimo
susikirtimo su realigja asSimi taskai, t.y. realieji skaiciai + Jr ).

Nereikia pamirsti, kad R c K, todél realieji skaiciai yra tuo pat metu ir kompleksiniai,
bet ne atvirksciai ! Pvz. —-5=(-5,0)=-5+0-ie K,bet: 3—2i¢ R.Irdar: sarysio “maziau”

lauke K neivedéme, todél jprasti zenklai “<” ir “>"tarp KS netaikomi.

Kvadratinés lygtys. Baigdami pokalbj apie kompleksinius skaicius pastebésime, kad
dabar jau mokame ispresti ir kvadrating lygti x> — 2x+ 2 = 0, nors jos diskriminantas ir
neigiamas. Nesunku (pabandykite!) patikrinti, kad kompleksiniai skai¢iai X, =1—1i ,X, =1+
tenkina Sia lygti.

Beje, sprendimui tinka “mokyklin¢” formulé! Taip yra todél, kad traukiant kvadrating Sakni
i¥KS z=r(cose +ising), gauname du tik Zenklais besiskirian¢ius atsakymus:

= o+2kr . . @+2Kn
zk—x/E—\/F(cosTHSlnT , k=0,1; z, =-2z,.

Tad, pertvarke kvadrating lygti (a# 0) ax® + bx + ¢ = 0 taip:

) b b? b’
X“+2—X+— [=—C+—,
2a 4da 4a

arba taip:

gauname, kad:

otai -tapati, mums zinoma formulé.

Be to, kvadrating Saknj i§ KS Z=a+bi galima rasti ir nesinaudojant skaiciaus z
trigonometrine forma. Primenu, kad abi kvadratinés Saknys 1S z skiriasi viena nuo kitos tik
Zenklu.

Jei W= u+ Vi yrakvadratiné Saknis i§ Z=a+ bi, tai:

Ja’+b?*+a Ja?+b?-a

; Lv=tq 2 T2 i ogn(uv) = sgnb.

=+
u 2

62



ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA 1- 09

Pvz., apskai¢iuokime v5—12i = z,,. Kadangi

VB2 +12% +5

2
z,,=5-12i =+(3-2i).

Cia sgn X zymi skai¢iaus x zenkla. Detaliau, Zr. vadovélio 127 psl.

-+

U =+/9 =43, 0 /4 =42 ir syn(uv) = sgn(~12), tai

Saknies i§ KS traukimo formulé jgalina i§spresti ir bet kokig n - tojo laipsnio (ne N)
dvinare lygti pavidalo:
(a+hi)z"=c+di.
Pavyzdziui, ispreskime lygti: i - 2> =—1+1 .

Turime: z° = (-1+i):i=1+i= \/E(cos% +1 sin%} Todel

z, =1+ :1{’/5(00{210+§kn]+isin[2£0+§kn)} k=0,1,2,3, 4.

Pastebésime, kad gautyju penkiy sprendiniy argumentai sudaro aritmeting progresija su
a = L ird= %, todél , atsakymus z ,i =0, 1, 2, 3, 4 vaizduojanciy vektoriy galai iSsidéste

20
taisyklingojo penkiakampio (bendru atveju, - taisyklingojo n- kampio) virsiinése.

Kai kurios KS savybés

Ap. z:=a-bhi yra vadinamas skaiciui z = a+ bi jungtiniu (sujungtiniu) KS.
Nesunku jrodyti, kad:

|z|=_; z+z=2acR irz-z=r?e R, aagz=2r —argz;

e z=[al s |zl =l [al-[z <l £ 2l <l 4]z,

Pvz., jrodysime “trikampio” nelygybe: |Z1 + Zz| < |21|+|22| .
Ir.Jei z =a+bi,o z, =c+di,tai:
2.+ 2,|=@+cl +(b+d); [z]+]z|= V@7 +07)+4c* +d?) .
Toliau galima samprotauti Sitaip: (Va, b,c,de R)
(ad —bc)’ > 0= 2abed < a%d? + b?c? = a%c? +b?d? + 2abed < a’c? +b?d? + a?d? +b?c?
arba
(ac+bd)? < (a% +b?)c? +d?)— 2ac+2bd <2 \/(a? +b? )c? +d?).
Tad
a’+b?+d?+c?*+2ac+2bd<a’*+b?+d?+c?+2 \/(a2+b2xC2+d2)%
— (@+c)+(b+d)< (\/(a2 +b%)+4/(c? +d2))2. QED.
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Paskaita 1 — 10

Vieneto Sakny grupé
Primename: Dvinariy ir kvadratiniy lyg¢iy su kompleksiniais koeficientais sprendimo metodika.

Kvadratinei lygéiai tinka ta pati “mokykliné” formulé. Be to, kvadrating §aknj i§ KS Z= a+ bi

galima rasti ir nesinaudojant skaiciaus z trigonometrine forma.

Vieneto Saknys. Atskiru atveju, lygtis

z"=1
irgi turi n sprendiniy. Kadangi 1=1+ 01 = cos0+isin0, tai
£y ::Q/izl-(coqur +ign ZkEJ ,k=0,1,2, ..., n-1. *)
n n

KS &, vadinami n-ojo laipsnio vieneto Saknimis, o juaibé {€,, £, ..., €, , =V, pasizymi
1domiomis savybémis, apie kurias ir pakalbésime Siame skyrelyje.
Teorema. AS (V,,-) yra multiplikaciné Abelio grupé.

Ir. IS (*) formules ir veiksmy su KS taisykliy gauname paeiliui: €, - €, =

kr . . 2k Az .. 2rn 2k+)r . . 2k+)rw
= cosT+|sm -1 COS +19Nn N = COST+IS|n— =

n n n =&,

ty.aibé V, yrauzdara daugybos atzvilgiu. (Kaik +1 > n, tai K+ ——k+1 —n).

EEg =&y € =€ ,Ly. €, yraneutralus aibés V, elementas.

€ € =€, =1Todél e, =g’ ty. aibéje V, kiekvienas elementas turi sau atvirkstin.

Pagaliau, kadangi V, c K, tai daugyba aibéje V,, yra ir asociatyvi, ir komutatyvi. Taigi,
visos grupés aksiomos iSpildytos, teorema irodyta.

Pavyzdziui, grupéje V,; daugybos ir dalybos veiksmai atliekami taip:

€5 € =65 =6,=1,t0dél &' =g,

€6 €11 = €17 €134 =&y,

. _ -1 _ _
Eg €3 =€y €5 =€ € =Es.
Primityviosios vieneto Saknys. Kai kurios n- tojo laipsnio vieneto Saknys, keliant

jas laipsniais 0,1, 2, ,..., n—1, duoda kaskart skirtinga rezultata , t.y. generuoja visas kitas

to paties laipsnio Saknis. Kitos gi, — tokios savybés neturi.
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Pvz., nesunku jsitikinti, kad V, = {1, i, —1~i}. Cia g, = -1lir: e) =1, &; = -1, & =1,
g3 =-1.Tad,pvz, &) =2 =1. Tuo tarpu, €, generuoja visas kitas ketvirtojo laipsnio
vieneto Saknis: &) =1=¢,, el =i=¢, & =-1=¢,, £; =—i =¢,.

Ap. n-ojo laipsnio vieneto Saknj €, vadinsime primityvigja vieneto Saknimi (PS),

jei visi jos laipsniai €, ,1=0,1,2,...,n—1 yra skirtingi.

Tad &, € V, yra primityvioji $aknis, o €, € V, - néra PS.

Kadangi (V1)¢, e V_, tai gauname, jog V, = {SE, Ey o ,8{2‘1}. T.y. aibg V, sudaro visi
skirtingi primityvios vieneto Saknies laipsniai.

Sakome, kad grupe (V,, - ) generuoja jos elementas €, . Vieno elemento generuojamos
grupés vaidina svarby vaidmeni algebroje. Joms pavadinti yra jvestas specialus terminas.

Ap. Grupé G, kuriq generuoja vienas jos elementy g vadinama cikline grupe ir
zymima G=(g).

Pvz., lyginiy sveikyjy skai¢iy adiciné grupé (Z,, + ) yra cikliné grupé, generuojama
elemento g = 2, t.y. (ZZ, + ): (2)

Kaip nustatyti, ar konkreti 7 — ojo laipsnio vieneto $aknis yra PS? Atsakyma randame

tokioje teoremoje.

Teorema. n- tojo laipsnio vieneto Saknis €, tada ir tiktai tada yra primityvi, kai
D(k,n)=1.

Ir. I Duota: €, - PS. Reikia jrodyti, kad: D(k,n)=1.

Tarkime priesingai, - nors &, yraPS,bet D(k,n)=d >1. Tada g2 =1ir

o 2kr . . 2km \d 2kr-n . . 2kzw-n 2k . . 2km
gl =[ cos——+isn— [ =cos +isin = CO0S +isin =1
n n n-d n-d d d

nesk:de Z.Tad g = eka, o tai priestarauja tam, kad €, yra PS.
II. Duota D(k,n)=1. [rodyti: &, - PS.
Veélgi, tarkime priesingai: nors D(k, n) =1, tadiau €, néraPS, t.y. egzistuoja bent du

lygiis tarpusavyje Saknies €, laipsniai: g ir f (0<m<s<n-1).Tada

m s 2k . . 2kmw 2kst . . 2kst  2kmmw  2kst
g, = €, — COS - +isin - :cosT+|S|n - — P +2r,leZ .

I3 ¢ia: km= ks+nl — k(m-s) = nl , t.y.n|m—s. PrieStara, nes m—g < n. QED.
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1i$vada. n— ojo laipsnio vieneto $akny grupé (V. , - ) yra cikliné grupé.

Tikrai, juk D(1,n)=1, todél &, visadayraPSir (V,, - )= (g, ).

2 iSvada. Visos n—ojo laipsnio Saknys z, i§ KS z gali buti gautos i§ formulés:
z,=2,-¢ ,k=01..,n-1

Tai iSplaukia 18 Saknies traukimo formulés.

Primityviy n-ojo laipsnio vieneto Sakny yra tiek, kiek yra nattiraliyjy skaiciy m, nevirSijanciy
n ir tokiy, kad D(m,n)=1. Tokiy me N skai¢ius zymimas @(n) ir vadinamas Oilerio
Sfunkcija (L.Euler — zymus X VIII a. §veicary matematikas).

Pavyzdziui, q)(lO) = 4,todel i$ 10 deSimtojo laipsnio vieneto Sakny primityviosios yra
keturios: €, &;, £;, &,.

3 i§vada . Jei &, yra n— ojo laipsnio PS, tai £, negali biti jokio maZesnio laipsnio
primityviaja vieneto Saknimi.

Ir. Tarkime £, yran—ojo laipsnio PS, | < nir £, yra taip patir /— ojo laipsnio PS.

Bettada e = ¢, =1,ty. € néran—ojo laipsnio PS, - prietara.
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Paskaita 1 — 11

Kubinés ir ketvirtojo laipsnio lygtys

ISmokome spresti visas kvadratines bei dvinares lygtis su kompleksiniais koeficientais.

Susipazinome su vieneto Sakny grupés savybémis.

Kubineés lygtys
Aptarsime bendriausio pavidalo treciojo laipsnio lyg€iy
ax’ +bx*+cx+d =0, ab,c,de K, a=0, (1)
sprendimo metoda, kuris vadinamas Kardano (Geronimo Cardano, 1501— 1576, italy
matematikas) vardu. Pasakojama, kad 18 tikryjy ta metoda atrado Kardano mokinys Tartalia
(Niccolo Tartaglia, 1500 — 1557).
Kardano teorema. Kiekviena (1) pavidalo lygtis turi tris sprendinius (jy tarpe gali
biiti lygiy tarpusavyje).
[r. Pirmiausia, pakeitimo X =y — % pagalba, (1) lygti suvedame i pavidala :
ay’+py+q' =0, p.qekK.
Padaling abi lygties puses i$ koeficiento a, gauname redukuotq (standarting) kubinés lygties
su kompleksiniais koeficientais pavidala:
V't py+q=0 IO:3ac—2b2 ; qz2b3—9abcz+27a2d o
’ 3a 3a
Dabar, isskaidykime y idunenulinius démenis: Y = U+ V . Tuokart viena i§ démeny

galime pasirinkti laisvai (pvz., jei y=207,0 u=x ,tai v=207 - v ). Pasirinkime u ir v taip,
kad galioty salyga 3uv+ p = 0. Tada, (2) lygtis virsta sistema:
3uv+ p=0,
{u3 +v®+q=0.
Arba, pirmaja lygti pakélus kubu,

3

33 _ P

I3 (3) nesunku pastebéti, kad u®,v® yra kvadratinés lygties

P
Z+qz--——=0
g 27

(vadinamos pradinés lygties (2) rezolvente) sprendiniai. IS ¢ia:
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3 3

B 2, 4P
arya 27 q
ud= 5 ::—§+\/B, Ve =

,, 4P
27 __9_jp.
2

_q_

2

2 3
Skaicius D : = q? + % vadinamas kubines lygties (2) diskriminantu. (Kai kada lygties
(2) diskriminantu vadina skai¢iy —108D = —4p® —27q°) .

Dabar, panaudodami Saknies 1§ KS traukimo formulg, gauname:

u:uk:31/—g+\/57v:vk:31/—g—\/5, k=012, 4)

Viso galima sudaryti devynias poras skai¢iy uir v. Taciau mums tinka tik trys i$ ju, biitent
Y

tos, kurios tenkina suformuluotaja salyga uv = 3 Tada, jei u, ir V, yra biitent tokia

pora, tai nesunku patikrinti, kad tinka ir poros Uy€;,V,€, bel U,€,, V€, (isitikinkite, kad

kitos 6 galimos poros — netinka). Todél:

=U,+V, ir =Uy+Vo———,
yO 0 0 XO 0 0 3a

Y1 = UpE; + Vo€, ir X1=U081+V082—§,

Y, = UgE, + V& Ir X, =UyE, + Vo1 — .

3a
. 1 3. 1 3. .. v g y
Caeg, = ——+£| ,E, = ———£| yra atitinkamos treciojo laipsnio vieneto Saknys. QED.
2 27 202

Kardano metodas svarbus daugiau teorine prasme: jrodoma kad kiekviena kubiné lygtis
yra i§sprendziama formuliy (4) pagalba. Praktiskai Sios formulés néra labai patogios: tenka
operuoti su “negraziais” skaiciais, atlikti daug skaiciavimy. Taciau atskirais atvejais sprendimas
Kardano formuliy pagalba yra gana vaizdus ir lakoniskas.

Pavyzdziui, i§spreskime lygti: Xx* —3x* + 6x — 4 — 2i = 0.Popakeitimo X = y + 1 gauname
lygti: y® + 3y —2i = 0. I3 &ia gauname tokia rezolvente:

7’ -2iz-1=0-

o . , T R .
Todél, siuo atveju, u® =v°® =i = COSE +isin > IStraukus kubing Saknj, gausime:

u, =V, =Ccosg, +ising,, ¢, :%+%, k=01 2.
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Nesunku pastebéti, kad salyga uv = —1 tenkina, pavyzdziui, pora U,,V,. Taigi, pagal
Kardano teorema:
Yo =Uy +Vy; Xo =Ug+V, +1=1+i;
Yy =UgE  + Vi€, — X =UgE + Ve, +1=1+i;
Y, = Ug€, + Vi€ X, =UgE, + Vv, +1=1-2i.
Kardano ir Tartalijos amZininkams labai komplikuotai atrodé atvejis, kai a,b,c,d€ R, o0

2 3

D=q—+p—< 0.

4 27
Mat tada apskaiciuojant lygties (2) sprendinius tenka traukti kvadrating Saknj i neigiamo skaiciaus,
—atsakymai, kaip zinia, yra kompleksiniai skaiciai. [lgus metus matematikai nemokeéjo rasti realiojo kubinés
lygties sprendinio, nors ir Zinojo, kad jis egzistuoja. Sis atvejis buvo pavadintas Casus irreduciblis ir
buvo daugelio 15-16a. matematiky nesékmingy tyrinéjimy objektu, kol pranciizy matematikas F.Vieta
(Viete, 1540-1603), pasinaudodamas KS trigonometrine forma, pateiké i§samuy $io atvejo apra§yma —
sprendima.

Teorema. Redukuota kubiné lygtis (2) su realiaisiais koeficientais p, g visada turi

bent vienq realy sprendinj. Kai D >0, - kiti du sprendiniai yra tarpusavyje jungtiniai
KS. Kai D <0 -visi trys lygties (2) sprendiniai yra realieji skaiciai.
Ir. Kai p, g —realieji, 0 D> 0, taiiS (4) formuliy i$plaukia, jog tinkamos poros yra: U,,V,;

UgEqs VoEyps UgEy, Vo -

“ 1 43 1 43,
Cia U,V € R90£1=_§+7|9 82:—5—7|.
U, +Vv, U,—V, .
Bettada y, =U, +V, € R, Y1, =— 02 0+ 0.iy3eK
q2 p/3
Kai D < 0, tai akivaizdu, kad p < 0.Pazyméje p=—p’, p’>0ir D,:_7+E>O

1§ Kardano formuliy (4) turésime:

u:uk:31/—%+i\/ﬁ,v:vk:3‘/—g—i\/ﬁ,k=0,L2. (5)

Kaip matome, (5) formuliy poSakniuose yra tarpusavyje jungtiniai KS. Jei, tarkime, skaiciaus

’

- g +i+/D" argumentas yra @, tai, kaip Zinome, jam jungtinio skai¢iaus — % —ivD’

3
argumentas yra — @ + 27 . Tuo tarpu abiejy poSakniy moduliai yra lygus skai¢iui 1/— % .
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3 —
Tad ir skaiciy u, , Vv, moduliai yra vienodi ir lygiis ?/ - % = 1/?p , 0 argumentus formaliai
galima uzrasyti taip:

¢ o+2n @+4m.

u: 9 b b

<3 3 3

v - -o+2r —-@+4r -—-@+6r
< 3 ° 3 ° 3

Mums tinka tie U,,V,, kuriy argumenty suma kartotiné 27 . Matome, kad tokios yra

poros: Uy,V,; U;,V,; U,,V,. TaCiau, tada:

Yo =Uy+V, =T cos2 +isin? +cos =2 1 in" =2 |- orcosfe R,
3 3 3 3 3 ’

Y =U +V, =r(cosM+isin(p+27r +cos47r3_(p+isinMT_¢):2r cos%e R:

Y, =U, +V, =r(cosM+isin(p+34ﬂ +00527r3_(p+isin2”3_(p):2r cos#e R,

Atskiru atveju, kai D = 0, tai abiejuose poSakniuose yra tas pats realusis skaicius y ,

tode¢l abiem atvejais arba ¢ = O(kai q < 0), arba ¢ =x . T.y. skaiciy U, =V, argumentai

yra:
2r 4
R
arba (kai ¢ =7)
T ot
BRIy

Nesunku pastebéti, kad atveju ¢ = 0 tinka poros: Ug,Vy; U,,V,; U,,V,;. Tuokart:
Yo = U, +V, = r(cos0+isin0+cos0+isin0)=2r cosO=2r € R;

2t . . 21 dr . . 4¢
Yy, =UuU, +V, =r| coOS—+isin—+cos— +isin— |=2rcos—=-r e R.
3 3 3 3 3 ’

dr . . 4n r . . T
Y, =U, +V, =r| COS— +iSin—+C0S—+isin— |=2rcos—=-r=y, € R
3 3 3 3 3

Atveju @ =7 tinka: Uy,Vv,; U,V,; U,,V,.Tada:
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Yo=Uy+V, =T cos£+isin£+0035—”+isin5—” =2rcos” =reR.
3 3 3 3 3 ’

y, =U, +V, =r(cosm +isinm +cost +isinm )= 2r cost =-2r € R;
or . . o T .. T T

Y, =U, +V, =r| COS—+iSiN—+Ccos—+Iisin— |=2rcos—=r =Y, e R,
3 3 3 3 3

Isvada: tuo atveju, kai D = 0, du i$ trijy realiy sprendiniy sutampa. Pagaliau, kaiir g =0,
sutampa visi trys sprendiniai, t.y. ¥, = 0,1 =1, 2, 3.
Reikia dar nepamirsti, kad pradiné (1) lygtis yra x atzvilgiu. T.y., radus y, reikia prisiminti,

kad
b

X, = A k = 01 :L 2.
k = Yk 3
Teorema jrodyta.
Pvz., redukuota kubiné lygtis x> —6x+2 = 0 turi tris realiuosius sprendinius, nes
2 3
D :2——6—:1—8:—7< 0.

4 27

Grafinis sprendimas. Kai nereikia didelio tikslumo, kubing lygti galima spresti ir

grafiskai. Pavyzdziui, kompiuteriu nubréztas funkcijos Y = 5x° — 2x* — 4x + 1 grafiko eskizas

rodo, kad atitinkama lygtis 5x°> — 2x* — 4x+1= 0 turi tris realiuosius sprendinius. Be to,

X; =1, X, = 0,2, X, =—0,8. Jei tokio tikslumo nepakanka, kompiuteriu lengva patikslinti
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brézini, arba — spresti lygti Kardano metodu. Patikslinus, gautume: X, =1,000000,
X, = 0,23851648, x, =~ —0,83851648. Ir jau visai tiksliis atsakymai yra:

3 1 3 1
1, ——+=429, -2 _—29,
10 10\/_ 10 10\/_

Ketvirtojo laipsnio lygtys
Toliau nattiralu pasidométi bendriausia ketvirtojo laipsnio lygtimi:

ax* +bx*+cx* +dx+e=0,ab,c,dee K, a= 0. (6)
Pristatysime italy matematiko L.Ferrari (1522 - 1565) iSvesta ju sprendimo algoritma.

Ferrari teorema. Kiekviena (6) pavidalo lygtis turi keturis sprendinius (jy tarpe gali
biiti lygiy tarpusavyje).

Ir. Pakeitimas X =y — 4£ irdalybais a jgalina (6) lygti suvesti | redukuotq pavidala:
a

y*+2py’ +qy+r=0, p,qrek. (7
(Koeficientus p, g, r apskaiciuokite patys.)
Metodo id¢ja: iSskaidyti (7) lygties kaire puse | dvieju kvadratiniy trinariy sandauga .
Pasirodo, kad tai visada galima padaryti.
Pazymékime raide ¢ kol kas nezinoma parametra. UzrasSykime (7) lygti pavidalu:
(y2 + p+t)2 —(Zyzt—qy+t2 +2pt+ p® - r): 0-
Pareikalaukime, kad antruose skliaustuose uzraSytas kvadratinis, y atzvilgiu, trinaris biity
pilnas kvadratas. Kaip zinia, tam reikia, kad jo diskriminantas biity lygus nuliui, t.y.
q° —4-2t-(t2 +2pt + p? —r):O.
Kitaip sakant, reikia, kad skaiCius ¢ biity kubinés lygties (vadinamos (6) lygties rezolvente)
8t° +16pt? +8(p2 - r)t -g*°=0
sprendinys. IS Kardano teoremos Zinome, kad tokiy skaiciy (bendriausiu atveju) yra trys. Jei

t, - vienas 1§ juy, tai (7) lygti galima uZraSyti Sitaip:

v aled )

I§ ¢ia, suskaidg, gauname:

((yz - p+to)—\/2t_o(y—4—ln[(y2 - p+to)+\/2t_o(y—4—l]]:o .
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Tai - dvieju kvadratiniy lyg¢iy su kompleksiniais koeficientais sandauga. ISsprendg
kiekviena 1S ju atskirai, gausime keturis (7) lygties, o i$ ju, — keturis (6) lygties sprendinius.
Aisku, ju tarpe gali buti lygiy. QED.

Ferrari metodas be pakeitimy tinka ir atvejui, kai lygties koeficientai yra realieji skaiciai.
Tuokart galimi tokie atvejai:

- (6)lygtis turi 4 realiuosius sprendinius,

- (6)lygtis turi 2 realiuosius ir 2 kompleksinius sprendinius. Pastarieji yra tarpusavyje
jungtiniai skaiciai,

- (6)lygtis turi 4 kompleksinius sprendinius, kurie yra dvi tarpusavyje jungtiniy skaiciy
poros.

Su siuolaikine skai¢iavimo technika nesunku ir ketvirtojo, ir auksStesnio laipsnio lygtis spresti
grafiskai. Taciau, sprendziant grafiskai, sunku gauti dideli tiksluma. Be to, grafikas parodo

tik realiuosius lygties sprendinius.

Pvz., i§spreskime redukuota lygti: X* +4x—1=0 . Cia p=0, =4, r = —1. Nubréze grafika

matome, kad lygtis turi du realiuosius sprendinius. Be to, X, = 0,25, X, =1,45.
Ferrari metodu gautume, kad pradinés lygties rezolventé atrodo taip:
8t°+8t-16=0.
Pastebime, kad viena i§ jos Sakny yra: {y = 1. Todél pradiné lygtis uzra$oma §itaip:
(x? +1)° —2(x—-1)* =0.
Taigi, telieka iSspresti dvi kvadratines lygtis:

X2 +1-+/2(x-1)=0 ir x?+1++/2(x-1)=0
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ir turime tiksly atsakyma:
V2 \2+4V2 . V2 N-2+442
e N S

Spresdami Sestojo laipsnio lygti

x® —2x* —5x% —3x? +10x+5=0,

T

1
1 ]
-
-
b

L&

pastebime, kad lygtis tikrai turi 4 (realiuosius) sprendinius, ta¢iau negalime biti tikri, kad daugiau realiyju
sprendiniy néra. Be to, neaisku, ar lygtis turi dar ir kompleksiniy sprendiniy. Antrame kurse, susipazing
su bendraja polinomy teorija, parodysime, kad 7 —tojo laipsnio lygtis KS lauke visada turi » sprendiniy.
Aptarsime ir biidus realiesiems sprendiniams (tiksliai arba apytikriai, bet norimu tikslumu) rasti.
Pateiksime dar viena pamokanti algebrinés lygties grafinio sprendimo pavyzdi.
x® —5x" +5x° —2x* = 2x® +4x+2=0.
Atrodyty , grafikas gana vaizdziai charakterizuoja situacija: yra trys realieji sprendiniai; galima pateikti

ir jy apytikres reiksmes: X, =—0,9; X, =-0,4; X; =08.
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Taciau, tas pats grafikas, ji detalizavus, atrodo jau taip:

faghn,

Tenka konstatuoti: yra ir ketvirtasis realusis pradinés lygties sprendinys, X, = 3,7 . Taigi, grafiku
perdém pasikliauti negalima, prireikia iSsamesnio tyrimo. I§samiau apie tai ir kalbésime II kurse, skyriuje
“Polinomy algebra”.

Toliau, nuosekliai reikty ieSkoti penktojo ir aukStesniy laipsniy lygciy su kompleksiniais
koeficientais sprendimo metody. Istoriskai taip ir buvo: ivairiy Saliy matematikai X VI - XVIII
a. ieSkojo Kardano ir Ferrari metody analogy lygtims, kuriy laipsnis n = 5. Taciau visi bandymai
buvo nes¢kmingi. Po ilgy nesékmiy mety pradéta galvoti kitaip: ar apskritai yra formulés,
tarkime, bendriausios penktojo laipsnio lygties sprendiniams rasti? Kartais sako: ar galima
tokia lygti iSspresti radikalais?

Sakoma, kad algebriné lygtis yra issprendziama radikalais, kai formulgje, iSreisSkiancioje
lygties sprendinius per koeficientus, naudojami tik keturi aritmetikos veiksmai ir Saknies
traukimas.

1824 m. norvegu matematikas N. Abelis (Niels Henrik Abel, 1802-1829) parodé¢, kad
atsakymas i Sitaip formuluojama klausima yra neigiamas. Kita vertus, akivaizdu, kad atskiroms
(pvz., dvinaréms) lygtims tokios formulés tikrai egzistuoja. Imta domeétis, kokiy tipy lygtims
tas formules galima rasti. Talentingas pranciizy matematikas E.Galua (Evariste Galois,
1811-1832) 1Svysté bendra teorija (Galua teorijq), kurioje grupiy terminais atsakoma i
klausima: kada algebriné lygtis yra issprendziama radikalais. Paminétos problemos yra
Stuolaikinés moderniosios algebros démesio centre. Labai tikétina, kad po kurio laiko, ir
AST’os programa bus perzitréta. Tai, ka mes dabar vadiname modernigja algebra taps

Universitete déstoma klasika.
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Paskaita 1 — 12
Grupés ir pogrupiai. LagranZo teorema

Aptaréme algebriniy lygc¢iy vir§ KS lauko K sprendima. Pastebéjome, kad tais atvejais, kai lygti

mokame isSspresti radikalais, sprendiniy skaicius (iskaitant ir pasikartojancius) yra lygus lygties

laipsniui. Toks faktas yra teisingas ir bendru atveju, taciau jo grieztam pagrindimui mums dar triiksta

ziniy.

Ciklines grupés ir jy savybés

Jau esame aptar¢ grupés, pogrupio savokas. Prisiminkime dar syki: grupé, tai AS su
viena asociatyvia algebrine operacija, turinti neutralyji elementa ir kiekvienam elementui —
simetrini. Naujausias grupés (baigtinés) pavyzdys - (Vn , )

Grupés savoka algebroje yra labai svarbi. Min¢jome, kad grupiy ir baigtiniy lauky teorijos
kiiréju laikomas pranciizy matematikas £.Galua. Jo darbai paskatino audringa Sios
fundamentaliosios matematikos Sakos vystymasi.

Susipazinsime su keliomis svarbesnémis grupiy teorijos sagvokomis . PabréZtina, kad tai
yra tik {Zanginiai zingsniai. Grupiy teorija Siuolaikingje algebroje yra pazengusi labai toli ir bent
kiek i§samesnés jos studijos pareikalauty daug laiko ir pastangu.

Pradzioje prisiminsime ir apibendrinsime ciklinés grupés savoka. Primenu, kad AS (V. , - )
yra ciklinés grupés pavyzdys. ApraSysime bendraji grupés G= (G, *) ciklinio pogrupio
H=(H, *) sudarymo metoda. Kad uzrasai bity paprastesni, grupés operacija vadinkime
daugyba.

Tarkime ae G. Aibée H = {am |me Z} akivaizdziai yra grupés G bazinés aibés G
poaibis. Cia:

a":=aa.a; a’=e; a™:=(a’)", suvisais me N.

mkarty
Kadangi tenkinamos pogrupio kriterijaus salygos, tai AS H= (H , - ) yra grupés G pogrupis.
Jis vadinamas elemento a generuotu cikliniu pogrupiu ir Zymima:
(H.)=(a).
Stai keletas konkreciy tokiy pogrupiy pavyzdZiu.
1.Kai G=(Z,+),0 a=5,tai a" :=a+a+...+a=5m, opogrupio H= (H, +) = (5)

m karty
bazin¢ aibé H ={5m|me Z}yra ne kas kita, kaip skai&iui 5 kartotiniy sveikujy skai¢iy
aibé, daznai zymima Z,. Taigi, (Z, + ) = (5) yra grupés G= (Z, +) ciklinis pogrupis.
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2. Baigtinés grupés (V,,, - ) pogrupio (g, ) baziné aibé irgi baigtiné {€,,£,, €4, €15, €16 J-

Ap. Baigtinés grupés G eile vadiname jos bazinés aibés elementy skaiciy.

Zymima E(G). Pvz., E(V,, )= 20, E((g,))=5.

Primenu, kad, lakoniSkumo délei, grupe kartais pavadiname jos bazing aibg.

3. Begalinés multiplikacinés grupés (R, , - ) elementas a = —1 generuoja baigtinj pogrupi
(-1)={1,1}, kurioeile yra 2.

Baigtinés grupés atveju, visi vieno kokio nors elemento laipsniai (kartotiniai) negali biiti
skirtingi, kitaip grupé biity begaling.

Ap. MaZiausias natiiralusis skaicius d, su kuriuo galioja lygybé a® = e, vadinamas
grupés elemento a eile ir Zymima E(a).

Pvz., grupés (V,,, - )elemento €, eilé yra 5. Tikrai:

5 on-4 . . 2m-4Y on-4.5 . . 21-4.5

g, =| cos +18n =| cos +1sn =g,=1
20 20 20 20

Todél E(e, ) =5.

Tas faktas, kad elemento eilé sutapo su jo generuoto pogrupio eile néra atsitiktinumas, o

bendroji visy baigtiniy cikliniy pogrupiy savybé.

Teorema. Baigtinés ciklinés grupés generuojancio elemento eilé sutampa su jo
generuotos grupes eile. T.y. E(a): E((a))

[rodymas iSplaukia i§ to, kad aibéje {am |me Z} skirtingi yra tik tokie laipsniai:
a’,a',...,a"". Istikryjy, bet koks neigiamas laipsnis —s gali buti iSreikstas pavidalu:

—s=(-t)d +r sunaturaliuoju ¢ irneneigiamu r € {O, 1..,.d —1}.

Todel:

a®=(a?) a = ((a‘l)d)‘ar =e-a' =a'. Beto, §a*=a'suk,le{0,1,..,d-1}
tuoj pat gautume priestara (pvz., kai K >1): a*' =e ir k—| < d. Taigi,

(@={a’a'..,a""}.  QED.

lisvada.Jei a"e (a) ir a™=e, tai d |m.

2i8vada. Cikliné grupé yra Abelio grupé. Tai iSplaukia i$ laipsnio a™ apibrézimo.

3i8vada . Ciklinés grupés pogrupiai yra cikliniai.

Tarp pogrupio H elementy yra nattiraliyjy laipsniy a™. Tada yra ir laipsnis su maziausiu
rodikliu £ (MSP). Tuokart: H = (b), b = a*. Tarus, kad yra toks a™e H ,kad a™ # (a* ),
turétume, kad: m=kl +r ir r <k .Betisvada a™ =a' € H priestarauja maziausiojo
skaiCiaus principui.
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4 iSvada. Visos tos pacios eilés baigtinés ciklinés grupés yra izomorfiskos. [zomorfiskos

tarpusavyje ir visos begalinés ciklinés grupés.
Kai G,=(a), 0 G,=(b), tereikia apibrézti tokia bijekcija: (Yme Z)gp(@™)=b" ir
isitikinti, kad tenkinamos izomorfizmo salygos.

Gretimos klasés. Lagranzo teorema

Ap. Kai G= (G, -) yra baigtiné eilés n grupé,o H=(H,-) - jos pogrupis, kurio eilé
yra m, tai aibe Hg :={h,g, h,g,...,.h_g}vadinsime elemento ge G generuota gretima
klase pagal pogrupi H (kurio baziné aibé yra H ={h,, h,,....h_}).

Aisku, kai grupé G néra Abelio grupe, tai reikia skirti kairine gH : = {gh,, gh,,...,gh_}
ir desinine Hg : = {h,g, h,g,...,h_g} gretimas klases.

Gretimos klasés pasiZzymi idomiomis savybémis, kurios padeda iSrySkinti baigtiniy grupiy
struktiira.

1. (Vge G)Card(Hg)=m.

2. Hg=H=geH.

3. Dvigretimosklasés Hg, ir Hg, arba neturi bendry elementu, arba sutampa.

4. (Vge G)ge Hg.

LagranZzo teorema. (J.Lagrange, 1736 — 1813, Zymus pranciizy matematikas).

Baigtinés grupés eilé dalijasi is jos kiekvieno pogrupio eilés.

Irodymas iSplaukia 1§ akivaizdzios lygybeés :

G=|JHg.
geG

Cia sajunga imama pagal visus bazinés aibés G elementus. Kadangi skirtingy gretimy klasiy
skaiCius j yra baigtinis, ir, pagal 1 savybg, kiekvienoje tokioje klas¢je yra lygiai m aibés G
elementy, tai n= j-m.QED.

ISvada. Grupés eilé dalijasi i$ jos kiekvieno elemento eilés.

Normalieji dalikliai. Faktorgrupé
Ap. Jei (‘v’ge G) gH = Hg, tai pogrupis H vadinamas grupés G normaliuoju
dalikliu (sutrumpintai : ND).
Pavyzdziui, bet koks grupés (\/n ,- ) pogrupis H yra jos normalusis daliklis, nes (Vn y )-
Abelio grupé.
Teorema. Grupés G pogrupis H yra jos ND tada ir tiktai tada, kai
(vhe H)(Vge G)ghge H .
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[r. 1. Duota: HyraND . Jrodyti: (vhe H)Vge G)ghg™e H.

Jei H -ND, tai, pagal apibrézima, (Vge G)gH = Hg. Todél, jei ghe gH , tai yra
toks h"e H ,kad gh = h’'g e Hg. Taciau grupéje yra elemento g simetriskas g . Padauging
pastaraja lygybe i§ g, gausime: ghg™' =h"-e=h"e H.

2.Duota: (Vhe H)(Vge G) ghg™ e H .Trodyti: HyraND, ty. (Yge G) gH = Hg.

Imame g e G ir sudarome gretima klas¢ gH . Kadangi, (g ’1)71 = g, tai, pagal salyga,
(vhe H)ghge H.Todél g(g*hg) e gH .Kitavertus, g(g*hg) = (gg‘1 g=hge Hg.
Todel gH < Hg. Panasiai jrodomairkad gH > Hg. QED.

Komentaras: ND tai toks (nebiitinai Abelio) grupés pogrupis pagal kuri kairiosios ir
desiniosios gretimos klasés sutampa.

Isvada. Kai H—ND, lieka galioti 1 —4 gretimy klasiy savybés. [rodymai irgi i§ esmés
nesikeicia.

Tarkime G — grupé€, o H — jos ND. Tada, kaip jau matéme, i§ gretimy klasiy savybiy
iSplaukia:

G=(JHg.
geG
Be to, remiantis gretimy klasiy savybémis, lengva parodyti, kad:
Ha=Hb=ae Hbvbe Ha.

Ap. Skirtingy gretimy klasiy pagal ND aibe
G/H:={Hg|ge G}
vadinsime aibés G faktoraibe, pagal normalyji dalikli H .
Ap. Gretimy klasiy Ha, Hb sandauga vadinsime gretimq klase Hab.
Rasysime: Ha* Hb = Hab.
Suprantama, taip apibrézta “daugyba” * yra algebriné operacija faktoraibéje G/ H .
Teorema. Algebriné struktiira (G/ H, ) yra grupe.
Ir. Patikrinsime grupés aksiomas.
1. Operacijos asociatyvumas:
Ha (Hb* Hc) = Ha* Hbc = Ha(bc) = H (ab)c = Hab* Hc = (Ha* Hb)* Hc.
2. Neutraliuoju yra elementas He=H .
3. Klasei Ha simetriska (atvirksting) yraklasé Ha™, nes, pagal apibrézima:
Ha*Ha'=He=H. QED.
Lisvada . Jei G— Abelio grupé, taiir (G/H, * ) - Abelio grupe.
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2 isvada . Jei G —cikliné grupé, taiir (G/H, * ) - cikliné grupé.

Grupiy homomorfizmai. Pagrindiné teorema (PHT)

Esame susipazing su grupiy izomorfizmo ir homomorfizmo sagvokomis, irodéme teorema,
kad izomorfiskas (homomorfiskas) grupés vaizdas yra grupé.

Tarkime ¢ : G—— G, yra grupiy G ir G, homomorfizmas. Grupés G neutralujj elementa
zymé¢kime e, grupés G, neutralyji elementa, - €, 0 abieju grupiy operacijas, paprastumo
délei, vadinkime daugyba.

Ap. Homomorfizmo @ : G—— G, branduoliu vadinama aibé:

Kerg:={a|ac G, p(a)=¢.

Teorema. Kai Kero yra homomorfizmo @ :G——G, branduolys, tai (Kero, -)
yra grupés G normalusis daliklis.

Ir. I. Pirmiausia isitikinsime, kad (Ker @, - ) yra grupés G pogrupis. Tiesiog i$ apibrézimo
iSplaukia, kad Ker @ c G, tod¢l galime taikyti pogrupio kriteriju.

1. Ker¢ yrauZdaras operacijos atzvilgiu, nes:

(Va,be Kerp)p(ab)=p(ajp(b)=ee =& — abe Kerp.
2. ee Kerg,nes
(Vae Kerplp(ae)= p(a)p(e) = ep(e)= p(e) — p(e)= & — ec Kerp.
3. Jei ae Kerg,tai a™* e Kerg, nes
& =9e)=0la)=plapla)=epl?)->pla*)=e —»a”e Kerg.

1. Dabar pritaikome ND kriteriju: (Vge G)(Vhe Kerg)

olohg™)=e(gk(hle(g )= p(g)erl™)=0lag™)=o(e)=& — ghy™ € Kerp.

QED.

Teorema. (PHT). Jei ¢ : G——G, yra homomorfizmas, tai G/ Kere = ¢(G).

Teorema galima formuluoti ir taip: kiekvienas homomorfizmas ¢ : G—— G, indukuoja
izomorfizmq @ : G/ Kerg < ¢(G).

Irodymo idéjas pailiustruosime pavyzdziu. Tarkime:

G=V,0; G, =V,; ¢ :V,o—V,, 0e®)= @) = .
Tada: e=e{®; ¢ = (€2 )) =el¥; H=Kergp= {s (20) (20) £(20) £(20) ol20 )},
Vo /H={He® = H, He!® Hel® He |,
PHT: (V,,/H,* )= (V,, - ). Postuluojamas izomorfizmas @ apibréziamas taisykle:
P (Helﬁ20 )=,
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Paskaita 2 — 01

Tiesinés algebros elementai

Kalbé¢jome apie logikos bei aibiy teorijos pagrindines savokas ir désnius. Formuluodami veiksmy su
aibémis apibrézimus ir irodinédami ty veiksmy savybes, naudojome logines operacijas ir logikos désnius.
Susipazing su algebrinés struktiiros savoka, platesniu koncentru ir griez€iau nei mokykloje, aptaréme
skai¢iy aibes: nattraliyjy skaiciu pusgrupi, sveikyju skaiciy Ziedq, racionaliyjy, realiyjy ir, pagaliau, —
kompleksiniy skai¢iy laukus (ktinus). Apskritai, galima pasakyti, kad mes susipazinome su matematinés
kalbos abécéle ir pagrindinémis tos kalbos “gramatikos” taisyklémis. [gytas zinias taikéme mokyklinés

matematikos faktams pagristi ir iSplésti.

Tiesine lygtis, tiesiniy lygciy sistema. Labai daznai (ypal, ekonomikoje)
gamybines situacijas pavyksta apraSyti (sumodeliuoti) tiesinés algebros terminais. Su
svarbiausiomis Sios matematikos srities savokomis, faktais bei paprasciausiy tiesings algebros
uzdaviniy sprendimo metodais ir susipazinsime Siame semestre.

Ap. Lygybe (kitaip: n— vietis predikatas)

X +aX, +..+a,x,=b (1)
vadinama n kintamyjy tiesine lygtimi (kartais sakoma: ... ir su n nezinomyjy).

Cia- a, 1 =1 2,...,n ir byrakokio nors konkretaus lauko L zinomi elementai. Atskiru
atveju, tai gali buti realieji arba kompleksiniai skaiCiai. & vadinami (1) lygties koeficientais,
0 b — laisvuoju nariu.

Pavyzdziui, —13x, + (10— \/g) X, —14x, = 27 yratrijy kintamyjy tiesine lygtis (lygtis
su frimis kintamaisiais, neZinomaisiais). Jos koeficientai ir laisvasis narys yra realieji skaiciai.

Ap. Sutvarkytq lauko L elementy rinkini (KK, ,...,K ) vadiname tiesinés lygties (1)
sprendiniu, jei jis tenkina tq lygtj (arba kitaip: rinkinys (K,,K,,...,K_) priklauso (1)
predikato teisingumo aibei).

Pvz., rinkinys (1, 0,2) netenkina lygties —13x, + (10— ~/5) X, —14x, = 27, todél néra
jos sprendinys. Tuo tarpu rinkinys (-1, 0, - 1) Sia lygti fenkina (isitikinkite tuo), todél jis yra jos
sprendinys.

Kartais turime keleta (1) pavidalo lygcCiy ir reikia rasti ju bendruosius sprendinius. Tokiu

atveju sakome, kad turime tiesiniy lygciy sistemq (sutrumpintai zymésime — TLS):
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A X +apX; ..+, X, :bl )
Ay X, +8,X, +...+a, X, =h,,

............................................. )

A X +a,X, .. ta X, =b

m -

Kai a;,be L, tai sakome, kad turime (sprendziame, nagrin¢jame) TLS vir§ lauko L .
Komentaras apie koeficienty zyméjima: pirmasis koeficiento indeksas rodo lygties, o antrasis
—kintamojo numer.

TLS sutrumpintas uzrasas:

Y ax =b, i=1,2,.,m.
k=1

Kitaip sakant, TLS yra m (1) pavidalo n-vieciy predikaty konjunkcija.
Ap. TLS sprendiniu vadiname sutvarkytq lauko L elementy rinking (kl,kz,..., K, ),
kuris tenkina visas (2) sistemos lygtis.

Pavyzdziui, skaiCiy rinkinys (O, 1, 1) yra TL sistemos (joje m =2, n=3)

2% —3X, —5X; =8,
- X +4X, +11x; =15

sprendinys, nes fenkina abi sistemos lygtis. Tuo tarpu rinkinys (1, 0,1) néra ios TLS
sprendinys, nes netenkina duotosios sistemos lyg¢iy.

Sis pavyzdys, be to, iliustruoja apibrézime panaudoto zodZio “sutvarkytas” svarba: antrasis
rinkinys sudarytas i$ ty paciy skaiciu, kaip ir pirmasis, tik kitaip sutvarkytas. To uztenka,
kad jis jau nebebiity duotosios TLS sprendiniu.

Tiesinéje algebroje daznai vartojami tokie terminai: jei TLS turi bent vienq sprendini, tai
sakoma, kad ji yra suderinta, jeigu gi sistemos sprendiniy aibé yra tuscia, - tai TLS
vadinama nesuderinta. Jei visi TLS laisvieji nariai lygts nuliui, tai TL sistema vadinama
homogenine (THLS). Pastebékime, kad THLS yra visada suderinta , - nes bent jau
nulini sprendinj (0, 0, ...,0) ji turi visada.

Kalbant apie TLS, ir teorijoje, ir praktiniuose taikymuose visada tenka atsakyti i tokius
klausimus:

- ar TLS suderinta? Tai yra, ar verta jq spresti?

- arjituri tik vienq sprendinj, ar sprendiniy yra ir daugiau?

- jei TLS suderinta, tai kaip rasti jos sprendinius?

Atrodyty, kad svarbiausias yra butent treCiasis klausimas. Deja, - ne visada.
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Daugeliu atveju pakanka tik zinoti, ar TLS suderinta, o patys sprendiniai arba yra nesvarbis
18 principo, arba jy suradimas patikimas kompiuteriui ir tada svarbu tik, kad ju biity; atsakyma
randa skai¢iavimo technika. Tad pirmasis klausimas, —irgi labai svarbus.

Kol kas mes domésimeés tik atsakymu i tre¢iaji klausima: kaip rasti TLS sprendinius?
Norint rasti atsakymus i du pirmuosius klausimus, teks aptarti keleta mums naujy algebros
savoky ir fakty . Tai mes padarysime Siek tiek véliau.

Jau dabar jvesime matricos savoka.

Ap.TLS koeficienty matrica (arba tiesiog — matrica) vadiname staciakampe lauko

elementy (atskiru atveju — skaiciy) lentele:

a; B -
A — a21 a22 a2n ‘ (3)
&y Ap - Ay

Sakome: §i matrica turi m eiluciy ir n stulpeliy. Arba trumpiau: 4 yra mx n eilés matrica.

Jei m = n , tai A vadinama kvadratine n-osios eilés matrica.

Matrica, gauta is A, papildzius jq (is desSinés) laisvyjy nariy stulpeliu, vadinama
iSpléstqja TLS matrica . Zymima A.

Matrica, gauta is A, sukeitus jos eilutes su stulpeliais vietomis, vadinama

transponuotgja matrica . Zymima A’ .

TLS sprendimo Gauso metodas

Aptarsime universaly (2) TLS sprendimo biida, - Gauso metodq (K.- F. Gauss, 1777-
1855, genialus vokieCiy matematikas). Pradésime nuo 7LS elementariyjy pertvarkiy
apibréZimo.

Ap. TLS elementariaisiais pertvarkiais (EP) vadiname tokius veiksmus:

- dviejy lygciy sukeitimq vietomis,

- lygties padauginimq is nelygaus nuliui skaiciaus,

- vienos lygties pridéjimq “panariui’ prie kitos.

Ap. Dvi TLS vadiname ekvivalenciomis, jei jy sprendiniy aibés sutampa.

Mums svarbiausia, kad yra teisinga tokia teorema apie EP.

Ekvivalentumo teorema. EP nekeicia TLS sprendiniy aibés.

(Arba: sistemai pritaikius EP, ji liecka ekvivalenti pradinei.)

[rodymo mini—konspektas: pazyméjus duotosios TLS sprendiniy aibg S, o sistemos,

kuri, EP pagalba, gauta i§ duotosios, sprendiniy aibg - S’, parodome, kad yra teisingi teiginiai
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Sc S'irtuopatmetu S’ < S, 018 to, remdamiesi aibiy lygybés apibrézimu, darome i$vada,
kad S=S.

Siuo faktu ir grindziama Gauso metodo idéja: nuosekius kintamuyjy eliminavimas.
Pirmiausia, Gauso metoda paaiskinsime i$spresdami keleta konkreciy TLS. Be to, paprastumo
délei, tolesniuose samprotavimuose dazniausiai laikysime, kad L = R.

Priminsime, kad, pagal apibrézima, 7LS sprendinys yra visy TLS lygciy bendrasis
sprendinys. Tada, pazyméjus visos TLS sprendiniy aibe raide S, o atskiros, sakykime, i-osios
lygties sprendiniy aibg raide S, galésime parasyti:

S=§5nS§,nN..NnS,. “)

Prisiming veiksmy su aibémis savybes, dabar aptarsime du atskirus, bet mums labai svarbius
tiesiniy lygCiy atvejus, pasitaikancius sprendziant TLS Gauso metodu. Jei, taikant EP, viena i$
TLS lygciy (tarkime, tai - i-oji sistemos lygtis) igyja pavidala:

0-%+0-%x,+..+40-x, =b, (L)
tai galimi du atvejai:
0) b =0,
00) b #0.

Atvejuo) lygti (L,) tenkina bet kuris rinkinys (K,,K,,...,K_), t.y. jos sprendiniy aibé yra:

S =R". Aibg R" $iuo atveju galime laikyti universaligja aibe U. Betgi zinome, kad
(VA) AnU = A.Todél, 0) atveju, (4) lygybé virsta tokia :

S=SnS,N..nS,NR"NS

1+1

N.NS,=5NS,N.NS_ NS

1+1

N..NS,.

Taigi, Siuo atveju lygti (L;) galime tiesiog atmesti (iSbraukti is sistemos).

Atveju 0o), lygties (L) netenkina joks rinkinys (K;,K, ...,k ), t.y. jos sprendiniy aibé
yra tuséia (S =OJ). Tada i§ (4) lygybés ir aibiy sankirtos savybiy iSplaukia, kad
S=§n.ndnN..n§, =J.

Todél oo) atveju TLS yra nesuderinta (neturi sprendiniy).

Pirmas pavyzdys. I8spreskime TLS (m=3,n=4).
X +2X, + X+ X, =1,
2%, +3X, +3%X; -2%, =0,
=X =X, = 2%, +3X, = 2.
Paprastai visa TLS neperraSinéjama. Pertvarkoma tik TLS iSpléstoji matrica. Turésime
(vél atkreipkite démesi i sitilomas santrumpas):
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1 2 1 1]1),. (1 2 1 1]1 .1
LL, o Ltls

2 3 3 -2/0|*2 0O -1 1 -4/-2]|~ .. -2

-1 -1 -2 3|2 0O 1 -1 4| 3 0000 1

Tad paskutiné lygtis jgavo 0o) pavidala. Atsakymas: TLS —nesuderinta.
Antras pavyzdys . SpresimeTLS (m =4, n=23).

X +2X, + %, =1,
2% +3X, +3%, =0,
2X, +2X; =1,

- X +2X, +3%; =1.

Taikydami nurodytus EP, gausime:

1 2 1|1 1 2 1|1 1 2 1)1 1 2 1|1
2 3 3o BElo -1 1]|-2clo —1 1 |-2]w|o -1 1|-2
0o 2 21| o2 21| |o o a4|-3] |o 0o 4/ -3
~1 2 31 0 4 4|2 0 0 8[-6 0 0 0|0

Atmete ketvirtaja sistemos lygti (nes ji yra o) pavidalo), remdamiesi ekvivalentumo teorema,

darome iSvada, kad pradin¢ sistema ekvivalenti tokiai:

X +2X, + % =1,

Pastaroji sistema jau turi tokia forma (sakoma: TLS suvesta i trik&mpe formgq), i$ kurios
lengva gauti atsakyma, tereikia, kylant i§ apacios | virSy, nuosekliai apskaiciuoti X;, X,, X;.
Gauname:

3 3 5 10 3 3
xgz—z; _XZZ_X3_2:Z_2:__; x1:—2x2—x3+1:—2+z+1:—z.

44 4
Trecias pavyzdys. Reikia iSsprgsti TLS (m =4, n=5).

35 3
Atsakymas. TLS turi vienintelj sprending: [— - ——J.

—2X —2X, + 2%, + X, =X =2,
2%, +3X, —3X; — 2X, +2X; = -3,
X, =X =X, + X =-1,
=X, +2X, + 2%, —3X, = 2.
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Visada yra tam tikras pasirinkimas, kokius konkre¢ius EP taikyti, norint nuosekliai eliminuoti
kintamuosius. Néra esminiai svarbi nei eliminavimo tvarka, nei pavidalas, ta prasme, kad eliminavimo
“laiptukus” galime pradéti i§ bet kurios sistemos vietos. Tereikia tik, kad atitinkamas (pradinis)
koeficientas biity nelygus nuliui. Zinoma, skai¢iuoti mums patogiau, kai tas koeficientas yra lygus plius
ar minus vienetui, ar bent jau yra nedidelis sveikasis skaiCius, bet kompiuteriui Sitai visiSkai nesvarbu.
Turékite tai omenyje ir nesibaiminkite “negraziy” skaiciy!

Si karta, po elementariyjy pertvarkiy 2L .+L,,—2L,+L, L «—L,,iSplestaja TLS

matrica toliau keisime taip:

-1 2 2 -3 0| 2)e(-12 2 -3 0|2
—7La+L,,

0 7 1 -8 2|1 |t6l0 1 -1 -1 1|-1|gly

0 1 -1 -1 1]-1 0 08 -1-58]| ~

0 -6 -2 7 -1/-2 0 0-8 1 5|-8

12 2 -3 02
~lo 1 -1 -1 1]|-1
00 8 -1 -5/8]

Matome, kad TLS, pritaikius jai Gauso metoda, susivedé i sistema, kurios paskutinéje
lygtyje dar liko daugiau nei vienas kintamasis. Sakoma: TLS suvesta i trapecijos formq.

Galima buty pasakyti ir taip: pabaigus taikyti nuoseklaus eliminavimo metoda, lyg¢iy liko
maziau, negu yra kintamuyjy.

Toliau, samprotaujame taip: TLS pertvarkome, kad kairéje lyg€iy puséje likty tik pasirinkti
trys kintamieji, kuriuos toliau vadinsime baziniais. Likusius kintamuosius perkeliame i deSing
lyg¢iy pusg ir toliau vadinsime /aisvaisiais. Baziniais kintamaisiais pasirinke X, X,, X,
gauname, kad pradine TLS ekvivalenti tokiai:

=X +2X, —=3X, =—2X; + 2,
X, = X, = X=X —1, 5)
- X, =-—8X;+5X; +8.
Taip pasirinkome tik todél, kad atsakymas biity “grazesnis”. Néra esminio skirtumo, kuriuos
kintamuosius padarysime baziniais. Kita vertus, pabréztina, kad, bendru atveju, baziniais gali
biiti ne visi kintamieji. Per pratybas tuo isitikinsime.
Belieka pastebéti, kad suteikus laisviesiems kintamiesiems X, X, bet kurias reikSmes,

baziniy kintamyjy reikSmes vienareikSmiskai randamos i$ sistemos (5). Pvz., pasirinke
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X3 = X5 =0, lengvai randame, kad x, =4, X, =-9, X, =-8. Sakoma, kad rinkinys
(4,-9,0,-8,0) yra(5) sistemos, o kartu ir pradinés TLS, atskirasis sprendinys.

Jei norime uzrasyti bendrqjj pradinés TLS sprendinj, tai, pasinaudoje (5) sistema, bazinius
kintamuosius X, X,, X, iSreiSkiame laisvaisiais X;, X;. Gauname:

X, =8X; —5%; —8; X, =9X; —6X;. —9; X, =—4X; + 3%, +4.

Atsakymas. TLS yra suderinta ir neapibrézta, jos bendrasis sprendinys yra:

(—4X, + 3%, +4, 9%, — 6%, — 9, X;, 8%, — 5% -8, X;) . Cia: X;, X; € R.

Pasirodo, kad $iais pavyzdziais aptartos visos galimos situacijos. Tiksliau, yra teisinga tokia
teorema.

Teorema. TLS (2) su realiaisiais koeficientais arba neturi sprendiniy, arba gali biiti
suvesta | vienq is dviejy pavidaly: trikdmpj ar trapecinj. Pirmuoju atveju TLS turi
vienintelj sprendinj (sakome: sistema yra suderinta ir apibrézta), antruoju — be galo daug
sprendiniy (sakome: sistema yra suderinta ir neapibrézta).

Pagrindin¢ jrodymo idéja schematiskai yra tokia: jeigu a,, # 0, tai po EP

a 0 0 0.. of b a, o 0.. of b
a, O 0 o| b, 0 a, ) o| b,
aga,ly+L,

................................... R TIPS
a, O o o o] b, O 0 o© o o| o

gautoji sistema lieka ekvivalenti pradinei. Taciau Sios pastarosios TLS antrojoje lygtyje
neliko kintamojo x, ! Tai ir yra pirmasis eliminavimo zingsnis.

Cia koeficientus, kurie pertvarkymo eigoje nesikeité, Zymime simboliu “0”, viena kart perskaic¢iuotus,
—simboliu “0'”, dukart perskai¢iuotus “ 0" ir t.t.

Kas toliau? Toliau eliminavimo zingsnis taikomas visoms kitoms lygtims, i$skyrus pirmaja.
Jei pakeliui gauname o) pavidalo lygti, - jq iSbraukiame; jei , taip pertvarkant, viena i§ TLS
lygciy igyja 0o) pavidala, tai darome i§vada, kad pradiné TLS nesuderinta ir sprendimq
nutraukiame.

Pastaba. Jeigu a,, = 0, tai pakanka sukeisti lygtis, ar kintamuosius vietomis taip, kad
kairiajame virSutiniame kampe atsirasty nelygus nuliui koeficientas.

Jeigu TLS turéjo m lyg€iy, tai visose lygtyse , iSskyrus pirmaja, eliminavus X, lyg€iy skaicius
galéjo sumazéti, o pati sistema arba jgijo pavidala
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arba nustatéme jos nesuderintuma. Cia r < m.
Tarkime, toliau, kad @, # 0. (Jei $i salyga néra iSpildyta, kei¢iame lygtis ar kintamuosius
vietomis.) Tada, panaudodami pastarojo TLS pavidalo antrqjq lygti, EP pagalba pasieksime,

kad visose lygtyse, i8skyrus pirmaja ir antraja, neliks kintamojo X, ir TLS arba suvesime {

pavidala
a, O 0 © o| b
0 a, 0 0o o'| b,
0O 0 a, o o"'| b,
0O 0 a, o o"| b,
......................... ||
0O 0 a; O o' b,

arba pakeliui biisime gave 0o) pavidalo lygti. Cia d < r < m, o kintamyju numeracija gali biti
pasikeitusi.

Siprocesa tesiame ir toliau: laikydami, kad ag, # 0, i§ visu lyggiy, pradedant ketvirtaja,
eliminuosime kintamaji X,, véliau, panasiu btidu, - X, irt.t., kol nesibaigs sistemos lygtys,

arba, kol nesigaus 00) pavidalo lygtis. Pabaigoje gausime tokia, pradinei TLS ekvivalencia,

sistema;:
a, O | b
0 a, o " b
O 0 OII OII OII | b;
0 0 .. a%?, o*? .. o«?|ok? |
0 0 .. 0 alv .. olV|ok?

Cia (Vi)al™ = 01ir k < m. Beto, pastebékime, kad EP taikymo eigoje, gal b, teko sukeisti
kintamyjy numeracija. Tokiu atveju, uZraSant atsakyma, sukeitimus reikia turéti omenyje.
Dabar galimi du atvejai:
a) k =n,ty.Ssitaip pertvarkytos sistemos paskutingje lygtyje yra tik vienas (tarkime n —
tasis) kintamasis, arba kitaip: sistemoje lyg¢iy liko tiek, kiek ir kintamyjuy. Tada sakoma,

kad sistema suvesta { #7ik&mpj pavidala. Nesunku suvokti, kad salygos (Vi)a!™ = 0

igalina vienareikSmiskai rasti vienintelj sistemos sprendini.
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b) k < n.Tada paskutinéje lygtyje yra like daugiau nei vienas kintamasis. Arba: sistemoje
lygciy liko maziau, negu yra kintamyjuy. Sakoma, kad sistema suvesta i trapecinj
pavidala. Pirmuosius & kintamyju vadiname baziniais (pagrindiniais), likusius - laisvais.
Laisviesiems kintamiesiems suteikus bet kokias reikSmes, sistema tampa trikampe TLS
sukintamaisias X, X, ..., X,. Tad kiekvienam laisvyjy kintamyjy parinkimui atitinka
vienintelis pradinés TLS sprendinys. Darome iSvada: Siuo atveju TLS turi be galo daug
sprendiniy, t.y. ji yra suderinta ir neapibréZta.

Kylaklausimas, ar tokiu metodu tikrai gaunami visi pradinés TLS sprendiniai? Lengva
isitikinti, kad zaip. Tarus, kad (K;,K,,...,K, ) yra bet koks pradinés sistemos sprendinys ir
atlikus tuos pacius EP, nesunkiai parodoma, kad jis tegali buti gautas tik vienu 18 a-b) biidy.
QED.

Pastaba. Jeilauko L, kuriam priklauso TLS koeficientai, charakteristikayra m, me N,
tai baziné aibé turi tik m skirtingy elementy. Tada trapecinés sistemos atveju sprendiniy yra
daugiau negu vienas, bet ne be galo daug. Tiksliau: sprendiniy yra m"* . Cia k —baziniy
kintamyjy skaicius.

I$vada. THLS, kurioje m< n, yra suderinta ir neapibrézta. Kitaip sakant, trapecinés

formos THLS turi ir nenuliniy sprendiniy.
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Paskaita 2 — 02

Kvadratinés matricos determinantas. Kramerio taisyklé

TLS, TLS sprendiniai, TLS matrica. EP, ekvivalentumo teorema. TLS sprendimas Gauso metodu.

Trikampio ir trapecijos formos TLS. THLS, jy suderintumas.

Determinantai. Kai n= 2, 3, tai kvadratinei matricai 4 galima vienareik§miskai

priskirti skaiciy (paprastai Zymima |A|), vadinama jos determinatu.

Butent: kai n = 2, tai:

A—|Al= o F= 88y —apay |
21 8y
okai n= 3, tai:
a; ap
A—|Al=la, a, ay|i=
y Qap Aag

= 8185, 853 + 8585383 T 8138583 — Q385,83 — A8y 83 — 83 8p38;.
Siais abiem atvejais jrodoma tokia Sveicary matematiko G. Cramer (1704 -1752) vardu
pavadinta teorema. Kai n = 3, ji formuluojama taip:
Kramerio teorema. Jei TLS koeficienty matricos A determinantas W nelygus nuliui,

tai sistema turi vienintelj sprendini (K,,K,,K,) randamq is formuliy:

k —m'i:lZ,?a.

A

Cia A yra matrica, gauta pakeitus i -qji matricos A stulpelj laisvyjy nariy stulpeliu.
Irodyma tuo tarpu praleidziame. Teorema jrodysime véliau, bendresniu atveju.
Pasirodo, kad determinanto savoka bei Kramerio teorema galima apibendrinti ir bet kokiam
nattiraliajam 7 .

Tarkime, turime » — osios eilés kvadrating matrica

&y Ay e Ay

a, a a
A — 21 22 2n

a, a, - a,

su elementais iS realiyjy skaiciy lauko R (beje, vietoje R gal biti ir laukas K, ir apskritai, — bet
koks laukas). Sudarykime jos elementy sandauga
Ay, Ay, B, 5 1)
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vadovaudamiesi principu: is kiekvienos eilutés ir kiekvienos stulpelio imame lygiai po
vienq elementq. T.y. antryju indeksy junginys K, K,,...,K, yra vienas i kéliniy, sudaryty i$
skai¢iy 1,2, ...,n-1, n. Kadangi kéliniy 1§ # elementy yra n! , tai tiek galima sudarytiir (1)

pavidalo sandaugy i$§ duotosios kvadratinés matricos 4 elementy.

Inversijos ir transpozicijos. Dabar (1) sandaugai specialiu biidu priskirsime Zenkla.
Tam reikés inversijos (lietuviskai: netvarkos) kélinyje i elementy 1,2, ..., n-1,n savokos.

Ap. Sakysime, kad du indeksai K, ir K; kokiame nors kélinyje Ky,....K;,....K;,....K,
sudaro inversijq (netvarkq), jei K >K;.

Pvz., kélinyje 5, 1, 2, 3,4 indeksy poros (5, 1) ;(5,2); (5, 3) ir (5, 4) sudaro netvarkas,
o pora (1, 4) netvarkos nesudaro.

Tarkime, kad kélinyje K, ,K,,...,k, i§ viso yra s netvarkuy.

Ap. Kai s, — lyginis skaicius tai (1) sandaugai priskirsime Zenklq “+”, o kai nelyginis,
- tai Zenklq “-. Patj kélinj pirmuoju atveju vadinsime lyginiu, antruoju — nelyginiu.

Pvz., kélinyje 5, 1, 2, 3, 4 18 viso yra 4 netvarkos, todél jis vadintinas /yginiu, o atitinkamam
(1) pavidalo skaiCiui a,;a,,a,,8,,8s,, sudarytam i§ penktos eilés kvadratinés matricos
elementy, yra priskirtinas Zenklas “plius”.

Ap. Dviejy indeksy sukeitimq vietomis kélinyje vadinsime transpozicija.

Pavyzdziui, i§ kélinio 5, 1, 2, 3, 4, indeksy 1 ir 3 transpozicijos pagalba gausime kéling
5,3,2,1,4.

Patikrinkime, koks yra naujai gauto kélinio lyginumas (lygiskumas): indeksas 5 sudaro 4
netvarkas, 3 sudaro dvi netvarkas, 2 — viena, o indeksai 1 ir 4 naujy netvarky nesudaro. Tad
viso kélinyje susidaré¢ 4 + 2 + 1 =7 netvarkos. Taigi, lyginis kélinys virto nelyginiu. Pasirodo,
kad taip yra kas karta, kai tik atlieckama viena transpozicija .

1 Lema. Kiekviena transpozicija keicia kélinio lyginumgq j priesingq.

[rodymo planas. 1. Kai sukei¢iamieji indeksai k; ir K; yra greta —lemos tvirtinimas
akivaizdus. 2. Kai tarp indeksuy k., k ; yra s kity indeksu, tai k. ir k j sukeisime vietomis
2s+1karta sukeisdami greta stovincius indeksus, todél, pagal pirma irodymo dalj, kélinio
lyginumas pasikeis.

2 Lema. Tarp visy n! kéliniy lygiai pusé yra lyginiy, kita pusé, — nelyginiy.

Irodymas. MIP pagalba, savarankiskai.

Dabar galime suformuluoti svarby kvadratinés matricos determinanto apibrézima.
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Ap. Algebrine sumq visy n! (1) pavidalo sandaugy, vadinsime kvadratinés matricos

A determinantu, Zymésime W ir rasysime:

A—|A, [A=) (-1 ay a,, ..a, -

Sandauga &y, 8, ...8, toliau vadinama matricos A determinanto nariu.

Svarbu suprasti, kad matrica yra skaiciu (lauko elementy) lentelé, o jos determinantas —

konkretus skai¢ius (bendriau: lauko elementas), gaunamas apskaiciavus #! (1) pavidalo nariy,

paimty su atitinkamais Zenklais, suma.

Be to, atsiminkite, kad determinantq turi tiktai kvadratinés matricos.

Pagal §j apibréZima, trecios eilés kvadratinés matricos determinantas yra sudarytas i§ 3! =
6 nariy. Pagal antra lema, trys 1§ ju yra turi Zenkla “plius”, kiti trys , — “minus®. Pvz., narys
a,,a,,a,, imamas su minusu, nes jo antryjy indeksu kélinyje 3, 2, 1 yra nelyginis skaicius (t.y.,
3) inversijy. Prisiming paragrafo pradZioje pateikta trecios eilés kvadratinés matricos

determinanto apibrézima, matome, kad jis visiSkai atitinka ¢ia suformuluotaji.

Keitiniai. Atkreipiu skaitytoju démesi i tai, kad (1) sandaugoje pirmuosius indeksus
(paprastumo délei) suraséme didejimo tvarka, todél ju kélinys inversiju visai neturi. UZtat mes
Jjilygir “pamirStame”. Apibréziant kvadratinés matricos determinanta, kartais elgiamasi kiek
kitaip: imami domén abu kéliniai, —ir pirmyju indeksy, ir antryju. Tada sumatricos determinanto
nariu

a; a8, 2)

kuriame jau ir pirmieji indeksai eina nebiitinai eilés tvarka, siejama kéliniy pora

PR PR
[jl Jo o J’
kuri vadinama n-ojo laipsnio Kkeitiniu.
Keitinj patogu suprasti, kaip atvaizdi (i, — |, ), kuriskélini i, i,,...,1, keicia kéliniu
I1s J2yeenr ], - Tarkimekélinyje iy ,1,,...,1,, yraunetvarky, okélinyje j,, j,,..., J,, - vnetvarky.

u+v

Tada nariui (2) priskiriamas zenklas (—1)""", o matricos A determinantu vadinama suma

20 a8,
kurioje, kaip ir anks¢iau, yra n! démeny (determinanto nariy).
Keitiniai turi daug jdomiy savybiu. Visyz-ojo laipsnio keitiniy aibéje K, apibréZus algebring
keitiniy daugybos operacija, galima jrodyti, kad algebriné strukttira (K, - ) yranekomutatyvi

grupé. Placiau su keitiniais ir ju savybémis susipazinsime per pratybas.
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Kaip matome, misy pasirinktas determinanto apibrézimas nemazina bendrumo, o tik

supaprastina situacija, pakeiciant bendra keitinio

i, ..
| PR PR

pavidala jam ekvivalenciu (atvaizdzio prasme) kanoniniu pavidalu,

1 2 .. n
(kl k, .. Kk, )’
panaudojant keitinio stulpeliy sukeitima vietomis (transpozicija). Akivaizdu, kad tokia
transpozicija minéto atvaizdzio nekeicia. Svarbu dar ir tai, kad tokia transpozicija nekeicia ir
keitinio keliniy sumarinio lyginumo, nes pagal pirmaja lema, viena keitinio stulpeliy transpozicija
abiejy keitinio kéliniy lyginuma pakeicia  prieSinga. Atskiru atveju, kai kelinys i,i,,...,1,
transpozicijy pagalba virstakeliniu 1, 2, ... , n, atsiduriame jau aptartoje situacijoje, kai nario
(2) zenkla lemia tik antryjy indeksy (apatinio) kelinio K, K,,...,K, inversijy skaiciaus s

lyginumas, nes 0+ s =s. Tokio bendresnio determinanto sagvokos supratimo prireikia, kai

norime irodyti matricos determinanto savybes (DS).

Determinanto savybés. Kadangi n-osios eilés kvadratinés matricos determinantas,
pagal apibréZima, yra suma i§ n! démeny (nariy), tai, kai n = 4, tuos narius darosi painu
iSraSyti: kai n=4, jy yrajau 24, o, kain=5,—net 120 . Todél skaiciuoti matricos determinanta
(ypac, kai n > 3), betarpiskai pagal apibréZima, yra nepatogu. Skaiciuojant determinantus,
labai pravercia lengvai frodomos ju savybes, kurias dabar ir iSvardinsime.

1. Matricos ir transponuotos matricos determinantai yra lygiis.

2. Jei matricoje yra nuliné eiluté (ar stulpelis), tai matricos determinantas lygus

nuliui.

3. Jei dvi matricos eilutes (stulpelius) sukeisime vietomis, tai jos determinantas tik
pakeis savo zZenklq.

4. Jei matricoje yra dvi vienodos eilutés (stulpeliai), tai jos determinantas lygus
nuliui.

5. Pastovy eilutés (stulpelio) daugikli galima iskelti pries determinanto Zenklq.

6. Jei viena matricos eiluté sudaryta is sumy & +b,,1 =1+n, tai determinantas lygus
dviejy determinanty sumai: pirmajame atitinkama eiluté yra a,,a,,...,a,,
antrajame, - b,b,,...,0,.

7. Matricos eilute (stulpeli) padauginus is skaiciaus ir panariui pridéjus prie kitos

eilutés(stulpelio), — matricos determinantas nesikeicia.
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8. Jei matricos eiluté (stulpelis) yra kity eiluciy (stulpeliy) tiesinis darinys, tai tokios
matricos determinantas lygus nuliui.

Savybiy nejrodinésime. Kai kurios i$ ju yra paprasta apibrézimo iSvada. Pvz., - antroji,

penktoji, SeStoji. Pirmoji savybe iSplaukia i$ to, kad po transponavimo narys & &y, .-y

i8lieka naujos matricos determinanto nariu, o jo Zenkla apsprendziantis sumarinis inversijy

k. k, .. K,
1 2 ... nY

yralyguss+0, t.y. liecka nepakitgs.

skaiCius keitinyje

Minorai ir adjunktai. Laplaso teorema

Kad bendru atveju irodytume Kramerio teorema, turime susipazinti su dar viena—matricos
k-osios eilés minoro savoka.

Ap. Jei mxn eilés matricoje A= (aﬂ ) laisvai pasirinksime k eiluciy ir k stulpeliy
(aisku, Kk < min(m, n)), tai jy susikirtime esancios kvadratinés k-osios eilés matricos
determinantq vadinsime matricos A k-osios eilés minoru . Zymima: M.

Atskiru atveju, kai k=1, (pirmosios eilés) minoras tiesiog sutampa su matricos elementu,
esanciu pasirinktyjy eilutés ir stulpelio sankirtoje.

Pavyzdziui, matricoje

1 -2 0 35
9 0 -17 4
11 2 26
0 -1 4 05

pasirinkeg antra, trecia ir ketvirta eilutes, bei pirma, ketvirta ir penkta stulpelius, gausime toki

S10s matricos 3 —osios eilés minora:

9 7 4
My =My =|1 2 6|=55.
005

Kaimatrica 4 yra kvadrating, tai pasirinkus po £ eiluciy ir stulpeliy, licka nepasirinkta po
n—keiluCiy ir stulpeliy, 1§ kuriy sudarytos 7 — k- osios eilés matricos determinantas vadinamas
minorui M, papildomu minoru ir zymimas M, .

Tarkime pasirinktyjy eiluciynumeriaiyra iy, i, ,...,1,, ostulpeliu- j,, j,,-..., J, - Pazymékime:

Sy =l Feti + ]+t |,
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Ap. Dydi (=)™ M := A vadiname minoro M, adjunktu.

Pvz., kai turime tokig ketvirtosios eilés kvadratine matrica:

1 211
2 3 3 2
A= i
0 051
-12 2 7
tai vienas jos antrosios eilés minory yra M, ,, = 5 , jam papildomas minoras yra
: 1 2 ' . _
M 2334 = 1 2 =4, s, = 2+3+3+4=12,0dydis A23’34 = (—1) M ma = 4iryra

minoro M 4, adjunktas. Tad: minoro adjunktas irgi yra skaicius, gaunamas pagal
apibrézime nurodytq taisykle.

Lema. Matricos minoro M ir jo adjunkto A = (—1)SM M, sandauga yra lygi
matricos A determinanto K (n - k)! nariy, paimty su tais zenklais, su kuriais jie jeina
i determinantq, sumai.

Ir. 1. Tarkime minoras M, yra pirmosiose k eiluciy ir stulpeliy. Tada jo adjunktas
A, =(~21)* M, sutampasupapildomuminoru M ,sudarytu s likusiy n— K eiluéiyir stulpeliy,
nes S,, = 2(1+...+K).Jeibendrasis minoro M, narys yra:

(-1 8y, s, - B, »
0 jo papildomo minoro, atitinkamai:
(-2) A1, B Ker2, By, En 0

tai ju sandauga

(_ 1)%*52 aﬂalaZaz "'akak ) ak+1,ﬁk+1ak+2,ﬂk+2 a'f"ﬂn

akivaizdziai turi lygiai po vieng atstova 18 kiekvienos matricos 4 eilutés ir stulpelio. Be to,
kiekvienas i§ indeksy ¢, i =1+k yra mazesnis uz bet kuri i§ B, j=(k+1)+n, todél
inversijy skai¢ius kélinyje o,...,0 , Bi.1r-- B, irgilygus S + S,. Kadangi minoras M turi
k ! nariy, o papildomas minoras M| - (n—k)! nariy, tai, pagal kombinatoring daugybos
taisyklg, sandauga M, M, i§ viso duos k!(n—k)! matricos 4 determinanto nariy su
atitinkamais Zenklais.
2. Kai matricos 4 minoras M, yra eilutése ir stulpelivose su numeriais i;,i,,...,I, ir
Jirdgsen o tal, atlike iy =141, = 24+...+i, —Keiluciyir j, =1+ j, —2+...+ j, —K stulpeliy

sukeitimy vietomis, matricos 4 determinanta suvesime i jau aptarta atveji. Sie sukeitimai tik
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i, +i, ot + Jy+ et o — 20+ 2+...+k) =5, —k(k+1) karty pakeis matricos

determinanto Zenkla. Bet, (—1)* (k) M, =(-1)* M, = A . QED.

Laplaso teorema (P.S. de Laplase, 1749 — 1827, pranciizy matematikas). Matricos
determinantas yra lygus visy bet kuriose k eiluciy esanciy minory ir jy adjunkty sandaugy
sumai.

Irodysime §ia teorema tik atskiru atveju, kai k = 1. Tada pasirinkus, pavyzdziui, i —taja
eilutg, jos elementai &;, j =1+ N irbus teoremoje minimi minorai. Pazyméjus ju adjunktus

A;, ] =1+n, teoremos tvirtinima galésime uzrasyti taip:

|Al:a'ilAl+a12A2+"'+ainAn' (3)
Pagal lema apie minoro ir adjunkto sandauga, kiekvienas demuo a; A, j =1+n yra
lygus 1!- (n—1)! determinanto W nariy. Taciau atskirose sandaugose gauti nariai skiriasi
atstovu i§ 7 — tosios eilutés, todél viso gauname n-(n—1)!= n! skirtingy determinanto nariu,

t.y. visus narius. QED.

Dvi svarbios isvados is Laplaso teoremos
1. Teorema apie matricy sandaugos determinanta. Kvadratiniy matricy sandaugos
determinantas yra lygus dauginamyjy matricy determinanty sandaugai.

Irodymui sukonstruojame pagalbini 27 — osios eilés determinanta:

A O,

A:‘
B-

Jo kairiajame virSutiniame kampe yra matricos A= (:’:1i i ) elementai, deSiniajame apatiniame —
matricos B = (b, j ) elementai, O, simbolizuoja n-osios eilés kvadrating nuling matricq, (— E)
schematiskai reiskia vienetinei matricai prieSingaja matrica. ISskleide determinanta A pagal
pirmasias n eiluciy, gauname:
A=|A- 2B =|A-[).
Determinanto A stulpeliams taikydami atitinkamus EP, vietoje matricos B, galime paraSyti
matrica O,,. Tada pastarosios vietoje atsiras matricos C = (Ci j ): A- B elementai. T.y. gausime:

A=

A C
_En On

Dar karta skleisdami determinanta A, tik dabar jau pagal paskutinius z stulpeliy, turésime:
A= |C| (_ l)l+2+...+n+(n+l)+...+2n|_ E| _ |C| ] (_ 1)2n2+2n _ |C|
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I$ ¢ia iSplaukia teoremos tvirtinimas. QED.

|Al,kai i =K,
2. 8 Aq Tt a, A+t Ag = .
0 ,kaiizk.

Tikrai, kai | # K, tai pasinaudoje (3) formule, gausime determinanta su dviem vienodom
eilutétm. QED.

Dabar jau galime suformuluoti ir jrodyti Kramerio teorema bendruoju atveju. Tarkime
reikia iSspresti TLS su 7 lygciy ir tiek pat kintamuyjy:

a11X1+a12X2 +"'+a1n n =b1’
Ay X, + 80X, +...+a,, X, =D,,

............................................. (*)

ay X +a,X +..+a, X, =b, .

Kramerio teorema. Jei TLS koeficienty matricos A determinantas H nelygus nuliui,

tai sistema turi vienintelj sprendini (K,,K,,...,K_) randamaq is formuliy:

kizﬁ;izlz....n. (4)
Cia A yra matrica, gauta pakeitus i-qji matricos A stulpelj laisvyjy nariy stulpeliu.
Irodymas. Pirmiausia tarkime, kad TLS (*) yra suderinta, t.y. egzistuoja bent vienas jos
sprendinys (K, K, ..., K. ). Tai reiskia, kad visos n TLS lyg¢iu, ista¢ius i jas vietoje kintamuju

X, Xy peeey X, atitinkamus rinkinio (K;, K, ,..., K, ) skaiGius, virsta teisingais teiginiais:

a11k1+aizk2 +..+ K, = b17

a, K, +a,k, +...+a,,k, =b,,

ak, +a,k, +..+a,k, =b,.
Atlikime tokius algebrinius pertvarkius: pirmaja lygybe padauginkime i8 skaiCiaus A,

antraja — 13 skaiCiaus A,, ..., n-taja — i3 skaiciaus A,. Po to, visas gautas (teisingas !)

lygybes sudékime. Gausime teisinga teigini:

(A Ay + 85 Ay + 8y A Ky + (@ Ay 85 Ap +..8, Ay K, +.. = BA, +..+ B A,
Pastebéje, kad, pagal Laplaso teorema, skaiCius prie k; yra lygus TLS (*) matricos

determinatui H, 0, pagal antraja iSvada 1§ Laplaso teoremos, visi koeficientai prie
ki ,i =23, ..., n yralygisnuliui, gauname lygybe:
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Ak =[A.

Kadangi, pagal teoremos salyga, |A4 # 0, tai i$ pastarosios lygybés skaiCius k; randamas
vienareiksmiskai:
kl = H .

Analogiskai jsitikiname kad irkiti K, , i = 2, 3, ..., n vienareik§miskai randami formuliy (4)
pagalba. Taigi, jeigu sprendinys egzistuoja, tai jis yra vienintelis ir randamas i$ formuliy (4).
Lieka patikrinti, ar duotoji TLS yra tikrai suderinta. Tuo tikslu skai¢ius k; ,i=1,2,...,n
istatykime i bet kuria, pavyzdziui, i- aja sistemos lygti. Naudodami sutrumpintus zymenis,
galime parasyti:

j=1

zau ‘|A4‘ |Alzauzblpﬁl W aublAl _W ~ bZ‘%AJ _W |A4:b'

Kramerio teorema jrodyta.
I$vada. THLS, kurioje m = n, tada ir tiktai tada turi nenuliniy sprendiniy, kai |Al =0.
PavyzdZiui, iSspreskime TLS (Cia: n=4):

X +2X, + X+ X, =1,

2% +3X, +3X; +2X, =0,
5%, + X, =0,

—X +2X%, + 2%, + 7%, =0.

Taikydami Laplaso teorema, apskaiciuosime Sios TLS matricos 4 determinanta ir stengsimes
skaiCiuoti kuo racionaliau. Skleidimui ne tik pasirinksime trecigjq eilute (i =3, nes joje yra
nuliy!), bet pries tai ja dar ir pertvarkysime, panaudodami DS. O, biitent: ketvirtqji stulpeli
padauginsime i$ skaiciaus (-5) ir panariui pridésime prie treciojo. Matrica A pasikeis i
tokia:

1 2 -4 1

2 3 -7 2
B=

0 0 0 1]

-1 2 -33 7

Remiantis iSvardintomis DS, konstatuojame, kad H = | B| . Bet, pagal, Laplaso teorema:
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1 2 -4
|A=|B=0+0+0+1-(-)**-|2 3 -7
-1 2 -3

Si determinanta jau nesunku apskai¢iuoti tiesiogiai, pagal auksciau pateikta apibrézima.
Taciau mes dar pratgsime DS taikyma toliau. Turime (¢ia veiksmus su eilutémis apraséme
santrumpomis):

1 2 —-4|-2uw,, |1 1 -4
L+l
A=-2 3 -7| = -|0 -1 1|=-1(-)*:

3 =37
-1 2 -3 0 4 -37

-1 1
‘:—(37—4) =-33,

Kadangi TLS matricos determinantas nelygus nuliui, tai TLS turi (vienintelj) sprendini.

Toliau, apskai¢iuokime, pavyzdziui, A4| :
1 211
3 3 2 3 2 3
= =(-D"0 0 5=-(-1)*°-5 =5(4+3)=35
A= 2 3 3 0y R
-1 2
-1 2 2

Panasiai: |Ai| =85, |A2| =-73 |A3| = —7. Tad vienintelis duotosios TLS sprendinys yra

oo (.86 78 7 35
skai¢iy rinkinys: 33'33'33" 33/
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Paskaita 2 — 03

Matricy algebra

Determinantai, juy savybés, Laplaso, Kramerio teoremos.

Taikant tiesinés algebros metodus praktikoje, tenka operuoti didelémis duomeny bazémis,
nuolat spresti patogaus ir saugaus ty duomeny laikymo, koregavimo ir tvarkymo uzdavinius.
Duomenys (kompiuteriy atmintyje) dazniausiai kaupiami matricy pavidalu.

Matricy veiksmai. Keli apibrézimai:

Ap.1. Dvi vienodos eilés mxn matricas A= (aﬁ ) ir B= (b,] ) vadiname lygiomis,

jeigu (Vi j)aij =b; . Rasome: A=B.

Ap.2. Dviejy eiles mxn matricy A= (aij) ir B= (bij) suma vadiname tokiq eilés
Mx N matricq C = (Cij ), kurioje (vi, ) C; :=a; +b;. RaSome: C=A4+ B.

Ap.3. Matricos A= (aij )ir lauko elemento (skaiciaus) k sandauga vadiname matricq
D= (dij ), kurioje (Wi, j)dij :=K-@a;. Rasome: D =FkA.

Ap.4. Dviejy matricy. A= (aij ), mxsir B = (bij ), SX N sandauga vadiname eilés mx n
matricq C = (5” ), kurioje (Vi, j) C; 1= ayby; +a,b,, +...+a.by . Rasome: C =4B.

Pavyzdziai. Kai

1 -2 2 5 0 0 -31 1 0
A=l 0 -4 1 3 1| B=[2 -4 3 3 1]
-2 0 3 -17 -2 0 3 -1 6
tai
1 -5 3 6 O0 -3 6 -6 -15 O
A+B=[ 2 -8 4 6 2| -3A=| 0 12 -3 -9 -3 |
-4 0 6 -2 13 6 0 -9 3 -21
1 0
1 -21 0 O 0 1 2 -2
Kai A=/ 0 -1 1 3 1[o B=(1 Oftai AB=[-2 4|
-1 0 3 -10 -1 1 3 -1
0 2

Apibréztieji matricy veiksmai turi skaiciy algebroje iprastas savybes:
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A+B=B+A, A+(B+C)=(A+B)+C, (A+B)C=AC+BC, A(BC)=(AB)C.
Taciau: skai¢iy daugybos komutatyvumo savybé ab = ba, matricoms negalioja! Kad
tuo isitikintume, uztenka panagrinéti kad ir auksciau pateikta pavyzdi: matricu 4 ir B sandauga
AB mes suradome, o, pabandg apskaiciuoti BA, pastebime, kad to padaryti negalima, nes
nesuderintos matricy B ir 4 eilés. Nesunku parinkti ir tokias dvi matricas A4 ir B, kurioms
sandaugos 4B ir BA egzistuoty, bet bty nelygios.
Butent, kai

1 2 1 -1) . 1 -1 -2 -2
A= ,0 B= ,tai AB = . Tuo tarpu BA = # AB.
3 4 0 O 3 -3 0O O

Matricy , kuriy eilé yra m X n, o elementai yra i lauko R aibg zymésime M __(R).

Teorema. Algebriné struktira (M . (R), + ) yra Abelio grupé.

Ir. Svarbiausia yra irodyti, kad matricy sudéciai yra ivykdoma atvirkstiné operacija: matricy
atimtis. Prisiming bendraja algebriniy struktiiry teorija, konstatuojame, kad tam uztenka parodyti,
jogmatricyaibeje M (R) yraneutralusis sudéties atzvilgiu (nulinis) elementas, bei kiekvienai
matricai simetriskas (prieSingas) elementas. Tai iSplaukia iS Sitokiy apibrézimuy.

Ap. Matricq O= (Oij ) kuri tenkina sqlygg A + O = A, su visomis eilés MXnN
matricomis A, vadiname nuline matrica. Akivaizdu, kad tokia matrica yra ir, kad
(Vi, j)oij =0.

Ap.Kai Ae M _(R), tai matricq B = (bij ) kuri tenkina sqlygq A + B = O, vadiname
matricai A prieSinggja matrica. Akivaizdu, kad tokia matrica yra ir, kad (Vi, j) b, =-a;.

KAD savybes irodykite savarankiskai.

e =1 kaii=]j,

Ap. Kvadratine n-osios eilés matricq E, = (e,]- ), kurioje { vadiname

0, kai i # |
vienetine matrica.
Nesunku isitikinti, kad, jei tik daugyba galima, tai AE=FEA=A .

Atvirkstiné matrica

Ap. Tarkime A= (aij ) yra bet kokia n-osios eilés kvadratiné matrica. Matricq B
vadinsime matricai A atvirk§tine matrica, jei AB = BA=E. Zymime B= A™.

AtvirksStiné matrica egzistuoja ne visoms kvadratinéms matricoms.

Teorema. Kvadratinei matricai A= (aij ) atvirkstiné matrica egzistuoja tada ir tiktai

tada, kai matricos A determinantas |A| nelygus nuliui.

101



2-03 ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA

1. Tarkime priesingai: nors A™ egzistuoja, bet |A4 = 0. Taciau tada, pasinaudoj¢ teorema
apie matricy sandaugos determinanta ir lygybe AA™ = E , gauname priestara;
AA'=E > ‘AA‘l‘ =|E| =1ir tuo pat metu ‘AA‘l‘ =|A -‘A‘l‘ = 0-‘A‘1‘ =0.

2. Jeigu | P{ # 0, tai nesunku patikrinti, kad matrica

A Ay Ag
G 1A Ap o Ag
Al =—
Al (*)
An A o Ay

tenkina atvirkstinés matricos apibrézima. QED.

Ap. Kvadratiné matrica, kurios determinantas nelygus nuliui, vadinama reguliaria
(kitaip: neissigimusia).

Duotajai matricai atvirkSting matrica galima rasti elementariyjy pertvarkiy biidu.

1 pavyzdys. Matricai

-1 0 O
A= 3 1 O
0 1 -1

apskaiciuosime atvirksting matrica EP metodu. Tuo tikslu sudarome matrica 4 | E ir, taikydami
EP tiktai eilutéems, matrica A pertvarkome i vieneting. Nesunku irodyti, kad tada E vietoje

atsiranda A™.

-1 0 0]/12 00 -1 0 0]/12 00
3 1 0/010}M422430 1 0|31 0"ty
0 1 -1/0 0 1 0 1 -1/0 0 1
-1 0 0|/1 0 O 1 00/-10 0
-0 1 0/3 1 o|l—%40 1 0/3 1 O
0 0 -1/-3 -1 1 0 0 1|3 -1
Tad (patikrinkite):
-1 0
Al=[3 1 0
3 1 -1
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Uzduotis: savarankiskai patikrinkite, kad kai n = 3, formule (*)

apibrézta matrica A tenkina sqlygq: AA™ = A'A=E.

1 0 O
2 pavyzdys. Kai A=[2 3 0 | tai|4|=-3#0. Todél A™ egzistuoja. Ja rasime
01 -1

3
formulés (*) pagalba. Rade adjunktus A, = (- 1)1+l L

0 2+1
Js A= (1)

0 OJ
=0,
1 _

A,=0, A,=2, A,=-1, A,=0, A;=2, A, =-1, A, =3, i, pasteb¢je, kad
adjunkty matrica formuléje (*) yra transponuota, gauname:

-3 0 O
at=_Y o 10
2 -1 3

Isvada. Jei kvadratiné matrica A turi atvirksting, tai tiktai viena.
Tikrai, tarus, kad matricai 4 yra bent dvi skirtingos atvirkstinés matricos A’ ir A”, i§
matricy daugybos asociatyvumo ir atvirkStinés matricos apibréZimo tuoj gauname:
1) AAA = (AA)A" =EA" = A,
2) AAA” = A(AA")= AE = A . Bettada A= A”. Prieitara.
Reguliariy 7 — osios eilés kvadratiniy matricy aibg Zymésime M °(R), t.y.:
M (R ={A| Ae M, (R), | Al O}.
Teorema. Algebriné struktiira (M °(R),- ) yra nekomutatyvioji grupé.
[rodymas iSplaukia i§ teoremos apie matricy sandaugos determinanta ir matricy daugybos

asociatyvumo.

Ap. Kvadratine n — osios eilés matricq A= (aij ) vadinsime [striZainine, jei
(Wi, j,i# j)aij =0.

Pavyzdziui, vienetiné matrica yra jstrizaining.

ISvada. Reguliariy jstrizaininiy matricy aibé yra multiplikaciné Abelio grupé.
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Paskaita 2 — 04

Vektoriy - eilu¢iy erdvé R"
Matricy algebra. [sitikinome, kad algebriné struktiira (M e (R), + ) yra Abelio grupé, o struktiira
(M °(R),- ) yra nekomutatyviosios grupés pavyzdys. Cia:
M2(R):={A|Ae M, (R),| Al O}.

Susipazinome su atvirkstinés matricos savoka, jos radimo algoritmais.

nxn

Vektoriai ir jy veiksmai

Ap. Sutvarkytq realiyjy skaiciy rinkinj (K., K, ,...,K ) vadinsime n-maciu vektoriumi
— eilute ir zZymeésime o= (K, Ky,...,K, ) .

Visy tokiy vektoriy aibé iyg’ﬁg}% R" . Prisimine aibiy Dekarto sandaugos apibréZzima,
galime uzraSyti, kad R" = Rx Rx...x R.

Pavyzdziui, o = (-1, 2, 3, 0) yra keturmatis vektorius - eiluté. T.y. oc € R*.

n- matj vektoriy — eilute daznai vadinsime tiesiog vektoriumi.

n-matis vektorius gali buti suprantamas kaip eilés 1x n matrica. Tada vektoriy veiksmy
apibrézimai bus jau matyti ir todél lengviau suprantami bei isimenami.

Ap. Vektoriy o= (K, Ky ...,k ) ir B:=(,,1,,...,1 ) suma vadiname naujq n-mati
vektoriy o+ B:= (K, +1;,K, +1,,0 K, +1).

Ap. Skaiciaus ce R ir vektoriaus o = (K., K,,....K.) sandauga vadinsime vektoriy
ca : = (ck;, K, ,...,cK ).

Sie veiksmai turi visas jprastas savybes, kurias jau aptaréeme kalbédami apie matricy
algebra. Tad nesunku aptarti ir vektoriy skirtumaq, nulini vektoriy O ir vektoriui o priesingq
vektoriy —a : = (—1)o . Galima konstatuoti, kad: struktiira (R” o+ ) yra adiciné Abelio
grupe.

Dar pastebésime, kad visiskai panasSiai galima apibrézti n—macius vektorius — stulpelius
(t.y. transponuotas eilutes) ir veiksmus su jais.

Ap. Algebriné struktiira (R” T ) vadinama n- mate aritmetine (vektorine) erdve.

Aibes R?ir R® geometriskai galima interpretuoti kaip plok$tuma ir trimatg erdve.

Vektoriy rinkinio tiesiné nepriklausomybé

Ap. Jei turime keliy n-maciy vektoriy rinkinj (kartais sakoma: sistemq) 0(;,0,,...,0,,
(sutrumpintai - (@), ) ir rinkinj bet kokiy realiyjy skaiciy 1,,1,,...,1., tai naujq n- matj
vektoriy o :=l0 + 1,00, +...+1 o, vadinsime rinkinio (¢t),, tiesine kombinacija

(kartais: tiesiniu dariniu).
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Pavyzdziui,jei o, = (-1, 2,3,1), o, = (-1, 2,3, 2), oty = (-1, 2, 3, 5), tai viena i§ Sios
sistemos tiesiniy kombinaciju yra vektorius ot =1-o¢, +1-ax, +1-0t, = (-3, 6, 9, 8).

Tiesingje algebroje viena svarbiausiy yra vektoriy rinkinio (), tiesinés nepriklausonybés
savoka.

Ap. Jei n-maciy vektoriy rinkinio «a,,0,,...,0, tiesiné kombinacija
o=l + 1,00, + ..+ o, Iygi nuliniam vektoriui O := (0, 0, ...,0) tiktai tada, kai visi
skaic¢iai 1,1 =1 2,...,m yra lygis nuliui, tai rinkinys (¢t),, vadinamas tiesiskai
nepriklausomu (sutrumpintai — TN).

Priesingu atveju, Sis vektoriy rinkinys vadinamas tiesiSkai priklausomu
(sutrumpintai — TP) .

Pavyzdziui, rinkinys o, = (—1, 0,3 1), o, = (—1, 0,1, 2), o = (2, 0,-4,- 3) yra
tiesiskai priklausomas, nes 1-o, +1-a, +1-0t, = (0,0,0,0)= O. Tuo tarpu rinkinys
B, = (—l, 0, 0, O), , = (O, 1 0, 0), 3= (O, 0, 2, O) yra tiesiskai nepriklausomas, nes i$
salygos |, -a, +1, -0, +1, -0ty = (=1,,1,,21,,0)= (0,0,0,0) ir vektoriy lygybés apibrézimo,
tuoj pat i$plaukia, kad I, =1, =1, =0.

Vektoriy tiesiné priklausomybé plokstumoje R? reiskia vektoriy kolinearuma, o trimatéje
erdveje R®, —vektoriy komplanarumq. Tuo atveju, kai turime didesnio nei tre¢io matavimo
vektorius, - vaizdZios geometrings interpretacijos néra.

Teisingi tokie teiginiai - teoremos:

- jei vektoriy rinkiniui (@), priklauso nulinis vektorius O, tai rinkinys yra TP,

- vektoriy rinkinys (&),, yra TP tada ir tiktai tada, kai bent vienas rinkinio
vektorius yra kity rinkinio vektoriy tiesiné kombinacija;

- jei vektoriy sistema (rinkinys) (@), yra TN, tai ir bet kokia jos posistemé
(), ,r <mirgiyra TN,

- jei vektoriy rinkinio dalis (posistemé) yra TP, tai ir visas rinkinys yra TP;

- jei turime TN vektoriy rinkini (@), ir kiekvienas jo vektorius yra kito vektoriy
rinkinio (B), tiesiné kombinacija, tai m<K.

Siy teoremy frodymai remiasi vektoriy rinkinio tiesinés nepriklausomybés apibrézimu.
Pateiksime pirmyju dviejy savybiy jrodymus.

1.Jei Oe (a),, tai lengva suvokti, kad tada rinkinio vektoriy tiesinéje kombinacijoje
konstanta prie vektoriaus O paéme nelygia nuliui, o visas kitas — lygias nuliui, gausime nuling
vektoriy. Tad, (@), - TP.

2. a) Tarkime, kad vektoriy rinkinys (ct),, yra TP. Tada egzistuoja rinkinys skai¢iu
l,,15,.. 1, 18 kuriy bent vienas (tarkim, pavyzdZziui, |,) nelygus nuliui, bet

Lo, + 10, +...+1 0, = O. Taciau tai, kad |, # 0, leidZia pastaraja lygybe perrayti taip:
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I | | e e . . .
o, = —l—locl —|—3053 —...— "o, ,otaiirreiSkia, kad vienas rinkinio () ,, vektorius (bitent,
2 2 2

o,) yra likusiy vektoriy tiesiné kombinacija.

b) Tarkime, atvirkSCiai: vienas i§ rinkinio vektoriy (tegul, pvz., o, ) yrakity rinkinio vektoriy
tiesine kombinacija, t.y. o, =0, + 1,0, +...+1 o,

Betsi lygybeé gali biti perraSytair taip: — o, + 1,0, + 1505 +... + 1, = O ir, kaip matome,
koeficientas prie pirmojo vektoriaus yra —1 #0. Tad 2 savybé pilnai jrodyta.

3.—4. savybiy jrodymai — savarankiskai.

Detaliau aptarsime dar paskutings, 5 - osios savybes jrodyma.
5. Tarkime prieSingai: nors rinkinys (¢t) ,, yra TN ir kiekvienas jo vektorius yra kito vektoriy

rinkinio (B), tiesiné kombinacija, t.y.
K
(Vi)(zlaij )ai = ailﬁl +ai2ﬁ2 t..t aikﬁk = 2 h ﬁj
=

bet m> k. Tada, pazyméje k—macius vektorius y; = (aj 19 Qg ey Ay ), konstatuojame,
kad jy rinkinys (y),, yra TP. Mat vektoriné lygtis

Ky, +Ky, +..+K,7,, =0
yra ekvivalenti THLS (uzrasykite ja!), kurioje lygéiy yra maziau nei kintamyju (K < m). Kaip

zinia, tokia THLS turi ir nenuliniy sprendiniy, t.y. egzistuoja toks nenulinis rinkinys

(k,,...k ), kad

Y ka, =0, j=12..k.
i=1

IS ¢ia gauname:
m m k k m k m k m
zkiaizzkil aijﬁj :Z_ kiaijﬁj ZZ(Zkiaijﬁjjzzaij(zkiaij]ﬁj =0,
i=1 i=1 j=1 j=1i=1 j=1\ i=1 j=1 i=1

t.y. rinkinys (ct),, yra TP. Prie$tara. QED.

Vektoriy rinkinio baze ir rangas

Ap.Vektoriy sistemos (rinkinio) (ct),, posisteme 0 ,C.; ,...,0, vadiname baze, jeigu
Jji tenkina du reikalavimus:

- posistemé Q; ,Q;_,...,0,; yra TN ;

- kiekvienas sistemos (&), vektorius tiesiskai issireiSkia per posisteme
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Kitas tos pacios savokos apibrézimo variantas yra toks.

Ap. Maksimaliq tiesiskai nepriklausomq sistemos Q,0.,,...,0, posisteme
o, 0 ..., 04 vadiname vektoriy sistemos (rinkinio) (@), baze.

Lengva patikrinti, kad Sie du apibréZimai yra ekvivalenttis. Mes dazniau naudosime pirmaji
18 Siy apibrézimy. Buty korektiska irodyti teorema apie apibrézimy ekvivalentuma . Pabandykite
tai padaryti savarankiSkai.

IS 5 — osios vektoriy tiesinés nepriklausomybés savybés nesunku gauti tokia svarbia iSvada.

Teorema. Visos vektoriy rinkinio (o)., bazés turi vienodq vektoriy skaiciy.

[r. Tarkime @; , @ ,...,Q; ir o ,&; ,....0; yra dvi kokios nors rinkinio (&), bazés.
Sutrumpintai zymékime jas atitinkamai (o, )r ir (a J- )t. Taciau (o, )r kaip baz¢ yra TN ir
tiesiskai i8sireiskia per ((x J- )t , kadangi (oc J. )t irgi yra baz¢. Tada i§ 5 — tosios TN savybes
iSplaukia: r <t. Analogiskai gaunameirt <r.Todel, t =r.QED.

Taigi, bazés vektoriy skaicius yra konkrecios sistemos () ,, invariantas (nekintamas
dydis). Jam suteikiamas specialus pavadinimas.

Ap. Bazés vektoriy skaiciy r vadiname vektoriy rinkinio (@), rangu.

Zymime 1 = rang(c),.

Pavyzdziui, jau nagrinéto rinkinio (a);: o, =(-1,0,31), o, =(-1,0,1, 2),
oy = (2, 0, -4, - 3) bazg sudaro, vektoriai ¢, ir 0. Mat, kaip nesunku jsitikinti, jie sudaro

tiesiskai nepriklausomq sistemos (o), posisteme. Be to, o, =—a, —o,. Todél:

rang(a), = 2.

Vektoriy — stulpeliy erdvé. Primenu: visos Cia aptartos savokos ir savybés lieka
galioti, jei kalbame ne apie vektorius — eilutes, o apie vektorius — stulpelius . Pvz., vektoriy
—stulpeliy rinkinys

2 3 0 5 3
-1 -1 -1 -1 0
o, = O,sz: , O3 = 7 , Oy = _2,0‘5_ 3
4 1 2 0 -4

yra tiesiSkai priklausomas, nes vektoriy yra daugiau nei keturi. Nesunku patikrinti, kad vektoriai

ay, o, 0., 0, yra §io rinkinio bazé. Tad rang(o)s = 4.
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Paskaita 2 — 05

TLS suderintumo Kkriterijus

Vektoriy — eiluciy aritmetiné erdvé RN = (Rn, +,- ) Svarbios savokos: TN vektoriy rinkinys,

vektoriy rinkinio bazé ir rangas.

Vektoriaus koordinatés. Galima kalbéti ir apie visos vektoriy — eilu¢iy erdvés R"
bazg. Apibrézimas lieka beveik pazodziui toks pat:
Ap. Erdvés R" baze vadiname tokj jos vektoriy rinking (¢t),,, kuriam yra ispildytos
dvi sqlygos:
- (a),, yra TN;
- (VBe R @1, ) B =ity + 1,00, + .41 0,
Arba: Erdvés R" baze vadiname maksimaliq TN vektoriy sistemq (o) .,
Lieka teisinga ir teorema apie tai, kad: visos erdvés bazés turi vienodq vektoriy skaiciy.
Jos irodymas yra toks pat kaip ir baigtinio vektoriy rinkinio atveju.

ISvada. Bet kuri erdvés R" bazé turi lygiai n vektoriy.

[rodymui uztenka patikrinti , kad n-maciy vektoriy rinkinys (€),:

£,=(10,0,..,0),
£,=(0,1,0,..,0),
e, =(0,0,0,..1)

tikrai sudaro R" bazg. Juk rinkinyje (€), yran vektoriu.
Baz¢ (¢), kartais vadinama standartine (paprasciausia) baze.
Skaiciai |, i§ bet kurio vektoriaus 8 € R" tiesinés israiskos per bazés (o) , vektorius:
B=lLo, +L0,+.+l a,
vadinami to vektoriaus B koordinatémis bazéje (x),,. Zymima: B = (I, 1,, ... o) fol-
Teorema. Vektoriaus koordinatés duotoje (sistemos ar visos erdvés) bazéje
nustatomos vienareiksmiskai.
[r. Targ, pavyzdZiui, kad (c¢), yra visos erdvés baze, ir yra vektorius 8 € R", kuriam
teisingos bent dvi skirtingos iSraisSkos:

B=la +Lo,+..+| .«

n~"n?>
B =ko, +k,a, +..+ K .,
atémg jas viena i$ kitos gautume (turédami omenyje, kad (!) ne su visais i, |, = k;):

O=(,-k)o, +(I, = k), +...+ (1, - k,)ex,,.
Bet tai priestarauja teiginiui, kad () , yra bazé, taigi ,— TN rinkinys. QED.
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Pvz., rinkinys: & =(1,0,0,0), €,=(1,10,0), £&,=(1220), &, =(1,1,1,1) yra
erdvés R*baze, o vektoriaus f§ = (— 321 2) koordinatés joje yra tokios:
l, =1, 1,=11;=-1,1,=2.
Bendruoju atveju jos surandamos i$ vektorinés lygties
B=le +le,+..+l.¢,,

kuri, sulyginus atitinkamas koordinates, virsta TLS kintamujy |, , i =1+ n atzvilgiu.

Matricos rangas

Ap. Matricos rangu vadiname jos stulpeliy rinkinio rangq.

Zymime r = rangA.

Véliau mums bus naudinga tokia savoka.

Ap. n-maciy vektoriy rinkiniai (@), ir (B), vadinami ekvivalendiais, jei kiekvienas
rinkinio (¢t),, vektorius tiesiSkai iSsireiSkia per rinkinio (), vektorius ir atvirksciai:
kiekvienas rinkinio (B), vektorius tiesiskai iSsireiSkia per rinkini (o),

Teorema. Ekvivalenciy vektoriy rinkiniy rangai yra vienodi.

Teoremos jrodymas iSplaukia dukart pasinaudojus 5 —taja vektoriy TN savybe.

Yrakeletas metody matricos rangui rasti. Pirmasis 18 jy remiasi tokiu vokie¢iy matematiko
Frobenijaus (F.G.Frobenius, 1849-1917) jrodytu faktu.

Frobenijaus teorema. Jei matrica turi r — osios eilés nelygy nuliui minorq, o visi r+1
—osios eilés matricos minorai lygiis nuliui, tai skaicius r yra lygus matricos rangui.

[r. Tarkime, kad tas r-osios eilés minoras M, yra kairiajame virSutiniame matricos kampe:

a:I.l air a:I.,r+1 aln

a'21 e a2r a2,r+1 e a2n
A=

arl arr ar,r+1 arn

a'ml a'mr am,r+1 amn

Pazyméj¢ matricos stulpelius f3,,..., B, ,..., B, , konstatuojame, kad:

1. Pirmiejirstulpeliy B,,..., B, yra TN. Kitaip determinantas M, prieSingai teoremos
salygai, biity lygus nuliui.

2. Betkuriskitas, pvz., /—tasis stulpelis 3, tiesiSkai iSsireiskia per f3,,..., 8, . IS tikruyju,

paimkime pagalbinj r +1 - osios eilés determinanta:
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ay - & g
A=

arl arr a'rI ’

& - & @

gauta prijungus viena i§ likusiy B, .,,..., B, stulpeliy, ir bet kuriq, pavyzdziui, i - gja eilutg.
Tada gausime, kad A = 0 arba kaip minora M apgaubiantis r+1 — osios eilés minoras,
arba kaip determinantas, kurio dvi eilutés yra vienodos. I$skleidg ji pagal paskuting eilutg,
gausime:

a,A +a,A +..+a, A +a,M, =0.

Sitokia lygybé yra teisinga su visais | =1+m, be to, skai¢iai A ,k=1+r nuo i
nepriklauso. Tai ir reiSkia, kad [-asis stulpelis yra stulpeliy f3, ,..., B, tiesiné kombinacija.

Jeiminoras M biity kitose matricos A4 eilutése ir stulpeliuose, tai, reikiama kiekj karty
sukeite juos vietomis, perkeltume minora i kairiji virSutini kampa. Eilu¢iy (stulpeliy) sukeitimas
vietomis tiktai keicia determinanto Zenkla. Todél teorema teisinga ir bendruoju atveju. QED.

Antrasis matricos rango radimo metodas pagristas tokia teorema.

Teorema. Matricos eiluciy ir matricos stulpeliy rangai sutampa. Be to, tiek eiluciy,
tiek ir stulpeliy EP nekeicia matricos rango.

Irodymas iSplaukia kaip iSvada i§ Frobenijaus teoremos ir teoremos apie ekvivalenéiy
vektoriy rinkiniy rangus.

I8 tikryjy, paémus, pvz., eilés Nx m matricos stulpeliy rinkinj f3,, B, ,..., B,, iratlikus visus
tris EP (stulpeliy sukeitimas vietomis, padauginimas i§ € # 0, dviejy stulpeliy sudéjimas) gautume
(keisdami, paprastumo délei, tik §;, B, ir B;) rinkinj

Bz By Bs+CBy v B,
kuris yra ekvivalentus pradiniam. Vektorius B, i§ sistemos f3,, B,,..., B, taip i$sireiskia
persistema f,, B,,B;+¢B, ... B,y
Bs=-¢cB,+0-B,+1-(B,+cB,)+0-B,+...+0- 5.
Atvirks¢iai, vektorius B, +cf, perrinkini B, B,,..., B,, iSreiSkiamas taip:

Bs+cB, =0-B,+c-B,+1-B,+0-B,+...+0-B,..
Kity vektoriy iSraiskos dar paprastesnés. QED.

Pavyzdziui, abiem biidais rasime matricos
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2 -1 01
A=l1 -2 1 3
3 -3 14

ranga. Pradésime nuo EP biido. Naudodami jprastus Zymenis, turésime:

—Lo+Ls

2 -1 0 1)au+,( 2 -1 O 1)s+s. (0O O O 1)\s#s(O O O 1
4L+ L, 25+ PSS

1 -213|—->|-51 10|—->(-5110f{—-]0010

3 -3 1 4 -5 1 10 0O 00O 00O00O

todel r = rangA = 2. I8 tikryjy, nesunku pastebeti, kad treciasis ir ketvirtasis pastarosios
matricos stulpeliai yra TN vektoriy sistema. Jeigu bandysime prie jos prijungti dar viena (t.y.
pirma ar antra) stulpely, tai | sistema pateks nulinis stulpelis, todél, pagal anks¢iau minéta
savybe, toks rinkinys jau taps TP. Tad du minéti stulpeliai yra maksimali TN stulpeliy rinkinio
posisteme. ISvada: r = rangA = 2.

Verta jsidémeti, kad EP metodo matricos rangui rasti esmé yra tokia: naudodami EP eilutéms
ir stulpeliams, matrica kei¢iame taip, kad vienoje is jos istrizainiy stovéty nenuliniai

elementai, o visur kitur — nuliai. Nenuliniy elementy skaicius ir yra matricos rangas.

Dabar tos pacios matricos ranga apskaiciuosime panaudodami Frobenijaus teorema.
Pastebe¢je, kad matricoje yra nelygiy nuliui pirmosios ir antrosios eilés minory (pvz.,
M,, ==-1#0, M,,, =-3#0,ar M,,; = 2 # 0), nesunkiai jsitikiname, kad visi galimi
treciosios eilés minorai lygts nuliui (patikrinkite!). Todél rang4 =2.

Be to, Frobenijaus teoremos jrodymo eigoje isitikinome, kad, radus k-osios eilés nelygu
nuliui minorg M, , toliau reikia tikrinti ne visus k+1-osios eilés minorus, o tiktai apgaubiancius
M,.

Suformuluosime dar vieng svarbia teorema apie matricy sandaugos ranga.

Teorema. Matricy sandaugos rangas nevirsija dauginamyjy matricy rangy.

Ir. Tarkime A, B yra atitinkamai eiliy mx n ir NX S matricos; jy stulpelius pazymékime
atitinkamai o, , ., ..., 0, it B;, B,,..., B jusandauga C = AB = (c, ), 0 sandaugos stulpelius
Y1, 25+ Y s- Remdamiesi matricy daugybos apibrézimu, turésime:

Cy = a,b, +a,b, +..+a,b,, i=1+m,
bet Sitai reiskia ne ka kita, kaip vektoring lygybe:
Vi = byoy + 00, + .+ by,
t.y. rinkinys (y ), tiesiskai issireiskia per rinkinj (cr),. Tatiau tada irrinkinio (y ), bazé tiesiskai
igsireiskia per rinkinio (cr), baze. Pagal 5 — aja vektoriy tiesiné nepriklausomybés savybe

rangC = rang(y), < rang(o), = rangA.
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Panasiai, remdamiesi lygybe
Ci = &Py +a,by +...+ 3, b, k=1+s,
isitikintume, kad matricos C eiluciy sistema tiesiskai issireiskia per matricos B eiluciy rinkinj.
Bet ir eiluciy rangas sutampa su matricos rangu, tod¢l rangC <rangB. QED.
Dabar jau galime atsakyti ir { semestro pradzioje suformuluota klausima: kada TLS yra

suderinta (turi sprendiniy)?

TLS suderintumo kriterijus

Kronekerio — Kapelli teorema. Tiesiniy l[ygciy sistema
Yax =b, i=12..,m
i=1

yra suderinta tada ir tiktai tada, kai jos matricos ir iSpléstinés matricos rangai sutampa,
ty. rangA = rangA.

[rodymo Zingsniai: 1. Jei TLS suderinta, tai lygybé rangA = rangﬁ iSplaukia is to, kad
matricos A ir i§pléstosios matricos A stulpeliy rinkiniai BBy Bir By, Boy Bl B yra
ekvivalentiis. Tikrai, kadangi egzistuoja bent vienas TLS sprendinys (K,,K,,..., K. ), taii§ m
teisingy lygybiu

18plaukia vektoring lygybé:
B=kpB, +K,B,+...+Kk.B,.

Kiti stulpeliy rinkiniy vektoriai vieni per kitus iSreiSkiami trivialiai.

2. Jeigumatricy A ir Zrangai sutampa, tai ir baziniai (ranginiai) stulpeliai B , B;_ .-, B;
jose,—taip pat. Bet tada laisvyjy nariy stulpelis B turi per bazinius tiesiskai iSsireiksti, kitaip,
priesingai prielaidai, matricos A rangas bty bent r +1. Taigi, egzistuoja toks rinkinys

ki, K b K kad:

B =k B, +k B, +..+k B .
Akivaizdu, kad rinkinys (O 0k,0,..,0k 0.,k 0,.., O)yra TLS sprendinys. QED.
TLS suderintumo kriterijy pailiustruosime pavyzdZiais. Sistema

2%, —3X, —5X; = -8,
- X +4X, +11x; =15
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yra suderinta, nes akivaizdu, kad rangA = rang A= 2. Tuo tarpu sistema
X, —3X, — X, =-1,
- X +4X, + 2%, =1,
X, + X% =-1

sprendiniy neturi, nes rangA = 2,0 rangz =3.

Apibendrintasis Kramerio metodas
Panaudojant §i TLS suderintumo kriterijy, Kramerio metodu galima spresti jau bet kokias
suderintas TLS. Pavyzdziui, TLS

X, —3X, — %X, =-1,
- X +4X, + 2%, =1,
X, +%, =0

yra suderinta, nes rangA = rangA= 2. Taip yra todél, kad TLS matricoje yra antrosios

eilés minory (pvz., M 1, ;5) nelygiu nuliui, o vienintelis treCiosios eilés minoras

1 -3 -
M123,123:|A4: -1 4 2|=0
0O 1 1

Abu ispléstosios matricos A tregiosios eilés minorai irgi lygiis nuliui (jsitikinkite!). Formaliai

Al = 0. Taciau i§ to, kad M, ,,#0,

Kramerio taisyklés taikyti negalima, nes, kaip matéme,
iSplaukia, kad duotoji TLS ekvivalenti tokiai:

X — X3 =3%, -1,
=X + 2%, = —4X, +1.

Sia TLS jau galime spresti Kramerio taisyklés pagalba, nes jos matricos determinantas
M, .5 =1# 0. Turime:
3x, -1 -
-4x,+1 2

1 3x,-1
-1 —-4x,+
xl=f=2x2—1, xngz

—X, .

Todél bendrasis TLS sprendinys yra toks: (2X, =1, X, ,—X,), X, € R.
Imdami konkrecias X, € R reikSmes gausime atskiruosius TLS sprendinius, kuriy,
suprantama, yra be galo daug. Vienasis ju (kai X, =1) yrarinkinys (1, 1,-1).
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Paskaita 2 — 06

Vektorinés erdvés

Vektoriai, erdvé R", vektoriy — eiluéiy (stulpeliy) rinkinio bazé, rangas, matricos rangas; Kronekerio

—Kapelli teorema.

Erdvés R" ir n-macio vektoriaus - eilutés savokas galima nattiraliu budu apibendrinti.

Tarkime turime kokia nors aibg Vir skaliary (nebiitinai skai¢iy) lauka L.

Tarkime, aibéje V yra apibréZta vidiné algebriné binar¢ operacija, kurig mes vadinsime
sudeétimi ir Zzymésime “+”. Toliau, laikysime, kad aibé V' yra uzdara ir joje apibréztos iSorinés
operacijos daugybos is lauko L elemento, kuria zymésime " - ", atzvilgiu.

Ap. Struktirq V.= (V, +,- ) vadinsime vektorine erdve (VE) virs lauko L, o jos
elementus vektoriais, jei yra iSpildomi tokie reikalavimai — aksiomos:

. (v, + ) yra adiciné Abelio grupé.

2. Operacija yra komutatyvi, asociatyvi ir dukart distributyvi, t.y.
(@,BeV)(Vl,kel) la=al, (k)a=I (k)
(+K)a=lo+ke, |(e+p)=la+IB.

Pavyzdziai.

1. Atskiru atveju, $itoki apibrézima tenkina aibé R" ir laukas R.

2. GalimaimtiV=M__(K),0L=Q.

3. Vgalibiti tolydiniy intervale [a, b] realiyju funkcijuy aibé Cla, b]; L = R.

Tad erdve (R“ T )yra tik vienas 1§ daugelio vektorinés erdves pavyzdziy. Beje, kartais

vektorine erdve pavadiname jos bazing aibeg V.

Savybés. 1§ apibrézimo iSplaukia, kad aibéje V yra vienintelis nulinis vektorius ir
kiekvienam vektoriui & vienintelis priesingas vektorius (t.y. —a). Be to, veiksmai su
vektoriais turi jprastas savybes:

1. (VaeV)(WlelL)0 -a=1-0=0.

2. (VaeV)(-1) a=-c.

3. (Voci eV,i =1+m)(V|j eL, ] =1+n)(glj )-(2% ):ggljai )

Kaip ir ankséiau, vektoriy o : = |, + 1,0, +...+1 o, vadinsime vektoriy rinkinio (ct) ,

tiesiniu dariniu (kombinacija). Cia 1,,1,,...,] _, - yra bet kokie lauko L elementai . Kartais,
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norédami pabréZzti, kad O yra konkrec€ios vektorinés erdves (V e ) nulinis vektorius, vietoje
Ora8ysime O, .

Svarbus vektoriy rinkinio (@), tiesinés nepriklausomybés apibrézimas islieka beveik
nepakites. Pakartokime ji:

Ap. Jei vektoriy rinkinio (), tiesiné kombinacija o :=1,0 + 1,00, +...+| _a, . lygi
nuliniam vektoriui tiktai tada, kai visi skaliarai |, ,i =1, 2,...,m yra lygiis 0, , tai rinkinys
(), vadinamas tiesiskai nepriklausomu.

Lieka teisingos ir teoremos - savybés:

- jei vektoriy rinkiniui (@), priklauso nulinis vektorius O, tai rinkinys yra TP,

- vektoriy rinkinys (&),, yra TP tada ir tiktai tada, kai bent vienas rinkinio
vektorius yra kity rinkinio vektoriy tiesiné kombinacija;

- jei vektoriy sistema (rinkinys) (@), yra TN, tai ir bet kokia jos posistemé
(), ,r <mirgiyra TN,

- jei vektoriy rinkinio dalis (posistemé) yra TP, tai ir visas rinkinys yra TP;

- jei turime TN vektoriy rinkini (@), ir kiekvienas jo vektorius yra kito vektoriy
rinkinio (B), tiesiné kombinacija, tai m<K.

Teoremy jrodymai beveik nesikeicia.

Ir vektoriy rinkinio, ir visos erdvés bazés apibrézimai skamba taip pat, kaip ir anksciau:

Ap. Vektoriy sistemos (@) ,,, posisteme ., ,Q.;_,....0,; vadiname baze, jeigu ji tenkina
du reikalavimus:

- posistemé O ,0; ,....,0; yra TN ;

- kiekvienas sistemos (), vektorius tiesiskai iSsireiskia per o ,Q_,...,Q; .

Veélgi vektoriy rinkinio bazg galima apibrézti ir taip:

Ap. Maksimaliq vektorius tiesiSkai nepriklausomq sistemos o,,0.,,...,Q,, posisteme
o, @ ,...Q; vadiname vektoriy sistemos (rinkinio) (&), baze .

Akivaizdu, kad lieka teisinga :

Teorema. Visos vektoriy rinkinio ()., bazés turi vienodq vektoriy skaiciy.

Ap. Bazés vektoriy skaiciy r vadiname vektoriy rinkinio (), rangu.

Zymime 1 = rang(c),,.

Ap. Visos erdvés V' bazés vektoriy skaiciy d vadiname erdvés dimensija.

Zymime d =dimV.

Bazés keitimas. Kartais tenka viena VE baze keisti kita. Kyla klausimas, kaip susietos

to paties vektoriaus koordinatés skirtingose bazése?
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Jei (o), ir (B), yradvi VE bazés, tai kiekvienas “naujosios”bazés (), vektorius tiesiskai
igsireiskia per “senaja” baze (&), t.y. (pvz. kai L=R):
n
(i, i =1+n)(51tij €ER ] :1+n)ﬁi = Ztij(xl— _
j=L
Ap. Kvadratiné n — osios eilés matrica T = (tij ) vadinama bazés keitimo matrica.

Teorema. Jei vektoriaus o€\ koordinaciy bazéje (a )n eiluté yra (Il, .0l ), o)

bazéje (B), - (K., Ky, ...,K, ), tai:

N
(1,0l )=k, Ky k)T
1 isvada. Bazés keitimo matrica 7 yrareguliari.

2 isvada. (K, Ky, oo k)=, 1,,.001)- T

1 Kn
Skirtingai nuo n-maciy vektoriy — eiluc¢iy erdvés (R” , ), kurios dimensija, kaip
prisimename, yra 7, bendrosios vektorinés erdvés gali biiti ir begaliniamates.
Pvz., vektoriné erdvé (C[a, b], +, - ) yrabegalinés dimensijos erdvés pavyzdys. Be jprastu,
tokios erdvés turi ir idomiy specifiniy savybiy. Toliau mes domésimeés tik baigtinés dimensijos

vektorinémis erdvémis.

Poerdviai

Ap. Kai V,+,- ) yra VE virs$ lauko L, o V, cV ir ., +,-) irgi yra VE virs to
paties lauko, tai AS (Vl, +,- ) vadinama VE (V, +,- ) poerdviu.

Kiekviena VE turi bent du poerdvius: ({O}, +,- )1r (V, +,- ) Jie vadinami trivialiaisiais
poerdviais. Kai norime patikrinti, ar poaibis yra ir poerdvis, naudojameés tokia teorema.

Poerdvio kriterijus. Jei V, <V, tai AS (V,, +, - ) tada ir tiktai tada yra VE \/, + , - )
poerdvis, kai aibé \, yra uzdara vektoriy sudéties ir daugybos is lauko L elemento
atzvilgiu.

[rodymas - savarankiskai (Zr. pogrupio kriterijaus jrodyma 1 — 05 paskaitoje).

Pvz., vektorinés erdvés (M. (R), +, - ) poerdvis yra struktiira (M L (R)+,- ) Cia

M (R)-yraistrizaininiy matricy aibé.
Isvada.Kai (V, +,- ) yra VE vir§ lauko L, o (o), yra vektoriy i ¥ rinkinys, tai aibé

H(al,az,...,am):z{ﬁev | B =i|iai e L}

yra (V, +,- ) poerdvis. Jis vadinamas vektoriy rinkinio (&x),, generuotu poerdviu.
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Poerdviy sankirta, suma, tiesioginé suma

Ap. Dviejy VE (V, +,- ) poerdviy (Vl, +,- ) ir (VZ, +,- )sankirta vadiname
struktiirq (V1 NV,, +,- )

Ap. Dviejy VE (V, +,- ) poerdviy (Vl, +,- ) ir (\/2, +,- ) suma vadiname struktiirq
(Vl +V,, +,- ), kurios baziné aibé \, +V, yra sudaryta is visy galimy sumy pavidalo
o, +0o,, kai o, €V, 0 a,€V,.

Ap. Poerdviy suma vadinama tiesiogine suma, jei kiekvienas jos bazinés aibés V, +V,
vektorius o pavidalu o+, uzrasomas vieninteliu bidu.

Teorema. Keliy VE poerdviy suma ir sankirta yra VE poerdviai.

Irodymui (palyginimui Zr. teorema apie pogrupiy sankirtq) tereikia pasinaudoti poerdvio
kriterijumi.

Teorema. Bitina ir pakankama sqlyga, kad poerdviy (Vl, +,- ) ir (VZ, +,- ) suma
(V1 +V,, +,- ) biity tiesioginé yra: V; NV, = {O}

[r. Bitinumas. Jei poerdviy suma yra tiesioging, o V, NV, # {O}, tai i$ to, kad yra nenulinis
vektorius 3 € V, NV,, gauname prieStara, kad nulinis vektorius iSskaidomas dvejopai:
O=p+(-B)=(-B)+B.

Pakankamumas. Jei V, NV, = {O}, bet egzistuoja bent dvejopai uzraSomas vektorius
BeV,+V, taiislygybiu B =0, + 0o, 0, €V,, 00, €V, it B=a, +at,, €V, a, €V,
iSplaukia:

O=0, —0,+0, =0, =Y, +Y,, Y1EVL, Vo€V,

Jeigu dabar y, = o, —o, # O, tai i§ ¥, = —Y, gautume, kad y, € V, NV,. Priestara.

QED.

THLS sprendiniy poerdvis
Kaip zinome, THLS

Y ax =0, i=1,2,.,m a¢€R
k=1

yra visada suderinta. Nesunku patikrinti, kad jos sprendiniy aibé S tenkina poerdvio kriterijaus
salygas. Todél struktiira (S, +,- )yra erdves (R”, +,- )poerdvis.

Teorema. Dim S=n—r . Cia r=rangA.

[rodyma praleidZiame.

Ap. THLS sprendiniy aibés S baze vadiname fundamentine sprendiniy sistema.
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Vektoriniy erdviy izomorfizmai
Ap. Dvi VE (V,,+,- ) ir (V,,+,-) vadinsime izomorfiSkomis (atitinkamai —
homomorfiskomis), jei tarp baziniy aibiy V, ir V., galima nustatyti bent vienq tokiq

bijekcijq ¢ :V, «——V, (atitinkamai —siurjekcija) , kad galioty sqlygos:

1. (Va,beV,)p(a+b)=¢(@)+ o).

2. (VaeV,)Viel)o(l-a)=¢(a) ob)

Teorema. Dvi VE virs R yra izomorfiskos tada ir tiktai tada, kai jy dimensijos yra
lygios.

[rodymo Zingsniai.

1. Pakankamumas i$plaukia i tokios lemos:

Lema.lzomorfizmas ¢ :V, «<——V, bazg atvaizduoja | bazg.
2. Bitinumas. Kai erdviy (Vl, +,- ) ir (V2, +,- ) dimensijos yra vienodos, o (a)n ir

(B), yra ju kokios nors bazés, tai bijekcija ¢ tarp baziniy aibiy V, ir V, apibréZiame taip:

VaeV,) Zxa #)d’evz,a’::ixiﬁi.
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Paskaita 2 — 07

Euklido erdvés

Vektorinés erdvés ir poerdviai. Poerdviy suma, sankirta, tiesioginé suma. THLS sprendiniy aibés

savybés.

Skaliariné vektoriy daugyba. Apibendrintose vektorinése erdvése neturime jprasty
ir reikalingy vektoriaus ilgio, normos, kampo tarp vektoriy savoku. Jas galima jvesti erdveje
(V,+, ) (paprastumo délei, laikykime, kad L = R) apibrézus vektoriy skaliarine daugybq
(S9).

Ap. Dviejy argumenty realiq funkcijq \I X\ —— R vadiname vektoriy skaliarine
daugyba, jei ta funkcija tenkina tokias keturias aksiomas:

1. Vo, BeV) fla,B)=T(B, ).

2. (Vke L)Va,BeV) f(ka, B)=ki (B, a).

3. (Yo, ByeV) fla+B.y)=tloy)+ 1(B,7).
4. VoeV,o0#0) f(o,0)>0.
Paprasciausias tokios funkcijos erdveje (R", +, - ) pavyzdys: kai ot = (ai, Ay, A, ),0

B=by.b;,.., n)tai
flo B)=:(er >2dJ - (M

Cia d; -betkokie teigiami reallej1ska1c1a1 Dazniausiaiimama d; =1, j=12,.
Ap. n — mate vektorine erdve (E, + ,- ), kurioje yra aplbrezta skaliarine daugyba,

vadinama n — mate Euklido erdve (EE).

Skaliarinés daugybos savybés

. (VaeV)(a,0)=0.

2. {la+tB,y)=lo,y)+t(B,y), (Vl,te R) .

3. (a,a)=0=(x=0).

4. Vo, B,eV)(¥l ke R)<Z;‘I,al,z£kﬂ >:ff er_:llkj<ai, ).

Vektoriaus ilgis, norma
Ap. Dydis ”06” Z=<OC,OC> vadinamas vektoriaus o€\ norma, |(x|:= <O¢,O¢>

vektoriaus ilgiu.
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Kai skaliariné daugyba apibrézta standartiniu buidu (1) formulés pagalba, tai:

ot = /i d’a? .
i=1

Kosy — Buniakovskio nelygybé
Kampas tarp vektoriy apibréziamas jrodzius tokia teorema.
Teorema. (Vo, Be V)|<OC, ﬂ> i< |05| 1B .
[rodymas. 1. Jei o, 8 yratarpusavyje TN, taisu visais | € R, o # 13 . Tada
o —1B # O, 018 Cia, pagal 4 SS aksioma, iSplaukia, kad kvadratinis trinaris / atzvilgiu
(a—=1B,a-1B)=1%(B, B)—2(c, B) 1 + {0, @)
yra visada teigiamas. Taip yra kai jo diskriminantas yra neigiamas, t.y.

(o0, B)° = (B, B)-{at, ) < 0.

Tai ir reiSkia teoremos tvirtinima.
2. Kai o =If,tai gauname lygybe:
(o0, BY| =1 1el” = ]l =[] QED.

Kampas tarp vektoriy. Ortogonaliis vektoriai
Dabar jau galime apibrézti kampo ¢ tarp vektoriy ¢ ir [ kosinusa.

(o B)

Ap. COSQ = +———.
-1
Ap. Du nenuliniai vektoriai o ir B vadinami ortogonaliais, jei jy skaliariné sandauga
lygi nuliui.

Pastebékime, kad ortogonalumo savoka susijusi su tuo, kaip vektoringje erdveje apibrézta
skaliariné daugyba. Pvz., vektoriy - eilu¢iy erdvéje (Rs, +,- ) skaliaring daugyba apibrézus
(1) formule, kurioje d, =d, =d, =1 vektoriai o = (1, -2, 5), B= (—1, 2, 1) yra
ortogonaliis, nes:

(a, By=1-(-1)+(-2)-2+5-1=0.
Jeigu d, =1, d, =2, d, = 3, tai tie patys vektoriai jau néra ortogonalds, nes:

(o, By=1-1-(-1)+2:(-2)-2+3-5:1=6 0.

Ortogonalizavimas. Ortogonalios ir ortonormuotos bazés
Ap. Vektoriy rinkinys (at),, vadinamas ortogonaliu, jei (Vi # j)<0£i VO > =0. Jei, be

to, (Vi)”oci || =1, tai vektoriy rinkinys ((X)m vadinamas ortonormuotu.
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Taikymuose patogu, kai VE baz¢ yra ortonormuota. Tada skai¢iavimai labai supaprastéja.
Pasirodo, VE baze¢ visada galima ortonormuoti. Pradzioje parodysime, kad rinkinio
ortogonalumas ir tiesiné nepriklausomyb¢ yra tampriai susijusios savokos.

Teorema. Ortogonalus nenuliniy vektoriy rinkinys yra TN.

Ir. Tare, kad nenuliniy vektoriy rinkinys (a )m yra ortogonalus, bet TP, iSvedame:

3yl )% 0,0, 0) D1, =O. %)

m
Jei,pvz., |, # 0, tai, daugindami vektoriy E‘Ii(xi i§ vektoriaus ¢, ir pasinaudojg rinkinio
i=1

(oc )m ortogonalumu, i§ (2) gauname:

<§Iiai , ak> A

Priestara. QED.

Teorema. Kiekvieng TN rinkini (o), galima ortonormuoti.
[rodymo Zingsniai. Kai (¢ ),, yra TN vektoriy rinkinys, tai jo ortogonaly atitikmeni (),
k-1
gauname imdami: 8, = o, + chj <ak , B; >, k=1+m.
j=1

Ciakonstantos C,; vienareikSmiskai randamos iS formuliy:

Cy =——<ak’ﬁj>, j=1l+k-1.

Al

: : . e .. 1
Dabar belieka vektorius 3, normuoti pakeiciant juos vektoriais € 1=7—

B

Ap. VE baze (Oc)n vadinsime ortonormuota, jei rinkinys (Ot)n yra ortonormuotas.

B, Aisku,
kad vektorius dauginant i§ konstanty jy tarpusavio ortogonalumas nesikeicia.

Teorema. Euklido erdvéje vektoriy skaliariné sandauga tada ir tiktai tada yra lygi
koordinaciy sandaugy sumai, kai erdvés bazé yra ortonormuota.

Ir. 1. Kai bazéje (), bet kokiems vektoriams
o :inai , B :zyiai
i=1 i=1
turime

<O‘: ﬁ>:iznl,XiYi >

121



2-07 ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA

tai baziniams vektoriams 1S tiesines iSraiSkos
o =0-0,+0-0,+..40-0¢, ;, +1-¢, +0-0¢, , +...4+0- @,
gauname
(VKXo o) =1, (Vk# jXe,, ;) =0.
2.Kaibazé (o), yra ortonormuota, tai i3 skaliarinés daugybos savybiy isplaukia:

(a, ﬁ)ziixiyj<ai,aj>=§xiyi . QED.

i=1 j=1

EE izomorfizmai
Ap. Dvi EE (El, +,- ) ir (EZ, +,- ) vadinsime izomorfiSkomis (atitinkamai —

homomorfiskomis) , jei tarp aibiy E, ir E, galima nustatyti bent vienq tokiq bijekcijq
¢ . E, «——E, (atitinkamai — siurjekcijq) , kad galioty sqlygos:

. (Va,Be E)olo+ B)=0lo)+ o(B)

2. (VaeE)Vlel)o( o )=o)

3. (Va,Be E)(a, B)=(pla).0(B).

Teorema. Bet kokios dvi n — matés EE virs R yra izomorfiskos.

Ir. Kai (El, +,- ) ir (Ez, +,- )dvi n-matés EE, o (e)n ir (n)n Juortonormuotos bazés,
tai bijekcija @ tarp baziniy aibiy E, ir E, apibréziama Sitaip:

Vae E)a=) xe«tsa’e Ey, o' =) X1, |
i=1

i=1
Belieka patikrinti 1 —3 apibrézimo reikalavimus.
QED.
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Paskaita 2 — 08

Tiesinés nelygybés. Optimizavimo uZdavinys

Euklido erdvés. Ortonormuotos bazés. EE izomorfizmai.

Praktiniai poreikiai dazniau pateikia situacijas, kurios apraSomos (modeliuojamos) ne
lygtimis, o nelygybémis bei ju sistemomis. Panagrinésime paprasciausia, - fiesiniy nelygybiy
atveji. Aukstesnio laipsnio nelygybiy sistemuy ir su jomis susiety optimizavimo uzdaviniy
sprendimui yra sukurti specialiis, sudétingi metodai, kuriy studijos reikalauja gilesnio matematinio
pasiruoSimo ir Zymiai daugiau laiko, todél { mtisy studijy programa §i tematika nejtraukta.

Tiesines nelygybés su n kintamyjy (neZinomyjy) bendras pavidalas yra toks:

ax, +a,X, +..+a,x, <b. (1)

Kaip ir lygtyse, ¢ia a,, i =1, 2,...,n ir b yra bet kokie Zinomi skaiciai (gali buti ir
kompleksiniai, arba ir bet kokio lauko elementai). Skaiciai @, vadinami (1) nelygybés
koeficientais, o skaiius b — laisvuoju nariu. Vietoje zenklo “<” gali buti negrieztos
nelygybés zenklas “<”. Nelygybé su Zenklu “> (ar “>") lengvai suvedama i (1)pavidala
padauginant jg i§ minus vieneto. Pavyzdziui, — 3%, +10X, — X, —4X, = —7 (arba, atitinkamai,
3%, —10x, + X; +4X, < 7) yranelygybeé su keturiais kintamaisiais.

Ap. Sutvarkytq skaiciy rinkini (K,K,,...,K ) vadiname tiesinés nelygybés (1)
sprendiniu, jei jis tenkina Siq nelygybe (arba kitaip: rinkinys (K., K, ,...,K. ) priklauso (1)
predikato teisingumo aibei).

Pvz., rinkinys (-1, 0, 1, -1) Sia nelygybg tenkina (isitikinkite tuo!), todél jis yra jos
sprendinys.

Keliy (1) pavidalo nelygybiy konjunkcija vadinama fiesiniy nelygybiy sistema. Jos bendrasis

pavidalas yra toks:
ag X +a,X, +..+a,X, <b,
Ay X, + 8, X, +.. Ay X, <Db,,
............................................. 2)
aq X +a X, +..+a,. X, <b. .
(Taigi, TNS yra m predikaty (n-vieciy) konjunkcija).
Ap. TNS sprendiniu vadiname sutvarkytq skaiciy rinkini (KK, ,...,K ), kuris tenkina

visas sistemos (2) nelygybes.
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Ap. TNS neneigiamu sprendiniu vadiname tokj sprendinj (K,,K,,...,K. ), kurio visos
komponentés K, yra neneigiami realieji skaiciai.

Neneigiamo sprendinio savokos prireikia todél, kad komponentés K; praktikoje dazniausiai
reiskia arba prekiu kiekius, arba juy kainas, ar kitokius panasius dydzius, kurie pagal prasme
turi buti neneigiami.

Kaip matome, terminai ir sagvokos - panasts naudotiems TLS situacijoje. Deja, TNS
sprendimo keliai gerokai sudétingesni, nei TLS atveju. Todél mes susipazinsime tik su
paprasciausiu TNS su dviem kintamaisiais sprendimo metodu, kuris, beje, iliustruos ir
bendresnes id¢jas.

TNS tenka spresti taip vadinamuose tiesinio programavimo (arba bendriau —
optimizavimo) uzdaviniuose. Zemiau pateiksime juy bendra formuluote, o pradésime nuo
pavyzdzio.

Sakykime, Jus esate atsakingas uz parduotuvés (ar parduotuviy) apriipinima prekémis.
Ryta, atéje 1 darba, pastebéjote (Jums pranese), kad sandélyje triksta dviejy risiy prekiu.
Tad darbo dienos bégyje Jus spresite uzdavini: dviejose mieste esanciose didmeninése bazése
nupirkti savo parduotuvei trikstamy prekiy. Planuojama pirkti i -tosios rtiSies prekes j — oje
baz¢je vienety kieki pazymekime X; . Be to, Jis zinote, kad i -tosios riiSies prekeés vieneto
kaina j-toje baz¢je yra vidutiniSkai &; lity. Tad, pirkdamas prekes j-toje baz¢je, 1S viso
sumokesite a;;%;; +a,;X,; lity. Betivairios ekonomings ir asmeninés prieZastys neleidzia
Jums j — toje bazéje iSleisti daugiau kaip b; lity. Todél prekiy kiekiai (pagal prasme —

neneigiami skaiciai) X; , turi tenkinti nelygybiy sistema:

{anxn + 8%, <b,
a12 X21 + a'22 X22 s b2 .

Atsiveztosios prekeés, uzdéjus prekybos antkaini, turi biiti parduotos. Susumavus visas
iSlaidas, kiekvienas nupirktosios prekés vienetas dave Jums, sakykime, C; lity pelno. Tada
funkcija (daznai vadinama tikslo funkcija)

f (X11’ X121 X515 Xzz) += Gy Xy +Cp Xy, +Cx X1 + G0 X
reiskia visq Jiisy gautq pelnq.

Akivaizdu, kad Jasy tikslas yra: taip suplanuoti prekiy pirkima, ju pristatyma bei pardavima,
kad tikslo funkcija f (X, X5, X1, %o, ) 1gytu didziausiq reikSme.

Dar paprastesniu atveju, kai dél kokiy nors priezasCiy (pvz., taip patogiau planuoti
transportavima) abiejose bazése planuojame pirkti vienodus abiejy raiSiy prekiy kiekius,

kintamuyjy skaiius sumaz¢ja iki dvieju: X = X;; = X, It Y= Xy = Xy
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Aprasyto tipo uzdavinys ir vadinamas optimizavimo (programavimo) uzdaviniu. Kadangi
jispresdami turime rasti (suprogramuoti) neneigiama TNS sprendini, maksimizuojantj tiesing
tikslo funkcija, tai pateiktas uzdavinys vadinamas tiesinio programavimo uzdaviniu.
Suformuluosime ji bendru atveju.

Standartinis tiesinio programavimo uZdavinys formuluojamas taip:

Rasti neneigiama tiesiniy nelygybiy sistemos

ag X +a,X, +..+a,X, <b,
Ay X, +8,X, +...+a,, X, <h,,

A X +a,X, Fo.ta, X, <b,

sprendinj (Xl, Xy ey X, ), maksimizuojantj tikslo funkcijq
f(X, X500 X)) 1= C X +C X, +.a+C X,

Praktikoje daznai pasitaiko situacijos, kai tikslo funkcija reikia minimizuoti, arbakai TNS
pakeista TLS. Pastaruoju atveju sakome, kad sprendziame kanoninj tiesinio programavimo
uzdavinj.

Aptarsime standartinio tiesinio programavimo uzdavinio geometrinj sprendimo biida
paprasCiausiu atveju, kai n=2. Tada tikslo funkcija yra ypa¢ paprasta f (X, X,) = C, X, +C,X,.

Naudinga pastebéti, kad f (x;, X,) yra dvieju vektoriy: Zinomo c= (c,,c, ) irnezinomo

X = (%, X, ) skaliariné sandauga, t.y.
f(%,%) = (%, €).

Kita vertus, paZyméjg kampa tarp vektoriy X= (x,,x,) ir c= (c,,c,) raide o, turime:
s =(53)

><‘ -cosa geometriskai reiskia vektoriaus X projekcijq

d|- cosc .

-

Dydis |

yrapastovus, o sandauga

{ vektoriy ¢. Darome i$vada, kad uzdavinio sprendiniu bus tas vektorius X = (X, X, ), kurio

projekcija j duotqji vektoriy c yra didzZiausia.

Lieka i$siaiskinti, kaip rasti leistiny sprendiniy aibg, t.y. kaip iSspresti TNS.

Kai kintamuyju téra du, tai TNS galima spresti geometriskai, tuo pat metu jvedant bei
paaiskinant ir bendram atvejui reikalingas savokas ir idéjas.

Tiesiné nelygybé su dviem kintamaisiais
ax +a,x, <b
125



2-08 ALGEBRA IR SKAICIU TEORIJA

geometrisSkai reiskia pusplokstume, kurios skiriamoji linija yra tiesé
aX +a,%, =b.

Nesunku pastebéti, kad keliy tokiy nelygybiy bendri sprendiniai (t.y. keliy pusplokstumiy
sankirta) sudaro aibg, kuri gali biiti:

- tusCia,

- iSkilas daugiakampis,

- neaprézta iskila aibé.

Prisiminkime iskilo daugiakampio savoka, aptarta dar vidurinés mokyklos geometrijos
pamokose. Tiesinio programavimo uzdaviniuose iskilos aibés savoka yra viena i§ svarbiausiu.

Ap. Aibés R" poaibis A (AC R”) vadinamas iSkiluoju, jei su kiekvienu realiuoju
te [0,1] ir bet kuriais o, B e A elementas tor+(1—1)B irgi priklauso A.

Sis formalus apibréZzimas tuo atveju, kai n = 2, 3, turi ai$kia geometring prasme: aibé 4
yra iskila, jei sujungus bet kuriuos du jos taskus o ir B tiesés atkarpa, visi tos atkarpos
taskai irgi priklauso aibei A.

Nesunku irodyti tokia teorema.

Teorema. Suderintos TNS (ar TLS) neneigiamy sprendiniy aibé yra iskila.

Kai n= 2, ta aibé yra, kaip miné¢jome, yra iskilas daugiakampis, o kai n=3, - TNS
sprendiniy aibé yra iskilas erdvinis briaunainis. Be to, tiek Siais abiem atvejais, tiek bendru

atveju (kai N = 4) sprendiniy aibé gali buti ir neaprézta. Pavyzdziui, TNS

X—-y<2,
Xx—-y=1,
X,y=>0

sprendiniy aibé geometriskai yra begaliné juosta pirmojo ketvir¢io tasky esanciy tarp tiesiu
X—Yy=2ir Xx—y =1.Pastebésime, kad ir neaprézta sprendiniy aib¢ formaliai iSlaiko iSkilumo
savybg.

Labai svarbi yra iskilos aibés ekstreminio tasko savoka.

Ap. ISkilos aibés A elementq (taskq) y vadinsime ekstreminiu tasku, jei su jokiais
a,Be Air 0<t<l, jonegalima uzrasyti pavidalu too+(1—1)B..

Kai n =2, 3, Siai savokai irgi galima suteikti aiSkia geometring prasme. ISkilajame
daugiakampyje ekstreminiai taskai yrane kas kita, kaip jo virsimés; atitinkamai, briaunainyje,
- tai — erdviniy kampy virsunés. Neapréztos aibes atveju, ekstreminiai taskai yra be galo
nutole.

Suformuluosime svarbia teorema.
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Teorema. Jei sprendiniy aibé yra aprézta, tai bet kuri tikslo funkcija jgyja savo
maksimaliq reikSme bent viename ekstreminiame taske.

IS Sios teoremos iSplaukia, kad ieSkant optimalaus sprendinio, nereikia tikrinti visy
sprendiniy, uztenka pasidométi tik ekstreminiais sprendiniy aibés taskais.

Be to, yrametody (vienas i$ ju vadinamas simpleks-metodu), igalinanciy ir ekstreminius
tasSkus tyrinéti ne bet kaip, o tikslingai: kaskart ieSkant tokio ekstreminio tasko, kuriame tikslo

funkcijos reikSmeé biity jau mazesn¢, nei pries tai.

Uzduotis. Geometriskai pavaizduokite TNS sprendiniy aibes.

5x—-3y<5,
X—-y<2, Z4
a Ix-y=1, b X“;—
<
-3<x<5. y=<,
x=>0.

Raskite tiesiniy funkcijy f,(x,y)=-2x+y bei f,(x,y)=—-x—-4y
maksimalias ir minimalias reiksmes Siy TNS sprendiniy aibése.
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Paskaita 2 — 09

Tiesiniai operatoriai

TNS. Paprasciausi optimizavimo uzdaviniai.

Operatoriai
Sioje paskaitoje trumpai susipazinsime su funkcijomis, kuriy argumentai ir reik§més yra ne
skaiciai, o vektoriai.
Ap. Jei turime dvi VE virs lauko R (Vl, +,- ) ir (Vz, +,- ), tai funkcijq V, —f—>V2
vadiname operatoriumi.
Operatorius Zymésime raidémis oo/, 8, ¢ ...
Ap. Du operatorius oo/ N, ——V, ir B:V,——V, vadinsime lygiais , jei
VaeV,) o (o) = Blor).
Ap. Operatoriy oot \, ——V, vadinsime tiesiniu operatoriumi (TO) , jei
) (Va,BeV,) clla+B)= oAa)+ =/ (B),
2) VaeV,)(VleR) c/a)=1c/a) .
Pirmoji salyga daznai vadinama operatoriaus adityvumo savybe, antroji — tiesiskumo

savybe. TO kai kada vadinamas tiesine transformacija.
I§ apibrézimo iSplaukia, kad o%/(o\,1 )= 0, .
Bet to, remiantis MIP, nesunkiai patikrinama, kad bet kokiam TO c¢/: V, ——V,, yra

teisinga savybe:
(VI eR, i=1+r)(Vo, eV, i=1+1) o7 ZliaiJzzn oAat,).
i=1 i=1

Pavyzdziai. 1. Bet kokiam trimatés erdvés (R3, +,- )Vektoriui o = (X, Xy, X3),
priskirsime keturmati vektoriy o = (2x,, X, + X,, X5, 3)e R*. Akivaizdu, kad Sitokia taisyklé
yra funkcija, taigi, operatorius. Pazymékime ji o/ Ty. o4 R®*—— R*ir o/ (o) = ot

2. Operatoriy, kuris kiekvienam o€ R™ priskiria vektoriy O, = (0, o.., O)e R",
vadinsime nuliniu operatoriumi ir zymésime 0. T.y. ¢: R" —— R".

3. Operatoriy, kuris kiekvienam o € R" priskiria ta patj vektoriy & € R" vadinsime
vienetiniu operatoriumi ir Zymésime &. Simboliais: & R"—— R".

4. Operatoriy, kuris kiekvienam o = (Xl, Xy yeees Xn)e R" priskiria vektoriy

o= (Xl, Xy yeees Xiys 0,...,O)e R", m < n vadinsime projektoriumi ir Zymésime 9
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5. Funkcija Z8: R® —— R®, apibréziama taisykle:
(Ve = (x,, %,, X,)e R?) B(a)=(%,, 2%, 3%,),

irgi yra operatorius.

Nesunku patikrinti, kad operatoriai @ & 72 % yra TO. Operatorius o néra tiesinis,
nes netenkina adityvumo salygos: kai 8 = (v, V,, Y, ), tai Ao+ B)=

= (X + Yy, X + Voo Xs + Y5 ) = (20X, + Y, ) X, + Yy + X, + Yy, X + Vs, 3).

Taciau

oot (o) + oA(B) = (2%, X, + Xy, Xg, A (2Y,, Yy + Vs, Vss 3) =
= (2% + 2y, X + X + Yy + Vo, X+ Y5, 6) 2 (20X + Y, ) X+ Y+ X + Yy, X + Vs, 3).

Tiesinio operatoriaus matrica

Tarkime TO o/ yra apibréztas erdvéje (V,, +, - ), kurios dimensija yra m, o reik§mes
igyjaerdvéje (V,, +, - ), kurios dimensijayra 7. Jei (@), yrakokia nors erdvés Vv, +,)
baze, tai bet koks vektorius o € V, tiesiskai i§sireiskia per baze (o )m, t.y. egzistuoja tokie

realieji skaiciai X, i =1+m,kad

m
a:z‘xioci‘
i=1

Kadangi o%/yra TO, tai i$ ¢ia iSplaukia lygybé:
collo) =Y % o/ (er,). (1)
i=1

Bet o/, )€ V,, todél, jei (B), yraerdvés (V,, +, - ) bazé, tai turi egzistuoti skaiciai
a;, ] =1+n, kad:

~Ao)=Y a8, . ©)
j=1

Taigi, fiksuotoms bazéms (&), ir (B),, TO o</ bus apibréztas tada ir tiktai tada, kai
zinosime skaicius &; .
Ap. Eilés mxn matricq A= (@ ) vadiname operatoriaus =</ matrica.
Pavyzdys. 5 pavyzdyije, imdami standarting erdvés R® baze (8 )3, turésime:
Ble,)=5(1.0,0)= (.0,0): Ble,)= 5(0,1,0)=(0,2,0):
PBle;)= 2((0,0,1))=(0, 0, 3).
Todél operatoriy 93 vienareik$miskai atitinka jo matrica B:
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vs}

Il
o O -
o N O
w O O

Parodysime, kad TO poveikis tolygus vektoriaus koordinaciy eilutés daugybai is

operatoriaus matricos.

1 teorema. Tiesinio operatoriaus o N, ——V, reiksmés (vaizdo) o/ (Oc )e V,
koordinaciy eiluté lygi pirmavaizdzio o € V, koordinaciy eilutei, padaugintai is desinés
is operatoriaus o</ matricos A.

[r. Tarkime ¢ € V, yra betkoks vektorius, (X., X5, X, ) yra jo koordinagiy erdvés \A
baz¢je ((x)m eilute, @SZ/(oc)e V, yrajo vaizdas, o (yl, Yoren Y ) yra jo koordinagiy erdveés
V, bazéje (ﬂ )n eilute. I8 (1-2) formuliy gauname:

m  n
Zyﬂ = o/ ZX /ot IZX, ]Za”ﬁj z{(%‘a" I)B..

Remdamiesi vektoriaus koordinaciy duotoje bazéje vienareikSmiskumu, turime:

Y :inaij , j=1+n,
i=1
arba

(Vir Yo reees Yo )= (X4 Xg peney X ) A
QED.

TO veiksmai
Dabar parodysime, kad tarp TO % V, ——V, aibés <7 (V,,V,) ir matricy aibés
M .. (R) yrane tik bijekcijos, bet ir izomorfizmo saryis.
Pirmiausia, pagal analogija su matricomis, apibréSime 70 sudeétj ir TO daugybq is
skaiciaus.
Tarkime o %€ 7 \,,V,) yra bet kokie TO.
Ap. Sqlyga
VoeV,) ¢lo)= /o) + B(x)
apibréziamas operatorius ¢ vadinamas operatoriy o</ ir 93 suma.
Rasome: ¢ = o/ + A.
Ap. Sqlyga
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VaeV,)(VleR) Z(a)=1- =</ ()
apibréziamas operatorius 9 vadinamas skaiciaus [ ir operatoriaus o</ sandauga.

Rasome: & = oo/ .

2 teorema. Operatoriai ¢ ir O yra tiesiniai. Tiksliau: ¢, Ye 7 (Vl, V. )

[r. Apibrézimuose nurodytos salygos rodo, kad ir ¢, ir @/ tikrai yra apibrezti erdvéje V, ir
1gyjareikSmes iS erdveés V, . Lieka patikrinti adityvumo ir tiesiSkumo salygas, formuluojamas
TO apibrézime. [rodysime tik adityvumo savybe operatoriy o/ ir Z3sumai ¢, bei tiesiSkumo
savybe operatoriaus o/ ir realaus skaiiaus / sandaugai 7. Kitas savybes nesunkiai jrodysite

savarankiskai.
L (Yo, BeV,) & (o+ B) =/ (o + B)r Bla+B) = coslar) + =/(B)+

cBla)+ BB)= [ o) + Blo)] +HAB) + BB = )+ € (B).

2. (VaeV,)(Vvke R Z(ka)=1 c/(ko) = koot (@)] = kllcto)] = kD ().
QED.
3 teorema. Algebriné struktiira (<7 V,,V,), +, - ) yra vektoriné erdve.
[rodymo schema. 2 teoremoje parodéme, kad TO suma bei operatoriaus ir skaiciaus
sandauga yra TO. Tad TO sudétis bei TO daugyba 18 skaiCiaus yra algebrinés operacijos.
Trumpai aptarsime kitas VE aksiomas. Aibéje <7(V,, V, ) lygybe
(VaeV,)0 (a)=0,
galima apibrézti (Zr. 2 pavyzdj) nulinj operatoriy ©. Savo ruoztu, operatorius 3, kuris
apibréziamas lygybe:
VaeV,)Bla)=—cA (o),
tenkina operatoriui TO o2/ prieSingo operatoriaus apibrézima. T.y. 7= -/
Be to, nesunkiai parodoma (kaip ir 2 teoremoje), kad operatoriai @, 98 yra tiesiniai.

Kadangi su visais o € V,

(c/+B) ()= oHox) + Bl ) Bla)+ o) = (B (@),
tai TO sudétis yra komutatyvi. Panasiai patikrinamas ir operatoriy sudéties asociatyvumas.
Todél galima tvirtinti, kad struktiira (<7(V,, V, ), +) yra adiciné Abelio grupé.
Belieka isitikinti, kad TO daugyba i$ skaiciaus yra dukart distributyvi. T.y.:
1. (VI,ke R)(1 + k) oo/ = loo/+ ke,
2. (Vle R)\V o, Be 7V, V,)) l(c/+ B)=lc/+ B
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Tikiuosi, kad skaitytojai jau igudo ir $i patikrinima be vargo atliks savarankiskai.

Tad tuo 3 teoremos jrodymo aptarima ir baigiame.

4 teorema. Vektorinés erdvés (@7(V1, Vv, ), +,)ir (M, (R), +, - ) yra izomorfiskos.

Ir. Bijekcija (zymékime ja raide @ ) tarp baziniy aibiy jau esame nustate: kai o/ ir 93 yra
bet kokie TO i§ aibés <7 (V,, V, ), 0 4 ir B atitinkamai yra jy matricos i§ aibés M .. (R), tai

@ (/)= A= (aij ), ¢(B)=B= (b” )

Patikrinsime, ar TO sumos vaizdas lygus vaizdy sumai, t.y. ar TO sumos oo/+ 98 matrica
tikraiyra A+ B.

Tarkime (ct),, yra kokia nors erdveés \V,,+,- )baze, o (B), - erdves (,,+,- ) baze.
Tada:

o/ zajﬁj,%’ 2 By, i=1sm.

Kadangi

(cct+ By o) = hla,) + Bla)=Y (o, +b,)B,
j=1

tai
o (c/+PB)=(a, +b, )= A+B=¢ (c/) + ¢(B).
Panasiai samprotaujant, gauname:
(et ()= 1o/ (e lZa.ﬁ Z(Ia,)ﬂ,,
ty.

(p(lQ%):(laij ): IA=l¢ (7).
QED.
Isvada. Dim <7 (V,,V, )= mn

TO daugyba
Panaginésime TO, kurie ir apibrézti, ir reikSmes igyja toje pacioje vektorinéje erdvéje V,
dimV = n. Tokie TO vadinami erdvés V tiesiniais operatoriais. Jy aibg Zymésime <7V ).

Aisku, kad erdve (V) , +, - ) yraizomorfiska n — osios eilés kvadratiniy matricy erdvei

(Mn(R)’+a')'
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Pasirodo, kad tokiy TO erdvéje galima pamatyti dar viena analogija su matricomis, tuo
parodant, kad atitiktis tarp baziniy aibiy <7 (V) ir M n(R) yra gilesne, nei paprastas
izomorfizmas.

Ap. Erdvés <7 (V) tiesiniy operatoriy o4, B sandauga vadinamas operatorius C
apibréziamas lygybe:

(Voe V)€ (a)=B(cAar)) -

Kitaip sakant, operatoriy oo 93 sandauga yra “paciliui” veikiantis operatorius: i§ pradziy
pirmavaizdi o operatoriumi o</ atvaizduojame i vektoriy oo/ (oc), po to, pastaraji vektoriy
veikiame operatoriumi 73 ir gauname galutinj rezultata J3( </ (ct)).

Pavyzdys. Plok§tumoje R? operatoriy o%apibrézkime kaip projektoriy i x — sy asi, o
operatorius 73 lai reiskia posiiki apie koordinaciy pradzios taska 90° kampu (pries laikrodzio
rodykle). Abu ie operatoriai yra tiesiniai. Kai o = (1, 1), tai

o/ ()= B = (1.0), 0 (o B) () = B( () )= B(B)=(0,2).

Kadangi % (a)=(-1,1), tai (Be)(a)=c/(Bla))= o/ (-1-1))= (-1 0).
Konstatuojame, kad cc/ZB# B/

ISvada. Operatoriy daugyba yra nekomutatyvi.

5 teorema. 70 sandauga yra TO.

Ir. I8 tikryjy, su kiekvienu | € R ir bet kokiais a, 8 € V, remdamiesi atitinkamais
apibrézimais, TO sandaugai o773 gauname:

1. (c/B)(o)= Bt ()= B(lect (o) )= B(ct () =l(c4/B) (@),

2. (cIB) o+ B)= Bl (o+B))= B(ct () +c#(B)) =

_ B (o) Y+ Bt (B)) =(/B) ) + (/) ().
QED.

6 teorema. 70 sandaugos matrica lygi dauginamyjy operatoriy matricy sandaugai.
Ir. Tarkime <%, 9Be <7 (V') yra bet kokie TO, 0 4, B - ju matricos. Erdvés V' bazéje
(x), kiekvienas vektorius turi vienareikimiskai nustatoma koordinaciy eilute. Jei (X, , X, ..., X, )
yra vektoriaus @ koordinatés, (Y,, Y, ,..., ¥, ) Zymi vektoriaus o/(ct) koordinaciy eilutg, o
(z, z,,...,Z,) yravektoriaus (c2/93) (o) koordinagiy eiluté, tai, remdamiesi 1 teorema, su
kiekvienu ¢ € V, gauname:
(Var Yareos Y )= 05 X000 X )4,
() 25020 )= (Y2, Yz o Vi )B:
Kadangi matricy daugyba asociatyvi, tai i$ pastaryjy lygybiy iSvedame:
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(21 2100 2y) = (%0, X0 %, ) (AB),
o tai ir reiSkia, kad operatoriaus /93 matrica yra AB. QED.
Isvada. AS (7 (V ), +, ) yranekomutatyvus Ziedas. Cia “+” reiskia TO sudétj, o«
tokiy operatoriy daugyba.
Analogijas tarp TO ir matricy galima tgsti ir toliau. Lygybémis
octoof = oof T oo/ =F
apibrézus operatoriui o¢/atvirkstini operatoriy (¢ia € Zymi vienetinj operatoriy, Zr. 3 pvz.),
galima parodyti, kad:
- TO atvirkstinis operatorius irgi yra TO;
- TO tadair tiktai tada turi atvirkstinj operatoriy, kai jo matrica yra reguliari;
- tokiy TO aibé yra multiplikaciné nekomutatyvioji grupé; ji yra izomorfiska n-tosios

eilés kvadratiniy reguliariyjy matricy grupei.
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Paskaita 2 — 10

Tiesiniai operatoriai (tgsinys)

Pakartokime: TO, jo matrica. Erdviy (¢AV,,V, ), +, )it (M ,,,(R), +, - ) izomorfiskumas.

Bazes keitimas

Savaime suprantama, kad TO matrica priklauso nuo to, kokios bazés pasirinktos erdvése
V, ir V, . Atskiru atveju, kai kalbame apie TO o/ i§ aibés <7V ), jo matrica priklauso nuo
bazés erdvéje (V, +, - ) pasirinkimo. Bazéje (o), operatoriaus matrica yra A= (a i ), 0
kitoje (“naujoje”) bazéje (), apskritai kitokia kvadrating n— osios eilés matrica B = (b” )
Kaip susietos $ios dvi matricos?

Paskaitoje 2 — 06 esame ivedg bazés keitimo matricos T savoka. Primename, kad

T= ( ) yrareguliari matrica, kurios elementai t; yrarandami iS lygybiy:

B, Ztuocj ,i=1+n, 1)
o to paties vektoriaus or € V koordmacm eilutes bazése (@), ir (B), sieja sarysis:
(It ) oy = (K Ky e K gy T
Teorema. B =TAT .

Ir. Keitimo matricai Tatvirkstinés matricos T " elementus pazymékime h,, t.y.

oy = thlﬂl , T = (hkl ).
1=1
Dabar is (1) lygybés gauname:

/(B Zt” et ). (2)

Kadangi

0%/( ) Zajkakﬁoc‘/ anﬁw ] =10, )

taiis Cia ir 18 (2) nuosekliai iSvedame:
' n n n n n n n n
ng/(ﬁi ):Ztij @W(O‘j ): t; Zajkak = Ztij Zajkzhkl B, = 2 ZZt” ik hy 18-
j=1 j=1 k=1 j=1 k=1 =1 1=1\ k=1 j=1
Palyging (3) ir gauta formules, matome, kad

(Vi,l =1+n)b, —ZZt”ath — B=TAT ™.

k=1 j=1
QED.
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Matricy panaSumas

Ap. Dvi n- osios eilés matricas A ir B vadinsime panaSiomis, jeigu egzistuoja tokia
reguliari n-osios eilés matrica C, kad B=CAC™.

Tad irodéme, kad to paties TO matricos skirtingose bazése yra panasios.

Teorema. Matricy panasumo sqrysis yra ES.

[r. 1. Matricine lygybe B = CAC ™, daugindami (i§ desinés) i§ matricos C ir (i§ kairés) i$
matricos C ™, gauname A=C*BC=C™ B(C - )_1 , todeél panaSumo sarysis yra simetriskas.

2. Kai 4 yra panasi B, tai B=CAC™. Jei B, savo ruoztu, panasi matricai D, tai
D = HBH ™ su reguliaria matrica H. Tatiau tada D = HCAC *H * = (HC)A(HC) ™, todél
ir A su D yra panasios. Tad matricy panaSumo sarysis yra tranzityvus.

3. Refleksyvumas i$plaukia i§ lygybés A= EAE™. QED.

1 isvada. n— osios eilés kvadratiniy matricy aibé panasumo sarysio pagalba suskaidoma
1 (panasiy tarpusavyje matricy) ekvivalentumo klases (faktorizavimo teorema).

2 isSvada. 1§ teoremos apie matricy sandaugos ranga (paskaita 2 — 05) iSplaukia, kad

panasiy matricy rangai yra lygis, todél visos tos pacios klasés matricos turi vienodq

rangq.
Kadangi visos TO matricos sudaro panasiy matricy klasg, tai 2 iSvada leidzia suformuluoti

toki apibrézima.

Ap. TO o</ matricos A rangq vadiname TO rangu. Zymésime: rang o</ .

Teorema. Jeigu rang oo/=r, tai egzistuoja toks erdvés (V, +,- ) n—r—matis poerdvis
H, kuri operatorius o</ atvaizduoja i nulini vektoriy.

Be irodymo.

Ap. Erdves (V, +,- ) poerdvis, kuri TO o</ atvaizduoja | nulini vektoriy, vadinamas
TO branduoliu. Zymima: Ker o/

Ap. Erdvés dimensijos ir operatoriaus rango skirtumas vadinamas operatoriaus
defektu.

TO tikrinés reiksmés ir tikriniai vektoriai

Taikymuose svarbu pasirinkti tokia erdvés (V, +,- )bazq, kad visi skaiciavimai bty kuo
paprastesni.

Ap. Skaicius | € R vadinamas TO cc/e <7 (V) tikrine reik§me, o nenulinis vektorius

o€V vadinamas TO tikriniu vektoriumi, jei
Aar)=ler. )
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Teorema. Operatoriaus /e <7 | (V ) tikriniai vektoriai, atitinkantys skirtingas tikrines
reiksmes yra TN.

[r. Remsimés MIP. 1. Kai turime dvi skirtingas tikrines reikSmes |, ir |, tai, tarus, kad jas
atitinkantys tikriniai vektoriai o, ir ¢r, yra TP, gautume priestara:

o, =Coy — @(7/(052): C QQ/(al): C(llal = |1(CO(1))= Lo, =1, =1,

2. Tarkime, kad teoremos tvirtinimas teisingas atveju, kai yra k-1 skirtinga tikriné reikSme
I, 1,,..., I, t.y. jas atitinkantys tikriniai vektoriai ¢, , ¢t,,. .., ¢, yraTN.

3. Parodysime, kad i§ prielaidos teoremos tvirtinimas i$plaukia ir imant k skirtingy tikriniy
reik§miu: 1, I,,..., I, ;, |, . Jei tartume, kad jas atitinkantys tikriniai vektoriai @, , o,,. ..,
o, o, yra TP, tai gautume, kad vektorius o, tiesiSkai iSsireiSkia per vektorius o, o,.. .,

o, ., Ly
o =, (5)

ir bent viena i§ konstanty C;, j =1+ (k —1) yranelygi nuliui.
Paveike §i vektoriy operatoriumi o<, gausime:
k-1 k-1
Loy, =y )= ¢, o)=Y ¢l
j=1 j=1

IS ¢ia, pasinaudojus (5) iSraiska, iSplaukia:

k-1 k-1
o =1 Y co =Ycla
j=1 j=1
ty.
20 (=1, =
j=
Taciau Si lygybe prieStarauja prielaidai, kad vektoriai &y, ¢t,,..., &, ; yraTN,nes I, = ir

bentvienamj, c¢; # 0. QED.

Charakteristinée lygtis

Kaip rasti konkretaus TO o/ <7V tikrines reik§mes / ir jas atitinkancius tikrinius
vektorius o ? Jei kokioje nors bazéje operatoriaus matrica yra A4, tai, paZymeéjg tikrinio
vektoriaus ¢ koordinates toje bazéje (X, X, ..., X, ), (4) lygybe galésime uzrasyti tokiu
matriciniu pavidalu:

(X, Xy ooy X ) A=1 (X0, Xy, e, X)),

arba
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(X, X5y oo, X, ) A= (X, X5, 0, X, )E, .
Pastaroji lygtis ekvivalenti tokiai:
(X, X, e, X, ) (A=1E,) = O.
Kai tikriné reik§mé / jau surasta, tai tikrinio operatoriaus koordinates randame sprgsdami

Sig matricing lygti, arba ja atitinkanc¢ia THLS:

(a, —I)x +ayx, +..+a,x, =0,
a,x +(a, —1)x, +..+a,Xx, =0,

............................................. (6)

Bet tikriniai vektoriai pagal apibrézima yra nenuliniai, tad mus domina tik nenuliniai (6)
THLS sprendiniai. Zinome (ivada i§ Kramerio teoremos), kad THLS tada ir tik tada turi
nenuliniy sprendiniy, kai jos matricos determinantas lygus nuliui. Kadangi matricos ir
transponuotos matricos determinantai yra lygiis, darome i§vada: tikrinés TO reikSmés yra
lygties (vadinamos operatoriaus o</charakteristine lygtimi)

|A—XE,|=0
sprendiniai.
Pavyzdys. Kaip jau nustatéme, TO 93: R* —— R®, apibréziamo taisykle:
(Va = (X11 Xz Xs)e Rs) %(a):(xﬂ 2x, 3X2)’

matrica B standartinéje erdvés R® bazéje yra tokia:

1 00
B=|0 2 Of
0 0 3

Rasime $io TO tikrines reikSmes ir jas atitinkancius tikrinius vektorius.
Pirmiausia, spresdami operatoriaus 93 charakteristine lygti:
1-x O 0
0 2-x 0 |=0=(x-1)(x-2)(x-3)=0,
0 0 3-

randame jo tikrines reikSmes: |, =1,1, =2, 1; =3.
Dabar surasime TO tikrinius vektorius, atitinkancius tikring reikSme | = 1. Tuo tikslu
sprendziame (6) THLS atitikmeni:
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0-x,+0x,+0-%x,=0,
0-x +1-x,+0-%, =0,
0-x,+0-x,+2-%x,=0.

Jos bendrasis sprendinys yra (t, 0, 0), t € R. Tad tikrine reik§me | =1 atitinka tikriniai
vektoriai (t, 0} O), t e R, t # 0.Panasiai rastume ir kitas tikrines reikSmes atitinkancius tikrinius

vektorius.

Invariantiniai poerdviai. Paprasto spektro TO

Tarkime /e <7 (V) . Erdvés (V, +,- )kokio nors poerdvio (Vl, +,- )pilnag'ivaiqu
pazymékime @Qf/(Vl).

Teorema. AS (c/ (V,),+,-)yra VE.

Ir. savarankiSkai (zr. vadovélio 119 t).

Tatiau bendruoju atveju erdvé (<7 (V, ), +, - ) néraerdves (V,, +, - ) poaibis.

Ap. Jeigu yra ispildyta sqlyga o</ (Vl) c V,, tai vektorinés erdvés (Vl, +,- ) poerdvis
(o (V1)= +, - ) vadinamas invariantiniu poerdviu operatoriaus o</ atzvilgiu.

Pavyzdziui, TO branduolys yra invariantinis poerdvis.

Placiau aptarsime, vienmacius invariantinius poerdvius TO atZzvilgiu. Parodysime, kad, ju
radimui, uztenka pasinaudoti informacija apie TO tikrines reikSmes ir tikrinius vektorius.

Aisku invariantinio poerdvio (oo (V,), + , - ) dimensija tenkina nelygybg
dimce/(V, ) <dimV,.

Jei (V,, +,- ) yrainvariantinis poerdvis ir dimV,= 1, tai:
1. Vo, BeV,)(@ce R) B =ca.

Tikrai, jei ¢, yrapoerdvioV, bazinis vektorius, tai

(@=coy) A (B=c,o,)— B=c,clla=ca.
2. Vo, Be Vo 20) cAa)=la ir o/(f)= c/(ca)= ¢ o/o)=cla =1B.

1 isvada. Vienmacio invariantinio poerdvio (Vl, +,- ) visi nenuliniai vektoriai yra
operatoriaus o</ tikriniai vektoriai, atitinkantys tq paciq tikvine reiksme 1.

2 iSvada. Jei o.y,...,q, yra tikriniai vektoriai, atitinkantys tikrine reikSme [, tai ir bet

kokia jy tiesiné kombinacija (tiesinis darinys)

k
=Y co,
i=1
yra tikrinis vektorius, atitinkantis tq paciq tikvine reiksSme .
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3 iSvada. Jei a,...,a, yra tikriniai vektoriai, atitinkantys tikrine reiksme [, tai ir
kiekvienas nenulinis jy generuoto invariantinio poerdvio H (Ocl,...,ock) vektorius yra
tikrinis vektorius, atitinkantis tikvine reiksme 1.

Atskiru atveju, kai turime viena tikrinj vektoriu « , atitinkantj tikring reikSme /, tai jo
generuotas poerdvis H (r) ir bus ieSkomasis vienmatis invariantinis poerdvis c</atzvilgiu.

Ap. TO spektru vadinama visy jo tikriniy reiksmiy aibé.

Ap. TO o</ vadinamas paprasto spektro operatoriumi, jei jis turi lygiai n realiy ir
skirtingy tikriniy reikSmiy.

PavyzdZiui, praeitoje paskaitoje nagrinéto TO 93: R®* —— R®, apibréZziamo taisykle:

(Ve = (x,, %,, X,)e R?) B(ar)=(%,, 2%, 3%,),
tikring reikSme |, =1 atitinkancio vienmacio invariantinio poerdvio bazin¢ aibé¢ yra
{t(l 0} O)}, t e R, o pats operatorius 93 yra paprasto spektro operatorius, nes jis turi tris
skirtingas realias tikrines reikSmes.

Paprasto spektro operatoriaus matrica visada yra panasi { jstrizaining matrica. Tiksliau,
teisinga tokia:

ISvada. Erdvés (V, + , -) tiesinis operatorius o/ tada ir tiktai tada yra paprasto
spektro TO, kai jo matrica panasi i jstrizainine matricq, kurios pagrindinés jstrizainés

elementai yra skirtingi realieji skaiciai.
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