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SANTRAUKA

1 Tyrimo objektas

Disertacijoje nagrinéjami stacionarus

—vAu+Vp = f, z€Q,

divu = 0, z€Q, (1)
u = a, z €09,
laiko atzvilgiu periodinis
(W —vAu+Vp = f, (x,t) € Q x (0,2m),
diva = 0, (x,t) € Q x (0,2m),
u = a, z,t) € 09 x (0,2m), (2)
u(z,0) = u(x,2m), =€,

bei nestacionarus

w —vAu+Vp = f, (z,t) € Qx(0,T),
divu = 0, (z,t) € Q x (0,T), 3)
u = a, (x,t) € 0Q x (0,T),
u(z,0) = b(z), z€Q

Stokso uzdaviniai apréztoje srityje @ C R”, n = 2,3, kai sri-
ties krastui priklauso singuliarus taskas O. Cia 0 < T < oo,
u = (ui,...,u,) yra nezinomas skyscio greic¢io vektorius, p yra
nezinoma skyscio slégio funkcija, f = (f1, ..., fn) — Zinomy iSoriniy
jégu laukas, v > 0 —skyscio klampumo koeficientas, a=(ay, ..., a,)
— uzduotas skyscio greitis ant srities krasto ir b — zinomas pradi-
nis skyscio tekéjimo greitis.

Be to, papildomai, kiekvienam is$ suformuluoty uzdaviniy uz-
duodama nenulinio srauto salyga, t.y. tariama, kad singuliaria-
jame taske O yra skyscio Saltinis arba nuotakas.



2 Mokslinés problemos istorija ir aktualu-
mas

Navjé-Stokso ir Stokso lygtys apraso klampaus nespudaus skyscio
tekéjima. Naturalu, jog dél gausiy skyscio tekéjimo uzdaviniy
taikymy jvairiose mokslo ir technikos srityse, Sios lygtys labai
domino ir domina daugelio sri¢iy specialistus, o ypa¢ matemati-
kus. Matematiné Navjé-Stokso lygciy teorija pradéta vystyti dar
XIX amziuje, o XX amziaus pabaigoje, dél vis jvairesnio hidro-
dinamikos modeliy taikymo, Sios teorijos vystymasis ypatingai
suintensyvéjo. Nepaisant to, daugelis Sios srities uzdaviniy vis
dar lieka neisspresti.

Formaliai, tam kad iSsprestume (1)—(3) uzdavinius, turétume
rasti nezinomas funkcijas u ir p. Tacéiau praktika rodo, kad
daugeliu atveju Sios lygtys yra per sudétingos tam, kad rastume
analitinius sprendinius. Todél tapo jprasta ieskoti tam tikry
aproksimacijuy ir/arba redukacijy, kurias galima iSspresti. To
pasekoje asimptotinis Navjé-Stokso ir Stokso uzdaviniy spren-
diniy elgesys tapo labai svarbiu klausimu.

Per pastaruosius 50 mety augo susidoméjimas asimptotiniu
Stokso ir Navjé-Stokso uzdaviniy sprendiniy elgesiu nejprastos
geometrijos srityse. Atkreiptinas démesys j [1], [13], [14] dar-
bus, kuriuose nagrinéjamos stacionarios Navjé-Stokso lygtys sri-
tyje @ = Qo \ {0}, kai O € Qp ir tariama, kad taske O yra
skyséio Saltinis arba nuotakas (darbe [2] galima rasti Siy ir kitu
rezultaty apzvalga). Nestacionariam Navjé-Stokso lygciy atvejui
galima iSskirti [10]-[12] darbus, kuriuose nagrinéjamas sprendiniy
asimptotinis elgesys cilindrinése sistemose. Siuose darbuose tiria-
mi uzdaviniai tiek nereikalaujantys, tiek reikalaujantys pasienio
sluoksnio pagal laika konstravimo.

Disertaciniame darbe konstruodami sprendinio asimptoting
iSraiska Salia singuliariojo krasto tasko O (angl. cusp point),
réemémés metodika pateikta [9] darbe. Siame straipsnyje buvo
tiriamas stacionariy Stokso ir Navjé—Stokso uzdaviniy sprendiniy



asimptotinis elgesys srityse su paraboloidiniais iSéjimais j be-
galybe. Savo ruoztu, metodas naudojamas [9] darbe yra al-
goritmo, naudojamo konstruoti eliptiniy uzdaviniy sprendinio
asimptotikai glodziose srityse, atmaina, zr., pavyzdziui, darbus
[3]-[6], kuriuose nagrinéjami eliptiniai uzdaviniai, darbus [7], [8],
kuriuose nagrinéjami stacionarus Stokso ir Navjé—Stokso uzdavi-
niai, bei darbus [10]-[12], kuriuose nagrinéjami nestacionarus ir
laiko atzvilgiu periodiniai Navjé—Stokso uzdaviniai.

Pazymétina, kad [9] straipsnyje autoriai pamini, jog asimp-
totiné stascionariy Stokso ir Navjé-Stokso uzdaviniy sprendiniy
israiska salia singuliariojo srities krasto tasko gali buti konstruo-
jama remiantis tomis paciomis idéjomis kaip ir paraboloidinio
iséjimo i begalybe atveju. Skirtumas tarp singuliariojo tasko ant
krasto ir paraboloidinio iSéjimo atvejy yra tas, kad pirmu atveju
sprendinio asimptotika yra konstruojama, kai x, artéja j 0, o
antruoju — kai x,, tolsta i begalybe. Abiem atvejais naudojama
ta pati koordinaciy transformacija. Taciau autoriai savo straips-
nyje [9] nepateikia jokiy formuliy.

Todél buvo iskelti zemiau iSvardinti disertacinio darbo tikslai.

3 Disertacijos tikslai

Disertacijoje buvo nagrinéjami stacionarus, laiko atzvilgiu perio-
dinis ir nestacionarus Stokso uzdaviniai apréztose srityse su smai-
luma (angl. power cusp domains). Sio disertacinio darbo tikslas
buvo jrodyti singuliariyjy sprendiniy suformuluotiems Stokso uz-
daviniams egzistavimg. Todél visiems trims uzdaviniams turéjo-
me

o sukonstruoti formalig asimptotine sprendiniy israiska Salia
singuliariojo krasto tasko,

e jrodyti singuliariyjy sprendiniy egzistavima.



4 Disertacijos struktura ir apimtis

Disertacija sudaro penki skyriai, iSvados ir naudotos literatiiros
sarasas. Pirmasis skyrius yra jvadinis. Jame pristatoma proble-
mos istorija bei pagrindziamas aktualumas. Antrajame skyriu-
je jvedami pagrindiniai zyméjimai bei pateikiami zinomi rezul-
tatai, kuriy prireikia vélesniuose skyriuose. Trecias, ketvirtas
ir penktas skyriai yra skirti stacionariam, laiko atzvilgiu perio-
diniam bei nestacionariam Stokso uzdaviniams atitinkamai, t.y.
juose aprasyti disetacijoje gauti moksliniai rezultatai. Disertaci-
jos pabaigoje yra pateiktos iSvados bei naudotos literaturos sara-
sas. Bendra disertacinio darbo apimtis yra 97 puslapiai.

5 Disertacijoje gauty rezultaty apzvalga

Disertacijoje nagrinéjami Stokso uzdavinai (1)—(3) srityse su smai-
luma Q = Qg U Qg, kur

Qp = {z e R" : |2'| < p(an),z, € (0,H]},

Gia @(xn) = Yox), Yo = const, A > 1, &' = (x1,...,x,_1), ir
krastas 0€)¢ yra Lipsico. Mes tariame, kad taske O yra skyscio

1 pav. Sritis Q = Qg U Q.

Saltinis arba nuotakas, t.y. kiekvienam i$ trijy uzdaviniy uzduo-
dame papildoma nenulinio srauto salyga. To pasekoje Siy uz-
daviniy sprendiniai yra butinai singuliartis. Tam, kad jrodytume



siy sprendiniy egzistavimg mes pirmiausia formaliai konstruo-
jame sprendiniy asimptotines israiskas salia singuliariojo krasto
tasko O. Tuomet parodome, kad (1)-(3) uzdaviniy singuliarieji
sprendiniai gali buti iSreiksti kaip Sios asimptotinés dalies ir nario
su baigtine energija suma.

5.1 Stacionarus Stokso uzdavinys

Nagrinédami stacionary Stokso uzdavinj (1) mes tariame, kad

f ¢ L?(Q), suppa C 00N IQ, a € W/22(9Q) ir
/a-ndS:—F;é(). (4)
o0

1 Apibrézimas. Apibendrintuoju (1) uzdavinio sprendiniu va-
dinsime tokj solenoiding (t.y. divu = 0) vektorinj laukq u €
VV;)’CQ(Q), kuris tenkina krastine sqlygq ulgpq = a ir integraline

tapatybe
V/Vu-Vndx:/f-ndx,
Q

Q
kiekvienai funkcijai n € C3°(82), divy = 0.

Mes ieskome (1) uzdavinio sprendinio (u,p) tokiu pavidalu

u(z) = () U (@ [, 20) + V(2) + Tla),  (5)

p(x) = E(wn) PV N (a2, 2n) + P(2), (6)
dia x = (2, ), £ € C*[0,00) yra nupjautiné funkcija
(1, t<H/2,
«o={ g 1IH ™

funkcijos (U[J -1 plJ *_”) yra disertacijoje sukonstruota spren-
dinio asimptotiné israiska Salia tasko O; funkcija V = 0, kai
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z, < H/2 ir kai x, > H, o kai x, € (H/2,H) funkcija V €
Wh2(Qy /2,1) yra tokio divergencijos uzdavinio sprendinys:

(8)

divv = —¢ul" N 2 e Qupn,
V = a, 96639}1/2,1{7

ir mes pratesiame funkcija a nuliu plokstumoje x,, = H/2, ¢ia
Qujon = {1: eR™: |2| < o(xy), T, € [H/Z,H]} UQo. (9)

Galiausiali, ([AJ, ]3) — apibendrintasis stacionaraus Stokso uzdavinio
su nuline krastine salyga sprendinys:

—vAU+VP = f* z€qQ,
divU = 0, =z€Q, (10)

A~

U = 0, z€099,

dia f* € L?(9).

Disertacijoje jrodoma tokia sprendinio egzistavimo teoremas:
1 Teorema. Tegul f € L?(2), a € W1/2’2(8QH/2,H) yra duo-
tos funkcijos, supp a C 0o N I C Iy /o g N IN.  Tuomet
egzistuoja bent vienas (1) uZdavinio apibendrintasis sprendinys
uc VV;’CQ(Q) NWE2(Qp/o.1), kurg galima isreiksti (5) suma. Be
to, galioja jvertis

Ju— €UV Uy < C (2 + w2, ) -

5.2 Laiko atzvilgiu periodinis Stokso uzdavinys

Nagrinedami laiko atzvilgiu periodinj Stokso uzdavinj (2) mes
tariame, kad funkcijos f ir a yra periodinés laiko atzvilgiu, t.y.
f(z,0) = f(x,2n), a(z,0) = a(z, 27); be to, suppa C 9y N N

1r

/a~ndS:—F(t). (11)

o0

11



2 Apibrézimas. Apibendrintuoju (2) uzdavinio sprendiniu va-
dinsime solenoiding laiko atZvilgiu perioding vektoring laukg u €
L2(0,2m; Wp2(Q) N WY2(Qpjopr)) su wy € L2(0,2m; LE(Q) N

L2(QH/27H)), tenkinanty krastine sqlyge u|sq = a ir integraline
tapatybe

2m 2m
//117-(35,7') -n(x, ) dedr + V//Vu(a:,T) -Vn(z,7)dxdr
0 Q 0 Q

_ 7/ £(z,7) -z, 7) dadr,
0 Q

kiekvienai solenoidinei laiko atZvilgiv periodinei funkcijai m €
L?(0,2m; Cg°()).

Mes ieskome (2) uzdavinio sprendinio (u,p) tokiu pavidalu
u(z,t) = E(an) UV U@ /2, 2n,t) + V(z,t) + Uz, t),  (12)

p(a,t) = E(n) P N (@ [, n, 1) + Pla, 8), (13)

¢ia x = (2/,z,), £ € C®[0,00) yra nupjautiné funkcija (7),
funkcijos (U™ —U, PI7"=1) yra disertacijoje sukonstruota spren-
dinio asimptotiné israiska Salia tasko O; funkcija V (2, z,,,t) = 0,
kai z,, < H/2, o kai x,, > H/2, funkcija V yra (8) divergenci-
jos uzdavinio sprendinys, kur visos funkcijos priklauso nuo kin-
tamyju (z,t). Galiausiai, (IAJ, P) yra apibendrintasis laiko atzvil-
giu periodinio Stokso uzdavinio su nuline krastine salyga spren-

dinys
U, —vAU+VP = f* z €,
divU = 0, z€eQ,
_ (14)
U = 0, x € 051,
U(z,0) = U(z,27), z€Q,



éa £* € L?(9Q).
Disertacijoje jrodoma tokia sprendinio egzistavimo teorema:

k
2 Teorema. Tegulfc L?(0,27; L%*(Q)), a, % e L0, 2m;W1/2:2
(Op/2.1)) k=1,...,J" + 1, yra duotos laiko atzvilgiu periodi-
nés funkcijos, suppa C 9 NI C gy N OQ. Tuomet
egzistuoja bent vienas (2) uZdavinio apibendrintasis laiko atZvil-
giu periodinis sprendinys u € L%(0, 2m; Wli’f(ﬂ) ﬂWl’Q(QH/ZH)),
u, € L*0,2m; LY (Q) N L*(Qpjo,p)), kuris gali buti isreikstas
(12) suma. Be to, galioja jvertis

sup [, 8) = €U (01210
te[0,27]

. Jr—1
+HU—§U[J 11”%2(027r~wl2 + ue - §U[ ]”L2(027rL2(Q))

< C(HfHLz 0,2mL2()) T HaHL2 0,2m W/ 2:2(8Q /9 17))
J* +1

+ 3 15 0 WW@QW»)

5.3 Nestacionarus Stokso uzdavinys

Nagrinédami nestacionary Stokso uzdavinj (3) mes tariame, kad
suppa C 0y N o ir

/a-ndS:—F(t). (15)
o0
Be to, laikome, kad funkcija b yra iSreiksta kaip suma
b(z) = ((2n)Using(¥) + o (), (16)

¢ia ¢ yra glodi nupjautiné funkcija: ((t) = 1, kai ¢t < H/2, ir
C(t) =0, kait > H,

g () = (322027 (2052), D (a7))

13



ir ul, u, s € Wh2(w), w={y e R" 1 :|y| <y}, up € WH2(Q),
y' = 2’z . Be to, funkcijos b ir a turi tenkinti biitingsias sude-
rinamumo salygas

divb(z) =0, b(z)lgg = up(x)|sn = a(x,0). (17)

Singuliarioji pradinés salygos b dalis u;,4 yra solenoidiné ir yra
yatsakinga® uz srautg taske O laiko momentu ¢t = 0:

div tyimg = O, / Uging -1 dS = F(0) VA€ (0,H/2). (18)
o(h)

Is (15) seka, kad
/uo -ndS =—F(0). (19)

o0N

Be to, mes tariame, kad galioja salyga parametrui A
“An+1-2k)+1-2k+#0, (20)
dian=2,3,keN.

3 Apibrézimas. Apibendrintuoju (3) uzdavinio sprendiniu va-
dinsime solenoiding vektorinj laukqg u € L?(0,T; W12(Q\ Q)
suu; € L2(0,T; L*(Q\ Q,)), Yh € (0,H), tenkinant; krastine
selyga uloq = a, prading selyge u(z,0) = uo(x) + ((2n)Using ()
ir integraline tapatybe

o g

T
Ju-(z,7) -n(x,7)dedr +v [ [ Vu(z,7) - Vn(z,7)dedr
Q 0Q

I

[ f(z,7) n(x,7)dzdr,
Q

kiekvienai solenoidinei funkcijai n € L* (0,T; C§(£2)).

14



Mes ieskome (3) uzdavinio sprendinio (u,p) tokiu pavidalu
u(a,t) = (o)UY Y (&' /), o, 1/220) + O 1), (21)

pe,t) = &) PV 7Y (@' /), 2, tt/22) + Plat),  (22)

¢ia x = (2/,z,), £ € C®[0,00) yra nupjautiné funkcija (7),
funkcijos (UM —1, PI/"=11) yra disertacijoje sukonstruota spren-
dinio asimptotiné israiska Salia tasko O, (U P) yra apibendrin-
tasis nestacionaraus Stokso uzdavinio sprendinys:

Uy(x,t)—vAU(z, 1)+ VP(z, t) = £*(z, 1),
divO(z,t) = € (z)UY V(. 1),
Uz, 1)]o0 = a(w),
U(z,0) =uo(z),

gia x € Q, £* € L2(Q), ug(z) € WH2(Q).
Disertacijoje jrodoma tokia sprendinio egzistavimo teoremas:

3 Teorema. Tarkime, kad galioja (20). Tegulf € L?(0,T; L?*(2)),
k

(23)

ug € WH2(Q),u, € Wh2(w), a, ?915:1 € L*(0,T; W1/2’2(8QH/2,H)),
k=1,....J%+ 1, yra duotos funkcijos ir yra tenkinamos su-

derinamumo sqlygos (17), (18), (19); be to, suppa C 9y N

0 C 0o N O Tuomet egzistuoja bent vienas (3) uz-

davinio apibendrintasis sprendinys u € L?(0,T; W12(Q\ Q4)),

w € L20,T; L2\ Q) Vh € (0, H), kuris gali buti isreikstas

(21) suma. Be to, galioja jvertis

sup_ [ 8) = €YU D1,

t€[0,T]

’ . J*—1
+||u — fU[J 1] ||%2(0’T;W1,2(Q)) + ”ut - gUl[f H%?(O,T;LQ(Q))
< C<”f”L2 0,T;L2(Q) + HaHiQ (0, T WY 22(0Qp 2, 1))
J*+1 2 2
+ = H Otk HL2(0TW1/2 2(0Q0 /2,1) + HuOHWL?(Q) + HuSHWlaQ(w))'

15



Pastaba. Skaicius J* € N yra maziausias pakankamas skaicius,
kuris garantuoja, kad f* € L?(f2) (disertacijoje yra pateiktos for-
mulés jam apskaic¢iuoti). Jis priklauso nuo parametro A reikSmeés.

6 Rezultaty naujumas

Disertacijoje gauti rezultatai yra nauji. Srityse su smailuma
stacionaraus, laiko atzvilgiu periodinio ir nestacionaraus Stokso
uzdaviniy singuliariyjy sprendiniy israiska sukonstruota pirma
kartg. Tokiy sprendiniy egzistavimas iki Siol nebuvo jrodytas.
Pasienio sluoksnio (laiko atzvilgiu) konstravimas, kai greitasis
laikas priklauso nuo erdvinio kintamojo, yra naujas. Mes nezi-
nome nei vieno darbo kur biuity naudojama tokia koordinaciy
transformacija.

7 Aprobacija

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Diferencialiniy lygéiy ir
skaiciavimo matematikos (VU, MIF) bei Matematinio modelia-
vimo (VGTU, FMF) katedry seminaruose, o taip pat Siose moks-
linése konferencijose:

o Asymptotic Problems, Elliptic and Parabolic Issues, Vil-
nius, Lietuva, 2015 m. birzelio 1 - 5 d.

o Classical Problems and New Trends in Mathematical Fluid
Mechanics, Ferara, Italija, 2014 m. rugséjo 29 - spalio 3 d.

o Advances in Mathematical Fluid Mechanics, Lisabona, Por-
tugalija, 2014 m. birzelio 30 - liepos 5 d.

o 55th Conference of Lithuanian Mathematical Society, Vil-
nius, Lietuva, 2014 birzelio 26 - 27 d.
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Doktoranty mokykloje

e 12th School "Mathematical Theory in Fluid Mechanics’,
Kacov, Cekija, 2013 geguzés 24 - 31 d.

8 Publikacijos
Disertacijos rezultatai yra publikuoti Siuose straipsniuose:

1. A. E1sMONTAITE, K. PILECKAS, On singular solutions of
time-periodic and steady Stokes problems in a power cusp
domain, Applicable Analysis, 97(3) (2018), 415-437.

2. A. EisMONTAITE, K. PILECKAS, On singular solutions of
the initial boundary value problem for the Stokes system
in a power cusp domain, Applicable Analysis, (2018), Ad-
vanced online publication: 20 Apr 2018, https://doi.org/10.
1080/00036811.2018.1460815.
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9 ISvados

Disertacijoje nagrinéti stacionarus, laiko atzvilgiu periodinis ir
nestacionarus Stokso uzdaviniai (1)-(3) srityse su smailuma (angl.
power cusp domains). Tokiy sri¢iy krastui priklauso singuliarus
taskas O. Siame tagke esama Saltinio arba nuotakos, t.y. visiems
trims uzdaviniams uzduodamas nenulinis srautas.

o Srityse su smailuma stacionaraus, latko atZvilgiu periodinio
ir nestacionaraus Stokso uZdaviniy sprendiniai yra buti-
nai singuliarus ir jy singuliarumas priklauso nuo srities
parametro A.

Tam kad galétume isspresti suformuluotus uzdavinius, turéjome
formaliai sukonstruoti sprendinio asimptotine israiska Salia sin-
guliaraus krasto tasko.

o Formaligjg stacionaraus ir laiko atzZvilgiu periodinio Stokso
uzdaviniy asimptotikq sudaro tik isoriné asimptotiné dalis
(angl. outer asymptotics);

o Formaligjg nestacionaraus Stokso uzdavinio asimptotikq su-
daro iSoriné ir vidiné (pasienio sluoksnis laiko atzvilgiu)
asimptotinés dalys (angl. inner asymptotics, boundary-
layer-in-time );

o Greitasis laikas (angl. fast time) pasienio sluoksnio kon-
stravime priklauso nuo erdvinio kintamojo.

Disertacijoje buvo jrodytas singuliaraus sprendinio egzistavimas.

o Visy trijy uZdaviniy (stacionaraus, laiko atzZvilgiu perio-
dinio ir nestacionaraus) sprendinys gali buti isreikstas kaip
asimptotinio skleidinio ir nario su baigtine energija suma;

e Disertacijoje plétojami metodai gali buti pritaikyti analogis-
ky netiesiniy uZdaviniy sprendimui, t.y. Navjé-Stokso lyg-
tims.
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10 Summary

In the dissertation we considered stationary, time-periodic and
nonstationary Stokes problems (1)-(3) in domains = Qp U
Qo having a singular point O on the boundary. We assumed
that there is a source or a sink of the fluid in the cusp point O.
Therefore, the solutions are necessary singular.

The main objective of the thesis was to prove the existence
of singular solutions to stationary, time-periodic and nonstatio-
nary Stokes problems in the case when the boundary value a
has nonzero fluxes, i.e. there hold additional flux conditions (4),
(11) and (15). In order to do that, we constructed the formal
asymptotic expansion of the solutions near the singular point of
the boundary. This approach allowed us to reduce the initial
problem to a finite number of problems which solvability is well
known.

In the case of the stationary and time-periodic Stokes prob-
lems the constructed asymptotic expansion contains only the
outer asymptotics terms, while, in the case of the nonstationary
Stokes problem, the formal asymptotic expansion contains both
outer and inner (boundary-layer-in-time) asymptotics terms. Mo-
reover, the fast time in the boundary layer asymptotics depends
on the space variable. This coordinate transformation is new
and promising to be of much use in solving the nonlinear Navier-
Stokes equations.

Finally, the existence of singular solution was proved, i.e. it
was shown that for all three problems (stationary, time-periodic
and nonstationary) the solution can be constructed as a sum of
the asymptotic expansion and the term with finite energy.
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