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Zyméjimai

N naturaliyjy skaiciy aibé

P pirminiy skaiciy aibé

R realiyjy skaiciy aibé

m,n naturalieji skaiciai

qs D, P1, D2, - pirminiai skaiciai

[x] skaiCiaus x sveikoji dalis

fu (x > 2) stipriai adityviyju funkcijy seka

m(x) skaic¢ius pirminiy skaiciy, ne didesniy uz realyjj teigiama
skaiciy x

() Oilerio funkcija

e(z) nykstanti funkcija

w(n) skai¢iaus n pirminiy dalikliy skaicius

a<<b ekvivalentu nelygybei |a| < ¢b

vz(n < x,...) naturaliyjy skai¢iy, nevirsijanciy x ir tenkinanciy salyga,

esancig daugtaskio vietoje, daznis



II(u, A)

B(u,~,N)

U(u, L)

reiskia, kad lim fa) —q
z=00 9()

skirstiniy F,(u) silpnasis konvergavimas j pasiskirstymo

funkcija F'(u), kai z — oo

Puasono skirstinys su parametru A > 0 :

DL
M(u, A) := k > 7k
—o,1,... -
k<u

binominis skirstinys su parametrais v € (0,1) ir N € N:

B(u,v, N) == Y (]z)vk(l—v)N"“

k=0,1,....N
k<u

diskretus tolygusis skirstinys su parametru L € N, L > 2:

U(u, L) ::i 72 1

k=0,1,...,L—1
k<u



Ivadas

Disertacijoje pristatomos gautos butinos ir pakankamos salygos stipriai

adityviyju funkcijy seky skirstiniy

ve(p <z, fa(p+1) <w),
ve(n <z, fo(n) + go(n+1) < u),

Va:(p <o, fx(p+ 1) + gx(p + 2) < U)

silpnajam konvergavimui j diskrety tolygyji skirstinj.

1 apibrézimas. Aritmetiné funkcija f vadinama adityvigja, jei su bet kokia
pora tarpusavyje pirminiy skaiciy m ir n teisinga lygybé f(m-n) = f(m)+

f(n).

2 apibréZimas. Jei adityvioji funkcija f(n) tenkina sqlygqe f(p*) = f(p),
kiekvienam k € N ir kiekvienam pirminiam p, tai f(n) vadinama stipriai

adityvigja funkcija.

Darbe nagrinéjamos stipriai adityviyju funkecijy sekos f,.(p) igyjancios
reikSmes 0 arba 1 bet kuriam pirminiam skaic¢iui p. Tuomet

o) = L) = 3 1=3"1

Pln falpy=t Pln
Aktualumas
Darbo tyrimy objektas yra stipriai adityviyjy funkcijy seky su paslinktais
pirminiais, adityviyjy funkcijy seky sumy bei sumy su paslinktais pirmi-
niais silpnas konvergavimas j ribinj désnj. Tyrimo objektas ir sprendziami
uzdaviniai priskirtini tikimybinei skaiciy teorijai. Idéja nagrinéti stipriai

adityviyju funkcijy su skirtingais argumentais ribinj elgesj néra nauja.



P.D.T.A. Elliott’o ir J. Kubiliaus monografijose [5], [6], [18] galima rasti
daugumg klasikiniy rezultaty ir jy istorinj kontekstg. Adityviyjy funkcijy
ribiniy teoremy pirmieji rezultatai buvo gauti P. Erdos’o ir A. Wintner’io
[12] (1939) bei P. Erdés’o ir M. Kac’o [11] (1940). Adityviyju funkciju
sumy ribinio elgesio pirmieji rezultatai yra gauti W.J. LeVeque’o [19] (1949).
Bendresni rezultatai véliau yra gauti J. Kubiliaus [18], G. Haldsz’o [13],

[. Katai [17], A. Hildebrand’o [14], P.D.T.A. Elliott’o [5]-[8] ir kity autoriy
(zr. [20], [22], [23], [34], [36], [42]). Ju darbuose yra nagrin¢jamos adityviyjy
funkcijy skirtingos klasés.

Adityviyjy funkcijy su paslinktais pirminiais atvejus yra nagrinéje
M.B. Barban’as, A.I. Vinogradov’as ir B.V. Levin’as [1], I. Kétai [15] ir kiti
autoriai (zr. [3], [4], [6], [16], [33], [35], [40], [41]).

Sie silpnojo konvergavimo rezultatai buvo jrodyti remiantis skirtingais
metodais. Buvo naudoti elementarusis, récio, charakteristiniy funkcijy,
faktorialiniy momenty metodai bei Kubiliaus modelis.

Adityviyjy funkcijy seky skirstiniy silpng konvergavima j ribinj Puasono
skirstinj nagrinéjo J. Siaulys ir G. Stepanauskas straipsniuose [27]-[29],
[33]-[36]. Suformuluotiems teiginiams jrodyti buvo naudotas faktorialiniy
momenty bei charakteristiniy funkcijy metodai.

Bernulio, geometrinis, binominis, diskretus tolygusis pasiskirstymai kaip
ribiniai désniai buvo nagrinéti straipsniuose [37]-[39].

Stipriai adityviyjy funkcijy seky su paslinktais pirminiais, sumy su pa-
slinktais argumentais bei sumy su paslinktais pirminiais skirstiniy silpnas
konvergavimas j diskrety tolyguji skirstinj nebuvo nagrinéetas. Gauti rezul-
tatai apibudina adityviyjy funkcijy seky skirstiniy ribinj elgesj ir gali buti
taikomi matematiniuose tyrimuose, kuriuose reikia ziniy apie adityviyjy

funkcijy skirstiniy asimptotikas.

Tikslas ir uzdaviniai

Darbo tikslas — istirti stipriai adityviyjuy funkcijy seky skirstiniy silpno-



jo konvergavimo j diskrety tolygyji désnj atvejus. Tikslui pasiekti buvo

sprendziami Sie uzdaviniai:

o suformuluoti ir jrodyti stipriai adityviyjy funkcijy seky su paslinktais
pirminiais pasiskirstymo funkcijy silpnojo konvergavimo j diskrety to-

lygyji skirstinj butinas ir pakankamas salygas;

o suformuluoti ir jrodyti stipriai adityviyjy funkcijy seky sumy su pa-
slinktais argumentais pasiskirstymo funkcijy silpnojo konvergavimo j

diskrety tolygyjj skirstinj butinas ir pakankamas salygas;

o suformuluoti ir jrodyti stipriai adityviyjy funkcijy seky sumy su pas-
linktais pirminiais pasiskirstymo funkcijy silpnojo konvergavimo j dis-

krety tolygyjj skirstinj butinas ir pakankamas salygas.

Metodai
Disertacijoje suformuluotoms teoremos jrodyti buvo naudoti faktorialiniy

momenty bei charakteristiniy funkcijy metodai.

Mokslinis naujumas

Disertacijoje pateikti rezultatai yra nauji. Jie yra teorinio pobudzio.
Iki Siol diskretus tolygusis ribinis désnis stipriai adityviyjy funkcijy sekoms
buvo mazai nagrinétas (zr. [39]). Diskretus tolygusis pasiskirstymas kaip
ribinis désnis adityviyjy funkcijy seky su paslinktas pirminiais, adityviyjy
funkcijy seky sumoms su paslinktais argumentais bei sumoms su paslinktais

pirminiais nebuvo nagrinétas.

Aprobacija

Disertacijos rezultatai buvo pristatyti Sestojoje tarptautinéje konferenci-
joje "Analitic and Probabilistic Methods in Number Theory" (Palanga, Lie-
tuva, 2016), taip pat Lietuvos matematiky draugijos konferencijose (2014,
2015, 2016).
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1 Literaturos apzvalga

Siame skyriuje pristatomi tikimybinés skai¢iy teorijos uzdaviniai — adity-
viyjy funkcijy f(n) ribinio skirstinio egzistavimo problemos bei jy istorinis
kontekstas. Apzvelgiami gauti ribiniai rezultatai siy adityviyjuy funkcijy
skirstiniy:

L. vy(n <z, f(n) < u);

4. v{n <z, fi(n) + fo(ln+ 1) — a(zr) < u};
5. Vx{n <z, ijl W < u}

Taip pat pristatomi gauti ribiniai rezultatai siy stipriai adityviyjy funk-

ciju seky skirstiniy:

1.1 Istorinis kontekstas, klasikiniai rezultatai

Pirmieji sprendziami uzdaviniai buvo adityviyju funkciju f(n) skirstiniy

ve(n <z, f(n) <u)

silpnojo konvergavimo j ribinj désnj butiny ir pakankamy salygy formulavi-
mas ir jrodymas.

Pirmieji rezultatai buvo gauti P. Erdds’o ir A. Wintner’io [12] (1939).

11



1.1 teorema (Erdds-Wintner, 1939). Adityvioji funkcija f(n) turi ribing

skirsting tada ir tik tada, kav sios eilutés

f(p)
p

> L y @) 5
If(p)|<1

1f(p)[>1 P ifp)<t P

konverguoja. Kai sios sglygos yra patenkintos, ribinio skirstinio charakte-

ristiné funkcija yra

n<1—;)(1+ S e“;fj’”))

p m=1
Ribinis skirstinys yra gryno tipo ir yra tolydus tada ir tik tada, kai eiluté
5 1

fp)#o0 P

diverguoja.

Véliau buvo sprendziamas bendresnis tikimybines skaiciy teorijos uzda-
vinys — apibrézti kada egzistuoja funkcijos a(z) € R ir g(z) > 0, x — oo,

kad adityviuju funkciju f(n) skirstiniai

f(n) = a(z)

502) < u) (1.1)

v(n <

silpnai konverguoty j ribinj désnj.
Siuo atveju P. Erdds’o ir A. Wintner’io teoremoje a(z) = 0 ir 8(x) =

Atskiru atveju, kai

zlfp 5a) =1
[f(p)I<

gauta P.Erdés’o teorema.

1.2 teorema (P.Erdés, 1938). Tegul

a(z)= > f;p)
\f%f)\mél

12



Jeigu eilutés
1 f*(p)
F@)>1 P <t P
konverguoja, tai skirstinys

ve(n <, f(n) —a(r) <u)

silpnar konverguoja j ribing désng. Ribinio skirstinio charakteristiné funkcija

yra
I (1+9m) I (+glp)e s
[f(p)|>1 |f(p)I<1
cia
g(p) = 1 <1 _ 1) i p et ™),
p P/ m=1
Ribinis skirstinys yra gryno tipo ir yra tolydus tada ir tik tada, kai eiluté
1
Z -
f#0 P

diverguoja.

Svarbus rezultatas daves nauja postumj adityviyjy aritmetiniy funkcijy
skirstiniy asimptotiniy savybiy tyrimams yra P. Erdés’o ir M. Kac’o teore-
ma [11]. Taip pat ji svarbi tikimybinéje skai¢iy teorijoje kaip centriné ribiné
teorema adityviosioms funkcijoms.

Pazymékime

f(p)
az) = 7

psT

s@) = B = (¥ 12)

p<z P
1.3 teorema (Erdds-Kac, 1940). Tegul f(n) stipriai adityvioji funkcija,

kuriai |f(p)| < 1 wvisiems pirminiams p. Jeigu B(x) — oo, kai x — oo, tai

f(n) — A(z)
Bx)

¢ia G(u) — standartinis normalusis skirstinys.

u) = G(u),

ve(n < x,

13



P. Erdés’o ir A. Wintner’io bei P. Erdds’o ir M. Kac’o teoremos yra
pirmieji adityviyjy funkcijy ribiniy teoremy pavyzdziai, turéje didele jtaka
tikimybinés skai¢iy teorijos raidai.

Veliau P. Erdés’o ir M. Kac’o metoda ispléte J. Kubilius (1954-1955).
J. Kubiliaus darbai yra svarus indélis tikimybinéje skaiciy teorijoje. Jo
monografijoje [18] galima rasti klasikinius rezultatus ir pagrindinius tiki-
mybinés skaiciy teorijos uzdavinius. J. Kubilius yra apibrézes jo vardu
pavadinta klase H. Sakoma, kad stipriai adityvioji funkcija f priklauso
Kubiliaus H klasei, jeigu B(n) — oo, kai n — oo, ir egzistuoja neapréztai
didéjanti funkcija r = r(n), kuriai
B(r(n))

Inr(n)
0 i — = 1.
mn . B(n) -

Suformuluota ir jrodyta J. Kubiliaus teorema (1.1) skirstiniams, kai funk-

cija f(n) priklauso Kubiliaus H klasei.

1.4 teorema (Kubilius, 1954). Tarkime f(n) stipriai adityvioji funkcija,
priklausanti klaser H. Pasiskirstymo funkcijos

f(n) — A(z)

B < u)

va(n <z,

silpnai konverguoja § ribing skirsting, kai x — oo, tada ir tik tada, kai egzis-

tuoja nemazéjanti funkcija K(v), kad visuose funkcijos tolydumo taskuose

1 f*(p)
Pa = o, FO

f(p)<vB(x)

kai x — oo. Kai si sglyga yra patenkinta, ribinio désnio charakteristiné
funkcija ¢(t) gaunama i§ Kolmogorovo formulés

no(t) = [~ (e~ 1 itv);dK(v), (1.2)

—Oo0

ribinio désnio vidurkis lygus 0, o dispersija lygi 1.
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1971 m. nepriklausomai P.D.T.A. Elliott’as ir C. Ryavec’as [10] bei
B.V. Levin’as ir N.M. Timofeev’as [43] gavo pasiskirstymo funkciju

va(n <z, f(n) —a(z) <u)
silpnojo konvergavimo j ribinj skirstinj butinas ir pakankamas salygas.

1.5 teorema. Tegul f(n) reali adityvioji aritmetiné funkcija, a(x) realiofi

funkcija, apibrézta, kai x > 1. Pasiskirstymo funkcijos
vz(n <z, f(n) —a(z) <u)

konverguoja 3 ribing skirsting, kai x — oo, tada ir tik tada, kai egzistuoja

tokia konstanta c, su kuria f(n) = clogn + h(n), ir eilutés

1 h2(p)
Ih(p)|>1 P ()<t P

konverquoja. Be to, kai Sios sglygos yra patenkintos, funkcija o(x) yra

apibréZiama taip

a(z) = clogx + ; h;)

[h(p)I<1

Ribinio skirstinio charakteristiné funkcija yra

cia

0o 6ith(pk) >

u@@)::<1—-1><14—g; p

p

Ribinis skirstinys yra gryno tipo ir yra tolydus tada ir tik tada, kai eiluté

5 1

fp)#o0 P

diverguoja.
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Analogiski uzdaviniai buvo nagrinéti ir paslinkty pirminiy skaiciy aibése,
t. y. pasiskirstymo funkcijy

flp+1)—a(r)
B(x)

silpnojo konvergavimo j ribinj désnj butiny ir pakankamy salygy formulavi-

< u) (1.3)

ve(p < z,

mas ir jrodymas.

Analogiskai 1.1, 1.2 ir 1.5 teoremoms buvo gautos stipriai adityviyjuy
funkcijy su paslinktais pirminiais skirstiniy silpnojo konvergavimo j ribinj
deésnj salygos [44], [6].

1.6 teorema (Timofeev, 1991). Tarkime, f(n) reali stipriai adityvioji funk-

cija. Pasiskirstymo funkcijos

ve(p <, f(p+1) <u)

turi ribing désng tada ir tik tada, kai eilutés

5 3 f(p) f*(p)

Y

FI>1P F S fol<t P
konverguoja.

1.7 teorema (Elliott, 1980). Tegul f(n) reali stipriai adityvioji funkcija,

kuriai eilutés

> 1 f*(p)

£t PP) o< #)
konverguoja. Tegqul
a(z) = f(pi

PST 90 p
[f(p)I<1

Tuomet pasiskirstymo funkcijos
vo(p <@, fp+1) —alz) <u)
silpnai konverguoja 3 ribing désng, kai x — oo.

16



1.8 teorema (Timofeev, 1991). Tegul f(n) reali stipriai adityvioji funkcija,
apibrézta tokiu budu f(n) = clogn + h(n). Pasiskirstymo funkcijos

ve(p <, f(p+1) — afz) < wu)

silpnar konverguoja j ribing skirsting, kai r — oo, tada ir tik tada, kai

egzistuoja tokia konstanta c, su kuria eilutés

1 h?(p)

lh(p)|>1 P h(p)l<t P

konverquoja. Be to, kai Sios sglygos yra patenkintos, funkcija o(x) yra
apibréZiama taip

h
a(z) =clogz + > hp)
Pz p
[h(p)I<1

Analogiskai 1.4 teoremai buvo suformuluotos ir jrodytos stipriai adity-
viyjy funkcijy su paslinktais pirminiais paskirstymo funkcijy silpnojo kon-

vergavimo j ribinj désnj butinos ir pakankamos salygos [1].

1.9 teorema (Barban-Vinogradov-Levin, 1965). Tegul f(n) stipriai adity-

vioji funkcija, priklausanti klasei H. Pasiskirstymo funkcijos

flp+1)—a(r)
B(x)

silpnai konverguoja j ribing skirsting, kar x — oo, tada ir tik tada, kai

ve(p < z, < u)

egzistuoja tokia pasiskirstymo funkcija K(v), kad

1 f2(p)
BQ(I) Z D _>K(v)7

p<T
f(p)<vB(x)

kai x — oo.
Kai si sqlyga yra patenkinta, ribinio désnio charakteristiné funkcija ¢(t)
gaunama is Kolmogorovo (1.2) formulés, ribinio désnio vidurkis lygus 0, o

dispersija lygi 1.
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Buvo nagrinétas dar vienas tikimybineés skaiciy teorijos uzdavinys — adi-
tyviyjy funkcijy sumy ribinio skirstinio egzistavimas. Pirmieji rezultatai

Sioje srityje yra gauti W.J. LeVeque’o [19] (1949).

1.10 teorema (LeVeque, 1949). Tegul f(n) stipriai adityvioji funkcija,

|f(p)| <1 visiems pirminiams p, o eiluté Y, @ diverquoja. Tada

() = Alx) _ - fn+1)— A)
B(x) " BW)

Vg (n < z, < UQ) = G(u1)G(ug).

Si teorema yra svarbi tikimybinéje skaiciy teorijoje kaip centriné ribiné

teorema adityviyjy funkcijy sumoms. IS jos isplaukia

w(n) —w(n+1)
V2loglogx

Bendresnius rezultatus véliau yra gave J. Kubilius [18], G. Halasz’as [13],
I. Kétai [17], A. Hildebrand’as [14], P.D.T.A. Elliott’as [5]—[8],
N.M. Timofeev’as ir H.H. Usmanov’as [42] ir kt.

ve(n < x, <u) = Gu).
( )

A. Hildebrand’as [14] (1988) pritaiké Erdés’o-Wintner’io teoremos prin-
cipus adityviyjy funkcijy skirtumo ribiniam rezultatui gauti. Teoremos

irodymui buvo taikytas charakteristiniy funkcijy metodas.

1.11 teorema (Hildebrand, 1988). Tegul f stipriai adityvioji funkcija.

Pasiskirstymo funkcijos

ve{n <, f(n+1) = f(n) <u}

silpnai konverguoja j ribing skirsting, kai x — oo, tada ir tik tada, kai

egzistuoja realusis skaicius c toks, kad funkcijai h(n) = f(n)—clogn eilutés

h(p)<1 P h(p)|>1 P

konverguoja.
Jei Sios sqglygos yra patenkintos, tai ribinio skirstinio charakteristiné funk-

crja yra

18



2 1 eith(p™)
1—+2<1—>Re )
11—9[ ( P P m§>:1 "

Dar po keleto mety N.M. Timofeev’as ir H.H. Usmanov’as [42] (1992)

gavo stipriai adityviyjy funkcijy fi, fo skirstiniy

ve{n <z, filn) + fa(n + 1) — a(z) < u} (1.4)

silpnojo konvergavimg j ribinj désnj butinas ir pakankamas salygas.

1.12 teorema (Timofeev-Usmanov, 1992). Tegul f1, fo stipriai adityviosios
funkcijos.  Tam, kad (1.4) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverquoty j
ribing désng, butina ir pakankama, kad egzistuoty tokie realieji skaiciai cq,

Ca, su kuriais eiluté

z;<mm{1,h12<p>} T min{L h*(p)})

P
konverguoty, cia funkcija hj(p) = f;(p) — cjlogp, j =1,2. Be to, kai sios

salygos yra patenkintos, funkcija a(x) turi pavidalg

a(x) = (c1 + ) loga + 3 hi*(p) + hf(p))

p<a p
cia
h, kai|h| <1
h* =
1, kailh|>1,

ribinio skirstinio charakteristiné funkcija yra

1 H (1 S Z Zthl + eithz(pm)>x

L+idt(c1 +c2) 5 =
“ (1 _ 1)>€§§<h1*(p>+h2*<p>>_
p

J. Kubilius monografijoje [18] jrodé bendrajj skirstiniy
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filn+a1) — Ay(z) fs(n + as) — Ay(x)
Vedn < O, + ...+ <u} 1.5
{ Bl(l’) BS(I) ( )
silpnojo konvergavimo j ribinj désnj atvejj. Cia f;, i = 1,...,s, stipriai

adityviosios funkcijos, kurios priklauso klasei H.

1.13 teorema (Kubilius, 1964). Tegul fi(n),..., fs(n) stipriai adityviosios
funkcijos, priklausancios klasei H, ir aq, ..., as skirtingi fiksuoti naturalieji
skaiciai. (1.5) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja j ribing skirsting
su dispersija s, kat x — oo, tada ir tik tada, kai egzistuoja nemazéjanti
funkcija K(v) tokia, kad

DR S

j=1 Bf(a:) p<z p

fj (p)<ij (z)

— K(v), T — 00
visuose funkcijos K(v) tolydumo taskuose. Ribinio désnio charakteristinés
funkcijos logaritmas apibréztas (1.2) lygybe.

Atskiras sios teoremos atvejis yra stipriai adityviyjy funkcijy sumy kon-

vergavimas } standartinj normalyjj skirstinj.

1.14 teorema (Kubilius, 1964). Tegul aq, ..., as skirtingi naturalieji skai-

ciai ir fi(n), ..., fs(n) realios stipriai adityviosios funkcijos. Jeigu kiekvie-
nam € > 0
1 f3(p) .
% 07 ] - 17 73 Y
B@) = ( )

£ ()| >eBj(z)

kai x — oo, tat

l/x{n < :U,JZ: 1i(n —\l_/gg](;;qj(x) < u} = G(u),

kai x — o0.

Ir véliau gauta nemazai rezultaty apie adityviyjy funkcijy sumy pasi-
skirstymus. Siuos uzdavinius sprendé I. Katai, N.M. Timofeev’as,

G. Stepanauskas ir kiti autoriai.
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1.2 Stipriai adityviyjuy funkcijuy seky skirstiniy
ve(n < x, fz(n) < u) ribiniai rezultatai

Pastaraisiais metais buvo gautos stipriai adityviyjy funkcijy seky f,

x = 2, skirstiniy silpnojo konvergavimo j konkrecius ribinius désnius butinos
ir pakankamos salygos. Tirti atvejai, kai f,(p) igyja reikSme 0 arba 1 bet
kuriam pirminiam skaiciui p.

Nagrinétas stipriai adityviyjy funkcijy seky pasiskirstymo funkcijy
ve(n <z, fo(n) < u) (1.6)

silpnas konvergavimas ] siuos ribinius désnius: Puasono, Bernulio, geomet-
rinj, binominj, diskretu tolyguji (zr. [37]-[39]).
(1.6) pasiskirstymo funkciju silpnojo konvergavimo j tam tikra désnj

salygos nusakytos Sioje J. Siaulio jrodytoje teoremoje [30].

1.15 teorema (Siaulys, 1999). Tegul f,, x > 2, yra stipriai adityviyjy
funkcijy aibé tokia, kad f.(p) € {0,1} visiems pirminiams p. Pasiskirstymo
funkcijos vy(n < x, fr(n) < w) silpnai konverguoja § kazkokiq pasiskirstymo

funkcijg tada ir tik tada, kai riba

: ! 1
lim > =g
T—=0e0 P1P2---P|ST ppo'pl

Pi#Dj i)

egzistuoja kiekvienam fiksuotam mnaturaliajam skaiciui . Be to, ribinio

skirstinio charakteristiné funkcija yra

— JI ( it !
1+l§“(e —1) . (1.7)
Toms (1.6) pasiskirstymo funkcijoms, kuriy ribinis skirstinys turi baigtine
atrama, silpnojo konvergavimo i ribinj désnj salygos buvo gautos J. Siaulio
straipsnyje [31].
1.16 teorema (Siaulys, 2000). Tegul f., x > 2, yra stipriai adityviyjy

funkcijy aibé, f.(p) € {0,1} visiems pirminiams p. Pasiskirstymo funkcijos
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vy (fz(n) < w) silpnai konverguoja § pasiskirstymo funkcijg Fe(u), cia & —
atsitiktinis dydis su baigtine atrama {0,1,2,..., L — 1}, L > 2, tada ir tik

tada, kai egzistuoja konstanta D > 2 tokia, kad

lim sup#{p < D: fulp) =1} < L,

1
roly

D<p<zt/@+1) P

lim
r—r00

L f 1
lim E E — =0,
T—00 .
k=1 P1oe PR S D pi#pj i pPip2 ... .PL+1
m1/<L+1><pk+1,..4,pL+1gm
p1p2mpL+1<x

: f 1 f 1
im ¢ >
rro0 pl,p2,...,Pl§D p1p2 . 'pl ml/(L+1)<[11,p2,4..,pl§1‘ p1p2 . pl
D7D i#] P1p2...p ST

-1 l 1
f
Y] Y =
k=1 P15 PR SDipi#pj i) pip2-..-Dpi
ml/(L+1)<pk+1 ,,,,, pI<T
P1P2.--P|<T

l=1,2,...,L. Be to, ribinio skirstinio charakteristiné funkcija nusakoma

(1.7) formule.

1.15 ir 1.16 teoremos yra teorinis pagrindas (1.6) pasiskirstymo funkcijy
silpnojo konvergavimo j konkrecius ribinius désnius butiny ir pakankamy
salygy suradimui.

(1.6) pasiskirstymo funkcijuy silpnojo konvergavimo j Puasono désnj su

parametru A salygos gautos J. Siaulio [32] (2002).

1.17 teorema (Siaulys, 2002). Tegul f,, © > 2, yra stipriai adityviyjy
funkcijy aibé tokia, kad f.(p) € {0,1} visiems pirminiams p. Pasiskirstymo
funkcijos v (fr(n) < w) silpnai konverguoja j Puasono désng su parametru

A tada ir tik tada, kai yra teisingos sios trys sqlygos:
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lim maxf = =0

T—00 p<Lx p !

1
Jim 3=

p<z P

1 tlogp
Z p—

1m

0.

Du skirtingus sios teoremos jrodymus galima rasti [26], [32] straipsniuo-
se . Straipsnyje [26] teorema jrodyta remiantis tikimybiniu, analiziniu ir
momenty metodais. Paprastesnis teoremos jrodymas pateiktas straipsnyje
[32]. Cia jrodymas paremtas faktorialiniy momenty metodu.

Stipriai adityviyjy funkcijy seky silpnojo konvergavimo j binominj ribinj
désnj butinos ir pakankamos salygos buvo gautos J. Siaulio ir G. Stepa-

nausko straipsnyje [38].

1.18 teorema (Siaulys-Stepanauskas, 2011). Tegul f,, x > 2, yra stipriai
adityviyjy funkcijy aibé tokia, kad f.(p) € {0,1} wisiems pirminiams p.
Pasiskirstymo funkcijos v, (f.(n) < u) silpnai konverguoja § ribing binomaing
désng B(u,vy, N) su parametrais v ¢ {1/p,p € P} ir N € N, kai x — o0,
tada ir tik tada, kai

. ;1
dwm 20 0 =0,
p<z N+1
. f f 1 N! ;
lim . — A
Tl E E pip2-..p (N =1)!
N+ <p1<x e N+1 <p/<w
P1P2---P|ST

] ¥ 1 N! !
lim = )
T—o0 Z Pip2 ... Pl (N—l)!’y

z N+1 <p1p2..-p|<T
P1P2.--P|ST

kiekvienam fiksuotam [ = 1,2,..., N.

1.19 teorema (Siaulys-Stepanauskas, 2011). Tegul f,, x > 2, yra stipriai
adityviyjy funkcijy aibé tokia, kad f.(p) € {0,1} wisiems pirminiams p.
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Pasiskirstymo funkcijos v, (f.(n) < u) silpnai konverguoja j ribing binomaing
désng B(u,v, N) su parametraisy =1/q, ¢ € P, ir N € N, kai x — o0, tada
ir tik tada, kai kiekvienam pakankamai dideliam x galioja viena is dviejy
salygu:

1)

. B . ol
i, fa() =0, Jim > 50
p<e N+T

ir kiekvienam fiksuotam [ =1,2,..., N

, f f 1 N! <1>l
lim E - E = ,
oo \© 1 pip2...pi (N - l)!
e N+1 <p1 <z e N+l <p<a
P1P2.--P|ST

) ¥ 1 N (1)1
lim = —
T 2 pp2...m (N —=10!\q

z N+1 <p1p2.---p|<T
pP1pP2---P|ST

arba

: . rol
g folg) =1 Jim >0 =0
p<z N p#q
ir kiekvienam fiksuotam 1 =1,2,... , N — 1

1 N —1)! 1\!

im Y Ly e ()

T—=00 - h pip2--.; (N—=1-=10!\gq
N <pisz z N <p<z
P1P2---P|ST

: f 1 (N —1)! <1>l
lim § = - .
T—00 | PIP2 ... Pl (N—-1-D"'\q

z N <pypg..p<z
P1P2---P|ST

Taip pat buvo gautos stipriai adityviyjy funkcijy seky silpnojo konver-
gavimo j diskrety tolyguji ribinj désnj butinos ir pakankamos salygos [39].

1.20 teorema (Siaulys-Stepanauskas, 2012). Tegul f,, x > 2, yra stipriai
adityviyjy funkcijy aibé tokia, kad f.(p) € {0,1} wisiems pirminiams p.

Pasiskirstymo funkcijos v, (f.(n) < u) silpnai konverguoja § ribing diskrety
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tolygujy désng U (u, L), kai x — oo, tada ir tik tada, kai L = 2 ir kiekvienam

pakankamai dideliam x galioja viena is dviejy sqlyguy:

. i
fz(2)=1, lim -=0 (1.8)
arba
. 1 ) 11
B, 20 0=00 Jm D0 S=o (1.9)
p<Lal/2 p z/2<p<e p

Pastarosios teoremos buvo jrodytos remiantis faktorialiniy momenty bei
charakteristiniy funkcijy metodais.
Silpnojo konvergavimo j konkrecius ribinius désnius pavyzdzius galima

rasti straipsnyje [37].

1.3 Stipriai adityviyjy funkcijy seky su paslinktais ar-

gumentais skirstiniy ribiniai désniai

Pladiai tirtas stipriai adityviyjy funkcijy skirstiniy silpnasis konvergavi-
mas j Puasono désnj. Straipsniuose [33]—[35] yra gautos butinos ir pakan-

kamos salygos skirstiniy

ve(p < o, fo(p+1) <),
ve(n <, fo(n) + go(n +1) < u),

ve(p <z, fop+1) + g2(p +2) <)

silpnajam konvergavimui j Puasono désnj.

1.21 teorema (Siaulys-Stepanauskas, 2007). Tegul f,, x > 2, yra stipriai
adityviyjy funkcijy aibé tokia, kad f.(p) € {0, 1} visiems pirminiams p ir

. ol
lim logz Y —=0

rY<qLx
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kiekvienam ~ € (0,1). Pasiskirstymo funkcijos vy(f.(p + 1) < u) silpnai
konverguoja § Puasono désny su parametru \, kai x — oo, tada ir tik tada,

kai

lim max/ = = 0,

1
Jim 3=

g<a 4
1.22 teorema (Siaulys-Stepanauskas, 2007). Tegul f, ir g,, + = 2, yra dvi
stipriai adityviyjy funkcijy aibés tokios, kad f.(p), g.(p) € {0,1} wvisiems

PIrmInIams p ir

1 1 1
iy (/82 e loEny

elogr N2, P p<e P

Pasiskirstymo funkcijos vy(n < x, fz(n)+gz(n+1) < u) silpnai konverguoja

3 Puasono désng su parametru \, kai x — oo, tada ir tik tada, kai

1 1
lim (maxf — + max? ) =0,

T\ psz P p<T P

. ! g1 o
Jim (S 457 ) =2

p<z P psT
1.23 teorema (Siaulys-Stepanauskas, 2007). Tegul f, ir g,, x = 2, yra dvi
stipriai adityviyjy funkcijy aibés tokios, kad f.(p), g.(p) € {0,1} visiems

PIrMINIams p ir

) 1 1
xlggologx( D )zO

Te¢<g<T q re¢<g<T q

kiekvienam o € (0, 1). Pasiskirstymo funkcijos vy(p < x, fo(p+ 1) + g.(p +
2) < w) silpnai konverguoja § Puasono désng su parametru \, kai x — oo,

tada ir tik tada, kai

1
lim (maxf — + max? ) =0,
T—00 <z ¢ <z (
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2 Diskretus tolygusis ribinis désnis adityviy-
ju funkcijy sekoms su paslinktais pirmi-
niais

Siame skyriuje pateikiamos stipriai adityviyjy funkeijy seky su paslinktais

pirminiais pasiskirstymo funkcijy

1
ve(p <o, falp+1) <u) = (@) > o1 (2.1)
fw(gff)<u

silpnojo konvergavimo j diskrety tolygyjj skirstinj

U, L) = 3 2 (2.2)

k=0,1,...,L—1

c¢ia L € N, L > 2, butinos ir pakankamos salygos. Teorema buvo jrodyta re-
miantis faktorialiniy momenty bei charakteristiniy funkcijy metodais. Taip
pat buvo jvesta salyga, apribojanti adityviyjy funkcijy elgseng dideliems
pirminiams skaic¢iams ((H) salyga). Galbut si problema yra iSsprendziama
kitais metodais (pvz. Kubiliaus modelis ar kt.). Tadiau ir Siais atvejais

iskils dideliy pirminiy skaiciy problema.

2.1 Pagrindinis rezultatas ir papildomos lemos

2.1 teorema. Tequl f,, x > 2, stipriat adityviyjy funkcijy aibé. Tarkime

fz(p) € {0,1} visiems pirminiams p ir

. rol
lim logz > ° - =0 (H)

2 <p<w
kiekvienam ~ € (0,1). (2.1) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja i
ribing diskrety tolyguji désng U(u, L), kai x — oo, tada ir tik tada, kai
L=21ir

: sl
+(3)=1, lim - =0. 2.3
CCRUIF D 23)
p#£3
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Teoremos jrodymas remiasi zemiau pateiktomis lemomis. 2.3—2.5 lemos
apibudina paskirstymo funkciju v,(f;(p + 1) < w) faktorialiniy momenty
ribine elgsena.

2.2 lema ([9]). Kiekvienai adityviajai, jgyjanciai realigsias reiksmes funk-
cijai h, visiems realiesiems b ir sveikiesiems a teisingas jvertis
~1/2

1
ve( hp+a)=b) < |4+ Y -

2.3 lema. Tequl f,, x > 2, aibé stipriai adityviyjy funkcijy, kurioms f.(p) €
{0,1} wvisiems pirminiams p. Jeigu (2.1) pasiskirstymo funkcijos silpnai
konverquoja i kazkokiq pasiskirstymo funkcijo F(u) su Suoliu taske u = 0,

kai x — oo, tai dydis

B, x) =

S fe+1)(fe(p+1)=1) o (fulp+ 1) —1+1), 1=1,2,...

F(ﬂ?) PLT
turi baigtine ribg
Tim 81, 7) = g, (2.4)

cia g; yra ribinio désnio l-asis faktorialinis momentas.

2.4 lema ([33], Lema 2). Jeigu stipriai adityviyjy funkcijy aibé f, tenkina
2.1 teoremos sqglygas ir

e, (2.5)

P

tai

B(Z’ x) B pLP;,pzém (pl - 1)(]92 - 1> T <pl N 1)

PiFDj, i#]

—}-81({13), [=1,2,....

IS sio teiginio ir (2.4) lygybés skirstiniu v, (f.(p + 1) < u) konvergavimo

atveju turime, kad

. f 1
lim =g 2.6
o 2 T Dm =D =1 (26)

PiF#Pj, i#]

kiekvienam [ € {1,2,...}.
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2.5 lema. Tequl f,, x > 2, aibé stipriai adityviyjy funkcijy, kurioms f.(p) €
{0,1} wvisiems pirminiams p ir patenkinta sqlyga (H). Jeigu (2.1) pasi-
skirstymo funkcijos silpnai konverguoja i pasiskirstymo funkcijq F, cia §-
atsitiktinis dydis su baigtine atrama {0,1,..., L — 1}, L > 2, tai egzistuoja
konstanta D > 2 tokia, kad

limsup #{p < D+ fulp) =1} <L —1, (2.7)
T—00
1
D ) (2.8)
T—00
D<p<l'l/l‘ p
. f 1
lim =91, 2.9
M - D -1 - D) (29)
PiFPj, i#]
l=1,2,...,L —1. Be to, ribinio skirstinio charakteristiné funkcija yra

Llg l
=1
Is 2.1 teoremos gauname S} pavyzdj.
2.1 pavyzdys. Tequl

1, jeip=3,

fz(p) = 1, jeiz® <p<axtee,

0  kitais atvejais,

cia €x > 0 irezloge — 0, kai v — co. Tuomet

Ve(fulp+1) <u)=Uu,?2), T — 00,

2.2 Lemy jrodymai

2.3 lemos jrodymas

Tarkime, kad (2.1) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja j ribine
pasiskirstymo funkcija F'(u) su Suoliu taske u = 0. IS silpnojo konvergavimo
isplaukia, kad

lim v, (fo(p+1) =0) = F(0+) — F(0) > ¢ > 0.
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Naudojant §j jvertj, straipsnyje [33] ((10) nelygybé) buvo jrodyta, kad

Bllx) <1, 121 (2.10)

Pasinaudoje siuo jverciu gauname, kad

1 1 k(k—1)...(k—1-1)
promdlD DR DD - ——
w(x) = m(x) = k(k—=1)...(k—1-1)
Fr(p+1)=k Fe(pt1)=k
1 1

SwhoD oo p itz <

k(k—1)...(k—=1-1)
visiems k > [ + 2. Taigi,

1
k(k—1).. (k—1—1)

F(k+) - F(k) = xlggo Vx(fm(p+ 1) = k) <

visiems k > [ + 2.
Fiksuokime [ € N ir pasirinkime K > [ + 2. Naudojant (2.10) jvertj

analogiskai kaip [33] gauname

Bla)=—— Y Lt D) —1) . (falp+ 1) 1+ 1)

77(3:) psT
1< fz (p+) <K

1 B fo(p+1)—1
= M%%% folp+D(falp+1) 1) ... (falp+1) = 1+1) TS
& B B 1 B(l+1,x)
=L k(b= 1) (k= D) M;izfl%kHO(K_l )
= fjk(k— D...(k=1+1)(F(k+) — F(k—)) +exi(x) + O <1>
—k:l Kl Ny

o 1
= gl_k_;ﬂk(k_l) - (k—l—l—l)(F(]f—i—)—F(]f—))—i—SK,l(ﬂ?)—i—Ol <K,_l>
% 1 1
“avent v ( 3 Gga=rm) o ()

1
=g + EK’l(g%) + O (K) .

Peréjus prie ribos, kai x — oo ir tada K — oo, gauname (2.4) lygybe.

2.3 lema jrodyta.
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2.5 lemos jrodymas

Sios lemos jrodymas panasus j 4 isvados i$ [31] butinumo jrodymg. I8

lemos salygy turime, kad egzistuoja toks k € {0,1,..., L — 1}, kuriam

Am ve(fo(p+1) = k) = Fe(k+) — Fe(k) = ¢ > 0.

IS 2.2 lemos turime, kad

—-1/2
vo(fulp+1) = k) < (4+zf 1) . (2.11)

p<a
Taigi, gauname (2.5) nelygybe.
Tada pagal 2.4 lema, galioja (2.6) lygybé. Tegul d > 2 fiksuotas natura-
lusis skaicius. Jeigu z/d"~! > d, i§ (2.6) lygybés turime, kad

f 1
gr, = limsup _
T=00 ) po,pp<d (pl - 1>(p2 - 1) (pL - ]')
pﬁép] i#£]

Tardami, kad
lim sup #{p < d: fu(p) £0} > L

gauname priestarg salygai gr, = 0. Taigi,

lim sup #{p < d: fu(p) #0} < L—

visiems fiksuotiems naturaliesiems d.

Imkime

aq = lim sup #{p < d: fo(p) # 0}.

Seka ag (d > 2) jgyja sveikasias reiksmes, yra nemazéjanti ir aprézta. Taigi,

egzistuoja toks naturalusis skai¢ius D > 2, kuriam

lim sup #{p < D : fulp) # 0} = au,

kai d > D. Kadangi ay < L — 1 visiems naturaliesiems d, tai gauname, kad

yra iSpildyta (2.7) salyga.
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Kita vertus, is siy samprotavimy isplaukia, kad

lim f.(p) =0

T—00

visiems fiksuotiems pirminiams p > D. Todél gauname, kad

lim max/ = = 0.

Kadangi kiekvienai porai 7,5, 1 <1 < j < L,

f 1
e (pr—=1) .. (pr = 1)

D<pq,..., P, <T
Pi=Pj

L—1
;o1 o1
< max — — 0, x— o0,

tai (2.6) lygybé rodo, kad

L
1
gL>limsup< Zf 1) .

v=00 \ plpcg/nP —
Taigi, i$ salygos g;, = 0 gauname (2.8). Paskutiné lemos (2.9) salyga
isplaukia i$ (2.6), (2.8) lygybeés ir (H) salygos. 2.5 lema jrodyta.

2.3 Pagrindinio rezultato jrodymas

Butinumas. Tarkime, kad

kai x — o0, su parametru L > 2. IS 2.3 lemos gauname, kad

(L —1)!
L—-1-DI'(l+1)

lim B(x,1) = (

kai | = 1,2,...,L — 1. ReikSmés ¢; yra ribinio skirstinio faktorialiniai

momentai. Diskretaus tolygiojo skirstinio atveju iSplaukia, kad

L1 (-1 -2
gl_Tv g2 = 3 ’
(L—1)(L—2)...(L—k)
gk ]€+1 ) 377 ) )
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=0, k=L L+1,.. ..

I§ (2.12) turime, kad

T v (fu(p+ 1) = 0) = U(0+, L) — U0, L) = i - 0.

Taigi, (2.5) nelygybé isplaukia i$ (2.11) nelygybeés, kai k& = 0. Dabar tai-
kysime 2.4 lema. ReikSmés g; yra ribinio skirstinio faktorialiniai momentai.

Akivaizdu, kad
91 < 91—k Gk
visiems [ = 2,3, ... ir visiems k =1,2,...,[ — 1. Konkreciu atveju
9 < gi.

Todel

(L—1)3(L—2) - <L;1>2'

Issprendus pastaraja nelygybe gauname, kad L < 5. Atskirai nagrinékime
atvejus L = 2,3,4,5.

Tegul L = 2. Siuo atveju

9 = g2=9g3=---=0.

1
2 Y
Naudojant 2.5 lemg egzistuoja D > 2, kad

limsup#{p < D: fu(p) =1} = < 1,
T— 00

1
im S =0,
T—00 D<p<1‘1/2p

. ol 1

1 = 2.13
w2 T (2.13)

Jei k = 1, tai i$ Siy samprotavimy ir (H) salygos gauname, kad yra
galimas tik vienas atvejis
f2(3) =1
dideliems x ir

. Fl_
>0 =0
v
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Jei k =0, tai f;(p) = 0 kiekvienam fiksuotam p ir pakankamai dideliems
z. Siuo atveju (2.13) lygybé néra teisinga. I to iSplaukia, kad atvejis x = 0
néra galimas.

Tegul L = 3. Tada

2

g1 =1, 92=3 93 =9g4=---=0.

Is 2.5 lemos turime, kad egzistuoja D > 2, su kuriuo teisingos Sios salygos:

limsup #{p < D: fo(p) =1} = <2,
T—r00

1
h_)m - 0,
r OOD<p<x1/3p
. ;F
p<D
f 1 2

lim = —, 2.15
LD D A VR (2.15)

P17#P2

Visy pirma, tarkime, kad x = 2. I$ (2.14) ir (H) salygos turime, kad

fe(p1) = fu(p2) =1

dideliems zx ir
1 1

+ —1
pr—1 p—1

fiksuotiems pirminiams pq, po, kai p; < po. Kadangi pastaroji lygybé néra
teisinga jokioms skirtingy pirminiy p;, po poroms, tai atvejis K = 2 néra
galimas.
IS (2.15) lygybés isplaukia, kad atvejai k = 1, k = 0 taip pat negalimi.
Tegul L = 4. Tada

3

91 =3

3
27 92:27 g3 = =, g4:g5::O

2
Pagal 2.5 lema egzistuoja tokia konstanta D > 2, kuriai

limsup #{p < D : fu(p) = 1} = 1 < 3, (2.16)
xr—r0Q0
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Fo1

li_>m 0,
z OOD<p<$1/4p
f 1 3
lim = —, 2.17
1
lim ! =2,
Tro0 p1,p2<D (pl - 1>(p2 - 1)
P1#P2
f 1 3
lim =—. (2.18)
M = Dipa -~ Ds— 1) 2
P; p] i#]

I$ (2.18) isplaukia, kad x negali buti 0,1 ir 2.
Tarkime, kad x = 3. Tuomet i§ (2.16) ir (2.17) lygybiu matyti, kad
egzistuoja tokie fiksuoti pirminiai p; < pe < ps, kuriems f,(p1) = fz(p2) =

fz(p3) = 1 dideliems z ir

SR I (2.19)
p—1 p—1 p3—1 2 '

Taciau néra tokiy pirminiy, kuriems galioty (2.19) lygybé. Taigi, atvejis
Kk = 3 taip pat néra jmanomas.

Tarkime, kad L = 5. Tuomet

24

G =2 g=4 g3=6 g=—

— :---:O‘
57 gs ge

Pagal 2.5 lema egzistuoja tokia konstanta D > 2, kuriai

limsup #{p < D folp) =1} =5 <4,

1
1,

D<p<x1/5p

lim
r—r00

. f L
lim > —— =2, (2.20)

. f
lim =4,
rree P12PQ:SD (p1 = 1)(p2 — 1)

P17#P2

f 1
lim = 6,
T ;3<D (p1—1)(p2 —1)(p3s — 1)

DiFDj, 1]
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) f 1 24
lim = — 2.21
B Um0 D=1 5 (2.2

PiF#Pj: 7]

I$ (2.21) lygybés gauname, kad k negali buti lygus 0, 1,2 ir 3.

Tarkime, kad « = 4. Tuomet i$ (2.20) iSplaukia, kad egzistuoja tokie
pirminiai p; < py < p3 < py, kuriems fo(p1) = fo(p2) = fe(p3) = fe(ps) =1
dideliems x ir

1 1 1 1

+ + + =2.
pr—1 po—1 p3—1 pys—1
Taciau
L + L + L + 1 <1—|—1+1+1<2
pr—1 p2—1 p3—1 p4—1\ 2 4 6 '

Taigi, atvejis K = 4 taip pat nejmanomas.

Pakankamumas. Tarkime, kad tenkinama teoremos (2.3) salyga bei
papildoma (H) salyga. (2.5) jvertis iSplaukia is (2.3) salygos. Tuomet

naudojant 2.4 lema gauname, kad

, . f !
lim B(/,z) = lim =0,
Jim A, 2) = lim Z (pr—1)(p2—1)...(m— 1)
Pi#pj. it
jeil>1ir
i 51, 2) =3
Imkime

’¢ 1 Z it fa( p+1
(%) pe

kai x > 2 ir t € R. Kadangi

ztr (T_l)
1) < L D

e’ — 1‘
visiems r € {0}UN, tai turime, kad
Uo(t) =1+ B(L,2) (" = 1) + O(B(2, 2)).

Peréje prie ribos paskutinéje lygybéje darome isvada, kad

lim ¢, (t) = L (eit—I—l).

T—00 2
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Bet tai ir yra diskretaus tolygiojo skirstinio U (u, 2) charakteristiné funkcija.
Taigi, teoremos pakankamumas jrodytas.

2.1 teorema jrodyta.
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3 Diskretus tolygusis ribinis désnis adityviy-
ju funkcijy seky sumoms su paslinktais ar-

gumentais

Siame skyriuje pateikiamos stipriai adityviyjy funkecijy seky sumy su pas-
linktais argumentais pasiskirstymo funkcijy
1
ve(n <z, fo(n) + go(n+1) <u)=— > 1 (3.1)

['x] n<e
fx(n)+gz(n+1)<u

silpnojo konvergavimo j diskrety tolyguji skirstinj U(u, L), L € N, L > 2,
butinos ir pakankamos salygos. Teorema buvo jrodyta remiantis fakto-
rialiniy momenty bei charakteristiniy funkcijy metodais. Taip pat buvo
jvesta salyga, apribojanti adityviyjy funkcijy elgseng dideliems pirminiams
skaiciams ((3.2) salyga). Galbut $i problema yra issprendziama kitais me-
todais (pvz. Kubiliaus modelis ar kt.). Taciau ir Siais atvejais iskils dideliy

pirminiy skaic¢iy problema.

3.1 Pagrindinis rezultatas ir papildomos lemos

3.1 teorema. Tequl f, ir g,, x = 2, yra dvi stipriai adityviyjy funkcijy aibés

tokios, kad f.(p), g.(p) € {0, 1} visiems pirminiams p. Be to, tarkime, kad
1 1

lim 5 (f2(p) + 9:(p)) logp _

0. (3.2)

(3.1) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja j diskrety tolyguji ribing
désng U(u, L), kai v — oo, tada ir tik tada, kai L = 2 ir

fx(2) + gw(2> =1, (33>
Jim Y f2(p) ;gx(p) _o (3.4)

Sios teoremos jrodymas paremtas paskirstymo funkcijy v, ( f,(n) 4 g.(n+
1) < u) faktorialiniy momenty ribine elgsena. Ji pateikiama 3.2, 3.4, 3.5

lemose.
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3.2 lema ([34]). Tegul f, ir g., x > 2, yra stipriai adityviyjy funkcijy aibés
tokios, kad fr(p), g.(p) € {0,1} wisiems pirminiams p. Jeigu (3.1) pasi-
skirstymo funkcijos silpnai konverguoja 3 kazkokiq pasiskirstymo funkcijq,

kai x — oo, tai dydis

o~

—1

ZH n)+g.(n+1)—k), 1=1,2,...
n<z k=0

H\r—‘

turi baigtine ribg
Jin (a,1) = 01, (35)
cia ¢ yra ribinio désnio l-asis faktorialinis momentas. IS kitos pusés, jei
(3.5) riba egzistuoja kiekvienam fiksuotam naturaliajam | ir eiluté
> 21
= !
konverquoja, tai (3.1) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja j kazkokig

pasiskirstymo funkcijq, kurios charakteristiné funkcija yra
S l
1+l§“(e ~1). (3.6)

3.3 lema ([13]). Tegul h adityvioji funkcija, jgyjanti realigsias reiksmes.

Tuomet gvertis
—1/2

Y i< ¥ L

n<x p<z
h(n)=a h(p)#0

teisingas visiems realiesiems skaiciams a ir x = 2.

3.4 lema. Tequl f, ir g, x = 2, yra dvi stipriai adityviyjy funkcijy aibés
tokios, kad f.(p), g.(p) € {0,1} visiems pirminiams p ir (3.2) salyga yra
patenkinta. Jeigu (3.1) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja j kazkok;j

ribing désng, tai

k=0 \'V/) p1,- PlesPlg-15+ plém pl .. ‘pkpk+1 .. ’pl
pi#D; it

g}ij&i (li) s S0 Segp) o)

visiems fiksuotiems naturaliesiems l. Be to, ribinis désnis turi (3.6) charak-

teristine funkcijq.
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3.5 lema. Tequl f, ir g., * > 2, dvi stipriai adityviyjy funkcijy aibés ir
fz(p), 9z(p) € {0,1} visiems pirminiams p bei (3.2) sqalyga yra patenkin-
ta. Jeigu (3.1) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja j pasiskirstymo
funkcijg Fe su baigtine atrama {0,1,2,...,L — 1}, L > 2, tai egzistuoja
konstanta D > 2 tokia, kad

limsup #{p < D : fu(p) + 9:(p) # 0} < L = 1, (3-8)
m 3 fe(p) + 92(p) _ 0. (3.9)
T—00 DZp< P
Ry f(p1) - f(pr)9(Prs1) - - g(p)
}Hglog) (k) pl,...,pk,p%...,pl@ P1...DkPkt1---Di =9, (310

P} it
I =1,2,...,L — 1. Be to, ribinio skirstinio F¢ charakteristiné funkcija yra

(3.6) ir ¢y =0, kai l > L.
IS 3.1 teoremos gauname pavyzd;.
3.1 pavyzdys. Tegul stipriai adityviosios funkcijos f, ir g, apibréztos taip

1, jeip =2 irx nelyginis, 1, jeip=2irx lyginis,
fx(p) = gx(p) =
0  Fkitais atvejais, 0  kitais atvejais.

Tada
Ve(fo(n) + gz(n+1) <u) =U(u,2), x— o0

3.2 Lemy jrodymai

3.4 lemos jrodymas

Pirmiausia jrodysime, kad

_|_
p<z p
Tarkime, kad (3.1) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja j ribinj skirs-
tin} Fr. Sis ribinis skirstinys yra atsitiktinio dydzZio &, jgyjancio sveikasias

reikSmes, skirstinys. Taigi, egzistuoja toks naturalusis a, kuriam
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Fe(a+) — Fe(a) > 0.

Tarkime, kad ay maziausias toks sveikasis skaic¢ius. Tuomet

lim v,(n <z, fo(n) + go(n + 1) = ag) = Fe(ao+) — Fe(ao) > 0.
Kadangi

liminf v, (n < 2, fo(n) < aog) 2 lim vy(n <z, fo(n) + gz(n + 1) = ag) > 0,
tai tam tikram sveikajam a;, 0 < a1 < ag turime

liminf v, (n <z, fo(n) = a1) > 0.

IS Sios nelygybeés ir 3.3 lemos isSplaukia, kad

5 fz(p)

PST

< 1.

Atitinkamai galime jvertinti funkcijos g, elgsena. Taigi, (3.11) nelygybé yra
teisinga.
Tegul ¢ fiksuotas, teigiamas ir pakankamai mazas skaicius. Apibrézkime

dvi naujas, stipriai adityviasias funkcijas f, ir g, taip:

. fo(p), jeip <, g:(p), jeip <,

f:c(p) = ga:(p) =

0, jei p > 22, 0, jei p > 9.

Kiekvienam € > 0

fo(n) + go(n+ 1) — fo(n) — Gu(n + 1)] > 5)

folm) = Fom)| > 5 ) e (n <@ lgaln+ 1) = Galn+ 1)] > 7

< v (n<a,3pln: folp) # fo(p) +ve (n < 2,3pln +1: 9:(p) # :(p))

< ¥ fop) +9:(0) 519

ro<p<z p

Vg (n <z,

<Vx<n<l’,
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Bet is (3.2) salygos gauname, kad
i 3 fe(P) + 9:(p)

T—00

= 0. (3.13)

rd<p<La p

Tai reiskia, kad (3.1) pasiskirstymo funkcijos ir pasiskirstymo funkcijos
ve (fo(n) + Go(n + 1) < u) (3.14)
konverguoja j ta patj ribinj skirstinj ir Siy ribiniy skirstiniy faktorialiniai
momentai sutampa.
Tegul [ fiksuotas skai¢ius. IS (3.14) skirstiniy faktorialiniy metody turi-

me, kad

I
8=
+ —
T o~
g
—~
3
N—
/N
;h
—
3
SN——
|
—_
N—
P
el
—~
3
SN—
|
—~
Pyl
|
—_
N—
N—

D)(Ge(n+1)—=1)...(goin+1)—(I—k—=1)). (3.15)
Naudojant funkcijy f, ir g, adityvuma (3.15) lygybés vidine sumg galime
perrasyti taip

> Yo S for)g(prra) - 9(pr),

PP P10 py<ad nse

. i g p1---PEn
PiFPj,i#]
e Pl1---PrIntl

kuri yra lygi

3 | <f(p1) - feR)gpent) - 9(p) <1>>

P1..-PkPk+1---Dl

D1y osPRsPld1s P ST
PiF#Pji#]

_ f(p1) .- f(pr)g(Prs1) - - - 9(p1) t0
- 2 5 P1- - PkPk+1-- DL +O< )

D1y osPRsPlg15 P ST
PiFPji7#]

Taigi, turime, kad

0;<x,z>=i(zi> s ) f0gpen) - 9(p)

k=0 Plseees PhPlt-10 py<T pl .. pkpk+1 .. pl
PiFDPjiF]
-1 15
+0 Z fm(p) +gm(p> Z fm(p) +gm(p) L0 ( x l > ‘
:l:‘5<p<x p p<T p xlog x
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Pasirinkus § < 1/1 18 (3.11) ir (3.13) gauname (3.7). 3.4 lema jrodyta.

3.5 lemos jrodymas

Sios lemos jrodymas panasus j 4 iSvados is [31] butinumo jrodyma.

Remiantis 3.4 lema (3.7) lygybé galioja kiekvienam naturaliajam . Tegul
d > 2 fiksuotas naturalusis skaic¢ius. Jeigu x/d*~1 > d, tai i§ (3.7) lygybeés
turime, kad

¢r, = limsup ZL: (L> 3 fp1) - f(Pe)9(Pri) - - - 9(pr) .

T=00  k—( k 1ol Pl 1s--PL<d pb1.--PkPk+1---PL
D7D i7#]

Darant prielaida, kad

limsup#{p < d: fo(p) + 9:(p) # 0} > L,

gauname priestara salygai ¢ = 0. Todél

limsup#{p < d: fu(p) + 92(p) # 0} S L — 1

kiekvienam fiksuotam, naturaliajam d. Imkime

aq = lim sup #{p <d: fu(p) + g.(p) # 0}.

Seka ag (d > 2) igyja sveikasias reikSmes, yra nemazéjanti ir aprézta.

Vadinasi, egzistuoja naturalusis D > 2, kad

limsup #{p < D : fuo(p) + g:(p) # 0} = aa;

kai d > D. Kadangi ag < L — 1 visiems naturaliesiems d, tai gauname (3.8)

salyga.

Kita vertus, is Siy samprotavimy isplaukia, kad

xlggo(fx(p) + ga:(p)) =0

visiems fiksuotiems pirminiams p > D. Taigi,

lim max fo(p) + 9:(p)
z—0 D<p<z P

— 0. (3.16)
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Pagal (3.11) ir (3.16) kiekvienai porai i, j, 1 <14 < j < L, turime, kad

5 f(p1) . f(pk)g(Prs1) - - 9(pr)

D<p1 ,,,,, pk,pkﬁ_l,m,pLgx pl .. pkpk+1 .. pL

Pi=Pj

< e o)+ 0:0) (Z fx<p>+gx<p>)“ o

D<p<z P p<z D

kai x — oo. I8 ¢ia ir (3.7) lygybés turime, kad

¢L>limsupi (i)( Z f;v(p>) (DZ gac<p)) .

L0 k=0 D<p<z p <p<z p

Taigi, i3 salygos ¢ = 0 iSplaukia (3.9).
Paskutiné (3.10) lemos salyga isplaukia i$ (3.7) ir (3.9) lygybés. 3.5 lema
irodyta.

3.3 Pagrindinio rezultato jrodymas
Butinumas. Tarkime, kad
Ve(fe(n) + gz:(n+1) <u)=U(u, L),

kai x — o0, su parametru L > 2. Diskretaus tolygiojo skirstinio atveju

turime, kad ribinio skirstinio faktorialiniai momentai yra

(L—-1)(L—2)...(L—k)
k41 ’
bp=0, k=L L+1,....

b =

k=1,2,...,L—1,

I$ (3.7) iSplaukia, kad
¢ < .

Todeél

(L—lgL—2)<<L;1y'

IS ¢ia gauname, kad L < 5.

Pagal 3.5 lema turime, kad fiksuotiems D > 2 teisingos Sios salygos :
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limsup#{p < D : fuo(p) + g:(p) # 0} =t w < L — 1,

5 f(p) + 9:(p)

lim = 0.

T—00 D<p<z p
Atskirai nagrinésime atvejus L = 2, 3,4, 5.

Tegul L = 2. Siuo atveju x < 1,
1

¢1:§, Pp=¢3=---=0

Is 3.5 lemos turime, kad
x x 1
p<D

Jei k = 1, tai is Siy samprotavimy gauname, kad yra galimas tik vienas
atvejis:

f2(2) +9.(2) =1

dideliems zx ir

5 fx(p) + 92(p)

2<p<z p

lim =0.
r—r00

Jei k = 0, tai f.(p) + g=(p) = 0 kiekvienam fiksuotam pirminiam p
ir pakankamai dideliems x. Siuo atveju (3.17) lygybé néra teisinga. I$ to
isplaukia, kad atvejis k = 0 néra galimas.

Tegul L = 3. Tada k < 2,

2

f=1 ¢r=3, ¢s=¢s=---=0.

Is 3.5 lemos turime, kad

fa(p) + 9:(p)

lim 3 —1, (3.18)
x—>oop<D P
lm 3 fo(P1) fa(p2) +2£0(P1)92(P2) + 9o(P1)9u(p2) _ 2 (3.19)
T—00 I P1P2 3

P17#P2

Visy pirma, tarkime, kad x = 2. Néra tokiy dviejy skirtingy pirminiy
p1, p2 < D, kuriems f,(p;) + g-(pi) # 0, ¢ = 1,2. Taigi, (3.18) salyga néra

tenkinama.
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Atvejams k = 1 ir k = 0 (3.19) salyga néra ispildyta.
Tegul L = 4. Tada k < 3,

3 3

¢1:§7 ¢2:27 ¢3:§7 ¢4:¢5::0

Is 3.5 lemos turime, kad

lim 3" fe(P) + 92(p) _ §, (3.20)
m—>oop<D P 2
Jim. Z D fo(p1) fo(p2) + %(2;11;9;(192) + 92(1)92(P2) _ 2.

P17#P2

lim
Tr—r00

fx(pl)fx(pZ)fx(p?)) + 3f$(p1)f$(p2)g;r(p3)
Z ( p1p2p3

p1,P2,P3<D
P17#P2,P17#P3,P27P3

3o (912 (92) 90 (D) + 62 (1) 2 (P2) 2 (p3) 3) (3.21)

+ =2
DP1P2P3 2

I$ (3.21) lygybeés isplaukia, kad k negali jgyti reiksmiy 0, 1, ir 2.

Tarkime, kad x = 3. Tuomet turi egzistuoti trys skirtingi pirminiai
skaifiai p1, pa, ps < D, kuriems f.(p;) + g=(pi) # 0. Taciau néra tokiy
pirminiy, kad (3.20) lygybé buty teisinga.

Tarkime L = 5. Tuomet xk < 4,

b1=2, dy=4, ¢y=6, ¢4:254, bs = o= ... = 0.

Is 3.5 lemos turime, kad

lim 3 fe(P) + 92(p) _ 2. (3.22)
x%oopgD P
xlggo Z fx(pl)fx(pZ) + 2fx(f911;92x(p2) + gx(pl)gx(p2) — 4,
g

lim
Tr—>r00

fe(P1) fo(p2) fo(P3) + 3 fo (1) f2(P2) 92 (D3)
Z ( pP1p2p3

P1,p2,p3<D
P1#P2,P17#P3:P27P3

N 3f2(P1)92(P2)92(P3) + 92 (1) gz (P2)gx(p3) — 6) , (3.23)

P1p2p3
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;}1_{2024: (4) Z f1) - f(or)9Pr+1) - - g(pa) 24

- (3.24)
P1:P2,P3,P4 <D P1P2P3P4 5)

=0 pi#py iti

I$ (3.24) lygybeés isplaukia, kad k negali buti lygus 0, 1,2 ir 3.

Atvejis k = 4 néra galimas dél (3.22) lygybés. Teoremos butinumas
irodytas.

Pakankamumas. 1s teoremos (3.4) salygos isplaukia, kad (3.11) ir (3.13)
salygos yra teisingos. Tuomet i$ (3.12) turime, kad, konvergavimo atveju
(3.1) ir (3.14) skirstiniai silpnai konverguoja i ta patj ribinj skirstinj. Todél
uztenka nagrineti (3.14) skirstinio faktorialiniy momenty qg(x, [) konverga-
vima.

I$ (3.3), (3.4) ir (3.15) gauname, kad

Tim ¢(x, 1)

=t Zl: <l> Z f1) - JPR)gPrr) - 9e0) _

k=0 k ,A..,pk,pkﬁ_l,“.,plgﬂ; pl st pkpk+1 .. pl
D7D ,17]

kail=2,3,... ir

fx(p> +gx(p> _ fx(2) +9x<2) o 1

Jim ¢(z,1) = :‘h_{gog\;ﬁ D 9 ~ 9

IS 3.2 lemos isplaukia, kad (3.1) skirstiniai silpnai konverguoja j diskrety

tolyguji skirstinj U (u,2). Teorema jrodyta.
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4  Diskretus tolygusis ribinis désnis adity-
viyjuy funkcijy seky sumoms su paslinktais
pirminiais

Siame skyriuje pateikiamos stipriai adityviyjy funkecijy seky sumy su pas-

linktais pirminiais pasiskirstymo funkcijy

<o o+ )t @+ <u=—— Y 1 (41)

™ LU) PST

Fr(p+1) gz (p+2)<u
silpnojo konvergavimo j diskrety tolyguji skirstinj U(u, L), L € N, L > 2,
butinos ir pakankamos salygos. Kaip ankstesniuose skyriuose, teorema buvo
irodyta remiantis faktorialiniy momenty bei charakteristiniy funkcijy meto-
dais. Siems skirstiniams taip pat buvo jvesta salyga apribojanti adityviyjy

funkcijy elgseng dideliems pirminiams skai¢iams ((4.2) salyga).

4.1 Pagrindinis rezultatas ir papildomos lemos

4.1 teorema. Tequl f, ir g., x = 2, yra dvi stipriai adityviyjy funkcijy
aibés. Tarkime, kad f.(p), g=(p) € {0, 1} visiems pirminiams p ir

Jim logr f=(p) + 9.(p)

TV <p<w p

~0 (4.2)

kiekvienam ~ € (0,1). (4.1) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja j
ribing diskrety tolyguji skirsting U(u, L), kai x — oo, tada ir tik tada, kai

L=2,
lim 3 fz(p) + 9:(p)

T—00
PST p
p#3,5

=0 (4.3)
ir kiekvienam pakankamai dideliam x galimas vienas is atvejy

f2(3) + 92(3) =1 ir fz(5) + g.(5) = 0 (4.4)

arba

fx(g) + gx(g) =0r fx(5) + gﬂc(5) = 2. (45)

49



Teoremos jrodymas remiasi toliau pateiktomis lemomis.

4.2 lema ([2]). Tegul K teigiamas realusis skaicius. Tada egzistuoja toks

realusis skaicius L, kad tolygiai visiems x > 2

lix T

max |7(z,d,v) — < .
dgxl/%gaj)’: (dw)=1 (b(d) (10g .I')K

4.3 lema ([35)). Tegul f, ir g., x > 2, dvi stipriai adityviyjy funkcijy aibés,
tokios, kad f.(p), g=(p) € {0,1} visiems pirminiams p ir

5 L) +clp) _

PST p

(4.6)

Taip pat tequl naturaliesiems [
Bllix) = —= > (folp+1)+g2(p+2
(1) = o TUelr+ 1) +alo+2)

X (fep+1)+9:(p+2) = 1) ... (fulp+1) + gulp+2) =1+ 1).

Tuomet

ﬂ(l, x) < e 1.

4.4 lema. Tequl f, ir g, x = 2, dvi stipriai adityviyjy funkcijy aibés tokios,
kad f.(p), g.(p) € {0,1} visiems pirminiams p ir tequl (4.6) nelygybé pa-
tenkinta. Jeigu (4.1) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja i kazkokiq

pasiskirstymo funkcijo F(u), kai v — oo, tai

xlg&ﬁ(l,x) =06, 1=1,2,..., (4.7)
cia By yra ribinio désnio l-asis faktorialinis momentas.

4.5 lema. Tegul stipriai adityviyjy funkcijy aibéms f,. ir g, galioja 4.1
teoremos sqlygos ir (4.6) nelygybé patenkinta. Jeigu (4.1) pasiskirstymo
funkcijos silpnai konverguoja § kazkokiq pasiskirstymo funkcijo F(u), kai
T — 00, tai

Bzzlimzl:G) s o) fePgaPre) 0 2) g

L—700 k=0 P1,P25--P|<T gb(ppo R pl)
PiF#Pj,i#]
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4.6 lema. Tequl f, ir g,, x = 2, dvi stipriai adityviyjy funkcijy aibés tokios,
kad f.(p), g:(p) € {0,1} wvisiems pirminiams p ir tequl (4.2) sqlyga paten-
kinta. Jeigu (4.1) pasiskirstymo funkcijos silpnai konverguoja j atsitiktinio
dydzio & pasiskirstymo funkcijge Fe su baigtine atrama {0,1,...,L — 1},

L > 2, tai egzistuoja konstanta D > 2 tokia, kad

limsup #{p < D= fo(p) + 9.(p) # 0} < L — 1, (4.9)
K[! fer) - f(pe)g(pria) - 9(pr)
1 = :
xl_)HOlo k:;O (k) p1,....,pi,i,;zﬂ;;,plgfj 45(]?1]?2 .. -pl) 617 (4 11)

l=1,2,...,L—1. Be to, ribinio désnio F¢ charakteristiné funkcija yra lygi
L-1 B
Lo it !
=1
IS 4.1 teoremos iSplaukia pavyzdys.
4.1 pavyzdys. Tegul

1, jeip =3 irx nelyginis,
0, Jeip=3,
0, jeip=3irx lyginis,
0, jeip=>5 irx nelyginis,
f=(p) =140, jeip=5 irz nelyginis, 9:(p) =
1, jeip=>5irx lyginis,
, jeip=>51irx lyginis,

0  kitais atvejais.

0  kitais atvejais,

Tuomet

Ve(fo(p+ 1)+ g:(p+2) <u) =Uu,2), x—oc.
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4.2 Lemy jrodymai

4.4 lemos jrodymas

Kiekvienam k > [ + 2 teisingas jvertis

o0

B(l+2,x):L oY mm—=1)...(m—=1-1)

W(CE’) p<z m=[+2
h(p)=m

1
> ——k(k—1)...(k—1—-1 1.

@) (k—=1)...( ) ;
h(p)=m

Naudojant 4.3 lema bei §j jvertj, gauname, kad

1 B(l+2,x) 1
s SRED DI ¥y s s uuy sy e S i § g

fz(p+1)+gz (p+2)=k

Todel
1
Fk+)—F(k) = li (o 1 - 2) =k
(4.12)
kiekvienam k > [ + 2 ir riba
K
I}I_IEI Zk:(k—l)...(k—l-l—l)(F(k-i—)—F(k))=Bl (4.13)
k=1
egzistuoja.

Fiksuokime [ € N, pasirinkime K > [ + 2 ir padalinkime S3(l,z) i dvi

sumas:

T™\T

B(l,x)=(1) Y (Rt 1)+galp+2)

p<T
1< fe (p+1) 49z (p+2)<K

X (felp+1) +g:(p+2)—1) ... (fulp+ 1)+ gu(p+2) =1 +1)

1

L B D e )(Ae )t +2) - 1)
fI(P+1)f9<mll(p+2)>K

X (folp+ 1)+ galp+2) — 1+ 1) Jo(p+1) + go(p+2) —1

felp+ 1) +gu(p+2) =1
Pertvarkome (I, x) iSraiska ir, pasinaudoje 4.3 lema, gauname

S (- TR Bl+1,)
B(l, x) . kz:l k(k 1) N (k v 1) 7T(!13) h(wm%(pﬁ)k e ( K= )
K 1
=2 kb= 1) (k= 14 D) = P(R) +exale) + O (K_l> .
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I$ (4.12) ir (4.13) isplaukia, kad

S 1
Bla) = = 3 K1) (b (F ) —F () e () +O <K—l>

“nv0( S mpu=roy) o0 ()

=B +eki(x) + O (;) :

Paskutinéje lygybéje peréjus prie ribos, kai x artéja j begalybe, tada K
artéja i begalybe, gauname (4.7) sarysi. 4.4 lema jrodyta.

4.5 lemos jrodymas

Tegul fx ir g, yar dvi naujos stipriai adityviosios funkcijos, apibréztos

lygybémis:
~ fx(p)7 Jel p < x(s? N gx(p)7 .]el p < ':Cd?
fﬂc(p) = gx(p) =
0, jei p>a°, 0, jei p >,

¢ia konstanta 0 > 0 yra mazas dydis ir bus pasirinktas véliau. Kievienam

teigiamam &

ve (|folp+ 1)+ gu(p+2) = folp+1) — dulp+2)| > ¢)
<vo ([felo+ D)= Falp+ )] > 0) v (90 +2) = 2ulp+2)] > 2

<vr (Balp+1: fulq) # fo(@) + v Galp +2: 9:(g) # Gu(q)) . (4.14)

Desiniosios pusés pirmasis démuo nevirsija

LIS me<q><<log:c( > f“’(qﬁl).

W(I) x5<q<z+1 q;zrpé:l x5<q<m C] X

Analogiskas jvertis yra ir (4.14) antrojo desiniosios pusés démens. Tuomet

ve (|fe(p+ 1) + 020 +2) = Lolp+1) = du(p +2)| > ¢)

<<1ogsc( > fm%@+1> =¢e5(z), (4.15)

r0<g<a q x
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nes (4.2) salyga galioja. Tai reiskia, kad
ve (Fop+ 1)+ Gu(p +2) <u) = Fu), kai z— oo.

Taigi, faktorialiniai momentai 3(1, ) ir

o~

1 -1 .
b= 2 X I (folp+ 1) +0:p+2) = )
p<z k=0
turi ta pacia ribg 5, [ =1,2,....
Fiksuokime [ € N. IS zinomy kombinatorikos lygybiy iSplaukia, kad

l
)= 55 (1) S0 0G40 - -

pP<T

X 0u(p+2)(Galp+2)—1) .. (9u(p+2) — (I — k) +1). (4.16)

Funkecijy fm ir g, stiprus adityvumas reiskia, kad

fx(p+ 1)(fx(p+ 1) - 1) cee (f:c(p'i' 1) —k+ 1)
X Gu(p+2)(g2(p+2) = 1) ... (Gu(p+2) = (I —k)+1)

A

- Z fw(‘h)fx((h) cee f:r:(%)gx(%—i—l)gx(q}c+2) ce gx(ql). (4.17)

q192---9) |p+1
Qo192+ IP+2
4745 iF]

Sveikiesiems skaiciams kq ir ko

> 1 =m(x, kika,v),

p<z
kq|p+1
ko|p+2

¢ia v toks vienintelis sveikasis skaicius, kuriam
v=-2 modk;, v=-1 modky ir 1<wv<Fkky—1.

Pasirinkime § = 1/(3[). I8 (4.16) ir (4.17) turime
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142, qy <
q; #4177

X gx(CIkJrl) .- -ga:(QZ) 77(5'3» q1q2 - - . qz»’U)

ixl xz\41) - - - Jx\4k)Yx\4k+1) - - - Yz \4l
_ Z(}i) 5 felar) - - - fu(ar)9:(qrt1) - - go(qr)

ﬂ-(x) k=0 s ,m,qlgx‘; ¢(Q1q2 s ql)
474,175
1 ([
s ] 2 fela) - felan) 9 (ai) - 92 (@)
7T(:L’) k=0 41,02-q <ad
474,175
liz )
X |\m(x,q1q2...q,v) — ———— | =: 51 + 5.
( ( ) P(qiqa - .. CIl)
Sumai Sy jvertinti taikome 4.2 lema;:
liz

1
So <l —— Y,
7r( ) ql,q2,...,qlfzé
4745 1F]

W(.I',Q1QQ cee QbU) -

< .
¢(CI1C]2 cen Ql) log x

Naudojant zinomus jvercius gauname

S = zl: (]i) ) qQZ felqr) - felan)92(@rst) - - - g2(@) <1 +O< 1 ))

k=0 g <ad o(q1g2 - - - q) logz
9745 iF]

L felar) - folan)ge(qrsr) - - - gula@r)

N XZ: ( ) ai q2~Z~:qz<T (b((th (]l)
4745 i F]
!
+ O, 2(9) + 92 )) )
logx q

(! f:c(ql) Solan) 9 (@res1) - - go(@)

_lg) k’) a1, _q;,z.;fz oz - .- q)

L0 5 felar) - fo(ak) 92 (@rg1) - - - g2(@1)
ql,qg,...,qlgm Q1Q2 o QZ

max(qq,..., ql)>:E5

Is (4.2) ir (4.6) salygu turime

+ e(x).

5 fol@r) - fol@r) g2 (@rs1) - - - 9u(@)

41,92+ <@ q1492 - - -qi

max(qy,...,q;)>ad
PN AORYRC) (Z 0+ o >>l -

l .
TV <qLT q q<x 10g x
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4.5 lema jrodyta.

4.6 lemos jrodymas
Lemos jrodymas panasus j 4 iSvados i$ [31] butinumo jrodyma.
I$ lemos salygu gauname, kad egzistuoja toks k € {0,1,...,L — 1},

kuriam
Am v (fo(p+1) + gu(p+2) = k) = Fe(k+) — Fe(k) > c
Is to isplaukia, kad
liminf v, (fo(p+1) € (0,1, k}) > lim v,(folp+1)+gu(p+2) = k) > c.

Is 2.2 lemos matyti, kad

~1/2
velfalp 1) = a) < (4+ > fx(p)) |

kaia=0,1,...,k. Todel

—1/2
velfulp+1) € {0,1,..., K}) <4 (4+ 5 fx<p>) |
I$ pastarojo jveréio gauname, kad

< 1

> fz(p)

PST

Analogiskai gauname

5 92(p) <l

pP<T

(4.6) lygybé yra patenkinta.
Tuomet pagal 4.5 lema, (4.8) lygybé galioja. Tegul d > 2 fiksuotas
natiiralusis skai¢ius. Jeigu z/d>~! > d, tai i§ (4.8) lygybés gauname

Br, = limsup ZL: (L) Z fo(p1) - - fu(PE)gs(Pr+1) - - - 9u(Pr)

T—00 k:() k Pl pk,pk+1,..A,pL§d pl o pk‘pk‘+1 . pL
DiFDPj,i#d

Tariant, kad

limsup#{p < d: fo(p) + 9:(p) # 0} > L,
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gauname priestara salygai S = 0. Todél

limsup#{p < d: fo(p) +9:(p) # 0} S L — 1

kiekvienam fiksuotam naturaliajam d. Imkime

ag =limsup #{p < d: fo(p) + 9:(p) # 0}.

Seka ag (d > 2) igyja sveikasias reikSmes, yra nemazéjanti ir aprézta.

Egzistuoja naturalusis skaic¢ius D > 2 toks, kad

limsup#{p < D : fuo(p) + g:(p) # 0} = aa;

kai d > D. Kadangi ag < L — 1 visiems naturaliesiems d, gauname (4.9)

salyga.

Kita vertus, is Siy samprotavimy isplaukia, kad

lim (fz(p) + g=(p)) =0

T—00
kiekvienam fiksuotam pirminiam p > D. Taigi, gauname

lim max fo(p) + 9:()

T—00 D<p<£8 p

= 0. (4.18)

Kiekvienai porai 7,7, 1 <1 < j < L,

Z fm(pl) . fm(pk)gx(pk+1) . -gq;(pL)

D<py,- - sPlsPl4 1 PLST pl .. pkpk+1 .. 'pL

Pi=P;

D<psz p pP<T p

L1
kai z — 0o, nes patenkintos (4.6) ir (4.18) salygos. Is (4.19) ir (4.8) lygybeés
turime, kad

5L>nmsupi(g>( 5 fx(p)) (DZ gx(m) |

T—00 k=0 D<p<x p <p<z p

Taigi, i8 salygos S = 0 gauname (4.10).
Paskutinioji (4.11) lemos salyga iSplaukia i$ (4.8) ir (4.10) lygybés.
4.6 lema jrodyta.
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4.3 Pagrindinio rezultato jrodymas
Butinumas. Tarkime
Ve(felp+ 1)+ gu(p+2) <u) =U(u, L),

kai * — oo, su parametru L > 2. Diskretaus tolygiojo skirstinio atveju

turime, kad ribinio skirstinio faktorialiniai momentai yra

(L-D(L-2)...(L=k)

L L-1 4.20
k—i—l Y )= Y Y ( )

B =
Bo=0 k=L L+1,....
I$ (4.8) lygybés isplaukia, kad
B2 < B}

arba

(L—1§L <L2 )f

Issprende pastaraja nelygybe gauname L <
D

D.
IS 4.6 lemos gauname, kad fiksuotiems D > 2 galioja Sios salygos:

limsup #{p < D: fu(p) + 9:(p) # 0} =6 < L — 1,

=0.

lim
Tr—0Q0

Z(mm+%@

D<p<z p

Atskirai nagrinékime atvejus L = 2,3,4,5. Jeigu K < L — 1, i§ (4.11)
salygos gauname, kad 571 = 0. Bet tai priestarauja (4.20). Todél uztenka
nagrinéti atvejus Kk = L — 1.

Tegul L = 2 ir x = 1. Siuo atveju

1

51=§> fo=p3="---=0.

I$ (4.11) isplaukia, kad pirminiams p = p(z) < D

T—00 p_l 2

i 2P+ 92(p) _ 1
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Tai reiskia, kad bet kokiam pakankamai dideliam x teisinga viena is dviejy
salygu:
fo(3) + 9:(3) = Lir f(5) + g.(5) = 0

arba

fo(3) 4+ 92(3) = 0 ir fo(5) + 9.(5) = 2.

Abiem atvejais

> fx(p) + 9:(p)

lim = 0.
Tr—r00 o p
p#3.,5
Tegul L = 3 ir k = 2. Tuomet
2
pr=1, ﬁ2=§7 fB3=p04="---=0.

Pagal 4.6 lemg skirtingy pirminiy porai p; = pi(x) < D ir po = po(z) < D
tokiai, kad fx(p1> + gm(pl) # 0, fm(pQ) + gx(p2> # 0 turime

. fo(p) +9.(p)
xlggopwzhpz p—1 - (4.21)
. fo(0) f2(@) + 2£2(p)g2(@) + 92(p)gal(q) 2
Jim g} (p—1)(g—1) BEN (4.22)

I$ (4.21) lygybés gauname vieng atvejj

fe(3) 4+ 92(3) = 1ir fo(5) + g2(5) = 2.

Bet (4.22) lygybés kairioji pusé yra lygi 1/2. Taigi atvejis L = 3 ir k = 2
yra nejmanomas.

Tegul L =4 ir k = 3. Tuomet

51:§ B = 2, 53:;, fy=pP5=---=0.

Pagal 4.6 lemg skirtingiems pirminiy trejetams p; = p1(z) < D, po =
po(x) < D ir p3 = p3(x) < D tokiems, kad f.(p;) + g.(p;) #0, i =1,2,3,

turime

Z f:p(p) + gm(p) _ § (423)

lim ,
P=D1,p2,P3 p—1 2

T—00
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. fe(P)fo(q) + 212 (P)92(q) + 9:(P)g:(q) _
xlgIOlo p,qe{gzaps} (p - 1)((] - 1) - (424)

P#q

IS (4.23) lygybés gauname, kad yra galimi du atvejai:

f2(2) + 92(2) = Lir fo(7) 4 92(7) = f2(13) + 9,(13) = 2

arba
f2(3) + 92(3) = fo(7) + 92(7) = [2(13) + g.(13) = 2.

Abiem atvejais kairioji (4.24) lygybés puse yra lygi 10/9 ir (4.24) lygybeé
néra tenkinama. Taigi, atvejis L = 4 ir k = 3 néra galimas.
Tegul L =5 ir k = 4. Tuomet

24

Pr=2, Po=4, p3=6, [s=—

= Bh=fo=-=0,

Pagal 4.6 lema skirtingy pirminiy ketvertams p; = p;(x) < D, i = 1,2, 3,4,
tokiems, kad f,(p;) + g:(p;) #0, i = 1,2, 3,4, turime

m Y fe(P) + 92(p) _ 2. (4.25)
L0 1 P2.p3.P4 p—1
. Jo(0) fo(@) + 2f2(p)92(q) + 92(p)g(q)
lim {Z} DT — 4. (4.26)

PF#q

IS (4.25) lygybés gauname, kad yra galimi trys atvejai:

fz<2) +gac< ) fx( )+gx( ) =1lir fa:(7) +ga:(7) = f$(13) +gac<13) =2,

arba

fe(2) + 90(2) = Lir fo(5) + 9:(5) = fe(7) + 9:(7) = fe(13) + g.(13) = 2,

arba

fm(3> +gm(3> = fat<5) + gat<5) = fx(7) + gx(7) = fx(l?)) + gx(13) = 2.

Visuose trijuose atvejuose (4.26) lygybeés kairioji puse yra lygi 47/18 ir (4.26)
lygybé néra tenkinama. Taigi, atvejis L = 5 ir k = 4 taip pat néra galimas.

Teoremos butinumas jrodytas.
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Pakankamumas. IS teoremos (4.2) ir (4.3) salygu isplaukia, kad (4.6) ir
(4.15) salygos galioja. Tuomet turime, kad konvergavimo atveju skirstiniai
(4.1) ir

Ve (fe(p+1) + Gu(p +2) < u)
silpnai konverguoja i ta patj ribinj désnj. IS (4.4), (4.5) ir (4.3), mastant

taip pat kaip 4.5 lemos jrodyme, gauname, kad

l (l) s Lo felon)ge(pre) o gep) _

lim 5(l,2) = 3" . ¢(p1p2- - p1)

k=0 D102 P ST

PiF#Pj,i#]
jeigu [ > 1ir
.o 1
Jim 5(1,2) = 5.

Imkime

Dalt) = —— 3" ) +3:(42)

7I'(ZL’) PLT

kai x > 2 ir t € R. Kadangi

Y

r(r—1)
2

et —1

et — 1 —r(eit— 1)’ <
visiems r € {0}UN, tai gauname, kad
Ua(t) =1+ B(1,2) (" — 1) + O(B(2, 2)).
Peréjus prie ribos, kai x — 0o, darom isvada, kad

lim vy(t) =

T—00

(e” + 1) :

DO | —

O tai ir yra diskretaus tolygiojo skirstinio U (u, 2) charakteristiné funkcija.
Teoremos pakankamumas jrodytas.

4.1 teorema jrodyta.
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Isvados
Disertacijoje gauti Sie rezultatai:

o stipriai adityviyjy funkcijy seky su paslinktais pirminiais skirstiniy
silpnojo konvergavimo j diskrety tolygyji désnj butinos ir pakankamos
salygos;

o stipriai adityviyjy funkcijy seky sumy su paslinktais argumentais skirs-

tiniy silpnojo konvergavimo j diskrety tolygyji désnj butinos ir pakan-

kamos salygos;

o stipriai adityviyjy funkcijy seky sumy su paslinktais pirminiais skirsti-
niy silpnojo konvergavimo j diskrety tolygyji désnj butinos ir pakanka-

mos salygos.
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