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Antrosios eilés diferencialinés lygtys paprastuose grafuose

Santrauka
Siame darbe nagrinéjamos antros eilés diferencialinés lygtys paprastuose grafuose. Sudaromi
diferencialiniai uZdaviniai, kur salygos uzZraSomos priklausomai nuo grafo vir§uniy tipy (krastinis,
vidinis). Pateikiami budai, kaip galima diferencialinius uZdavinius spresti grafuose atlikus tam
tikrus pertvarkymus (parametrizacija). Vienas budas pateikiamas detaliai. Nagrin€jami tikriniy
reikSmiy spektrai, gauti i$ diferencialiniy uzdaviniy. Nustatomos salygos, kada gauti tikriniy reiks-

miy spektrai turi bendry tasky. Nustatoma, nuo ko priklauso tikriniy reik§Smiy spektry skaicius.



The second order differencial equations on simple graphs

Abstract
In this thesis we analyze the second order differencial equations on simple graphs. The differencial
problems are composed, where conditions are written accordingly to the type of graph’s vertex
(bordering, internal). We present several ways to solve differencial problems on graphs after having
done certain rearrangement - parameterisation. One of the manners is presented in detail. The study
of spectrums of eigenvalues from differential problems are included. We are fixing the conditions,
when spectrums of eigenvalues have common points and determine the dependence of the quantity

of eigenvalues spectrums.



Ivadas

Darbas yra apie antros eilés diferencialinius uzdavinius paprastuose grafuose. Bendra diferen-

cialinio uzdavinio formuluoté yra

— (pu) +qu=f, z € R(T),

- 3w @@+ g@uta) = @), eI,
yCI'(a)

u(a) =0, a < (8F),

Sio darbo uzduotis yra i§nagrinéti straipsnius:
1) A. Krylovas. DISKRECIOJI MATEMATIKA, Mokomoji knyga. Vilnius: Technika, 2004.

2) Yu. V. Pokornyi, V. L. Pryadiev, "The qualitative Sturm-Liouville theory on spatial network,"Journal of Mathe-
matical Sciences, Vol 119, No. 6, 2004@])

3) Yu. V. Pokornyi and A. V. Borovskikh, Differential Equations on Networks (Geometric graphs), Journal of
Mathematical Sciences, Vol. 119, No. 6, 2004.

4) F. V. Atkinson, Discrete and Continuous Boundary Problems, Academic Press, New York (1964).@])

5)E. A. Coddington and N. Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations, McGraw-Hill, New York (1955).(3)

Medziagos buvo ieSkoma ir knygose, ir internete. Nagrinejant Sig turima medZiaga, reikéjo
iSsiaiSkinti, kokios klasikinés grafy teorijos sgvokos ir apibréZimai naudojami diferencialinése uz-
daviniuose ant grafy. Taip pat, kokie grafai naudojami sprendZiant diferencialiniy uzZdaviniy prob-
lemas, kaip grafy teorija pritaikoma diferencialiuose uzZdaviniuose grafuose. ISsiaiskinti, kokiais
budais galima spresti diferencialinius uzdavinius grafuose bei kaip pasikei¢ia uzdavinys naudojant
kurj nors buda. Taip pat nagrinéjami diferencialiniy uzdaviniy tikriniy reikSmiy spektrai. Diferen-
cialinés lygtys grafuose yra pritaikomos fizikoje, chemijoje, medicinoje.

Darbas sudarytas i trijy skyriy, literaturos saraSo. Pirmajame skyriuje pateikiami klasikinés
grafy teorijos apibreZimai ir sagvokos. Nagrinéjama, kaip grafy teorija pritaikoma sprendziant dife-

rencialinius uzdavinius.



Antrajame skyriuje pateikiama, kokie budai gali buti pritaikyti sprendZiant diferencialinius uz-
davinius grafuose. Pateikiamas vienas detalus pavyzdys, iSsprestas netaikant jokio apraSyto budo,
pritaikant vieng iS pasirinkty budy.

TreCiajame skyriuje nagrin¢jami atvejai, kai duotas konkretus grafas: apraSytas diferencialinis
uzdavinys su saglygomis, kuriy forma priklauso nuo grafo virSuniy tipo. Nagrinéjami tikriniy reiks-

miy spektrai. Nustatoma, kada spektrai turi bendry tasky, nuo ko priklauso gauty spektry skaicius.



1. Grafy teorijos Apibrézimai ir sagvokos. Funkcijos ant grafy

Siame skyriuje pateiksime pagrindinius grafy teorijos apibréZzimus ir jy pritaikyma diferencia-

liniy uzdaviniy sprendimui.

1.1. Klasikinés grafy teorijos apibrézimai

IS klasikinés grafy teorijos [[1]] Zinome, kad grafus sudaro virsunés (taskai) ir briaunos (krastinés,
lankai), kuriomis sujungiamos minétosios virsinés. Salia viena kitos esancios vir§iinés gali biiti
sujungtos keliomis ligiagre¢iomis briaunomis. Briauna, kurios pradZia ir galas sutampa, vadinama

kilpa (zr. |1{pav.). Toks grafas, kuris yra sudarytas i§ iSvardinty elementy vadinamas multigrafu (Zr.

pav.).

1 pav.: Briaunos (a, a) ir (b, b).

2 pav.: Multigrafas.

Taigi, tokiy grafy Siame darbe mes nenagrinésime. Bus nagrinéjami grafai, kuriy briaunos

neturi savikirty. Briaunos savikirta iliustruojama Zemiau pateiktame paveiksliuke (Zr. [3|pav.).



a

3 pav.: Briaunos atkarpa (a,b), kertasi pati su savimi.

1.1 Apibrézimas. Multigrafas be lygiagreciy briauny ir kilpy vadinamas paprastuoju grafu.
Toliau Siame darbe bus nagrinéjami paprastieji grafai. T.y. darbe paminétuose grafy teorijos
apibrézimuose visi grafai yra paprastieji.
1.2 Apibrézimas. (Bendrasis grafo apibrézimas). Orientuotu grafu I' vadiname porg (V,E), kur
V' yra baigtiné aibé V' = vy,v9,...,0,,0 E C V X V yra aibé sudaryta i§ V' elementy pory. Aibé
V' yra vadinama virSuniy aibe, o F yra vadinama briauny aibe.
Orientuotg grafg I' = (V,£) galima grafiskai pavaizduoti ploks$tumoje atidéje n = |V/| tasky ir
kiekvienai porai (v;,v;) € E priskyre rodykle einancia i§ tasko v; j taska v;. I Sio grafo I' = (V,E)

galima sukonstruoti jo matrica, dar vadinama gretimumo matrica. Apibréziama:

1, (’l)i,?}j) c E,
O, (’UZ',UJ‘) ¢ E.

M = (aij), kur Q5 = (1)

Orientuotas grafas pavaizduotgs Zemiau esanciame paveiksliuke (Zr. | pav.). Parodysime, kaip

atrodo jo matrica M.

vy V2

V3 Vy

4 pav.: Orientuoto grafo pavyzdys.

Sio grafo gretimumo matrica uZrasoma taip:

(%1 0 1 1 0
vl O 0 0 O
M = 2)
vs| O 1 0 O
vuu\0 1 0 0



Galima pastebéti, kad vienetai eilutése atitinka iSeinancias i§ 7-osios virStunés briaunas (jos nu-
meris j sutampa su stulpelio numeriu). Vienetas stulpelyje atitinka jeinancia j ¢-3ja virSune. briau-
na.

1.3 Apibrézimas. Neorientuotu grafu vadinama pora (V,E), kur E yra nesutvarkyty pory (v;,v;)
aibé. Kitaip tariant, neorientuoto grafo atveju mes nelaikome, kad poromis (v;,v;) ir (v;,v;) nusa-

komos briaunos yra skirtingos.

®
V3 Vy

5 pav.: Neorientuotas grafas.

Sio grafo (7r.|5|pav.) gretimumo matrica:

(%1 0 1 1 0
vl 1 0 1 1
M = 3)
vs| 11 0 O
V4 0 1 0 0
Matome, kad gretimumo matricos yra simetrinés, nes pagrindine diagonale sudaro 0.
Dabar paimkime orientuotg grafg I' = (V,E') ir sunumeruokime briaunas i1, lo, . . . ,l,,, m = | E|.

1.4 Apibrézimas. Grafo I incidencijy matrica I = ||€;;||nxm apibréZiama taip:

1, lj (vi,w) € E,
j (U),Uz‘) € E,
0, [ # (vyw)irl; # (w,v;)Vw € V.

D
S
I
|
—_
o~
I

Taigi, incidencijy matricos elementai, lygus vienetui, atitinka iSeinancias briaunas, vienetai su

minuso Zenklu Zymi jeinancias, o nuliai - kad briauna néra incidenti atitinkamai grafo virSunei.

PavyzdZiui, pateiktame paveiksliuke (Zr. [0 pav.) esancio orientuoto grafo



6 pav.: Orientuotas grafas.

incidencijy matricos pavidalg. Jis atrodo taip:

0o 1 0 1 0
1 0 1 0 O
-1 -1 0 0 O

o = O O O

Kai grafas I' = (V,E) yra neorientuotasis grafas, incidencijy matricoje I = ||€;;]|,,xm neraSome
neigiamy elemty:
1, lj = (vi,w) € E,
0, #(v,w)VwelV.

eij =
1.5 Apibrézimas. Grafo I' = (V,E) eile vadinamas skaicius |V | = n.
1.6 ApibréZimas. Grafas ' = (V,0)) vadinamas rusciuoju (Zr. [T|pav.). Jis Zymimas O,,, ¢Gian = |V|
- grafo eilé. Grafas T = ((),()) vadinamas nuliniu.
1.7 Apibrézimas. Grafas, turintis visas n(n — 1)/2 briaunas (n = |V|), vadinamas pilnuoju (Zr.

pav.) ir Zymimas K,.

7 pav.: Penktosios eilés pilnasis ir tus¢iasis grafas.

1.8 Apibrézimas. Grafo I' = (V,E) virSanés v; ir v; vadinamos gretimomis, kai {v;,v;} € B.



Virsuneés v; ir v; vadinamos incidenciomis briaunai {v;,v; }. Briaunos, turin¢ios bendra incidenciaja
vir§une, vadinamos gretimomis.

Reikia pastebéti, kad gretimumas yra tos pacios elementy savybés, o incidentumas - skirtingy.
1.9 Apibrézimas. Grafo I' = (V,E) vir§unés v; € V laipsniu (indeksu) deg(v;) = p(v) = |['(v)|
vadiname su virSuing v; susijungusiy briauny skaiciy.

Tegul I' = (V,F) yra grafas, tuomet visy grafo I" vir§tiniy laipsniy suma yra lygi grafo briauny
skai¢iui padaugintam i dviejy

> deg(v) =2|E|. “4)

veV
ISskirsime pagrindinius virSuniy su skirtingais laipsniais atvejus (Zr. (8 pav.).

.

. O'
- 04
) 4

Y

a) b) ©) d)

8 pav.: Paveiksliuko (a) dalyje indeksas deg (a) = 0, (b) dalyje deg (a) = 1 vadinama pasienio
briauna, (c) dalyje deg (a) = 2 - iSsigimusia vidine virSane, (d) dalyje, indeksas deg (a) > 3 -
neiSsigimusi vidiné virSune.

Siuo atveju buvo kalbama apie neorientuotg grafa. Orientuoto grafo atveju su virsiiniy laipsniais
yra Siek tiek kitaip.

Orientuoto grafo atveju, aibe I' galima suskaldyti j dvi:
L(v) =T (v) UT*(v),

kurios atitinka iSeinancias bei jeinancCias briaunas.

1.10 Apibrézimas. Skaicius p(v) = |I'(v)| yra vadinamas vir§tinés v laipsniu. Orientuoto grafo
atveju turime p(v) = p(v)~ + p(v)™ = [T~ (v)| + [T (v)|. Skaitiai p(v)~ ir p(v)* yra vadina-
mi i8¢jimo ir jéjimo puslaipsniais. Orientuoto grafo virSiné v yra vadinama jéjimo (iséjimo), kai
p(v)™ =0,p(v)” >0 ()" > 0,p(v)” =0)

1.11 Apibrézimas. Grafas vadinamas jungiuoju, jei bet kurias jo virSiines galima sujungti keliu.
1.12 Apibrézimas. (Grafo pografis). Grafas ' = (V/,E’) yra vadinamas grafo I" = (V) pografiu

irraSome, kad IV C T"jeigu V' C Vir ' C E.



1.2. Darbe taikomos grafy teorijos savokos

Tegu I' yra geometrinis tinklas R™ erdvéje, kuris realizuotas kaip atviras jungus geometrinis
grafas, jei tinklo briaunoms galima pakankamai glodi parametrizacija ir neturi savikirty.

Nagrinéjant diferencialiniy lyg¢iy uzdavinius ant geometrinio grafo, pateiksime geometrinio
grafo sgvokas ir apibréZimus, remiantis klasikinés grafy teorijos apibréZimais.

* Geometrinj grafa suprantame kaip vienos dimensijos daugdarg. Grafo briaunos yra vienama-
tés, glodZiosios, reguliariosios daugdaros. VirSuné yra taskas. Patogu laikyti, kad grafas yra
jdedamas j R? arba R? erdves ir jos briaunos yra paprastos kreivés, kurios jungiasi taskais
be savikirty (nesikirsdamos pacios su savimi) ir jy pakankamai glodZia parametrizacija, tas

kreives galima laikyti tiesiog tiesiy linijy intervalais. Grafy briauny aibe Zymésime -y, 0 ;
vi = (abi) ={r=a;+ ANbi —a;) : 0 <A <1}, i=1m, )

jei jos yra sunumeruotos indeksais 7. Todéel galime sakyti, kad I' sudaryta i§ tam tikro skai-
Ciaus intervaly rinkinio, kurias vadinsime briaunomis ir poaibio J(I") vir§uniy aibés. Kiek-
viena jame esanti virSuné vadinama vidine virSiine (paprastai virSunes Zymesime a arba a;)
arba grafo I" vidiniu mazgu. Tie intervaly (5) galai, kurie néra jtraukti j aibe J(I") yra va-
dinami kraStinémis virSunémis arba grafo I'" kraStiniais mazgais. Tokiy mazgy aibé Zymima
OI'. Sgjunga visy briauny Zymima R(I"). Taigi I' = R(I") U J(T"). Topologija ant grafo I yra

indukuojama i§ erdvés R™.

9 pav.: Grafo I' pavyzdys. Cia, v1 = (a1,a5), 72 = (as,a2), 73 = (as,a3), 1a = (as,a4),
¥s = (as,a9), v6 = (ag,a6), 77 = (ag,az), 78 = (ag,as). Tada I' = {v1,79,73,74,75,%6,77, 78} U
{ag,ag,a4,a5,a6,a9}. Matyti, kad R(F) = {’Yl,’72,’}/3,’74,’75,’76,’}/77’)/8} ir J(F) = {ag,ag,a4,a5,a6,a9},
odl = {al,a7,a8}.

Taip pat gali buti tokie grafai, kur néra krastiniy OI" tasky arba vidiniy tasky J(I") (Zr.
pav.).
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a, a,

I I,

10 pav.: Pirmame grafe I'y, kraStiniy tasky 0T’y = 0, vidiniy - J(T';) = {aq,az} ir antrame grafe
[y, vidiniy tasky J(T'z) = 0, krastiniy - 0Ty = {ay,as}.

Skaliarine f-ja u(x) ant grafo yra jprasta funkcija v : I' — R. Funkcijos u(x) siaurinys ant
briaunos 7 yra Zymima . (z).

Kalbédami apie funkcijos tolyduma ant duoto grafo, iSskiriame tris atvejus:

1. Iprastas tolydumas (tolydumas ant kiekvienos briaunos +;, kaip ant intervalo, iki jos galy).
Aibé tokiy tolydziy funkeijy Zymima C(I).

2. Dalimis tolydus (tolydus ant briauny, bet skirtingoje briaunoje gali skirtis). Tokiy funkcijy
aibe zymésime G[I'].

3. Diskretus tolydumas (tolydumas ant kiekvienos briaunos, kaip ant intervalo, bet reikSmeés
esancios tose virSinése néra susijusios su ribomis kokia nors priklausomybe su briaunomis,
kurios jungiasi su tomis vir§inémis). Zymuo: C{T'}.

Pirmojo tipo tolydumas bus reikalingas diferencialinio uZdavinio sprendiniams. Antrojo - jy

iSvestinéms, o treciojo tipo tolydumas bus reikalingas lygciy koeficientams apibrézti.

Mes nagrinésime skaliarines funkcijas, kurios yra apibréztos ir tolygiai tolydzios grafe I'. To
pakanka, kad funkcijas buty galima tolydziai pratesti iki OI'. Tokiy funkcijy aibé Zymima C'[I'].
1.13 Apibrézimas. Grafo I" jungi atvira aibé yra vadinama pografiu.

Pografis I'y C T turi vidinius mazgus tik i$ aibés J(I'), t.y., kad vidiniai pografio mazgai taip
pat yra vidiniai ir grafui I'. Be to, visada laikysime, kad J(I'g) = J(I') N [s. Bet su krastiniais
pografio I'y mazgais yra kitokia situacija, t.y., aibé 01"y gali turéti mazgy, kurie nepriklauso nei
Jr', nei J(T'). Taip nutinka, jei a € 0T yra vidinis vienoje i§ grafo I briauny. Jei v yra grafo '
briauna ir jame yra a € OI', tada jis nevisiskai priklauso pografiui Iy, bet tik dalis, atkirsta mazgo
a. Cia ir matome esminj skirtuma tarp miisy termino "pografis"ir klasikinés grafy teorijos, kur dalis

briaunos, kaip sgvoka, yra beprasmé ir kur pografio virStiné priklauso tik pirminiam grafui I'.
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a)
11 pav.: Grafas I' (a), jo pografis I'y (b). Matome, kad pografio mazgai a)j, ag, a;, € Ol'y, bet

¢ J(I'), OT. Taip pat matyti, kad a}, a}, a%, aq € J(Io) = J(I') N L.
Nagrinekime funkcijos iSvestines vidiniame mazge, kai jame jungiasi kelios briaunos (kaip tai-
syklé, su ne maziau, nei trimis briaunomis). Todél funkcijos u(z) : I' — R diferenciavimui briau-

noje 7y yra jvedamas naturalus parametras. Laikome, kad galima pasirinkti vieng i dviejy krypciy

it <b“|(|3:2\>|>

PavyzdZiui, ant briaunos 7 = (a,b) pasirenkame kryptj nuo tasko b j taskg a ir iSvestiné

— = —u
dez  dA
taSke A = ||z —b||. Jei keiCiasi kryptis, tada i§vestinés u’ Zenklas keiCiasi. Bet antros eilés i§vestinés
u” Zenklas nesikeicia, kadangi ji jau nepriklauso nuo krypties pasirinkimo. Kadangi pirmos eilés
iSvestinés bus aptinkamos ant briauny galy, apibréZiame krasStines iSvestines, t.y., pasirenkame vie-

ng i$ briaunos v = (a,b) galy, diferencijuojame nuo x = a. Ir tada krastiné iSvestiné apibréZiama

du(a)/d~.

Briauny aibé, kurios jungiasi su duota vir$tne a, Zymime simboliu I'(a), kuris apibréZia pografj,
turintj mazgg a ir kraStines, kurios jungiasi su tuo mazgu. Tvirtinimas "+, susijungia su a"galima

iSreiksti taip: 7; C I'(a).

a
Tarsime, kad funkcijos aibéje R(I") yra tolygiai tolydzios kiekvienoje grafo I briaunoje. Tokios
funkcijos priklauso aibei C[R(I")]. Funkcijos, esancios i§ $ios aibés, skirtingose briaunose, kurios

sueina j vieng mazga, gali turéti skirtingas ribas. Natiralu teigti, kad C[I'] C C[R(T)].

1.3. Paprastosios diferencialinés lygtys ant erdvinio tinklo
Siame skyrelyje nagrinésime paprastus diferencialiniy lyg¢iy uzdavinius ant geometrinio grafo.
Parodysime, kokios salygos aprasomos duoto grafo vidiniuose ir krastiniuose mazguose [[2]]. Taip

apibréSime bendra iSraiSka paprasty diferencialiy lygCiy uzdaviniams. Pateiksime, kokiais budais
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galima spresti diferencialiniy lyg€iy uzdavinius ant duoty geometriniy grafy.
Tiesiné diferencialiné lygtis ant briaunos yra paprastoji diferencialiné lygtis ant kreivés. Su tam

tikra parametrizacija, lygtis gali buti uzraSoma

po(s)u™ + pi(s)u D + -+ pu(s)u = f(s), (6)

ir su parametrizacijos pakeitimu, koeficientai yra perskai¢iuojami pagal tam tikras formules (natu-
raliai galime teigti, kad parametry pasikeitimas yra pakankamai glodus).
Pastovumo (suderinamumo) salyga virSunéje yra bet kokios funkcijos reikSmiy kombinacijos ir

kraStinés iSvestinés virSunéje. Jprastai uZraSoma kaip

Z Z%ku(k) = f(a). (7)

~vel(a

Tai bendra forma, parodanti, kad funkcija yra sufokusuota vir§inéje a. Paprastai tariame, kad « +
> Oz%k > 0. Jei aik = (), tada iSskiriame specialiai ir tokios kraStinés salygos vadinamos Dirichlet
salygomis.

Green’o funkcijos argumenty reikSmiy analize Salia grafo vir§unés sukelia svarbius (esminius)
sunkumus. Riby egzistavimas buvo jrodytas,

Gi(z,a) = lim G(z,s) (8)

rT—a,rEy;

ir apibendrinus, ribos yra skirtingos priklausomai nuo briaunos. Dél Green’o funkcijos tolydumo,
pagal antrg kintamajj ant grafo vir§unés, yra butina ir pakankama, kad koeficientai «;(a) suderina-

mumo salygose

— > (ai(a)(a) + g(a)u(a) = f(a) ©)

v€el(a)
atitinka (sutampa) su koeficienty p;(a) ribomis diferencialinése lygtyse ant briauny.

Pagrindinis objektas, kurj nagrinésime, yra lygtis

~ S n) +gwhu = @) (= how) (10)

apibréZta ant geometrinio tinklo I'. Si lygtis bendru atveju suprantama kaip standartiné forma

— (p(@)u) + q(x)u = f(z) (11)
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apibréZta ant visy grafo briauny ir vidiniuose taskuose = € J(I'). Vidiniuose grafo taskuose, kur
briaunos susijungia, turime, kad susitinkancios funkcijos tuose taskuose yra susijusios. Todél toliau

nagrinéjamame darbe bus naudojamos saveikos (transmisijos) salygos, kurios forma
Zav(a)u;(a) =0 (12)
g

kur sumavimas yra pagal visas briaunas -, susijungiancias j vieng mazga. Si lygtis primena Kirch-
hoff’o taisyle, kuri parodo jtampos balansa ant stygy tinklo ir t.t.

Lygtis
d
- | X w@gu@ | +a@u) = f) (13)
apibréZta ant visy vidiniy mazgy, kur sumuojama pagal visas briaunas ~y sujungtos su x. ISraiSka

du(x)/ d~y apibréziama iSvestiné ant briaunos .

Ant turimo grafo I pritaikius pirma variacija [2]] ir salyga

ulor = 0 (14)

gauname galuting iSraiSka
— (p(x)u' (7)) + q(x)u(z) = f(z), x € R(D), (15)
- Ym0 @) + gl = f(@), ac D) (16)

Pakanka, kad elementai p’ ir ¢ yra tolygiai tolydis ant kiekvienos briaunos ir, kad f yra sumuo-
jama. Pagal fiziking prasme¢ aiSku, kad tolygiai p > 0 grafe I' ir ¢ > 0.

Lygybé (I3)), kuri apibrézZta ant kiekvienos briaunos, yra antros eilés paprastoji diferencialiné
lygtis. Kiekvienos Sios lygties sprendiniy Seima priklauso nuo dviejy parametry. IS viso parametry
ant visy briauny yra 2m. Salygy skai¢ius sutampa su skaic¢iumi |OL'| visy krastiniy vir§tniy
(|X'| rodo elementy skaiciy aibéje X). Salygy (16) skaicius atitinkamai yra |.J(I")|. Taip pat nereikia

pamir$ti, kad funkcijos u(z) tolydumo visuose vidiniuose taskuose

ui(a) = uj(a) (17)

kiekvienai +; ir y; grafo virstinéje I'(a). Skaicius ind(a) — 1 parodo salygy skaiCiy (tiesiSkai nepri-

klausomy) kiekviename taske, kur a € J(a). Ciaind(a) parodo kiek briauny jungiasi prie virsiinés
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a. I8 viso tokiy salygy yra 3, ;i (ind(a) — 1) = >° c 5 ind(a) — [J(I)]. Ir sudéjus visy tipy
salygy kiekius gauname

0T + [J(D)] + | > ind(a) — [J(D)] | =0T+ Y ind(a).
acJ(T) acJ()

Uzdavinys (14)), (I5)), (I6) yra iskeliamas funkcijy klasei, kuri yra tolydi visame grafe I ir to-
lygiai diferencijuojama kiekvienoje briaunoje. Kiekviena salyga yra apibrézta viename taske,
kaip ir salyga (14)), kurios paprastai yra laikomos krastinémis sglygomis. Bet salygos skiriasi
nuo (16), nes pirmos yra paduodamos i§ pat pradZiy, ir antros gaunamos i§ variaciniy skai¢iavimy.
Todél pastarosios salygos, kurios néra duotos i§ anksto, dar vadinamos natiiraliosiomis salygomis.
Sios lygties salygos realizuojamos ant vidiniy grafo I' virSuniy. Salygos yra divergentingés.

Galime jvesti matg p grafe I', darydami prielaidg, kad jis yra tiesinis ir turi vieneto tankj ant
kiekvienos briaunos ~; ir yra sukoncentruotas ant kiekvienos vidinés vir§anés a € J(I) atitinkamai
atsizvelgiant j Stieltjes’o diferencialg (du(a) = 1) jose.

Krastinémis vir§inémis vadinsime tuos taskus, kuriuose yra prikabinamos (14) sglygos. Vidi-

niuose taskuose J(I"), kuriuose jungiasi vieng briauna,

~

-

12 pav.: Prie vir$anés a € J(I') jungiasi tik vieng briauna.

lygybé tampa
—(p(a)u'(a))" + q(a)u(a) = f(a),

kur «'(a) yra kraStiné i§vestiné. Jei ¢(a) = 0 ir f(a) = 0, tada turime u/(a) = 0 - tiping salyga
"laisvam"(neprijungtam) galui stygos problemoje. Jei f(a) = 0 ir g(a) # 0, mes turime Sturm-
Liouville salyga. Tokiu budu vienos stygos problemoje su tampriai prijungtais galais, mes turime,

kad OT' = (), ir galiniai ta$kai prijungiami prie (sudaro) J(T").
1.4. Homogeniné lygtis ant tinklo (grafo)

Dabar nagrinésime homogening lygtj, atitinkancia lygti,

def d /
L = —— = 1
U T (pu') + qu = 0, (18)
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kur
d , B (pu’)'(:c), S R(F>7 19
ﬁ(pu @) = > ozv(x)diu(x), z e J(I). (19
¥CI(x) v

Funkcijos p(z) ir () ant grafo I tariam, kad priklauso aibei C[R(I")], jos yra tolygiai tolydZios ant
kiekvienos briaunos. Taip pat, kad p aibéje R(I") yra teigiama. Skaiciy o, () laikome teigiamu.
Ieskome tokiy lygties sprendiniy u(z), duoty ant grafo I, kurie priklausyty aibei C[I'] ir, kad
(pu')" € C[R(T")]. Tokia aibé funkcijy apibréZta Zymeniu D?[T].
1.1 Teorema. Bet kuris homogeninés lygties pastovaus Zenklo sprendinys u(x) yra trivialus
(= 0) arba neturi nuliy grafe U'. Pastaruoju atveju, israiska u(a) = 0 su kai kuriomis virsunémis
a € 0T leidZia manyti, kad u'(a) # 0.

Bet kuriai funkcijai u(z), kuri yra tolydi segmente i§ erdvés R, aibé tasky kur u(z) > 0 (u(z) <
0), yra sgjunga nesikertanciy intervaly, iSdéstyty tarp funkcijos u nuliy. Tuo atveju, kai funkcijos
duotos ant grafo (tinklo), tokia aibé turi panaSia struktiira, bet komponenty rysiy struktira yra labiau
komplikuota. Tie komponentai, kurie yra palyginami su intervalais tarp kaimyniniy nuliy skaliaro
atveju. Paprasto grafo (tinklo) atveju, gali turéti vidiniy mazgy ir ne tik (uZbaigtas) grafo I briaunas,
bet taip pat tik dalj briaunos. Bet kuriuo atveju, tokie komponenty rySiai turi struktura, kuri yra
lokaliai identiSka grafui I'. Tokias strukturas vadiname grafo I' pografiais. Pats pografis I'y C
I yra grafas. Taip pat aibés Ol'g ir J(I'y) jai yra apibréztos, taip pat, kol J(I'g) € J(I'), pvz.,
vidiniai pografio Iy mazgai yra vidiniai ir grafo I' mazgai. Aibé OI'y gali turéti grafo I' tasky,
kurie nepriklauso aibei 01" - taskai kai kuriy grafo I' briauny viduje gali patapti krastiniais grafo I'y
taskais. Bet kurios ruSies pografis 'y C I privalo turéti netus¢ia aibe 9Ty, net jei OI' = ().
1.14 Apibrézimas. Funkcijos v : I' — R, kuri yra tolydi ant grafo I', S-zona vadinsime pografj
I'y € I, kur w neturi nuliy ir iSnyksta savo kraste.
1.2 Teorema. (palyginimo principas). Tegul u(x) yra netrivialus lygties (18)) sprendinys ir Ty yra
S-zona funkcijos u. Tada bet kuris lygties sprendinys v(x), kuris yra pastovaus Zenklo ant
pografio Ty, yra koliniarus funkcijai u(x) pografyje I'y.
Isvada. (nuliy kaitaliojimas). Tegul u(x) netrivialus lygties (I8)) sprendinys ir I'y yra jos S-zona.
Tada bet kuris sprendinys v () lygties kuris yra nekoliniarus su u(x) pografyje I'y. Kei¢ia Zenk-
13 pografyje I'y ir aibéje AT (ir reik§més u /v pografio uzdarinyje I'y taip uZpildydamas (—oc,00)).
ISvada. (maksimumo principo analogas). Jeigu u(x) yra lygties (I8) sprendinys be nuliy grafe IT',
tada bet kuriam sprendiniui v tos paties lygties, kuris néra koliniarus su u, santykis v /u gali turét
nei globalaus maksimumo, nei globalaus minimumo grafe I'.

ISvada. Jeigu u yra lygties sprendinys be nuliy grafe I' ir v yra tos paties lygties sprendinys,
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tada santykis v/u negali turét netrivialaus lokalaus ekstremumo grafe I'.

2. Diferencialiniy lygciy sprendimai ant grafy budai

Darbe nagrinéjame kraStinius uZdavinius ant grafy, kurie apibréZiami bendra forma

— (pu) + qu = T, r € R(I), (20)

-y %@j_:(a) T gla)u(a) = f(a), aeJ(T), @1
vCT(a)

u(a) =0, a € (o), (22)

kur yra antros eilés paprastoji diferencialiné lygtis duota ant kiekvienos krastinés ~; ir (21)),
lygtys yra duotos sglygos ant grafo I' vidiniy ir kraStiniy mazgy.

I pirmo Zvilgsnio sistema (20)—(22)) yra paprastas antros eilés diferencialinés lygties krastinis
uzdavinys. Nagrinéjant tokia sistemg, matome, kad lygtys yra paprastos ir skaliarinés, kurios
duotos ant kiekvieno grafo I kraStinés ir yra jy atramos. Kiekvienas §iy lyg€iy sprendinys skiria-
si (t.y. turi skirtingus argumentus). Todél negalime sakyti, kad sprendinj galime apibréZti viena
bendra vieninga lygtimi. Bet, jeigu j lygti Zvelgti kaip j aibe lygciy, tada mes turime reikalauti

tolydumo salygos vidiniuose mazguose, todél gauname, kad

U’z(a) = U,]‘(CL), Yis Vi C F(a)a (23)

kur, krastinés +; ir ; jungiasi su grafo vir§tine a. O funkcijos w;(x) ir u;(x) apibréZiamos tose
kraStinése.

Toliau nagrinésime uzdavinj. Kad "pamirStume"grafus, uzdavinius reikés performu-
luoti. Pateiksime keletg budy kaip kitaip buty galima nagrinéti Siuos diferencialinius uzdavinius
ne grafuose, t.y atlikus gan paprasta parametrizacijg, kuria naudojantis lengviau galima iSspresti
diferencialinj uzdavinj.

1. Dekompozicija. Tegu krastinés v = (a,b) yra uzdari intervalai [y] = [a,b] erdvéje R™. Te-
gu C?[] apibréZia aibe funkcijy u(x) apibréZty ant ~y, kad kartu su antros eilés iSvestinémis
(pu’)(x) ir (pu') () leidZia tolydZiai pratesti iki [y]. Grafo I kraSiniy aibei ;"1 apibréZiama
aibé D?E™, kurig generuoja erdvés C?[v;]. (20) sistemg galime laikyti kaip vieng lygtj erd-
véje D?E™. O salygos (21)-(23)) yra generuojamos funkcionaly, kurie yra tiesiniai ir tolydas
erdvéje D?E™.
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2. Skaliarizacija. Skaliarizacija leidZia sumaZzinti problemg iki vienos skaliarinés lygties ant
segmento. Tarkime, kad /; yra intervalo ~; ilgis. Tada tiesinis izomorfizmas leidZia apibréZzti
71 kaip intervalg (0,), krastine , kaip (/1,l1 +12), ir krastine ~; kaip intervala (L;_1,L;), kur
L; = l;+---+1;iri = 1,m. Tadakiekviena sistemos lygtis yra apibréZta atitinkanciame
intervale (L;_1,L;), kas veda prie vienos antros eilés lygties, intervale (0,L,,). Tada salygos
(21)-(23) to intervalo taskuose I;, i = 1,m — 1 tampa nelokaliosiomis.

3. Vektorinis. Siuo biidu gauname standarting formuluote vektoriniy funkcijy klaséje. Uzuot
taikant naturaligjg parametrizacijg kiekvienoje krastinéje 7;, mes taikome kanoning paramet-
rizacijaz = a+t(b—a),0 < t < 1, po kurios gauname, kad kiekviena funkcija nagrinéjama
viename intervale [0,1]. Ir sprendiniai u;(t) skirtingose krastinése ~y; yra vienos vektorinés
funkcijos u(t) = (u1(t),. .. ,un,(t)) koordinaté.

4. Sujungtas. Cia tariame, kad salygos yra homogeniSkos. Grafas neatmetamas iS nagri-
néjimo, bet naudojama kaip ieSkomy funkcijy argumenty atrama. Sistemos ([20), spren-
diniai yra ieSkomy funkcijy klasé, kuri yra apibréZta ir tolydi ant sujungtos aibés I'. Saly-
gos (21)) yra homogeniskos (ir vadinamos glodumo sglygomis arba transmisijos sglygomis),

jtrauktos j lygcCiy sprendiniy apibrézima. | Sias lygtis yra Ziurima kaip j aib¢ funkcijy.

Visur laikome, kad nataraliosios salygos yra patenkinamos, kur funkcijos p(z), q(z) ir f(z)
sistemoje yra tolygiai tolydZios kiekvienoje krastinéje. Taip pat, infp > 0, v, (a) > 0 visiems
ac J(I)iry C I'(a).

2.1. Pavyzdys, taikant vieng iS pasirinkty sprendimo budy

[{] straipsnyje buvo nagrinétas diferencialinis uzdavinys grafe, kurj pateiksime Siame darbe kaip

pavyzdj. Ir ji papildomai iSspresime skaliarizacijos budu.

Y

5~0
=
()

Y1
,

13 pav.: Grafo I' pavyzdys su vienu vidiniu ir trimis kraStiniais taSkais.



18

Nagrinéjamas diferencialinis uzdavinys ant grafo pavaizduotas paveiksle (Zr. [13|pav.). Kiekvie-
na Sio grafo krastiné ~; (kur ¢ = 1,3) turi kryptj ir ilgj ; (kur ¢ = 1,3). Ant kiekvienos krastinés

apraSyta diferencialiné lygtis

IS klasikiniy kraStiniy uzdaviniy Zinome, kad toliau apraSyto uZdavinio tikrinés reikSmeés bus
A > 0. Todél tik jas ir nagrinésime.

Toliau sudarome uzdavinj su sglygomis, duotomis ant grafo vir§uniy.

=, 0<a; <, i=13, (25)
u1(0) = u2(0) = us(0), (26)
u1(0) + u5(0) + u5(0) =0, (27)
un(l) = us(ls) = ug(ls) = 0, (28)

kur lygybés parodo ieSkomy sprendiniy tolydumg vidiniame taske, yra vadinama balanso
lygtimi vidiniame taske ir yra krastinés salygos uZduotos krastinése virSunése. Diferencialiniy

lygéiy (23) sprendiniy bedra forma yra

ui(r;) = A; cos (\/X ' xl> + B, sin <\/X ' xl) . i=1,3, (29)
kur paZzymésime ¢ = /) ir kiekviena sprendinio formos argumentg padauginus i§ lz’ kuri = 1,3.
Turime
T . T . =
u;(z;) = A; cos (ql— . xl) + B; sin (ql— . :171> , 1=1,3. (30)
Taip pat iS salygy matome, kad reikia sprendiniy iSvestiniy, kuriy bendra forma
wy(x;) = —qle,- sin (qlz : x,) + qlzBi cos (qlz : ZBZ) , i=1.3. (31)
Panaudojus salyga lygtims (30), gauname
(51 (0) = A17
ug(0) = As, = A=A =A3=A (32)

U3(0) = A3.
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Pritaikius balanso salyga lygtims (31)), gauname

T
ul(o) - Blaq7

T
u2(0) = B2Eq7

T
u3(0) - B3_Q7

Ir panaudojus paskutines sglygas (28), turime

uy(ly) = A cos (¢m) + By sin (gm) = 0,
us(le) = Ag cos (qm) + Basin (qm) = 0,

us(l3) = Az cos (¢qm) + Bssin (¢m) = 0.

Apjungus (32)-(34) rezultatus gauname lygciy sistema

e

uy(ly) = Acos (qm) + By sin (¢m) = 0,
us(ly) = Acos (qm) + Bysin (gm) =0,

us(ls) = Acos (qm) + Bssin (gm) = 0,

B B B
_1_|__2_|__3:().
O U SR A

Toliau sistemg uZraSome matriciniu pavidalu

cos(qm) sin(gm) 0 0 A
cos(qm) 0 sin(qm) 0 By
cos(qm) 0 0 sin(qm) : B,

0 UL 1/l 1/l By

kur pagrinding matricg 4 x 4 Zymésime X.

o o o O

(33)

(34)

(35)

: (36)

Toliau skai¢iuojame matricos X determinanta, kuris yra lygus 0, kad rastume ¢ reikSmes. Taigi,

1 1 1

det X = (— + -+ —) sin?(q) cos(qm) = 0,

Ll s

(37)
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kur sin?(¢m) = 0 arba cos(¢n) = 0. Gauname, kad ¢ = k arba ¢ = 1/2 + k.
o Jei g = k. Isistacius j (34) lygtis gauname, kad A; = Ay = A3 = A = 0, tada galime i$skirti

u; = By sin (klle) ,
1

u2=:32sn1(k;a@), (38)

2

u; = Bssin (klzl'g) ,
3

tokius sprendinius

kur lyg¢iy koeficientai turi tenkinti balanso lygtj (33)). Todél galimi tokie koeficienty varian-

tai, pagal kuriuos galime parinkti kaip funkcijy baze (Zr. (14| pav.)

By =11, By=-l,, B3=0, (39)
Bl = _l17 B2 = 07 B3 = l37 (40)
By =0, By=ly, Bs=—ls. (41)

——————
- ~.

7
AN Y2

o~0
<A

14 pav.: Funkcijy iSsidéstymas ant grafo.

* Jei ¢ = k + 1/2. Taip pat jsistacius j lygtis gauname, kad B; = By, = Bs = 0, todél

1\ «w
up = Acos <(k+ 5) Eﬂﬁ) )
1\«
Uy = Acos | | k+= | —x2 |, (42)
2) 1y
—A i
Uz = COS B ngL‘g s

Kaip Sie sprendiniai atrodo ant grafo, pavaizduota paveiksliuke (Zr. [15|pav.)

sprendiniai yra

15 pav.: Funkcijy iSsidéstymas ant grafo.
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Dabar tg patj uzdavinj (25))-(28) spresime grafa skaliarizacijos budu pervede j vieng tiese (Zr.
[15]pav.)

@

4
@)

Y

® > @

0 I L +1, L+ 15+

16 pav.: Grafas pervestas j tiese.

Visoje ties¢je dabar ieskosime sprendinio v(z), kurio pavidalas

(

v1(z) = Aj cos (q%x) + B sin (q%x) , x€10,0],

v(x) = { va(z) = Ay cos (qlﬁ(x - zl)) + Bysin (q%(x . zl)) ozl + 1),

2

Ug(x) = A3 COS (q%(m — ll - lz)) + Bg sin <q%(m — ll — lg)) , T € [ll + lg, ll + lg + 13]

\

(43)
Salygos tiesés taSkuose uzraSomos
v(+0) =v(l; +0) =v(ly + 13+ 0),
V'(+0) + v (I +0) + v'(l; + 1, +0) = 0, (44)

v(h) = v(li+ 1) = vl + o+ 13) = 0.

Toliau pasinaudojus sglygomis gauname tokig pat lygCiy sistemg kaip ir sistema, kurios
matricinis pavidalas taip pat sutampa su (36). Taigi, gauname tokias pat ¢ reik§mes (t.y. ¢ = k ir
q = 1/2 + k). Todél kai ¢ = k gauname, kad koeficientai A; = A; = A3 = A = 0 ir sprendinys
yra
(

vi(x) = By sin (k‘lzx) ., 0<ae <,

1

v(z) = { va(x) = Bysin <klz(a: - 11)> , W<z <+, (45)
2

’U3<J}>IBgSiIl (k’%(l’—ll—lg)) s ll+l2<I<l1+lg+l3

Koeficientams B; galioja ta pati balanso lygtis kaip ir (27). Paimkime vieng atvejj, tarkime (39),

tada grafiSkai atrodo mazdaug taip

/‘\ ) )

0 2 1+ 1 L+ b+

17 pav.: Grafikas.
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Jei ¢ = 1/2 + k, tai sprendinys yra

( 1
vi(x) = Acos (<k+§> %x) , 0< 2 <,

v(@) = { va(z) = Acos ((k + %)

\ v3(x) = Acos ((k + %)

kurio grafikas atrodo taip

RN

L 4 > @ > \ 4 >

=

(z — ll)) ;o h<e <l + (46)

o~

2

(ﬁ—ll—b))7 L+b<z<h+l+1s,

o I

0 2 L+1 L+ b+

18 pav.: Grafikas.

3. Diferencialiniai uzdaviniai ant trikampio

Siame skyriuje nagrinésime konkrecius diferencialinius uzdavinius ant konkretaus pasirinkto
grafo, kuriame varijuosime jo virSuniy tipus (t.y. vidinés ir kraStinés virSunés). Taip bus nagriné-
jami gauti tikriniy reikSmiy spektrai.

3.1. Dif. uzdavinys ant trikampio grafo su visais krastiniais taskais

Nagrinéjame diferencialinj uzdavinj ant grafo, kuris yra trikampio formos ir visos jo virSunés
parenkamos krastinémis (Zr. [I9 pav.). Tolemesniuose skyreliuose, grafo forma bus ta pati, tik

skirsis virSuniy tipai pagal kuriuos parenkamos salygos.

Y3

Y1
19 pav.: Grafas I'.

Pirmiausia parodysime, kad Sio uZdavinio tikriniy reikSmiy spektry reikSmeés A yra teigiamos.
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Imame (50) lygtj. Jos abi puses dauginame i$ u; ir integruojame
— /ulu;' doe = )\/uf dx. 47)
i i
Suintegruojame dalimis kairiajg lygties puse

0< )\/u? dr = —uu; —l—/(u;)2 dz. (48)

Yi Yi

Kadangi pagal salygas ant kiekvienos briaunos ; krasto, funkcjos u; = 0. Lygybé supaprastéja
A/uf dz = / (u})? du, (49)
Yi Vi

kadangi funkcija u; > 0 ir iSvestiné u, > 0, gauname, kad A > 0.
Toliau nagrinéjame uzdavinj. Krastinés {~;, 72,73} yra atitinkamy ilgiy {l;,l»,l3}. Taip pat turi

buti tenkinamos trikampio nelygybés:

ll +l2 > lg,
L+ 13 > 1y,

l2+13 > (.

Toliau Siuo atveju apraSome diferencialinj uzdavinj

u1(0) = u2(0) = u3(0) =0, (51)
ur(l) = ua(lz) = uz(lz) = 0. (32)

Ant kiekvienos briaunos ; bendra sprendinio forma yra

ui(x;) = A;cos (qu;) + Bysin (qz;), i=1,3, (53)

Panaudojus sglygas lygtyse, gauname, kad A; = Ay, = A3 = 0. Tada imame sglygas
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ir statome j bendras sprendiniy iSraiSkas (53)), turime sistema

uy(ly) = Ay cos (gly) + By sin (qly) = 0,

0, (54)

us(ly) = A cos (qly) + Basin (gls)

us(l3) = Az cos(ql3) + Bssin (gl3) =0
Pasinaudojus tuo, kad A; = Ay = Az = 0, (54), lyg¢iy sistema supaprastéja

ui(ly) = Bysin(gqly) =0,

Ug(lz) = B2 sin (qlg) = 0, (55)
us(l3) = Bssin (ql3) = 0.
Sprendziame lygCiy sistema matricy pavidalu
sin(qly) 0 0 By 0
0  sin(qly) 0 X| By | =10 |- (56)
0 0 sin(gls) By 0

kur skai¢iuojame pagrindinés matricos determinanta, norédami rasti tikrines reikSmes, todél
det X = sin(qly) sin(qly) sin(ql3) = 0.

Gauname
ki kom kam

q= —— arba q:L atba ¢g=—.
[y lo

Zinome, kad ¢ = /), todél tikrinés reik§més yra

kim? kim? k32
= l2 3 )\kz = lQ ) -
1 2

Ak

(57)

Tada tikrinés funkcijos

Ug, (r1) = By sin

Up, (2) = By sin

ka7 ) (58)

k3z$3)

N7 N N

Ups (23) = Bssin

Gautos tikrinés funkcijos (58)) yra bazinés (zr. 20| pav.).
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y

>
u, =0

20 pav.: Bazinés funkcijos ant grafo.

Toliau nagrinéjant gautas tikriniy reikSmiy aibes, jdomu, kada jos tarpusavyje turés bendry tasky

ty.
klﬂ' . kgﬂ' . kgﬂ'

Lo b Iy’

lh =215 > 3. (59)

Taip kyla klausimas, ar gali taip buti, kad jos niekad tarpusavyje nesutaps. Todél panagrinékime jy
santykius. Paimkime pirmg lygybe is (59)
klﬂ' . kgﬂ' 12 kQ

fam _ Ram 2 _ P2 60
L L Lk (60)

Darome prielaida, kad ;—j = s ¢ Q, t.y. santykis yra iracionalus skaiCius. IS lygybés, kad
loky = kyly. Zinome, kad ky,ky € N. I$plaukia, kad sko = k3. Zinome, kad s ¢ Q, 0 k1,ks € N,
gauname, kad Si lygtis neturi sprendiniy. Taigi, tokiu budu iSsiaiSkinome, kad tikrinés reikSmeés
niekada nesutaps, jei santykis s ¢ Q. Suformuluosime teiginj

3.1 Teiginys. Diferencialinio uZdavinio tikrinés reiksmés priklauso nuo grafo krastiniy ilgiy.

3.2 Teiginys. Diferencialinio uZdavinio tikriniy reikSmiy spektrai niekada neturés bendry tasky,

i

=secl

jei
i1
3.3 Teiginys. Diferencialinio uZdavinio tikriniy reikSmiy spektrai turés bendry tasky, jei - =
i+l
s e Q.

l
Toliau imame tg pacig lygybe (60). Pazymékime 1_2 =T e Q. Nagrinésime, kada du
1 n

tikriniy reikSmiy spektrai turi bendry tasky. Tada turime
Tkl = ko = mk; = nks. (61)
n

Pazymime DBD(m,n) = d. Tada lygtyje padaliname i§ d. Gauname rysj

m n
Ekl - Ek%
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IS kurio randame k; ir k5 iSraiskas. Jos yra

ey = 2 kgz%-l,kurleN. (62)

n
d

Taigi, gavome salyga, kada tikrinés reikSmés Ay, ir A, sutampa. AnalogiSkai yra ir su )y, , A, arba

Aiy» Akg. Patikrinkime:

T T n v
T =My T
A A A R
v v m e
T =200 Z
LT L at Tah

I8siaiSkinome, kada bet kuriy dviejy spektry tikrinés reikSmés sutampa.
3.4 Teiginys. Diferencialinio uzdavinio tikriniy reiksmiy spektrai turi bendry tasky, kai

m

R 7

[, kurl € N.

Dabar liko iSsiaiSkinti, kada visi trijy spektry tikrinés reikSmés sutampa. Tarkime, kad pagal

(60) lygybes turime

Iy mgy l ny
I3 m37 l nz.
Tariame, kad Zinome, kada (57) tikrinés reikSmés )y, ir Ay, sutampa. Liko iSnagrinéti, kada visy

trijy spektry tikrinés reikSmeés turi bendry tasky. Taigi, tada nagrinéjame tokia lygybe

T T t = @ =Lt =kl =I[itms,.
l l2/m2 Mo
Tuomet
k= Emgt =  ngk =nymst, kurk =n; z, (63)
U

abi puses padalinus i§ 1, zn,, gauname

mot = 2ns. (64)

Tada pazymime, kad DBD(my,ns) = d. Lygybés abi puses padaliname i$ d, turime

mo " N9
- . =z . —
d d’
i§ kur gauname z, ¢ ir k
Z:%-s, t:%-s, k:m;”?-s s €N, (65)
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Tada gauname, kad
T 1Mo Ty N9

Lod T L

-5, se€N. (66)

Taigi gautas ir iSraiSkas galima pritaikyti ir tolimesniuose tikriniy reik§miy spektry nag-
rinéjimuose. (62)) parodo, kad yra lyginami du kazkurie tikriniy reik§miy spektrai pasirinktinai. O
(63) reikalinga palyginti visus tris spektrus.

Pateikiame grafinj pavyzdi, kai paimame krasStiniy ilgius, tarkime [y = 3, [y = 4, [3 = 5. Turime

tokj vaizda
wh= o]
0 m 2 m  4m 5t Pm Jm 8w pm
3 300 3 300 3 3
(O N S I S
0 ™ m 3 @ Smoem 7w RT bm 10m lim
4 2 4 | 4 4 4 i 4 4 4 i
e
0 m i2m 3m 4m @ 6m Jm 8w 9m P llm I2m 13m 14m BT
545 5 54 5 5 5 5 5 5 5 51

21 pav.: Tikriniy reikSmiy spektrai.

3.2. Dif. uzdavinys ant trikampio grafo su vienu vidiniu tasku

Siuo atveju nagrinéjamas diferencialinis uZdavinys, kai duotas vienas vidinis taskas. Kiti li-
kusieji yra kraStiniai. Ant vidinio taSko sglygos skiriasi nuo krastiniy taSky salygy. Taip pat Siuo
atveju tikrinés reikSmeés A > 0. Tai galima jsitikinti tuo paciu budu kaip ir ankstesniame skyriuje
(Zr. skyrius), nagrinéjant lygybe. Cia parodysime, kad diferencialinis uzdavinys turi du

tikriniy reikSmiy spektrus ir dvi tikrines funkcijas.
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Y3

Yl O

22 pav.: Grafas I'.

Suformuluojame diferencialinj uzdavinj ant grafo (Zr. 22| pav.). Patogumo délei, krastiniy v, ir

72 pradzios taskai sutampa ir yra 0.

—u =My, 0<m; <, =13, (67)
u (0) + uh(0) = 0, (68)
u1(0) = u2(0), (69)
u3(0) = 0, (70)
ui(l) = us(ls) = us(ly) = 0, (71)

kur yra vadinamoji balanso salyga, tolydumo salyga ir krastinés sglygos (70), (71).

Bendra sprendinio forma ant kiekvienos briaunos

w;i(z;) = A;cos (qx;) + B;sin (qx;), i=1,3, (72)

Taip pat prireiks ir (72) sprendinio iSvestinés

ui(z;) = —Asgsin (qx;) + Bygcos (qu;), i =13, (73)

Toliau imame ir jsistatome sglygas (68)-(71)) i lygtis (72)), (73). Gauname

By + By =0, (74)
Al = A, (75)
Az =0, (76)
uy(ly) = Ay cos (qly) + By sin (qly) = 0, (77)
ug(ly) = A cos (qla) + Basin (glz) = 0, (78)

Ug(lg) = Ag COS (qlg) + Bg sin (qlg) = 0. (79)
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Pasinaudojus (74))-(76) iSraiSkomis, (77)-(79) lygybése, gauname sistema

ui(ly) = Acos(qly) — Bsin(qly) =0, (80)
ug(la) = Acos (qla) + Bsin (gls) = 0, (81)
U3<lg) = Bg sin (ql3) = 0. (82)

Sistemg (80))-(82) perraSome j matricy formg

cos(qly) —sin(qly) 0 A 0
cos(qla)  sin(qls) 0 x| B [=10]- (83)
0 0 sin(qls) By 0

Suskai¢iuojame pagrindinés matricos determinantg det X = 0,

det X = sin(ql3) [sin(qly) cos(qls) + sin(gly) cos(qly)] 5

= sin(qls) - sin(qly + qls) = 0.
Gauname, kad i§ lygties ¢ reikSmés yra

T T
q = l—k’g, arba q = —k?lﬁg,
3
i§ Cia gauname tikrines reikSmes. Siuo atveju yra du tikriniy reik§miy spektrai. Antroji ¢ reik§mé
rodo, kad tikrinés reikSmés, funkcijy u, ir us, yra apjungtos j vieng. Vadinasi, turi buti ir viena
tikriné funkcija.
Taigi tikrinés reikSmés yra

k1’2 (ll —'I—l2)2’ kilg l% ( )

Tikrines funkcijas gauname i$ (80)-(82) sistemos. I§ pirmos lygties iSsireiSkiame A

_ Bsin(gl)
~ cos(qly)

jstatome j antrajg lygybe ir gauname

Bssin(qly) cos(qls) + Bsin(qly) cos(qly) = Bsin(q(l; +13)) = 0.
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Tada tikrinés funkcijos yra

k
Uk12($12):BSin(7T -2 x) 0< 210 <h + 1, (86)
N bl ll + l2 )
k
U, (r3) = Bsin (%x) 0 < 23 < s. (87)
3

Matome, kad tikriné funkcija (86) eina per abi krastines 7, ir . Turime du tikriniy reik§miy
spektrus. Pasinaudojus (3.4) teiginiu gausime, kada Sie du spektrai turi bendry taSky. Taip pat
matome, kad dél vieno taSko tipo pasikeitimo (kadangi pasikeité ir saglyga) dabar gavome ne tris, o

du tikriniy reik§miy spektrus ir dvi tikrines funkcijas.

Funkcijy bazé baty (Zr. 23| pav.)

u;=0

Y1 <
u,,>0

23 pav.: Bazinés funkcijos ant grafo.

3.3. Dif. uzdavinys ant trikampio grafo su dviem vidiniais taskais

Cia nagrinéjamas diferencialinis uZdavinys trikampyje, kuriame yra tik vienas krastinis taskas.
Nagrinédami tokj uZdavinj matysime, kad gauname tik vieng tikriniy reikSmiy spektrg ir viena
tikring funkcija. Taip pat tikrinés reikSmeés yra teigiamos A > 0. Tuo galima jsitikinti naudojantis

lygybe (Zr. [3.1] skyrius).

Y3

Yl O

24 pav.: Grafas I'.

Nagrinéjamas diferencialinis uZdavinys atrodys taip Suformuluojame diferencialinj uZdavinj ant
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grafo (Zr. 24| pav.). Patogumo délei, krastiniy v, ir 7, pradZios taskai sutampa ir yra 0.

—uf =y, 0< o <l, i=13 (88)
u1(0) + u3(0) = 0, (89)
u3(0) — uy(l2) =0, (90)
u1(0) = us(0), 1)
u3(0) = us(la), (92)
ui(ly) = us(ly) = 0. 93)

Bendroji sprendinio forma ant kiekvienos kraStinés uZraSoma

u;(x;) = A;cos (qr;) + Bysin (qz;), i=1,3, (94)
Zinoma, prireiks ir (94) sprendinio i$vestinés

ui(x;) = —Aiqsin (q;) + Bigcos (qy), i = 1,3, (95)

Tada jsistatome turimas sglygas j atitinkamas ir lygtis. Turime sistema

Acos(qly) — Bsin(gly) =0, (96)
As — Acos(qls) — Bsin(gly) =0, (97)
Bs + Asin(qly) — B cos(glz) = 0, (98)
Aj cos(qls) + Bssin(qlz) = 0. (99)
Dabar perraSome matriciniu pavidalu
cos(qly) 0 sin(qly) 0 A 0
—cos(ql 1 sin(ql 0 A 0
(ql2) in(ql») y 3| _ (100)
sin(gls) 0 cos(qls) 1 B 0
0 cos(ql3) 0 sin(qls) Bs 0
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IeSkome matricos X determinanto, kuris lygus 0.

det X = cos(ql3) (sin(qla) cos(qly) + cos(gls) sin(qly))
+ sin(ql3) (— sin(gl2) sin(qly) + cos(ql2) cos(qly))
= cos(qls) sin(qly + qlz) + sin(qls) cos(ql + ql2)

=sin(qly + qls + ql3) =0,

i§ ¢ia gauname q reikSme
k

= 101
Tkt (on
Tada tikriné reikSme (bendra formulé viso tikriniy reikSmiy spektro)
T2 k>

Me = - 102

SN (AN A RE (102)
Tikrinés funkcijos bendra formulé gaunama i (96)-(99)) sistemos. Turime
2 k>
up=sin | ——"_2)., 0< <l +1p+1s 103

Taigi, matome, kad tikriniy reikSmiy spektras yra vienas. Ir visa tikriné funkcija yra pasiskirs-
Ciusi tolygiai per visg grafg (trikamp;j).
3.4. Dif. uzdavinys ant trikampio grafo su trimis vidiniais taskais

Dabar nagrinésime diferencialinio uzdavinio atveji, kai visos trikampio virStnés yra vidiniai
taskai. Sis uzdavinys skiriasi nuo prie§ tai nagrinéty tuo, kad Sis diferencialinis uzdavinys turi

tikring reikSme¢ A = 0.

Y3

Y1
25 pav.: Grafas I'.
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Suformuluojame diferencialinj uzdavinj

up(0) + uy(l) = 0, (105)

us(0) — uh(ly) =0, (106)

uy(0) — uj(l3) =0, (107)

us(0) = wi(lr), (108)

U3(0) = Ug(lg), (109)

Bendroji sprendinio forma
ui(x;) = A;cos (qu;) + Bysin (qz;), i=1,3, (111)
Zinoma, prireiks ir (94) sprendinio i§vestinés

ui(x;) = —Asgsin (qr;) + Biqcos (qz;) 1,3, (112)

Pasinaudojus duotomis sglygomis (105)-(110) ir jstacius j (L11)), (112)) lygtis, gauname sistema

(113)
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Sistema perraSome matricy pavidalu

—cos(qly) 1 0
sin(qly) 0 0
0 — cos(ql) 1
0 sin(gly) 0
1 0 —cos(qly)
0 0 sin(qly)

0
0
1
0

—sin(qly)
— cos(qly)

0
1
— sin(qls)
— cos(qls)
0
0

Paskaiciavus pagrindinés matricos determinantg gauname, kad

det X = cos(qly + qls + ¢l3) =1,

i ¢ia gauname, kad

q

B 2k
4+

Todél tikriniy funkcijy reikSmés uzsiraSo pavidalu

A =

Taip Sio diferencialinio uzZdavinio tikriné reikSmé yra A = 0. Tikriné funkcija yra

2
up = Acos ( mk

l1+lg+13x

A2 k?

(I + 1+ 13)%

- o O O

—sin(gly)
— cos(qly)

>, 0<z<h+l+1s.

Ay
Ay
As
By
By

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

IS Sio diferencialinio uzZdavinio taip pat matome, kad tikriné funkcija yra pasiskirsciusi per visg

trikampj kaip ir prie§ tai esan¢iame uzdavinyje. Tik skirtumas tas, kad Siuo atveju tikriné reikSme

yrair A = 0.

Kad tai parodytume, visy pirma musy nagrinéjama diferencialiné lygtis jgauna tokig forma

Matome, kad bendra sprendinio forma yra

—u" =0.

u= Az + B.

(119)

(120)

o o o o o o
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Tada nagrinéjame

—/uué’dx: )\/uz dz. (121)

Yi Vi

Suintegruojame dalimis kairigjg lygties (I21)) puse

0 < )\/uz doe = —ua/ —|—/(u’)2 dx. (122)
A

A A

Paémus v’ = 0, yra tenkinamos balanso lygtys (I05)-(107). Funkcija u > 0. Matome, kad i$
(122)) lygybés, A = 0. Taigi funkcija u = const > 0. Ir A = 0 yra tikriné reikSmé.
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4. ISvados

Nagriné¢jant diferencialiniy lygc¢iy uzdavinius grafuose, buvo iSanalizuota, kokios salygos, pri-
klausomai nuo grafy vir§uniy rusiy, yra uZduodamos. Taip pat nustatyta, kad apibréZto uzdavinio
ant grafo sprendiniy skaicius priklauso nuo salygy tipy, kaip ir tikriniy reikSmiy spektry skaicius
priklauso nuo salygy. Palyginti sprendZiamy uzdaviniy tikriniy reikSmiy spektrai ir nustatytos sa-
lygos, kada tikriniy reik§miy spektrai (jei jy yra > 2), turi bendry tasky. Nustyta, kada spektrai gali
neturéti bendry tasky (0). Priklausomai nuo grafo tasky tipu ir sglygy, priklauso ar diferencialinio

uzdavinio tikriné reikSmeé taip pat bus A = 0.
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