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Keli modeliai vertés pokycio rizikai (VaR) skaic¢iuoti

ir juy palyginimas

Santrauka

Pagrindinis darbo tikslas — nustatyti tinkamiausia vertés pokycio rizikos jvertinimo modelj is
darbe nagrinéjamy penkiy modeliy. Modeliai paremti istorine simuliacija arba aproksimacija kuriuo
nors skirstiniu, be to, vienas is modeliy atsizvelgia j stebéjimy kintamuma. Vertés poky¢io rizika bus
modeliuojama Liuksemburgo ir Prahos akcijy indeksy, atitinkamai LUXXR ir PX, logaritminiams
kritimams, o kriterijai, pagal kuriuos bus atrinktas geriausias modelis — Kupiec’o ir Christoffersen’o
testai. Isaiskéja, kad aproksimacija Stjudento skirstiniu, atsizvelgiant j kintamuma — tinkamiausias

modelis.

Raktiniai Zodziai : Vertés pokycio rizika, paprastasis istorinis modeliavimas, laiku paremtas
istorinis modeliavimas, normalusis skirstinys, Stjudento skirstinys, kintamumas, GARCH, istorinis

testavimas, Kupiec’o testas, Christoffersen’o testas.

Several models to calculate Value-at-Risk and their comparison

Abstract

The main aim of the thesis is to identify the best model to evaluate Value-at-Risk comparing
five different models. These models are based either on historical simulation or on fitting of some
distribution; furthermore, one of the models considers volatility. Value-at-Risk will be evaluated
for Luxembourg and Prague stock indexes’, respectively LUXXR and PX, logarithmic losses, and
criteria, by which the best model will be chosen, are Kupiec and Christoffersen tests. In fact, the

model based on Student’s t-distribution and considering volatility appears to be the best.

Key words : Value-at-Risk, Historical Simulation, Age-weighted historical simulation, Normal
distribution, Student’s t-distribution, Volatility, GARCH, Back-testing, Kupiec test, Christoffersen

test.
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1 Ivadas

Investicijy, finansy ir draudimo srityse daznai tenka jvertinti rizikg turimiems finansi-
niams duomenims. Vienas i§ jrankiy jvertinti tikétinus nuostolius yra skaic¢iuoti vertes po-
kycio rizika (angl. Value-at-Risk, VaR). Iprastai tiriamy finansiniy duomeny, tokiy kaip
akcijy indeksy ar valiuty kursy pokyciai, pasiskirstymas nesuderinamas su normaliuoju deés-
niu deél sunkiy skirstinio uodegy. Taigi norint jvertinti tikétinus nuostolius taip, kad jvertis
kuo labiau atspindéty realybe, kartais nepakanka turimus stebéjimus tiesiog aproksimuoti
normaliuoju skirstiniu. Be to, kadangi tikrovéje finansiniai duomenys nekinta stabiliai, tai
galéty buti naudinga atsizvelgti ir j stebéjimy kintamuma.

Sio darbo tikslas — nustatyti tinkamiausig vertés poky¢io rizikos skai¢iavimo metoda turi-
miems duomenims: akcijy indeksy pokyciams. Vertes pokycio rizikai jvertinti yra pritaikomi
penki skirtingi modeliai, tarpusavyje turintys panasumy ir esminiy skirtumy. Bus analizuo-
jami keli neparametriniai (istorinis modeliavimas) ir keli parametriniai (aproksimacija skirs-
tiniais) modeliai. Siekiant nustatyti, ar, atsizvelgdami j stebéjimy kintamuma, mes gausime
tikslesnj VaR jvert}, j vieno i parametriniy modeliy skai¢iavimus jtrauktas kintamumo prin-
cipas. Galiausiai modeliy rezultatai yra palyginami, pasiremiant istoriniu testavimu (angl.
back-testing), kuris tuo tarpu paremtas Kupiec’o ir Christoffersen’o testais, ir pateikiamas
sprendimas — tinkamiausias modelis. Be to, testavimo rezultatuose isaiskéja, ar modelis,
pakankamai tiksliai jvertines vieny duomeny vertés pokycio rizika, taip pat gerai jvertins
vertes pokycio rizikg kitiems duomenims.

Darbo teorinéje dalyje aprasoma vertes pokycio rizikos sgvoka, paminimi jos privalumai
ir trukumai, pristatomi VaR jvertinimo modeliai ir juos realizuojancios formulés. Praktinéje
dalyje plac¢iau pristatomi tiriami duomenys, skirtingais budais patikrinamas jy normalumas,
pristatomas slenkancio lango principas, remiantis kuriuo bus modeliuojamas VaR. Praktinés
dalies pabaigoje placiau aprasomi gauti rezultatai, jzvelgiamos pagrindinés modeliy stip-
riosios ir silpnosios vietos. Lentelés su modeliy rezultatais bei VaR sumodeliuoti grafikai
yra prikabinti prieduose. ISvadose paminimos pagrindinés darbo iSvados bei rekomendacijos

tolesniam darbo vystymui.



2 Teoriné dalis

2.1 Vertés pokycio rizika (VaR)

Vertés pokycio rizikos (angl. Value-at-Risk, VaR) savoka yra santykinai nauja. VaR
pirma kartg buvo panaudotas didziausiomis finansy jmonémis praéjusio amziaus devintojo
desimtmecio pabaigoje su tikslu jvertinti savo portfeliy rizikg. Nuo to laiko, VaR panaudo-
jimas zymiai supopuliaréjo. Ypatingg rizikos vertintojy démesj VaR sulauké tuo metu, kai
J.P. Morgan & Co., stambaus Jungtiniy Amerikos Valstijy banko JPMorgan Chase padali-
nys, 1994-aisais metais isleido j vieSuma savo statistinj modelj, kurj jmoné taikydavo rizikos
vertinimui [2]. Siuo metu VaR yra pla¢iai naudojamas jrankis ir mazesnése finansy jmonése.

Vertés pokycio rizika (VaR) galima apibrézti taip: tai — reiksme, kurios su nurodyta
tikimybe ir per nurodyta laika nevirsys nuostoliai. Matematiskai, jei L yra ateities nuostoliai,
o a — pasirinktas pasikliovimo lygmuo (dazniausiai praktikoje pasirenkamas o = 95% arba
a=99%), tai

VaR,(L)=inf{le R: P(L>1)<1-—a} (1)

Svarbu paminéti tai, kad VaR reikSmé gali buti modeliuojama bet kuriam pasirinktam
laikotarpiui, kuris dar vadinamas periodu. Daznai yra skaic¢iuojami vienos dienos ar desimties
dieny VaR. Kartais gali buti taikoma ,Saknies is 10 taisyklée®, pagal kuria, norint jvertinti
desimties dieny periodo VaR, imamas apskaiciuotas vienos dienos VaR ir dauginamas is
Saknies is 10.

Vertés pokycio rizika, nors ir yra labai paplites jrankis tarp rizikos vertintoju, jis néra
tobulas ir turi trukumy. Visy pirma, VaR nuslepia nuostoliy dydj, ivykus ypatingai re-
tam jvykiui. Tarus, kad pasikliovimo lygmuo yra 95%, VaR atsakys j klausimg, kokie bus
nuostoliai 95% atvejy, taciau neturime jokios informacijos apie tai, kas nutiks likusiais 5%
atvejais. Mes galime tikétis prarasti daugiau, nei apskaiciuota riba, taciau mes nezinome
kiek. Daznai finansiniy duomeny skirstinys turi sunkesnes uodegas, nei normaliojo skirstinio
(Bradley, Taqqu, 2001), ir tai reik$ty, kad reti jvykiai jvyksta su didesniu daznumu, lyginant
su normaliuoju désniu. Be to, bendruoju atveju, kuomet nuostoliy aibe L gali sudaryti ir di-
skretiis atsitiktiniai dydZiai, VaR netenkina subadityvumo savybés!, t.y. vertybiniy popieriy
portfelio VaR gali buti didesnis nei suma VaR, atskirai paskaic¢iuoty kiekvienam vertybiniam

popieriui.

"Funkcija f : A — B vadinama subadityvia, jei f(z +y) < f(z) + f(y) Vz,y € A



2.2 Paprastasis istorinis modeliavimas

Paprastasis istorinis modeliavimas yra vienas iS budy apskaic¢iuoti neparametrinj VaR
jvertj. Apskritai, neparametrinj jvertj skaic¢iuoti yra paprasta, nes jis nereikalauja duomeny
aproksimavimo kuriuo nors skirstiniu. Taigi, tai mus apsaugoja nuo klaidingo skirstinio pa-
rinkimo. Nors tokj modelj yra nesunku realizuoti, jis turi ir trukumy. Pavyzdziui, tikétina,
kad VaR jvertis labai priklausys nuo keleto dideliy nuostoliy, jvykusiy tolimoje praeityje,
bet patenkancéiy j imtj, pagal kurig modeliuojamas VaR. Be to, yra sunku apsispresti, kokio
dydzio imtis bus taikoma VaR jvertinimui, kadangi pasenusi informacija kartais gali bu-
ti neaktuali. Sis modelis reikalauja prielaidos apie stebéjimy nepriklausomuma ir vienoda
pasiskirstyma.

Taikant paprastajj istorinj modelj ir vertés pokycio rizikos apibrézima (1) bei tariant, kad
imtis yra dydzio n, o pasikliovimo lygmuo yra «, VaR, (L) jvertis bus i = (a(n + 1))—asis
maziausias imties elementas tuo atveju, jei ¢ yra sveikas skaicius. Jei i néra sveikas skaicius,
pritaikoma tiesiné interpoliacija tarp dviejy gretimy elementy, kad buty pasiektas tiksliai

a-kvantilis?.

2.3 Laiku paremtas istorinis modeliavimas

Lyginant su paprastuoju istoriniu modeliavimu, sis modelis labiau atsizvelgia j véliausiai
ivykusius stebéjimus. Naturalu, kad vélesni akcijy indekso pokyciai yra labiau aktualus
negu tie, kurie jvyko anksc¢iau. Tam, kad buty realizuotas laiku paremtas istorinis modelis,
stebéjimams turi buti suteikti svoriai, priklausomi nuo laiko, o svoriy suma turi buti lygi 1.
Todél kiekvienam stebéjimui suteiktas svoris

1—A

i1 o
1_/\nx)\ A€ (0,1),i=1,...,n (2)

¢ia n — imties dydis. Pritaikius geometrinés progresijos sumos savybe, nesunku jrodyti, kad
svoriy suma lygi 1:

S R VUV B W [ W O B )
? — ? — =1
) VR e vD DL U s i

=1 1=

Kadangi lim A"! = 1, tai turime, kad didéjant A € (0,1), greitimi svoriai skiriasi maZesniu
A—1
daugikliu, ir atvirkséiai, mazéjant parametrui A, gretimi svoriai ima labiau skirtis vienas nuo

kito.

2Nagrinékime funkcija Fx : R — [0,1], ¢ia X — atsitiktinis dydis ir Fx(z) — jo pasiskirstymo funkcija.
g )3 ) y Jop y y

Isreiskus Fx(z) = P(X < z) = «, a-kvantilj Zymi reik§mé = duotoje israiskoje.



Modeliuojant VaR, (L), yra sumuojami svoriai stebéjimu, kurie yra surusiuoti nuo blo-
giausio iki geriausio, t.y. jei stebéjimai — akcijy indekso kritimai, tai jie surusiuojami ma-
zéjimo tvarka. Svoriai sumuojami iki tol, kol suma pasieks pasikliovimo lygi a. Kad buty
pasiektas tiksliai a-kvantilis stebéjimy skirstinio, taip pat panaudojama tiesiné interpoliacija

tarp dviejy gretimy imties elementy.

2.4 Aproksimacija normaliuoju skirstiniu

Duomeny aproksimavimas kuriuo nors skirstiniu jau yra parametrinis jvertinimas. Nuo
parametry pasirinkimo priklausys ir VaR jvertis, todél reikia pasistengti tiksliau jvertin-
ti reikiamus parametrus. Priesingu atveju, parinkus blogus parametrus, modelis gali buti
netinkamas ir VaR bus paskaiciuotas netiksliai.

Aproksimacija normaliuoju skirstiniu — patrauklus ir nesudétingas budas modeliuoti VaR,
kadangi normalyjj skirstinj apraso tik du parametrai: vidurkis ir standartinis nuokrypis (arba
dispersija). Asimetrijos koeficientas® (angl. Skewness) bei ekscesas* (angl. Excess kurtosis)
normaliojo skirstinio visada lygus 0. Taigi, belieka jsivertinti normaliojo skirstinio, kuriuo
aproksimuosime turimus stebéjimus, vidurkj p ir standartinj nuokrypj o. Tada, VaR,(L),

kaip normaliojo skirstinio a lygmens kvantilis, bus apskaiciuotas pagal formule
VaR,(L) = i+ 62za,

¢ia z, — standartinio normaliojo dydZio a lygmens kvantilis.
Kadangi, daznai finansiniy duomeny skirstinys dél didelio eksceso turi sunkesnes uodegas

nei normaliojo skirstinio [8], tai geriausiy rezultaty i$ Sio modelio galime nesitikéti.

2.5 Aproksimacija Stjudento skirstiniu

Lyginant Stjudento skirstinj su normaliuoju, Stjudento skirstinys yra suderinamas su
teigiamu ekscesu, kadangi skirstinj be vidurkio ir standartinio nuokrypio apraso dar vienas
parametras — laisvés laipsniai v. Siuo atveju VaR4(L), kaip imties, aproksimuotos pagal

Stjudento skirstinj, a lygmens kvantilis, bus apskaic¢iuotas pagal formule

2
VaRa(L) = fi + | =6t 0,

~

3Jeign X yra atsitiktinis dydis ir E|X[|> < oo, tai asimetrijos koeficientas yra lygus =3
Ga pz = E((X - EX)3), o =vDX.
4Jeigu X yra atsitiktinis dydis ir E|X|* < oo, tai ekscesas, Zym. 1, skai¢iuojamas pagal formule y = £4 -3

Ga pa = E((X . EX)4), o = VDX. )



¢ia f1 — skirstinio vidurkio jvertis, 0 — standartinio nuokrypio jvertis, ¢, , — Stjudento skirstinio
ir v laisvés laipsniais a-kvantilis. Turiu pabrézti tai, kad siame modelyje ¢ nepriklausys nuo
laiko ¢. Kadangi Stjudento skirstinio ekscesas, zym. =, ir laisvés laipsniai yra susieti [10]
israiska

6

’y:m, kaiu>4, (3)

tai sia iSraiska pasinaudosime, norédami jsivertinti laisveés laipsnius v.

2.6 Aproksimacija Stjudento skirstiniu, atsizvelgiant j kintamuma

Stebéjimy aproksimacija skirstiniu, kuomet standartinis nuokrypis ¢ nepriklauso nuo
laiko ¢, yra nelanksti. Todél, modeliuojant VaR, o, dabar bus susietas su pries tai buvusia
01 reikéme. Siam tikslui bus pritaikytas GARCH (p,q) (angl. Generalized autoregressive

conditional heteroscedasticity) modelis, kuris aprasomas [3] taip:

€t = Oy

p q P q
af = Qg + Zaief,i + Zﬁjat{j,ai >0,08; = 0,> ai+ Zﬁj <1
=1 j=1 =1 J=1

Y

¢ia o? vadinama GARCH (p,q) modelio salygine dispersija, o w; ~ N(0,0?) ir yra ne-
koreliuoti. GARCH (p,q) modelio pagalba pasalinsime priklausomybe tarp modelio lieka-
ny (angl. residuals) salyginiy vidurkiy, o pasinaudoje ARM A(p,q) (angl. Autoregressi-
ve moving average) modeliu bus pasalinta priklausomybé tarp liekany salyginiuy vidurkiy.
Procesas {X;,t € Z} su parametrais (p, q) yra ARM A(p, q) procesas, jei Sis procesas tenkina
lygti

P q

Xy = Z G Xi—i + Zi + Z 0: 2,
i=1 j=1

¢ia Z; ~ N(0,02) ir yra nekoreliuoti.
VaR siuo atveju bus apskaiciuotas pagal formule

R v—2,
VaR,(L) = i1+ > Otr1ta,p,

¢ia 0441 yra standartinio nuokrypio jvertis artimiausio ateinancio periodo.
Modeliy optimalioms p ir g reikSméms pasirinkti bus naudojamas Akaike’s informacinis

kriterijus (AIC). Modeliui AIC skai¢iuojamas pagal formule
AIC = 2k — 21n(Lyas),

¢ia k — jvertinamy parametry skaic¢ius modelyje, L., — didziausia tikétinumo funkcijos siam

modeliui reiksmé. Optimalios p ir ¢ modelio reikSmeés gaunamos minimizuojant AIC.



2.7 Istorinis testavimas

Tam, kad palygintume aprasyty modeliy efektyvuma, modeliams bus pritaikyti Kupiec’o
ir Christoffersen’o testai. Testavima sudarys 3 etapai [7].

Pirmiausia, pagal Kupiec'o testa, bus palyginta, kiek per modeliuotg laikotarpj nustatyta
indekso kritimy, virsijanciy VaR, bei koks buvo tikétinas kritimy, virsijanc¢iy VaR, skaicius.
Bus apskai¢iuota, ar Sios dvi reiksmeés statistiskai reiksmingai nesiskiria. Sis Zingsnis va-
dinamas besalyginio padengimo testu (angl. Unconditional coverage test). Tarus, kad per
modeliavimo laikotarp] nustatyta n; indekso kritimy, virsijanciy VaR, ng — nevirsijanciy

VaR, p = 1 — a yra teoriné tikimybé indekso kritimui virsyti VaR pagal pasikliovimo lygme-

ni

o yra empirine tikimybé indekso kritimui virsyti VaR, bus apskaic¢iuotas

nj «, bei T =
tikétinumo santykis®

LR, = —2ln (%) - —21n(((11 —p)™ X pn ) ~2(1)

1 — )"0 X

bei priimta (atmesta) atitinkama hipoteze

Hy:p=m
Hi:p#m

LR, israiskoje Lo zymi tikétinumo funkcija, jei teisinga Hy, atitinkamai L; — tikétinumo
funkcija, jei teisinga alternatyva H;. Nuliné hipotezé atmetama, kuomet statistika LR, di-
desné uz chi-kvadrato su vienu laisves laipsniu kritine reiksme, tokiu atveju modelio paskai-
¢iuota VaR jvertj laikysime statistiskai reikSmingai netiksliu, netinkamu.

Kitas testavimo zingsnis — pritaikyti Christoffersen’o testa su tikslu nustatyti, ar pazei-
dimai (indekso kritimai, virsijantys VaR) jvyko klasterizuotai. Kitaip tariant, bandysime
izvelgti, ar pazeidimas Siame periode nulems pazeidimg ateinanciame periode, ar abu pazei-
dimai yra statistiskai nepriklausomi. Sis testavimo zingsnis dar vadinamas nepriklausomumo
testu (angl. Independence test). Tarkime, kad 7, ng ir n; yra tokie, kaip aprasyti pirmajame
testavimo zingsnyje. Be to, tarkime, kad
ngo — skaicius tokiy periody, kuomet nejvyko pazeidimy ir §j, ir ateinantj perioda,
ng1 — skaicius tokiy periody, kuomet nejvyko pazeidimo $j perioda, bet jvyko per ateinantj,
ny — skaicius tokiy periody, kuomet jvyko pazeidimas sj perioda, bet nejvyko per ateinantj,

ny11 — skaicius tokiy periody, kuomet pazeidimai jvyko ir §j, ir ateinant] perioda,

5S. S. Wilks [12] yra jrodes, kad tikétinumo santykis LR = —2ln<£—‘f) yra asimptotiskai pasiskirstes
pagal x? remiantis prielaida, kad stebéjimai, kuriy Lg ir L; yra skai¢iuojami, yra nepriklausomi ir vienodai

pasiskirste.



ir apibrézkime
no1 ni

o1 = 5 T =
Moo + No1 N1o + N11

Tada apskaiciuosime tikétinumo santykj

Lo (1—m)mo x 7™ )
LRig = —2In[ 22 ) = —21 ~\3(1
Rznd n(L ) n((l — Too1 nn) X ( )

1 Jroomat (1 — mryp)momy

ir priimsime (atmesime) atitinkama hipoteze

Hy : jvyke pazeidimai yra nepriklausomi laikui bégant

H; : jvyke pazeidimai néra nepriklausomi laikui bégant
Nuliné hipotezé bus atmesta, jeigu statistika LR;,q bus didesné uz chi-kvadrato su vienu
laisves laipsniu kritine reikSme. Tuomet galésime teigti, kad apskaic¢iuotas VaR jvertis yra
statistiskai reikSmingai netinkamas. Praktikoje galés nutikti taip, kad nejzvelgta jokio klas-
terizavimo, t.y. ny; = 0 ir m; = 0, o LR;,q israiskoje atsiras daugiklis 0°. Tokiu atveju

siuloma tikétinumo funkcijg L, jei teisinga alternatyva Hy, isreiksti taip:
Ly = (1 — mo1)"mgy*

Galiausiai, trecigjj testavimo Zingsnj sudaro rezultatai i pirmyjy dviejy. Sis etapas dar
vadinamas salyginio padengimo testu (angl. Conditional coverage test). Testo statistika

LR,.. yra isreiskiama per auksciau apskai¢iuotus LR, ir LR;,4:
LR.. = LRy.+ LRing ~ X*(2),

o hipotezes yra

Hy : p=m, ivyke pazeidimai yra nepriklausomi laikui bégant
Hy : p # m, jvyke pazeidimai néra nepriklausomi laikui bégant
Tuo atveju, jei statistika LR,. virSys chi-kvadrato su dviem laisvés laipsniais kriting reiksme,

bus priimta alternatyva, o modelis bus laikomas netinkamu.



3 Praktiné dalis

3.1 Duomeny pristatymas

Auksciau aprasytus modelius a$ pritaikysiu Liuksemburgo ir Prahos (Cekijos) vertybiniy
popieriy indeksams LUXXR ir PX, kurie yra stebimi nuo 2007.01.01 iki 2016.03.31 imti-
nai. Duomenys gauti iS duomeny sistemos Quandl [1], kurioje patalpinta oficiali informacija
apie jvairiy rinky finansinius duomenis. Taigi, yra zinomos LUXXR ir PX indeksy reiks-
més kiekvieng atitinkamos valstybés darbo dieng. Apskaiciuojame Siy duomeny santykinius
logaritminius kritimus pagal formule

|, — —ln( index; )7

index,_q

¢ia index, ir index,_; yra indekso reikSmés atininkamai einamosios dienos ir pries ja buvusios
dienos. Apacioje yra pavaizduotos indeksy reiksmeés laikui bégant, o lenteléje — indeksy

santykiniy logaritminiy kritimy statistinés charakteristikos:

LUXXR indeksas
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1 pav.: LUXXR ir PX indeksy reiksmes laike



Abiejy indeksy atvejais matome, kad ekscesas yra ganétinai daugiau uz 0, kas parodo Siy
duomeny skirstiniy uodegy sunkuma, lyginant su normaliuoju pasiskirstymu. Palyginimui,

normaliojo skirstinio ekscesas yra lygus 0.

LUXXR PX

Stebéjimy skaicius 2335 2318
Maziausia reiksme -0,0910 -0,1236
Didziausia reiksSmé 0,1116 0,1619
Vidurkis 0,0000 0,0000
Standartinis nuokrypis 0,0147 0,0155
Asimetrijos koeficientas 0,3362 0,5002

(angl. Skewness)
Ekscesas 5,3100 14,7088
(angl. Excess kurtosis)

1 lentelé: Indeksy santykiniy logaritminiy kritimy statistinés charakteristikos

LUXXR indeksas PX indeksas

—_
——F

Duomeny histograma ir normalusis tankis
Duomeny histograma ir normalusis tankis

I T T T T 1 I T T T T T T 1
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 -0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

N = 2335 N =2318

2 pav.: LUXXR ir PX indeksy kritimy histogramos, lyginant su normaliojo skirstinio tankiu
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Duomeny normalumui patikrinti buvo atlikti Shapiro-Wilk’o ir Kolmogorov—Smirnov’o
testai. Kolmogorov—Smirnov’o testo eigoje buvo tikrinama, ar duomenys yra pasiskirste pa-
gal normalyjj skirstinj su tokiais paciais vidurkiu ir standartiniu nuokrypiu, kaip tiriamy
duomeny. Abiejy atliekamy testy nulinés hipotezés priémimas reiksty, kad ,,indekso kritimy
skirstinys nuo normaliojo skirstinio skiriasi statistiskai nereikSmingai“. Visuose skaiciavi-
muose p-reiksmé nesiekia 0,05, todél kiekvienu atveju yra atmetama nuliné hipotezé. Gauti

rezultatai pateikti lenteléje apacioje:

Shapiro-Wilk’o | p-reiksmé | Kolmogorov—Smirnov’o | p-reiksmé
statistika statistika
LUXXR W = 0,9500 0,0000 D = 0,0566 0,0000
PX W = 0,8723 0,0000 D = 0,0888 0,0000

2 lentelé: Shapiro-Wilk’o ir Kolmogorov-Smirnov’o testy rezultatai

Duomeny nesuderinamumg su normaliuoju skirstiniu patvirtina nubrézti kvantiliy gra-
fikai. Tiesi linija pavaizduoja normaliojo pasiskirstymo kvantilius, o taskai — nagrinéjamos
imties kvantilius. Jeigu visi taskai buty issidéste ant linijos arba labai Salia jos, tai reiks-
ty, kad imties skirstinys nedaug skiriasi nuo normaliojo pasiskirstymo. Musy atveju imciy

kvantiliy grafikai ,uzsiriecia“, o tai vélgi reiskia uodegy sunkuma.

LUXXR indeksas PX indeksas
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3 pav.: LUXXR ir PX indeksy kritimy kvantiliai, lyginant su normaliuoju skirstiniu
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3.2 Vertés pokycio rizikos (VaR) jvertinimas

Vertés pokycio rizikai jvertinti kiekviename modelyje yra panaudojamas slenkancio lango
(angl. Rolling window) principas. Tai reiskia, kad yra fiksuojamas stebéjimuy, t.y. santykiniy
logaritminiy kritimy, skaic¢ius n, pagal kuri bus modeliuojamas artimiausiojo, (n + 1)-ojo
periodo VaR, o norédami modeliuoti tolimesnio, (n+2)-ojo periodo VaR, turime i stebéjimy
saraso pasalinti 1-ajj stebéjima, taciau jtraukti véliausia zinoma (n + 1)-aji stebéjima. Taigi,
gauname, jog modeliavimui visg laikg yra naudojama n duomeny. Kiekviename modelyje yra
pasirinktas n = 1500 ir yra vertinami vienos dienos VaRgg5, VaRg g9 ir VaRgg95. Kadangi
visy, bendrai paémus, stebéjimy skaicius yra 2335 LUXXR indekso ir 2318 PX indekso,
gauname, jog VaR bus sumodeliuotas 836 ir 819 karty atitinkamai, jskaitant tai, kad VaR
bus jvertintas atitinkamai 2336-3ji ir 2319-ajj periodus, kuomet tikrojo indekso kritimo mes

nezinome. Apacioje yra pavaizduoti indeksy logaritminiai kritimai:

LX Logaritminiai kritimai PX Logaritminiai kritimai

0.05 0.10
| |
0.05 0.10 0.15
| | |

0.00
|

Indekso kritimas (%)
0.00
!

Indekso kritimas (%)

-0.05

-0.05

-0.10

T T T T T T T T T T
500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000

o
o

Stebéjimai Stebéjimai

4 pav.: LUXXR ir PX indeksy logaritminiai kritimai

3.3 Paprastasis istorinis modeliavimas

Vienos dienos Value-at-Risk yra jvertinamas, suradus 95%, 99% ir 99,5% kvantilius i$
indeksy santykiniy logaritminiy kritimy imties. Kaip aprasyta auksciau, yra naudojamas

slenkancio lango principas ir tiriama imtis yra pastovaus dydzio n = 1500.
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3.4 Laiku paremtas istorinis modeliavimas

Sis modelis kiekvienam i 1500 stebéjimy suteikia svorius, priklausomai nuo stebéjimo
chronologinio eiliskumo imtyje. Svorio pagal israiska (2) paskaic¢iavimui, kai n = 1500,
buvo pasirinktas A = 0.9995, todél indekso santykiniy logaritminiy kritimy imties elementy
maziausias ir didziausias svoriai buvo atitinkamai 0.00044769 ir 0.00094747. Svorio iSraiskoje
1 reiskia, kiek yra dieny tarp stebéjimo is tiriamos imties ir VaR vertinimo periodo. Kitaip
tariant, didziausias svoris yra suteiktas véliausiai jvykusiam stebéjimui. Stebéjimy svoriy

suma lygi 1.

3.5 Aproksimacija normaliuoju skirstiniu

Vertés poky¢io rizika Siuo modeliu yra paskai¢iuojama, suradus 95%, 99% ir 99,5% kvan-
tilius normaliojo skirstinio, kurio vidurkis ir standartinis nuokrypis paimti tokie, kaip tiria-
mos imties. Tikétina, kad Sis modelis geriausiy rezultaty neparodys, kadangi buvo parody-
tas duomeny nesuderinamumas su normaliuoju désniu. Taciau palyginimui ir dél modelio
populiarumo praktikoje Sis modelis yra jtrauktas j skaic¢iavimus. Pavyzdziui, VaRg5 yra
skaic¢iuojamas pagal formule

VaRygs = p+ 02095,

¢ia p yra imties vidurkis, ¢ — imties standartinis nuokrypis, zpgs; — reikSmé, nuo kurios
standartinio normaliojo dydzio pasiskirstymo funkcija yra lygi 0,95, t.y. zp95 = 1,6449.

Tokiu pat principu apskaiciuojami VaRg g9 ir VaRg g95.

3.6 Aproksimacija Stjudento skirstiniu

Taikydami §j modelj darome prielaida, jog tiriama imtis pasiskirsc¢iusi pagal Stjudento
skirstinj su v laisves laipsniais. Laisvés laipsniai v bus jvertinami kiekvienai stebéjimy imciai,
kuri tuo tarpu sudaro slenkantj stebéjimy langa. Tam, kad jvertintume v, pasinaudosime
israiska (3), kurios atvirkstiné funkcija ir bus v jvertinys:

6+ 45

v

v =

¢ia 4 yra imties ekscesas. Tada vertés pokycio rizika bus apskaiciuojama pagal formule

-2
VaR, = i(n) + > 5(n)ta,o,

>

¢ia fi(n) — imties i$ slenkanc¢io lango vidurkis, 6(n) — imties standartinis nuokrypis,

ta,» — Stjudento skirstinio su 7 laisves laipsniais v lygmens kvantilis.
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3.7 Aproksimacija Stjudento skirstiniu, atsizvelgiant | kintamuma

Siuo atveju VaR apskaid¢iavimui yra panaudojami ARMA ir GARCH modeliai. Abu
modelius taikysime todél, kad gali buti priklausomybé ir tarp stebéjimy salyginiy vidurkiy,
ir tarp salyginiy dispersijy. Pirmiausia patikrinsime, ar visi, bendrai paémus, stebéjimai

koreliuoja tarpusavyje.

Autokoreliaciné funkcija LX kritimams Autokoreliaciné funkcija LX kvadratiniams kritimams
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5 pav.: LUXXR ir PX indeksy stebéjimy autokoreliacinés funkcijos

Atsizvelgiant j Siuos grafikus, galime manyti, kad yra pakankamai stipri koreliacija tarp
stebéjimy. Pirmiausia, pasalinsime priklausomybe tarp salyginiy vidurkiy, pritaikydami
ARMA(p,q) modelj. p ir g reikSmés yra nustatomos parinkimo budu taip, kad buty kuo
mazesnis prarasty duomeny kiekis. Tam yra naudojamas Akaike’s informacinis kriterijus
(AIC). LUXXR indekso duomenims yra parinktas ARM A(0,0) modelis, kas reiksty, kad
tinkamiausias modelis yra baltasis triukSmas, kuriame néra priklausomybés tarp stebéji-
muy salyginiy vidurkiy. PX indekso duomenims pritaikytas ARM A(2,4) modelis. Pasa-

linus priklausomybe tarp salyginiy vidurkiy, PX indekso liekany autokoreliacinés funkcijos
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atrodo taip:

Autokoreliaciné funkcija PX liekanoms (po ARMA) Autokorel. f-ja PX kvadratinéms liekanoms (po ARMA)
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6 pav.: PX stebéjimy liekany autokoreliacinés funkcijos, pritaikius ARMA (2, 4)

Stipri koreliacija tarp indeksy kvadratiniy kritimy reiskia, kad yra priklausomybeé tarp ste-
béjimy salyginiy dispersijy. Bandysime 8iag priklausomybe pasalinti, pritaikydami
GARCH(2,1) modelj liekany laiko eilutei, kuriai jau panaudotas ARM A(p, q). 7 ir 8 pav.

pavaizduotos indeksy kritimy laiko eilutés, kartu su ju salyginiais standartiniais nuokrypiais:

Series with 2 Conditional SD Superimposed

X
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T e
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7 pav.: LUXXR indekso kritimy laiko eiluté, kartu su jos salyginiais st. nuokrypiais

Series with 2 Conditional SD Superimposed

) bt Ripptassormomspigrmmhl

T T T T T
0 500 1000 1500 2000

0.10
|

0.00
|

-0.10

Index

8 pav.: PX indekso kritimy laiko eilute, kartu su jos salyginiais standartiniais nuokrypiais

15



Is grafiky, kuriuose pavaizduoti salyginiai standartiniai nuokrypiai, ryskiai stebimi kin-

tamumo klasteriai. Tai reiskia, kad stebéjimai yra heteroskedastiski, t.y. ju salyginés dis-

persijos kinta laike. Todél, ko gero, Sis VaR

apskaiciavimo modelis turéty tikti labiausiai.

Patikrinkime, kaip po GARC H (2, 1) pritaikymo atrodo duomeny autokoreliacinés funkcijos:

Autokoreliaciné funkcija LX liekanoms (po ARMA ir GARCH)
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Atstumas tarp stebéjimy

Autokoreliaciné funkcija PX liekanoms (po ARMA ir GARCH)
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9 pav.: LUXXR ir PX stebeéjimy liekany

Akivaizdu, jog Siuose duomenyse sglygini

Autokorel. f-ja LX kvadratinems liekanoms (po ARMA ir GARCH)
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Autokorel. f-ja PX kvadratinéms liekanoms (po ARMA ir GARCH)
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autokorel. f-jos, pritaikius GARCH (2, 1)

y dispersijy priklausomybé buvo stipresné nei

salyginiy vidurkiy. Be to, atsizvelgiant j autokoreliacinius grafikus, galime manyti, kad

GARCH(2,1) modelis puikiai pasalino salyginiy dispersijy priklausomybe. Ljung-Box’o

testas padéty nustatyti, ar modifikuoty stebéjimy autokoreliacijos reikSmingai skiriasi nuo 0.

Nulinés hipotezés priémimas reiksty, kad sie

autokoreliacija lygi 0.

stebéjimai yra nepriklausomai pasiskirste, t.y.
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Ljung-Box’o p-reiksmeé X2 .o5(1) Atstumas tarp
statistika stebéjimy
LX kritimai 0,0006 0,9812 3,841 1
PX kritimai 1,8951 0,1686 3,841 1
LX kvadr. 0,0458 0,8306 3,841 1
kritimai
PX kvadr. 0,3296 0,5659 3,841 1
kritimai

3 lentelé: Ljung-Box’o testo rezultatai

Kuomet jsitikinome, kad parinkto modelio liekanos statistiskai reikSmingai gali buti lai-
komos nepriklausomomis (tas reiksty ir nekoreliuotomis), sj modelj pritaikysime ne visiems
stebéjimams, o juy imciai iS 1500 elementy. Kitaip tariant, panaudosime aukséiau aprasyta
slenkancio lango principa. Imciai vélgi bus taikomi ARM A(p, q) ir GARC H (2, 1) modeliai,
ir tada bus jvertinama vertés pokycio rizika artimiausiam periodui uz slenkancio lango, ku-
riame yra zinomi indeksy kritimai. VaR bus sumodeliuotas 836 ir 819 karty atitinkamai

LUXXR ir PX indeksams.

3.8 Istorinis testavimas

Istorinis testavimas (angl. back-testing), paremtas Kupiec’o ir Christoffersen’o testais,
rodo, kad akcijy indekso LUXXR vertés pokycio rizika VaR g5 tinkamai apskaic¢iuoja vienin-
telis i$ aprasyty modeliy, kuomet stebéjimai yra aproksimuojami Stjudento skirstiniu ir yra
atsizvelgiama j kintamuma. Testuojant kitus modelius, nors ir nebuvo atmetamos Kupiec’o
testo nulinés hipotezés, taciau buvo priimtos Christoffersen’o testo alternatyvos. Tai reiskia,
kad LUXXR indekso kritimai, virsijantys apskaiciuotas VaR reiksSmes, kartais pasirodydavo
klasterizuotai, t.y. grupelémis. LUXXR indekso VaRg g9 ir VaR 995 kiekvienas aprasytas mo-
delis skaic¢iuoja pakankamai tiksliai — Kupiec’o ir Christoffersen’o testy Siais atvejais nulinés
hipotezés neatmetamos. Akcijy indekso PX VaRg g5 taip pat gerai paskaiciuoja vienintelis
modelis, kai stebéjimai yra aproksimuojami Stjudento skirstiniu ir yra atsizvelgiama j kinta-
muma. Testuojant kitus modelius, buvo priimtos Kupiec’o testo alternatyvos, o tai reiskia,
jog indekso kritimy, virsijanc¢iy VaRg g5, skaicius yra arba labai mazas, arba labai didelis.

Musy atveju, kritimy, virsijanciy VaRg g5, skaicius yra apie du kartus mazesnis, negu tiketi-
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na, kas tuo tarpu teigia apie rizikos pervertinima. PX indekso VaR g9 tinkamai apskaic¢iuoja
tik du modeliai: aproksimacija normaliuoju skirstiniu, kas bebuty keista, ir aproksimacija
Stjudento skirstiniu, atsizvelgiant j kintamuma. PX indekso VaRg.g9; skaiciavimui tiko vi-
si paminéti modeliai, kadangi abieju testy Hy nebuvo atmetamos. Rezultatai yra pateikti
lenteléje, A.1 priede.

Lyginant modeliy VaR grafikus su tikraisiais indeksuy kritimais (grafikai pavaizduoti
A.2 priede), galima pastebeti, kad visy modeliy, iSskyrus aproksimacijos Stjudento skirs-
tiniu, atsizvelgiant i kintamuma, VaR grafikai (10-17 pav.) padaro staigy Suolj Zemyn tarp
400-o0jo ir 450-0jo periody. Taip nutiko butent todél, kad modeliuojant Sio periody intervalo
VaR, is slenkancio stebéjimy lango buvo pasalinti staigus akcijy indeksy kritimai, kurie kaip
tik visy, bendrai paémus, indekso kritimy grafike (4 pav.), vyko intervale tarp 400-osios ir
450-osios dieny. Kadangi slenkantj langa sudaro n = 1500 elementy, tai stebéjimai, jvy-
ke pries 1500 periody, tapo neaktualus. Apskritai, siy modeliy VaR grafikai beveik visa
modeliavimo laikotarpj yra mazéjantys, taciau galime jzvelgti tendencija, kad akcijy kriti-
my kintamumas su laikui bégant didéja, todél ir didesniy kritimy pasirodo daugiau. Tai
buty uzuomina apie modeliy netiksluma. Kalbant apie modelj, kuomet indeksy kritimai
aproksimuojami Stjudento skirstiniu, atsizvelgiant j kintamuma, aiskiai matyti, kad modelis
santykinai gerai prisitaiko prie akciju indekso poky¢iy. Vos tik nutinka staigus akcijy indek-
so pokytis — VaR grafikas taip pat staigiai pakyla aukstyn. Be to, nesunku pastebéti, kad
taikant $j modelj suma skirtumy tarp VaR jvercio ir akcijy indekso absoliutaus pokycio yra

maziausia, kas yra gerai, norint kuo maziau pervertinti rizika.

4 IsSvados

Siame darbe nustatyta, kad vertinant tiriamy stebéjimy vertés poky¢io rizika tinkamiau-
sias i$ pateikty modeliy yra tas, kuris atsizvelgia j stebéjimy kintamuma laikui bégant. Kiti
modeliai gali vertinti VaR labai netiksliai.

Be to, parodyta, kad modeliai, pakankamai tiksliai jverting vieny duomeny vertés pokycio
rizikg, nebutinai taip pat gerai jvertins vertés pokycio rizika kitiems duomenims. Taigi, ne
visiems duomenims tinka tie patys modeliai.

Galiausiai nustatyta, kad modeliai, neatsizvelgiantys j kintamuma, labai létai reaguoja i
stebéjimy kintamumo padidéjima ar sumazéjima, todél sie modeliai yra linke nepakankamai

jvertinti ar pervertinti rizika santykinai ilgg laikotarpj.
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Sio darbo vystymui a$ rekomenduoéiau jsigilinti labiau i vertés poky¢io rizikos mode-
liavima, kuomet atsizvelgiama j duomeny kintamumg. Gali buti, kad sukonstravus modelj
kity skaiciavimy pagrindu, bus gautas dar tikslesnis VaR jvertis. Be to, patarc¢iau palyginti
vertés pokycio rizika su jos alternatyva, pavyzdziui, salygine vertés pokycio rizika (angl.
Conditional Value-at-Risk). Imanoma, kad kai kuriais atvejais salyginé vertés poky¢éio rizika
yra labiau tinkamas rizikos vertinimo jrankis. Galiausiai, mano manymu, tam, kad nustatyti

modelio tinkamuma, jj reikty pritaikyti didesniam laiko eiluciy kiekiui.
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A Priedai

A.1 DModeliy testavimo rezultatai

LX, 95% | Violations | LR,. | LRiwa | LR | UC, IND, CC Decisions

HS 35 (42) | 1,2127 | 6,0607 | 7,2734 Hy, H,, H,
AWHS 39 (42) | 0,1948 | 7,0322 | 7,2270 Hy, H,, H,
Normal 35 (42) | 1,2127 | 6,0607 | 7,2734 Hy, H:, H,
t 37 (42) | 0,5906 | 8,0741 | 8,6647 Hy, H,, H,

t, var. vol. | 46 (42) | 0,4415 | 2,2643 | 2,7058 Hy, Hy, Hy

LX, 99% | Violations | LR,. | LRina | LR | UC, IND, CC Decisions

HS 6 (9) |o0,7406 | 0,1014 | 0,8420 Hy, Hy, Hy
AWHS 7(9) |0,2333 | 0,1353 | 0,3686 Hy, Ho, Hy
Normal 9(9) |0,0498 | 3,0702 | 3,1200 Hy, Hy, Hy
t 8(9) |0,0150 | 3,5325 | 3,5475 Hy, Hy, Hy
t, var. vol. | 10 (9) | 0,3098 | 0,2668 | 0,5766 Hy, Hy, Hy

LX, 99,5% | Violations | LR,. | LR;,q | LR | UC, IND, CC Decisions

HS 4 (5) 0,0075 | 0,0482 | 0,0557 Hy, Hy, Hy
AWHS 4(5) | 0,0075 | 0,0482 | 0,0557 Hy, Hy, H,y
Normal 6 (5) 0,7058 | 0,1014 | 0,8072 H,, Hy, H,

t 4 (5) 0,0075 | 0,0482 | 0,0557 Hy, Hy, Hy
t,var. vol. | 7(5) | 1,5948 | 0,1353 | 1,7301 Hy, Hy, Hy

4 lentelé: LX indekso duomenims pritaikyty VaR modeliy palyginimas

Paaiskinimai:
HS — paprastasis istorinis modeliavimas, AWHS — laiku paremtas istorinis modeliavimas,
Normal ir t — aproksimacija atitinkamai normaliuoju ir Stjudento skirstiniais,
t, var. vol. — aproksimacija Stjudento skirstiniu, atsizvelgiant j kintamuma;
Violations — skaicius stebéjimuy, perzengusiy VaR, bei tikétinas perzengimy skaicius;

Hy — nuliné hipotezé priimta, modelis statistiskai tiko.
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PX, 95% | Violations | LR,. LRing LR.. | UC, IND, CC Decisions

HS 17 (41) | 18,6785 | 0,8793 | 19,5578 Hy, Hy, Hy
AWHS 20 (41) | 13,7412 | 2,9011 | 16,6423 H., Hy, H
Normal 13 (41) | 26,9892 | 1,6985 | 28,6877 Hy, Hy, Hy

t 17 (41) | 18,6785 | 4,0193 | 22,6978 H,, Hy, H,
t, var. vol. | 43 (41) | 0,1117 | 0,1434 | 0,2551 Hy, Hy, Hy

PX, 99% | Violations | LR,. LRing LR.. | UC, IND, CC Decisions

HS 2 (9) 6,7729 | 0,0147 | 6,7876 H., Hy, H,
AWHS 2 (9) 6,7729 | 0,0147 | 6,7876 H,, Hy, H,
Normal 4 (9) 2,6584 | 0,0492 | 2,7076 Hy, Hy, H,

t 2 (9) 6,7729 | 0,0147 | 6,7876 H,, Hy, H,
t, var. vol. | 7 (9) 0,1808 | 0,1382 | 0,3190 Hoy, Hy, Hy

PX, 99,5% | Violations | LR, LRng LR.. | UC, IND, CC Decisions

HS 1 (5) 3,3746 | 0,0049 | 3,3795 Hy, Hy, H,
AWHS 1 (5) 3,3746 | 0,0049 | 3,3795 Ho, Ho, H,
Normal 2 (5) 1,3238 | 0,0147 | 1,3385 Hy, Hy, Hy

t 2 (5) 1,3238 | 0,0147 | 1,3385 Ho, Hy, Hy
t, var. vol. | 4 (5) 0,0020 | 0,0492 | 0,0512 Hy, Hy, Hy

5 lentelé: PX indekso duomenims pritaikyty VaR modeliy palyginimas

Paaiskinimai:
HS — paprastasis istorinis modeliavimas, AWHS — laiku paremtas istorinis modeliavimas,
Normal ir t — aproksimacija atitinkamai normaliuoju ir Stjudento skirstiniais,
t, var. vol. — aproksimacija Stjudento skirstiniu, atsizvelgiant j kintamuma;
Violations — skaicius stebeéjimy, perzengusiy VaR, bei tikétinas perzengimy skaicius;

Hy — nuliné hipotezeé priimta, modelis statistiskai tiko.
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A.2 Modeliy VaR grafikai

Indekso kritimas (%)
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10 pav.: Paprastasis istorinis modeliavimas (LX)
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PX 95% VaR based on HS
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11 pav.: Paprastasis istorinis modeliavimas (PX)
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12 pav.: Laiku paremtas istorinis modeliavimas (LX)
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13 pav.: Laiku paremtas istorinis modeliavimas (PX)
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14 pav.: Aproksimacija normaliuoju skirstiniu (LX)
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15 pav.: Aproksimacija normaliuoju skirstiniu (PX)
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19 pav.: Aproksimacija Stjudento skirstiniu, atsizvelgiant j kintamuma (PX)
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LX aproksimacija Stjudento skirstiniu (kintantis volatilumas)

e | X 95% VaR, t-distr. appr., var. vol. (apatinis plotelis)

e | X 99% VaR, t-distr. appr., var. vol. (plotelis per vidurj)
e | X 99.5% VaR, t-distr. appr., var. vol. (virSutinis plotelis)
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20 pav.: Aproksimacija Stjudento skirstiniu

PX aproksimacija Stjudento skirstiniu (kintantis volatilumas)

e PX 95% VaR, t-distr. appr., var. vol. (apatinis plotelis)

e PX 99% VaR, t—distr. appr., var. vol. (plotelis per vidurj)

e PX 99.5% VaR, t-distr. appr., var. vol. (virSutinis plotelis)
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21 pav.: Aproksimacija Stjudento skirstiniu, atsizvelgiant j kintamuma (PX)
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