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1 skyrius

Ivadas

1.1 Uzdavinio aktualumas

Biologiniy désningumy formavimasis gamtoje - labai sudétingas procesas. Puikus pa-
vyzdziai buty paini snaigiy struktura, komplikuoti gyvuny kailiy rastai arba kriauk-
liy geometrinis dizainas. Galima susidurti ir su mikroskopiniais biologiniais dés-
ningumais, tokiais kaip neurony sarysiai smegenyse, atsakantys uz akiy isvaizda.
Nepaisant ju sudétingumo ir didelés jvairovés, didelé gausa biologiniy désningumy
gamtoje pritraukia mintj, kad tai gali buti tiesiog gan paprastas biologinio désningu-
mo susidarymo algoritmas. Per pastaruosius 50 mety padaugéjo mokslininky, kurie
gilinasi j biologiniy désningumy formavimosi procesa, ir Si sritis tapo gera tema
bendradarbiavimui tarp mokslininky ir matematiky.

Musy supratimas apie biologiniy désningumy formavimasj iS matematinés puseés
istoriskai susietas su biologiniais tyrinéjimais, kurie susije su paciais jdomiausiais
biologiniais désningumais gamtoje, t.y. besivystancéiy, auganciy organizmy struk-
turomis. Didelé kuny formy jvairove, atrasta gyvuny karalystéje, sudomino daug
mokslininky. Taciau, morfologinis organizmy studijavimas pakeité kryptj nuo evo-
liuciniy poky¢iy, kurie iskélé kuny bruozy jvairove tarp rusiy, j vystymosi procesus,
kurie leidzia sudétingiems multilasteliniams organizmams susidaryti tiesiog is apvai-
sinty kiausineliy.

Vienas pirmy zingsniy, ties labiau mechanizuoto ir matematinio poziurio, bu-
vo zengtas D’Arcy Thomson’o, kuris parasé knyga "On Growth and Form" (1992).

D’Arcy pabrézé fiziniy désniy svarbg, kurie ir sudaro morfogenezés pagrinda. Ne-



paisant to, kad jo metodas buvo teoriskas ir neparupino jokiy bandomuyjy duomeny,
patvirtinancéiu jo mechaninj paaiskinimg reiskiniy gamtoje, jo knyga pakeité tyriné-
jimy kryptj.

Vienas i$ didziausiu proverziy Sioje srityje yra Alan’o Turning’o rasto darbas
'"The chemical basis of morphogenesis" (1952). Siame rasto darbe Turing’as pasiilé
idéja Sio proceso aprasymui bei supratimui naudojant paprastag reakcijos-difuzijos

sistemy.

1.1.1 Bakalauro darbo tikslas

Pagrindiniai bakalauro darbo tikslai:

e Susipazinti su biologinio désningumo formavimo uzdaviniais ir jy matemati-

niais modeliais.
o Apzvelgti tokiy uzdaviniy matematinius sprendimo metodus.

e Sudaryti modelj, iSspresti ir iSanalizuoti modeliavimo rezultatus.



2 skyrius

Teorine dalis

2.1 Biologinio désningumo formavimo uzdaviniai

Siame skyriuje trumpai apzvelgsiu biologinius procesus, kurie atsako uz zinduoliy
kailio spalva. Kiekvienas gyvunas turi individualios spalvos bei individualaus rasto

kailj, kuris atskiria ji nuo kity gyvuny ir kity jy rusiy.

Zinduoliy oda susideda i§ dviejy daliy:
 Virsutinio sluoksnio — vadinamo epidermiu

¢ Vidinio sluoksnio — vadinamo derma.

Kailio formavimosi procesas prasideda epidermije, kur vyksta lasteliy agregavi-
mosi procesas. Kailis susideda i$ plauky, kur ir vyksta visas procesas [9].

Plaukas yra sudarytas i$ dviejy pagrindiniy daliy: matomo plauko stiebo ir plau-
ko Saknies, kuri yra plauko maiselyje (folikule). Plauko folikulas yra vieta, i$ kurios
auga plaukas. Tai yra odos (epidermio) jduba, apsupta jungiamojo audinio sluoks-
nio. Plauko folikule yra plauko Saknis, riebaly liauka ir plauks pakeliantis lygusis
raumuo. Plauko saknis yra folikulo viduje. Ji yra sudaryta is aktyviai besidalijanciy
lasteliy. Naujos lastelés is apacios stumia senesnes, ir dél to plaukas auga. IS vidiniy
saknies lasteliy sluoksniy susidaro plauko stiebas, is iSoriniy — iSoriné plauko makstis.

Plauko saknyje taip pat yra lastelés melanocitai, kurie gamina pigmenta melaning.



Plauko Saknies apacioje yra jungiamojo audinio spenelis (papilla), kuriame yra daug
kraujagysliy, maitinanc¢iy plauka, ir nervy. Plauko stiebo pavirsiuje yra kutikule,
sudaryta is ploksciyju bebranduoliy lasteliy. Stiebo viduryje yra Serdis (medulla),
sudaryta i§ surageéjusiy kubiniy lgsteliy, tarp kuriy yra oro tarpai. Serdies funkcija
yra temperaturos palaikymas, ja turi ne visi plaukai. Plauky spalva lemia melanino
biosintezé [6].

Melanocitai diferencijuoja is ektodermos dar ankstyvoje embriogenezéje. Pig-
menty kiekj ir santykj lemia genetiniai veiksniai bei aplinka. Melanocitai, tiekiantys
pigmentus odai ir plaukams, yra lokalizuoti epidermio bazaliniame sluoksnyje, plau-
ko maiselyje. Melanocitai citoplazmoje turi specializuotas organeles, melanosomas,
kuriose vyksta melanino biosintezé. Melanosomos daugiausia gamina dvi melanino
formas: rudai juoda eumelaning ir geltonai raudong feomelaning, taciau paviené
melanosoma geba gaminti tik vieng is jy, priklausomai nuo to, kokj signala gavo
melanocitas besiformuojant konkreéiai melanosomai [5].

Tiesioginis zinduoliy stebéjimas parodé, kad jy charakteristinis kailio modelis
jau yra susiformaves gyvunui gimus. Tolimesnés deformacijos vyksta, tik dél gyvu-
no kuno diferencialinio augimo. Pavyzdziui pagal suaugusios zirafos démes galima
lengvai surasti jos jauniklj, nes charakteristiniai parametrai yra perduodami. Sis
budas yra taikomas praktikoje norint atskirti gyvuny gaujas.

Bertram, savo uzrasuose [4] , mini, kad jis naudojo $i buda, t.y. nagrinéjo démes
ant leopardy galvy, kad atpazinti ir atskirti individus tarp gaujy. Tokiu paciu budu
jis skirste ir gepardus. Zinoma, kartais démés isnyksta, arba pasikei¢ia, dél spalvos
pokycio. Liutai, gimstant, taip pat turi rastuota kailj, bet laikui bégant ir lintui
augant jis nyksta, ir veliau beveik nejmanoma jziureti rasto. Taigi, kai kuriems
gyvunams augant keiciasi jy kailio isvaizda bei spalva.

Todeél, galime isskirti dy biologiniy desningumy susikurimo etapus:

o Pries gimimg, kai organizmas vystosi ir skolina paterna is motinos

e Pries ir po gimimo, kur tik organizmo augimas daro jtaka biologiniems des-

ningumalms.



2.2 Biologinio désningumo formavimo uzdaviniy
matematiniai modeliai

1952 metais Turing‘as parode [10] , kad cheminé dviejy medziagy saveika, jskai-
tant tam tikras salygas, gali sukurti saveikaujanciy medziagy stabilius erdvinius mo-
delius. Tokig sistema jis pavadino Reakcijos-difuzijos sistema (RD) ir jvedé nauja
terming pavadinimy morfogenas, kad apibudinti konkrecias Sios sistemos medziagy
funkcijas.

Laikui bégant morfogeno koncentracijos variacija RD sistemoje buvo isreiksta
neliniinemis diferencialinemis lygtimis (NDL) . Si sistema turi galimybe reguliuoti
morfogeno difuzija, bei reakcija. Difuzija nurodo morfogeno plitima virs substrato,
o reakcija — morfogeno produkcija ir suvartojima.

Reikia pripazinti, kad RD procesui, kaip ir daugeliui, reikalingos tam tikros
salygos. Visy pirmg RD sistema reikalauja maziausiai dviejy medziagy saveikos.
Antra, viena i$ saveikaujanciy medziagy privalo turéti savaiminio katalizatoriaus
savybe, kad buty jmanoma padidinti gamybos greitj. Kita medziaga arba slopins
greit] arba padés ji palaikyti.

2.2.1 Reakcijos-difuzijos modelis

Turingas atliko tiesine lygciy stabilumo analize ir parodeé, kad difuzija gali buti
erdvinio nehomogeniskumo priezastimi. Sis faktas, atrodo, priestarauja intuicijai:
difuzija paprastai panaikina bet kokius erdvinius nehomogeniskumus. Pasirodo, kad
vykstant cheminéms reakcijoms sistema gali buti stabili homogeniniams atsitiktinio
dydzio nuokrypiams, bet nestabili nehomogeninéms. Tai lemia erdviskyjy dariniy

susidaryma. Taigi apzvelkime Sig ligéiy sistemg iS arciau:

ou 0%u
Ov 0*v
5 = DU@ + g(u,v). (2.2)

¢ia D, ir D, yra difuzijos konstantos, u(x,t), v(x,t): Q — R" rodo dvieju cheminiy
medziagy (morfogenu) koncentracija, o f(u,v) ir g(u,v) apraso w ir v tarpusavio

saveika.

10



Ivedame prielaidas:

o Prielaida 1. Biologiniai desningumai yrai stabilus, heterogeniniai lygciy
sistemos ((2.1]), (2.2)) sprendiniai nepriklauso nuo laiko.

« Prielaida 2. Biologiniai désningumai yra stabilus, kai néra difuzijos, bet kai

difuzija yra, désningumai tampa nestabilus - tai vadinama Turingo nestabilumu.

2.2.2 DLS stabilumo analizé

Siame skyriuje isnagrinésime (2.1]), (2.2)) sistemos stabilumo biiseng, ramybes taskus
itt.. Atvejus, kai difuzijos néra ir tik difuzine lygtj. Labai svarbu yra isanalizuoti
pusiausvyros sprendinius, kadangi jie padeda apskaic¢iuoti ir lemia sekancius veiks-

mus.

DLS pusiausvyros sprendiniai

Viena is svarbiausiu lygties sprendimo daliy yra iSanalizuoti pusiausvyros spren-
dinius. Ypatingai jdomus ir svarbus yra pritraukiantieji taskai (sprendiniai). Tai
yra nuo laiko priklausantys sprendiniai, kuriuos sukuria tam tikri trukdziai.

, sistemos pusiausvyros sprendiniai yra (ug, v9)? sprendiniai, tokie, kad
uy = vy = 0. Taigi (2.1)), gauna tokj pavidala:

0%u

Du@ + f(u,v) =0, (2.3)
0%

Dvw + g(u,v) = 0. (2.4)

Modeliuojant gyvuny kailiy paternus yra labai svarbu isnagrinéti DLS stabiluma be

difuzijos.

2.2.3 DLS stabilumo analizé be difuzijos

DLS (2.1)), (2.2)) be difuzijos turi tokj pavidala:

Ccl;: = f(u,v), (2.5)
Z:f) = g(u,v). (2.6)
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Tarkime, kad (2.5), (2.6) ramybeés taskai (ug,vg), t.y.
/ (u()? UO) =0

g(u07 UO) = 0

sprendiniai. Jei DLS tiesine, tai situacija aiski [3]. Tiesinés DLS vaidina svar-
by vaidmenj atlickant netiesinio DLS sprendinio tyrimg ramybés tasko aplinkoje.

Kiekvienam fazinio portreto tipui atitinka aibé tasku plokstumoje (trJ, detJ).

det(4)

S
) Y & S

1r(2)

2.1 pav.: Diagrama

Jei DLS néra tiesiné tuomet linearizuojame sistema ramybés tasko aplinkoje:

"
d—? = fuii + f,7, (2.7)
i
a:
Y )
Gu Go

apskai¢iuojame charakteristinj polinoma det(J — AI) = 0:

ger| TN =0, (2.10)

Gu Gv — >\
(fu = M)(go — A) = fugo =0,
N = Mfu+90) + (fugo — fugs) = 0.

Taigi, jeigu difuzija salygoja nestabiluma, tai sistema be difuzijos (D1=D2=0) turi

buti stabili. Teisinga teorema:

12



Teorema 1. J lygties (2.7)) sprendiniai yra tiesiSkai stabilus tada ir tik tada,

kai tikriniy reiksmiy realioji dalis yra neigiama.[8] Tai atitinka salygas:
Re()) <0,

Ju+ g0 <0,

fugv - fvgu > 07

trJ <0,

detJ > 0.

2.2.4 Difuzijos lygties analizé

I$nagrinesime DLS (2.1), (2.2) be reakcijos, tik difuzija. Tarkime f(u,v) = 0 ir

g(u,v) =0, tuomet mes turime:

ou d%u
o~ Duger (2.11)
ov 0%

Tokio tipo uzdavinio sprendima randame kintamuyju atskyrimo metodu [I], uzraso-

me:

u(z,t) = Xy(x)T ().
v(x,t) = Xo(x)TH(t)

Sprendima suvedame j paprastg DLS sprendima, o ji uzrasome Furje eilute. Taigi,

(2.9]), (2.10) pradinés salygos yra:
u(z,0) = 1ho(x)

v(z,0) = o)

Bendra difuzijos lygties sprendinio forma yra:

u(z,t) => cne” ™ cos (), (2.13)
n=0

v(a,t) =Y e,e ™™ cos (n), (2.14)
n=0

13



¢ia koeficientas ¢, randamas i$ pradinés Furje eilutés salygos:

oo

Yo=Y cpcos (nmx) (2.15)
n=0

Py = i ¢y, cos (nmx), (2.16)
n=0

Pagrinde, kintamyjy atskyrimo metodas negarantuoja apskaiciuoti visus difuzijos
lygties sprendinius, taciau, pagal Neumano ribos salyga, vienmaciu atveju, galime
apskaiciuoti visus difuzijos lygties sprendinius. Taigi, (2.11) lygtis apraso visus

difuzijos lygties sprendinius. [1]

14



2.3 Turingo nestabilumo salygos

Siame skyriuje iSvesime biitingsias salygas, kurios lemia Turingo nestabiluma.[7]

Nagrinékime diferencialiniy lygciy sistema:

ou 0%*u
e —Du@+f(uav)7 (2.17)
ov 0%*v
5 — Dvax2 + g(U,U)~ <218)

Tegu u(z,t) = ug + @ ir v(x,t) = vy + U, ¢ia ¥ ir 4 norimai mazi. Linearizuojame

reakcijos-difuzijos lygciy sistema ((2.5)), (2.6])):

Bl 824

“ = fuli+ fol + Dyz—s 2.1
at fuu+fvv+ u8x27 ( 9)
BD 09

— = gy 0+ Dy—,. 2.2

Paprastumo délei galime perrasyti sistema matriciniu pavidalu:

-

¢ia
J= Ju to : (2.22)
Gu  Gv
ir
D, 0
D= (2.23)
0 D,
IS to turime:
3 U u_Du 0 U
oy “, (2.24)
ot \u 0 D, ) \t

Dabar ieskosime asimptotiskai stabiliy pusiausvyros sprendiniy, tokiy, kad Re(A1,2) <
0, ¢ia Ai,o yra J tikrinés reikSmeés.
Yra zinoma, kad antrosios eilés matricos pédsakas lygus: 7 = A; + A9, 0 determi-

nantas A = A\ - \y. Taigi, pazyméje, kad Re(A1,2) < 0, mes atitinkamai gauname

dvi stabilumo salygas i (2.12)) :

T=fu+ g, <0, (2.25)

A = fugo — fogu > 0. (2.26)
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Sprendinius ieskosime tokiu pavidalu:

i(z,t) = u*e’ sin g,
o(x,t) = v*e sin g
oe’tsin qru* = —¢®?Dyute sin gz + fuute sin gz, (2.27)
o€ sin gzv* = —¢2D,v*e’ sin gz + fyv e sin gz. (2.28)
Is ¢ia seka:
out = —¢*Dyure’ + fute’, (2.29)
ov* = —¢* Dy e + fouted. (2.30)

UZzrasome sistema matriciniu pavidalu:
* _ 2D *
;(“J _| S0P b (“) (2.31)
v Ju Gv — q2D v v

Turime tokia Jakobio matrica:

2
7, — fu—a"Dy fo ' (2.32)

Ju Gv — q2Dv
Ramybés busenoje pédsakas trJ turi buti neigiamas (trJ<0), t.y.

fut+ 9o — qz(Du + D,) <0.

Turime, kad f, + g,<0, todél, kai mes pridedame difuzija, trJ visada bus neigiamas.

Sistemos (2.31) determinantas :
det(‘]) = (fu - QQDU)(gU - quv) - fvgu = q4DuDv - q2(Dugv + vau) + fugv - fvgu

Jei D,g, + D, f, < 0, tuomet R-D sistemos determinantas stabilumo busenoje bus
pozityvus. Taigi, sistema (2.31)) bus nestabili, kai bent viena i$ §iy salygy bus

teisinga:

T = fu + gv - qz(Du + Dv) > 07 (233)

A = (fu—=4¢"Du)(go — ¢*Dy) = fogu <0, (2.34)
Pastebekime, kad pirma salyga (2.33]) niekada nebus patenkinta, kai

D, D,eR" ir 7= f,+g, <0.
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Gavome, kad ([2.34) yra butina ir pakankama Turingo nestabilumo salyga. ITesko-
sime ¢ > Qmin, ¢i& Gmin yra maziausia reiksme, kuri gali sukelti nestabiluma, t.y.

patenkinti Sig salyga:

H(q*) = (fu — @*Du)(90 — *Dy) = fogu < 0. (2.35)

Pazymékime, kad ([2.35]) bikvadratine lygtis. Jos Saknis:

2 o Dugv+DUfu

o= 2.
qm’LTL 2DuDv ) < 36)

tuomet atskirdami dalj, kuroje matricos determinantas yra teigiamas, gauname:

Dugo + Dyfu > 2/ DuDo(fude — gulfo). (2.37)

Taigi, mes parodéme, kokios turi buti salygos, kad egzistuotu Turing’o nestabilu-
mas. Toliau, parodysime Sios lygties sprendimo pavyzdj, vadinamu Gierer-Meinhard

modeliy.

17



2.4 Gierer-Meinhardt modelis

Aptarsime Gierer-Meinhard modelj, kuris R-D sistemg apraso, kaip aktivatoriaus ir

inhibitoriaus saveika.[2] Gierer-Meinhardt modelio forma atrodo taip:

ou  u? 0%u
—=—-b Duiv
ot v ut 0x?
v, 0*v
ov_ 2 _ D.2°
or ~ W TV P

(2.38)

(2.39)

¢ia u — aktivatorius, o v — inhibitorius, D, D, difuzijos konstantos, o b yra norma

(greitis), pagal kurig u naturaliai mazéja.

Stabilumas be difuzijos Galime iliustruoti Sios sistemos atvejj, kai difuzijos né-

ra: Si schema parodo Gierer-Meinhardt reakcija, ¢ia aktivatorius parodytas mélina,

2.2 pav.: G-M schema

o inhibitorius raudona spalva, o juodos rodyklés rodo saveika tarp dvieju cheminiy

medziagy. Kadangi sistema be difuzijos atrodo taip:

ou b
- = u’
o v
ov 9
— =u"—
ot
matome, kad stabilumo taskas (uo, vo), ¢ia ug = 3, 0 vo = uf =
sistema ramybés tasko [ug, vo] = [}, 7] aplinkoje, gauname:
b4t % b
Tlagmwasm = lam1/6) =
2u -1 %

18
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b%. Linearizuodami

—b?
(2.42)



Dabar, mes galime apskaiciuoti reiksmes, kurios palaiko Sig sistemg pusiausvyros
busenoje su tr(J) =b—1<0=b<1det(J)=b>0=>b>0. Todél 0 < b < 1.

Nestabilumas su difuzija

Pridéjus difuzija matome pokycius, kurie jtakoja stabilumg. Siekiant juos istir-
ti, pridedame nedidelj trukgdj, kuris jtakos stabiluma ir tuomet ieskome reiksmiy,
kurios §j maza trukdj, laikui bégant, padidins.

Tarkime w(z,t) = ug + @ ir v(z,t) = vy + U, su 4 ir ¥ norimai mazais. Lineali-

zuojam sistema:

~ 2~
(?97; = bii — b%5 + Dug;;, (2.43)
oo 2 0%

Sistema sprendziama kintamyjy atskyrimo metodu, taigi gauname sprendima tokia

9- ()

¢ia q yra Furje modas. Tuomet sistema perrasome matriciniu pavidalu:

o (i b—¢*D, —b? a
a </&> — 9 ~ | (246)
2 —1—= q2Dv u

b

forma:

Turime rasti tokias matricos (2.46)) tikrines reikSmes A 5, kad bent vienos tikrinés

reiksmeés realioji dalis buty teigiama. Taigi butina, kad:
det(J) = H(¢*) = (b — Dy¢*)(—1 — Dyg®) +2b < 0 (2.47)

Pazimékime, kad kvadratinés funkcijos nuo ¢? determinantas, kuris priklauso nuo b
reiksmiy, turés viena, dvi arba nei vienos saknies. IS to seka, kad paterna gausime

tik tada, kai sprendiniai bus realus. Turésime dvi realias saknis tada ir tik tada, kai:

—bD, + Dy > 2,/(DuD,)b. (2.48)
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2.4.1 Apibrézimo sritis

Jeigu krastinés salygos atitinka srytj = € [0, L], tai sprendiniai bus tokios formos:

> AN cos (q)
k
cia
nm
=" nef1,2,.).
¢=—7nef }

Tuomet, norima biologinio desningumo modelio forma gausime tada, kai maziausias

leidziamas L yra toks, kad:

¢da A = bD, — D,,B = 4bD, D, ir ¢3 yra didesnis i§ H(q*) sprendiniy. Kitaip

tariant, kritinis ilgis bus L, = i.
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3 skyrius

Skaitinis eksperimentas

3.1 Biologinio désningumo formavimo uzdaviniy
skaitiniai sprendiniai ir vizualizavimas

Siame skyriuje aptarsime sistemas, mechanizmus, kurie formuoja biologinius dés-
ningumus. ISspresime Gierer-Meinhard sistema , MATLAB programoje
(pav.- , Naudosime Oilerio metoda. Modeliavimo parametrai:

Du=1, Dv=30 - difuzijos konstantos;

bc=0.35 - trukdis;

Nx=500 - kiekis tasky kuriuos diskretizuojame;

dx=x(2)-x(1);

dt=1 - laiko zingsnis

BOO

700

3.1 pav.: Konturas
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3.2 pav.: Pavirsius

Vienmaciu atveju, galime stebéti silpna konturo pokytj, is esmes tik dryziy tankj,
plotj ir panasiai, todél iSplésime analize iki dvimaciy atvejy. Pamatysime, kad ant
plonos srities su ribinémis salygomis gauname dryzius, o ant kvadratines - taskelius.

Skaitiskai apskaciuosime ta patj Gierer-Meinhardt modelj:

ou u? 0*u
o 0*v
¢ia d = g_Z'

Taigi, gavome tokj atvaizdj:

Square domain

3.3 pav.: Pavirsius2D



Su parametrais: =400, a=0.5, b=1.2, d=13. Keic¢iant parametra b, galime
stebeéti konturo pokycius, t.y. keiciasi demiy tankis ir dydis.

Siuo atveju kailis atrodyty taip:

Square domain

1 0.8 06 04 02 ]

3.4 pav.: Taskeliai

Pakeite sritj, t.y. susiaurinus ja, is taskeliy gauname juosteles:

Equal domain

3.5 pav.: Juostelés

Pakeitus kitus dydzius, galime gauti vis kitokius spalvinimus:

Equal domain

3.6 pav.: Zebra
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3.1.1 Rezultaty analizé ir iSvados

Eksperimentuojant su reakcijos-difuzijos sistema, pastebéjau, kad nekeic¢iant jokiy
parametry o tik pavirSiaus dydj, gauname daug skirtingy rasty rezultaty. Todél,
galime daryti prielaida, kad vienas is kailio rasto susidarymo kriterijy yra pavirsiaus
dydis ir forma. Deél Sios priezasties, gyvunas gali tureti skirtingy rasty modéliy,
priklausomai nuo kuno vietos.

Manau, kad dauguma jau esamy kailio rasty jmanoma sumodeliuoti reakcijos-
difuzijos lygciy pagalba. Gierer-Meinhardt modelis yra tik vienas i§ nedaugelio jau
pasiulyty ir sukurty biologinio désningumo formavimo uzdaviniy. Vis didesné yra
daroma pazanga link biologiniy procesy bei apskritai gamtos paslapciy ir unikaliy

procesy suvokimo.
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4 skyrius

Summary

Reaction-diffusion equations as a framework for

understanding biological pattern formation

Joana Medeiso

Patterns are ubiquitous in nature, and research in the past fifty years have greatly
advanced our understanding of the mechanisms through which patterns can origi-
nate. The objective of this paper is to review the derivation of models for pattern
formation, and the characterization of systems that will develop temporally stable
spatial patterns. Special emphasis is made on Turing instabilities, which are the
most commonly discussed mechanisms for pattern formation. We will see that the
key is that this instability comes from the interaction of the reactive and diffusive
terms that govern interacting chemical species that are diffusing within some spatial
domain.

Consider the system of equations:

ou 0%u
— =D, — 4.1
ov 0%v

where D, ir D, are diffusion constants, u and v represent the concentration of two
chemical substances and are functions of position and time u(x,t), v(x,t), and f(u,v)

and g(u,v) describe how u and v interact.

25



We introduce a couple of definitios:

Definitionl : Patterns are stable, time-independent, spatially heterogeneous solu-

tion of , .

Definition2 : A diffusion-driven instability, or Turing instability, occurs when a

steady state, stable in the absence of diffusion, becomes unstable when diffusion is

present.

We consider the Gierer-Meinhardt model, which is a reaction diffusion system that

describes an activator-inhibitor interaction and will show how to numerically simu-

late the 1D and 2D Gierer-Meinhardt system, and create a simplified version of the

animations in the Turing Instabilities section.

Gierer-Meinhardt system:

ou  u? 0%u
Y gD

gt ~ ot Duga
o, 0*v
EZU —U—{—DUW,

4.1 pav.: Example
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5 skyrius

Priedai

5.0.1 Matlab kodai

Vienmatis Gierer-Meinhardt modelis ,

% Sis MATLAB’ o kodas, parodys skaitini vienmacio Gierer—
Meinhardt

% modelio pavidala

clear all

close all

% Parametru reiksmes

bec = 0.35; %tukdis

Du= 1; Dv = 30; % Difuzijos konstantos

% Pradiniai duomenys:

w = 120;

Nx = 500; %Kiekis tasku, kurios morime diskretizuoti
pasirinktoje aplinkoje

x = linspace (0,w, Nx);

dx = x(2) — x(1);
dt = 1;

t = 0:dt:800;
Nt = length(t); % Laiko vienetas ir dydis
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% Sukuriame pavirsiu

[X, T] = meshgrid(x, t);

U = 0xX;
V = 0«X;
x = x(:);

%Pradines salygos pridejus trukdi
u = 1/bckones(length(x),1) + 0.0lxrand(Nx, 1);
v = 1/bc¢ 2xones(length(x) ,1);

% Issaugojame pradines salygas
U(l,:) = u;
V(1,:) = v;

% Sudarome matrica

a = (14+2«Duxdt/dx"2); % Matricos istrizaines reiksmes

b = Duxdt/dx"2;

main = axsparse(ones(Nx,1));

off = —bxsparse(ones(Nx—1,1));

Bu = diag(main) + diag(off,1) + diag(off,—1); %Still a
sparse ...matriz

% Tenkina krastines salygas

Bu(l, end—1) = —b;

Bu(end, 2) = —b;

%Analogiskai apibrieziame v

a = (14+2«Dvxdt/dx"2); b = Dvxdt/dx"2;

main = axsparse(ones(Nx,1));

off = —bxsparse(ones(Nx—1,1));

Bv = diag(main) + diag(off 1) + diag(off,—1);
Bv(1l, end—1) = —b;
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yra G-M modelio reakciju retksmes

Bv(end, 2) = —b;
%Braizome

for j = 1:Nt

%f ir g

f =u.72./v—bcxku;

g =u.2 — v;

% Sprendziame sistema

u = Bu\(u + dtxf);

v = Bv\(v + dtx*g);

% Plot

plot(x,u, ’'y.—’, ’linewidth’ 1);

hold on;

plot (x,v, ’c.—’, ’linewidth’ 1);

hold off:

axis([—1 120 —.01 15.01])

title ([’t = 7, num2str(j*dt)], fontsize ,24)

% drawnow ;

% Pavirsius

U(j,e)
V(i)
end

%braizome pavirsiu

figure (2) ;

s = surf(x, t, U)

set (s,

"EdgeColor ",

"none |

"FaceColor’,

31
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83
84
85
86
87
88
89

90

1

xlabel ('x7)
ylabel ('t )
zlabel ('u’)

%braizome kontura

figure (3);

p = pcolor(x, t, U);

set (p, 'EdgeColor’, ’none’, ’'FaceColor’, ’interp’);

Dvimatis Gierer-Meinhardt modelis

% Dvimatis Gierer—Meinhard skaitinis modelis

2 function []=RDGM%(N,a,b,d,gamma)
3N = 30;
4h =1/N; % z ir y zingsnio dydis

)
6
7
8
9
10
11

12

x = Txh*(0:N); % z kordinates
y = h*(0:N); % y kordinates

[xx,yy] = meshgrid(x,y); % 2D z ir y kordinates
dt = .01xh™2; % laiko tarpas — dazniausiai mazas
% parametru reiksmes

a = 0.05;

b=1.6;

d = 20;

13 gamma = 600;

14
15
16
17
18
19
20
21
22

23

% Pradines salygos, kai t=0:
us = (1+a)./b; % u ramybes taskas

vs = us 2; % v ramybes taskas
u = (14a)./bxones(size(xx)); % u ramybes taskas
v=(u"2); % v ramybes taskas

u = 1u + .lxrandn(size(xx)); % pridedame maza trukdi
v = v + .lxrandn(size(xx)); % pridedame maza trukdi
% Laiko zingsniati:

t = 0;

tmax = 10;
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nsteps = round(tmax/dt); % zingsniu kiekis

for n = 1:nsteps

t = t+dt;

uE = u(:,[2:N+1 NJ]);

W = u(:,[2 1:NJ]);

uN = u([2 1:N],:);

uS = u([2:N+1 NJ,:);

vE = v(:,[2:N+1 N]);

vW = v (:,[2 1:N]);

vN = v([2 1:N],:);

vS = v ([2:N+1 NJ ,:);

% galutine diferencialine formule

u2v2=u."2./v."2;

u = u + gammaxdtx(a—b.xutu2v2) + dt*(uE+uWHuN+uS—4*u) /h™2;
v = v + gammaxdtx(u.”2—v."2) + dxdt*(VEAAWFvN+vS—4%v) /h72;
end

% plot :

figure (1)

% colormap (gray’)

colormap( 'copper’)

surf(x,y,u)
title ([ "Square domain’],’fontsize’ ,16)
zlim ([0 4])

axis square
figure (2)
% colormap (gray’)

colormap( 'copper’)

surf(x,y,u)
title ([ "Equal domain’], ’fontsize’,16)
zlim ([0 4])

axis equal
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