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В В Е Д Е Н И Е

Проблеме характеризации распределений в теории вероятнос­

тей и математической статистике отводится значительное место. 

Имеется посвященная специально этим вопросам монография А.М. Ка 

гана, Ю.В. Динника и С.Р. Рао [^15]. Важные теоремы о характери­

зации распределений рассматриваются в монографии Ю.В. Линника 

и И.В. Островского [1б ]. Однако в применениях теоретических ис­

следований на практике часто наблюдается отсутствие полного 

совпадения предположений математической теории с наблюдаемой 

действительностью. Поэтому возникает естественный вопрос: если 

теоретические предпосылки соблюдаются не полностью, а лишь при­

ближенно, то справедливы ли заключения теории? Эти вопросы по­

рождают следующую проблему: установить степень выполнимости за­

ключений математических прздЫложений при приближенном выполне­

нии посылок. Теоремы теории вероятностей, в которых рассматри­

ваются такого рода задачи, называются теоремами устойчивости.

Задачи характеризации и эффект устойчивости хорошо описы­

вает следующая общая модель, предложенная В.М. Золотаревым |10^

и отобра­

жение

Имеются некоторые пространства Х - |  ^  ~

1ие 1Р: Х - > Ч  . Под характеризацией множества С^гЭС по­

нимается выделение таких множеств « н о с  и & л . что

Понятно, что одно и то:же множество С можно характеризовать 

в этом смысле с помощью различных характеризующих элементов 

(РД  ) .  Описанная задача характеризации множества С  на­

зывается чистой задачей.

В качестве примера чистой задачи рассмотрим задачу харак­
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теризации компонент вероятностных законов. С этой целью через 

0 0  обозначим пространство двумерных случайных вектор-столбцов, 

через -  пространство случайных величин, а через 1р -  матри­

цу^ Если ( М е Х  , то , очевидно,
 ̂Хо/ . /

Положим

Р Л - -  (1

=

Хл
V - Х< + х^б

х4.хг) м
( 0 . 1 )

-  независимые случайные величины^.

Пусть -  класс случайных величин, разложения которых мы 

хотим исследовать (например, класс нормальных случайных величин, 

класс пуассоновских случайных величин, класс двухточечных случай­

ных величин и т . д . ) .  Нетрудно проверить, что множество С слу­

чайных векторов с независимыми компонентами, сумма которых при­

надлежит классу Лб « полностью характеризуется набором ( И у А , В

причем

■Ч

С - гй П Г'&
( 1Р ^  -  полный прообраз множества 2 ъ ) .

Соответствующая чистой задаче модель устойчивости характери­

зации множества С  набором ( Г , 4 , Ь )  выглядит следующим 

образом (см . [ х о ] , [ п ] ) .

В множествах 'Х  и ^  задаются метрики (то ч н ее , квазиметри­

ки, как их принято называть в топологии) |Ч и X) соответст­

венно, причем расстояние от точки до множества понимается в об­

щепринятом смысле.

Чвстая задача характеризации множества С ' у заданная в 
пространствах ( X ,  |м )  « ( V )  своими элементами
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называется -устойчивой в пределах множества ОС ОС, 
если для любой последовательности элементов X , , Х2  ОсГ

условие

( » ^ < ° )
I

влечет за собой соотношение

<Г(Хц.) = [ч (Х*,С) о (и->оо)
В качестве элементов множеств ОС и 0! можно рассматривать, 

в частности, случайные величины, заданные на одном вероятностном 

пространстве. При этом в случае простых метрик р  и ^  (мети ^

рика р  называется простой метрикой, если ее значения |Ч ( \ ^  

полностью определяются парой маргинальных распределений ( X )  

. х п )  -  см. [ 11]» стр.418) случайные величины, имеющие одина­

ковые распределения, не различаются. Поэтому в первых двух главах 

диссертации метрики рассматриваются не на пространствах случайных 

величин (случайных векторов), а на пространствах вероятностных 

распределений. В основном мы используем следующие метрики: 

метрику Леви 1_

к Р ( ^  х+ к,)+ к  , У X 6 ;
метрику I .

П  = Ш У ь Ш к /ц  [
Т > 0  Ч - Н г

1 Ш N и

Ч ' г + Ь ) 1

причем 9 >/ 0  , а ^  -  характеристическая функция случай­

ной величины X  »

разномерную метрику ,
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= Ъ Щ ) Р(Х^х) - Р(У̂  х)| : 'зсб Р

метрику А

А ( Л , 7  ) -  УП/СуЪ Рп л л о

'  '  Т > 0
-=■ ]ГлАЛС
1  1Щ*Т

Исследованию свойства устойчивости моделей характеризации 

посвящен ряд появившихся в последние годы работ (с м .[2 ]- [^ ] ,

[8] -  [12] . Ь ]  , [1 9 ]- [32] , [3 4 ], [зб] , [з?] , [зэ] ) .

Задача устойчивости разложений на компоненты рассматривалась 

рядом авторов как в плане качественного, е к  и количественного 

ее анализа. В общей форме эта задача может быть сформулирована 

следующим образом. Пусть имеются две метрики ц/| и ^ в про­

странстве вероятностных распределении • Для распреде­

ления обозначим множество всех компонент

вероятностного закона 0 \, . Имея в виду известные теоремы Г. Кра 

мера и Д.А. Райкова (см .[1б]) и более поздние результаты Ю.В.Лин- 

ника и его последователей, естественно ожидать, что близость 

распределений р =  р ' *  р \  а - - ( М  будет обеспеч! 

близость компонент Р Х и 0 / ,  если разложение (X 

нужным образом. Точнее, что

чивать 

выполнено 

влечет за собойр (Р|0-)  ̂ь

е ( . р ' ) = ц { ч ( р ' , а . ' ) ; о . ' б К Л ^ г ,

где о мало, если достаточно мало ^ ,> 0  • Эффекты такого рода 

называются устойчивостью разложения распределений на компонен­

ты и рассматриваются в первой и второй главах диссертации. 

Мерой устойчивости может служить введенная З .м в Золотаревым [е  

величина
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(Ч р 4 Р ') - -  Р 'ь  к р .  р « В

где (*., 0 ^ )  -  |^ Р  • р  (Р) ^  У

Чаще всего рассматривается случай и тогда использу­

ется обозначение ^  ^  (б, . Соответствующую меру

устойчивости для П  -мерных случайных векторов обозначим ^  

уь)  . При этом очевидно, что

В первой главе, состоящей из четырех разделов, мы рассматри­

ваем асимптотическое поведение при меРы устойчивости

неразложимых законов Сг с некоторыми ограничениями на "хвос­

ты” , причем Ч -  либо метрика Леви 1_ , либо равномерная мет­

рика о  . Интерес к этому вопросу возник в связи с исследова­

нием зависимости С )  от Сг для некоторой фиксирован­

ной метрики X , которая, возможно, обусловлена разложимостью 

От , степенью убывания "хвостов" распределения Сг и т .д .

Для дальнейшего изложения основных результатов полезно 

ввести следующие обозначения.

Пусть -  класс вероятностных законов Су с ограничен­

ным спектром 8  {Сг} , удовлетворяющих условию УШ.У1 [ и , \ ^  = 

где

5(С-)); Р[Х^= ^|>^>(&));
а -  случайная величина с функцией распределения (й .р .)  Сг .

^  у> *- " Г
Множество неразложимых законов из х , ^  обозначим через Х ,^ .

Класс всея законов  ̂ Иа,> О 7 ТОЧКИ I

которых являются изолированными точками, множества Ь  \ \ у )  ,



обозначим чевез т. . В разделе 1 .1  приводятся примеры нераз-
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ложимых законов, принадлежащих классу , доказывается,

■Ь^ -  при , ачто 'УУ1 -"т , и* п '  '/  1 * « также, что является соб­
ственным подмножеством при Мы показываем,

нь ^ Ч
что существует такой закон из класса ь0 , для которого

( е , С г )  > \ / Н  ,

т .е . существует закон разложения которого неустой­

чивы в равномерной метрике. Возникает естественный вопрос: 

обладают ли устойчивостью разложения законов С г €  в рав- 

номерной метрике п р и ) п > 0 ?  Если да, то каковы количественные 

оценки меры устойчивости (?)̂  ? Эти вопросы рассматриваются 

в следующих двух разделах, а именно, в разделе 1 .2  доказывает­

ся справедливость следующей фундаментальной для дальнейшего 

изложения главы первой леммы:

Л е м  м а 1 .1 . Пусть Сг€ ‘&Пг) *П > 0- Если ^  0 [ у\ I

то

при ^  ^ 00  •

такая

^  ул-щ

. В разделе 1 .3  получены количественные оценки меры устойчи­

вости для законов при 0  .

Т е о р е м а  1 .1 . Если Сг иа.> 0 , то существует

константа ^.0 - ^ 0 ( с - ) > 0  , ЧТО при ( Н е  -  е  о

(&,&■) ^  ( м . -  1 1 т Ч е )  ,

причем в классе эта оценка неулучшаема.

Исследования устойчивости распределений специального типа 

проводились 0. Кадленбергом Ы .  где он, в частности, устано­

вил, что разложения решетчатых законов с конечным спектром
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устойчивы в равномерной метрике. В разделе 1.3 диссертации 

приводятся исправления неточностей, которые допустил 0. Каллен- 

берг в работе ^34^.

В разделе 1 .4  рассматриваются количественные оценки меры

устойчивости для вероятностных законов из класса т .
(М_ > 0 ^  . Доказывается

Те о р е м а 1 .3 . Если ? УК>0 , то существует

тан та (С г )> о  , такая, что при 0  ^  Ь ^  2, ^

р
Вторая глава состоит из двух разделов и посвящена оценкам 

устойчивости разложений многомерного закона Пуассона, который 

определяется согласно терминологии, предлагаемой П. леви р35].

О п р е д е л е  н и е .  Закон Р называется и_~мерным 

законом Пуассона, если его характеристическая функция имеет вид

?(-Ц Р)- [1(^1 ) + А [с^ <)1 (0.2)

где А > 0 , 1 б Г ,  г  = ( г { 1 . . . ) 1 п ) б К ' 1.

В разделе 2 .1  рассматривается случай 1 = 0 ,  т .е .  строятся 

оценки меры устойчивости разложений единичного распределения 

в пространстве Р  . Целесообразность этого рассмотрения обуслов­

ливает простота ситуации, позволяющая наглядно наблюдать сущность 

исследуемого явления. В пространстве Р получено аналитическое
выражение меры устойчивости .
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Т е  о р & м а 2 .1 . Для справедливо равенствоС. * ^
Г Ъь при о ^ ^ \ I н ,

-  I \/%, при ^  ^ { .

Новым, более простым и кратким способом приводится 

доказательство утверждения

р>? и,Е) = ^ ( < - \Г м Г ) ( &б[о, \ щ ] у

первоначальное доказательство которого принадлежит Ю.Ю. Мачи-

оу [1 9 ] .

Для формулировки основного результата раздела 2 .2  нам 

необходимо следующее обозначение:

(> ■
VХ 1г- /

если Р  -  ф.р.

Определим

?  ( Д 4’" ’г* ) = ^ ь [ 1 Р 11" ' ,( | ) - С - ^ 2 ) | :

Т е о р е м а  2 .3 . Если П -  Л.-мерный закон Пуассона, с 

характеристической функцией (0 .2 ) ,  причем ^  1 0 ) . . . } С̂- 1 .0  , 

то существуют такие постоянные С ==С (Л )  и что ПРИ
^сп раведли ва оценка

М , п
< п их.л.;-О —л—~г.— ■ (о.з)

• < г > "  >■*'  -  ^ ч / ь  •

]« Исследования Г.П. Чистякова [ 25]  показывают, что оценка 

(0 .3 ) является неулучшаемой.



Отметим также, что доказательство теоремы 2.3 позволяет сокра-' 

ткть и упроситить изложение § 8.5 (где строится оценка устойчивости 

для теоремы Л.А. Райкова) монографии [18^, а именно соотношения 

(8 .5 .1 3 )-(8 .5 .1 8 ) .
Большой интерес отводится изучению устойчивости характеристи­

ческих свойств нормального закона (см. ,  например, |^15^, гл * 9; 

12] - Ы * Н . И , [ 37М 39] ) -  В главе третьей, состоящей из трех 
разделов, рассматриваются некоторые вопросы устойчивости характе­

ризации нормального закона одинаковой распределенностью монома и 

линейной статистики.

В первом разделе главы Ш анализируются проблемы качественной 

устойчивости этой характеризации. При этом исследовании целесооб­

разно подчеркнуть функциональную зависимость случайной величины 

I  от ^  путем обозначения • В теореме В.Л. Золотарева ^10~| 

установлены достаточные условия устойчивости чистой задачи харак­

теризации в общей форме. Если же, в частности, независимые одина­

ково распределенные случайные величины Х ^ ^ . . . } X т ^  удов­

летворяют этим достаточным условиям и

- I I -

И х

причем 1<Ч IН при / ^ 1 т  2 1  ( \  = I ,
1-1

то

^ П х и , Л - | - о
если 0  , т . е .  обеспечивается сближение в метрике Леви по­

следовательности ^ Х ц ^  с классом нормальных случайных величин. В 

связи с этим возникают вопросы:при каких условиях последовательность 

сходится к конкретному нормальному закону? Если эта сходи­

мость установлена, то как найти параметры Ос и ^  предельного
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нормального закона? Зти проблемы решаются в теореме 3 .1  к ее

следствии.

Второй раздел третьей главы посвящен построению количествен­

ных оценок устойчивости в следующей теореме Г. Пойа [_4о].

Т е о р е м а  (Г. Пойа). Если случайные величины X ,  . X , -
^  V/ ^

независимы, одинаково распределены с дисперсией 0<1б А/|

и а Х ^  (где С 1 > 0 ,  С > 0 )  одинаково распределены , то

X | -  нормальная случайная величина с параметрами 0 и 6^ .

Первым устойчивость этой теоремы рассмотрел Л.Д. Мешалкин 

[зэ ]. При этом исследование устойчивости теоремы Г. Пойа проводи­

лось лишь для частичного случая Обг $ =  Возникает, таким

образом, задача построения количественной оценки устойчивости в 

теореме Г. Пойа для произвольных положительных чисел ( ^ ^ - { з т а  

задача решается в следующей теореме.

Т е о р е м а  3 .2 . Пусть х „ х ,  -  независимые одинаково 
распределенные случайные величины, а X . и а  X , +

( ^ , - ° Д инаково распределены, причем (Х} I  -  положительны и 

(Х2/+ 4 ^ ' ~ 1  . Если Ь -  натуральное число, Ь У/ Ъ р  » где

р -  4г )  / ^

■ ех^=е^ 615=-(121...1м ; е|х,[Ч I V о о ,
то существуют такие положительные постоянные С 
и ^  (1>, , б )  , что при

о(Х $
1 ' 0,<э
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Если (X -  Чр > то р ~ 1 , и, положив *С-Ъ , \ в качестве

следствия теоремы 3 .2  получаем теорему Л.Д. 'лешалкина ^ (см. 

стр. ?3 )• Отметим, что теорема 3 .2  устанавливает зависимость 

оценки устойчивости теоремы Г. Пойа от порядка конечных моментов 

исследуемой случайной величины .

Неулучшаемый порядок оценки устойчивости теоремы Г. Пойа 

(случай С1= I  -  \ /$%,)  получен в метрике при 0  . Этот 

результат, а также результат исследования устойчивости в метрике 

^  , рассматривается в теореме 3 .3 .

независимые одинаковоТ е о р е м а  3 .3 . Пусть х , Л -  
распределенные случайные величины,

Е А , - 0 , Ё * М

Пусть, кроме того, X ^  и ( Х ^ Х г ) / ^  -одинаково

распределены. Если < Ь > 0  , то существует такая постоянная =

= Ц ( 5 ) > 0 ,  что при 0

^ , ( М ол I  С I~ Ч С ?

с ,  = з г 0  + № ( | - 2 ~ 5 / г ) нгде

Если Ь - 0  , Мо+2-~ Е ^Х) , 0 ^ {  , ТО с у -

Шествует такая постоянная & Г - -1 Г 1  Г, М 0 О  » что при Сг

» с 1=2"ге /|Т кг)
Однако, как отмечает В.М. Золотарев ^ л ] »  может сложиться 

ситуация, при которой мы можем получать хороню очерченные ответы



в "естественной” для заданной задачи метрике, но при этом хотим 

иметь аналогичные ответы в терминах метрик, выбор которых дикту­

ется, например, соображениями возможных приложений. Поэтому мы 

строим оценки метрики через чаще используемые метрики Л
(двухсторонние оценки) и (оценка снизу).

В последнем разделе изучается количественная устойчивость 

характеризации вырожденного распределения. Если, к примеру, X  

и сх X -  одинаково распределены (согласно обозначениям, принятым 

в теореме Г. Пойа, это соответствует случаю = 0  ) и ,

то, очевидно, X ~ Х ^  , где Х ^  -  вырожденная случайная величина. 

Также не представляет каких-либо затруднений доказательство сле­

-  14 -

дующего предложения: если х „ х г
-  независимые одинаково рас-

Х 1 и X ,  - г Х одинаковопределенные случайные величины, а / \ ,  и /м  ( , \ *
V V л '

распределены, то ~ . В теоремах 3 .4  и 3.5 соответствен­

но рассматриваются оценки устойчивости этих утверждений.

а 3 .4 . Если X И аХ ([^одинаково распределены.Т е о р е

I 0,1 *  0 ; 1 и существует такой \  > О 

= С , то

что Е | Х | Ч

где Об = ИлА/Г ( | СЪ| )  ̂ / 1 С1|

Т е о р е м а  3 .5 . Если и Х/> -  независимые одинаково

распределенные случайные величины 

то при 0  ^  ^  ^  \  / $
и X (Х{; X̂ Х̂ ) ^ ь

х1х,,хЕ] 4 ( ) - (т г ) Л .
Разделы внутри каждой из трех глав имеют двойную нумерацию 

(например, "3 .2" означает второй раздел третьей главы). Теоремы
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и формулы в каждой главе имеют сквозную (независимо от количест­

ва разделов) нумерацию. Например, формула (2 .1 4 ).

Основные результаты диссертации опубликованы в работах

кого математического общества (Вильнюс, июнь 1976 г . ,  июнь 1977г., 

Каунас, июнь 1978 г . ) ;  на семинаре по теории вероятностей в Мате­

матическом институте им. В.А. Стеклова АН СССР (Москва, октябрь 

1977 г . ) ;  на семинаре по теории вероятностей в ЛГУ (Ленинград, 

ноябрь 1977 г . ) ;  на семинаре по проблемам устойчивости стохасти­

ческих моделей (Москва, декабрь 1977 г . ) ;  на семинаре по теории 

вероятностей в Институте математики и кибернетики АН Литовской ССР 

(Вильнюс, апрель 1978 г . ) ;  на конференции молодых ученых и аспи­

рантов МИАН-ЛОМИ (Ленинград, июнь 1978 г . ) .

В заключение пользуюсь случаем поблагодарить В.М. Золотарева 

за постановку задачи, постоянную поддержку при ее решении и цен­

ные советы.

докладывались на УХП, ХУЫ и XIX конференциях Литовс-



Г Л А В А  I
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УСТОЙЧИВОСТЬ ФАКТОРИЗАЦИЙ НЕРАЗЛОЖИМОГО ЗАКОНА

Вскоре после появления теоремы Г. Крамера о разложении на 

компоненты нормального закона П, Леви обнаружил (см. [Г 7:,с .238), 

что эта теорема устойчива в метрике Леви [_ , а Н.А, Сапогов 

построил оценки устойчивости для случая равномерной метрики ^ > 

(см., например, 16 , гл . УШ, § 2 ) . Эти исследования вляются пер-I— А
бы ми  результатами в  теории устойчивости моделей характеризации 

распределений -  интенсивно развивающейся области теории вероят­

ностей.

Мерой устойчивости разложений на компоненты мы выбрали вели­

чину |Ь ^  (см. Введение). Ее, естественно, можно определить иным 

образом. Такой мерой, к примеру, может служить величина

Эта величина была введена В.М. Золотаревым в работе Очевид- 

. ^ ( Е - , 6 ^ )  . Э т и  меры устойчивости эквива­

лентны в том смысле, что (при 6 - ^ 0 )

|Ь р  — > О <̂ => с С ц  - ? 0

(см. также [б ] ) .

Целесообразно рассмотрение определения меры устойчивости (на­

пример, меры сС 0.)) с помощью понятий, принятых при рассмот-



-  17 -

рении общей модели устойчивости чистой задачи характеризации 

во Введении.

Пусть множество ^  двумерных случайных векторов определя­

ется соотношением (О Л ), множество состоит из единственной 

точки V  случайная величина Х а. имеет функцию распределения 

0^ ) .  ^  Коли X 6  <$ « 4 . причем

х'  = ч )
X " -  ( X

X

II

I/
л.

то положим

1* (X*, X"  ̂ [<(^1 ^  ) ч: ^

где -  метрика на пространстве случайных величин. Легко убе­

диться, что |Чл г -  метрика на <$ .

Пусть, наконец,

В таком случае нетрудно заметить* что

Л Л г,(Х )=  ( Х , С ) Х б Г  ^  (*, Х ^ ,

где С  -  оА П Р   ̂ с Ь  .

Задача устойчивости разложений на компоненты рассматривалась 

рядом авторов как в плане качественного, так и количественного 

ее анализа. Наиболее существенным достижением при исследовании 

качественной стороны устойчивости разложений является следующий 

результат (мы используем обозначения, принятые во Введении на 

стр. ?■ ) .



Т е о р е м а  (С.В, Линник, В.М. Золотарев), Для любой мет­

рики ^  , реализующей слабую топологию (например, для метрики

Леви 1_),  и любого закона (X в  ^  при ^  —у О

^  (6 , - т О .

Количественные оценки устойчивости разложений нормального 

закона исследовали Н.А, Сапогов, В.М. Золотарев, С.Г. Малошев- 

ский (о результатах этих исследований см. в [зБ^), В.В. Сена_ 

тов |л з^ , Г.П. Чистяков ^25^, законы Пуассона -  О.В. Шалаевс- 

кий, Ю.Ю. Мачис (см. {ге]), Г.П. Чистяков |2 5 ^  свертки нормаль­

ного и пуассоновского законов -  Г.П. Чистяков ^26^, биномиаль­

ного закона -  Б. Рамачандран, Ю.Ю. Мачис (см. |18^), 0. Каллен- 

берг Количественные оценки устойчивости факторизаций

простейших неразложимых законов -  вырожденного закона Р  и 

биномиального закона с производящей функцией (при

1 ^ 1  имеем 5 - Е) -  были получены Ю.Ю. Мачисом |2 (^ . С. Кал- 

ленберг 1з4^, в частности, установил, что разложения решетчатых 

законов с конечным спектром устойчивы в равномерной метрике. Ра­

бота 0. Калленберга содержит некоторые неточности, исправ­

ления которых приводятся в разделе 1 .3 .

- 1 8 -

1 .1 . Неразложимые законы с ограниченным спектром

Напомним некоторые понятия, используемые в теории вероятнос­

тей (см ., например,|^18]). Точка X называется точкой роста за­

кона р [ х )  , если для любого <Е> 0  .

Спектром ^^1-^закона Р называется тож ество всех точек рос­

та закона Р . Дискретным спектром 1) (Р  ̂ закона Р называ­

ется множество всех точек разрыва закона Р . Обозначим



Р :
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6(Т

Пусть I У
-  класс вероятностных законов & с ограничен­

ными спектрами, Р \  -  V

где 1с -  Р ( Х ^ ~  Сг ^  ) V - Х ^ -

случайная величина с функцией распределения (й .р .)  Сг . Множест

' *  ‘ Iво неразложимых законов из х» обозначим через 

всех законов & е 1 щ У УЛ У О , точки
Класс

ко-и Сг и &

торых являются изолированными точками множества 6  (ХЗГ) , обозна 

чим через . Очевидно, 1 ^ г  . Заметим, что областью

значений Их является множество 10, ух]и [ 1] .

Приведем примеры неразложимых законов, принадлежащих клас-

=у С 'УЛу

Любой вероятностный закон с ограниченным спектром, удовлет­

воряющий условию 1) ( & )  '  |&0С-С Сг. Сг ^ , является нераз­

ложимым. Классический закон арксинуса (с м .|1 8 |,  стрЛСО) нераз­

ложим, и следовательно, является элементом класса . Поль­

зуясь леммой 3 .3 .4  из монографии ^18^, легко заметить, что при 

НХ7 1/Ъ справедлив0 соотношение т̂ , = ^  . А.М. Зубкову,
редактировавшему статью автора [31^!, удалось простым приемом 

улучшить это утверждение и доказать, что X  = пои уи>-4/*/ 

Действительно, если при некотором Щ у { Д / , то

существуют случайная величина X с Ф»Р« "Н и невырожде:шыс

случайные величины X ,  и Х ^ с  Ф*Р* и соответствен-

г  X
1 ^  

но такие, что Н  =  Н , *  Я Обозначим

Н  V  ] = х * , Р ( X , - 4

Так как и Х ^  -  невырожденные случайные величины, то
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Р Х 1 = кшк ^ у  1 - х

Из соотношений

р ( х -.

Р(Х = \ш Ь  ^]= Р(Х(=

{ Ч ,  [ 1 - Ч М Р

следует оценка

УУЬ ^  Рп^-И/

Заметим, что величина КУи,ИЪ ^ максималь­

на при » т .е .  ПРИ у  1 - Х  . Следовательно,

[1-х] (1-1̂ 1 ̂   ̂х (-1-х).
Так как Х ( 1 - Х ^ )  < \ ! Ц  , то 1ДЛД , что противоречит

условию уУ\> .

Нетрудно доказать, что является собственным подмножест-

вом при 0 Л м ^/|/Ц г т .е .  для любого М. 6 (0 ,  1 /^ ^  сущест-

вует такой закон , что 6 „ > С \ Х  • Действительно,Ик\, 1ЛЛ

В ТОЧ-пусть -  двухточечный закон с разрывами X, и 1 -Х

ках I и 0, а ~ с разрывами и X  в точках 0 и I  соот­

ветственно. Если х = б : *  ь : . а ^  -  случайная величина 
с ф.р. Ь  , то, очевидно ;

р ( ь - < )  = р ( ' Ы )  = * ( < - * ) ,

Р('! = 0 ) ^  4 - Дд, ({-*.)■
^ешая уравнение х |у\,, находим, что для выполнения

условия достаточно положить
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х= ) / 1 .
Переходим к исследованию устойчивости разложений законов

Ьм ■
Интересно отметить, что существует 0 , для которого

при б (0 , ^  » т .е .  существует закон Ср~6̂ С0, разложения которого 

неустойчивы в равномерной метрике. Действительно, пусть От -  

непрерывный вероятностный закон из класса . Пусть, кроме 

того, Р*̂  ( х  ) -  а

О при X  6  ( -  0 °  , -  4 /* ^ ]  ;

РЙД_(г) = I  Чъ при х 6 (■ Ч^  , ч И

если

Р при 01 6

У17/ 1 . Очевидно, [ _ ( Г  , ь ) - > о .  Далее нам потребуется

Л е м м а (В.м. Золотарев). Для любых ф.р. и а
верно неравенство

О 4с

Эта лемма приводится, например, в гл.УШ, § I .

Пользуясь леммой Золотарева, замечаем, что

I- (Я, А )  - 1 ( У + ЦРиг,ЕУ>ОпРИ и оо,
где Р^ -  Р ^ ^  Известно, что сходимость в метрике Леви

эквивалентна равномерной сходимости, если предельное распределе­

ние непрерывно. Следовательно, ^  [ Ч . ' Ч  ; —> 0 .



Тем не менее,

41? к & К ' , л -
Оценка Ц ^ С г )  > ( / ^ п р и  ^ 6  [О, ^  » очевидно, справедлива для 

любого невырожденного закона От , множество компонент "1ч  ̂ ко­

торого состоит из непрерывных и вырожденных распределений.

Как уже отмечалось во Введении, возникает естественный воп­

рос: обладают ли устойчивостью разложения законов в

равномерной метрике при Если да, то каковы количествен­

ные оценки меры устойчивости ^  ? Эти два вопроса рассматрива­

ются соответственно в разделах 1.2 и 1 .3 ,

1 ,2 , Основная лемма

Покажем, что разложения закона От 6 при УУ1>0 устойчи-т
вы в равномерной метрике.

Л е м м а  1 ,1 , Пусть (~г  ̂ ^  > 0  . Если <5^10 оо

Л  ̂ 00.
то

с - Н о  при

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мера устойчивости & ✓ ,  О -у ,
04 г *очевидно, мон/гонно не возрастающая по функция. Предположим, 

что ^  О ПРИ ^ ’Ю .т .е .  что разложения закона
неустойчива в равномерной метрике. Так как (~г -  неразложим, 

то это означает, что существует ф .р. р  со свойством

Сг)  ̂^  40 (*?<*>) ад)
. Р'б К,-* V,.и ф.р со свойствами



-  23 -

К 4  <? К I ^  и-2)11с \ з  '«.■« I ) )  з  

причем Е .  ( Х ^  = Е  ( х - ^ )  , & ь ( х  ) -  &  ^ЗС'_ 5 )  '

Легко заметить, что если выполняется соотношение (1 .2 ) , то 

выполняется и соотношение

' -И -^  ) ?  ( Л  I ‘̂ О  } О ,  П ^ О О  (1 .3 )

для любых действительных К  и 5  . Более того, если произвести

Г./соответствующим образом сдви ги законов Г и , то в рассматри­

ваемом случае можно доказать, что соотношения (1 .2 )  и (1 .3 )

эквивалентны.

Докажем, что (1 .3 )  выполняется для ф .р. Р "^  , удовлетворяю­

щей условию Р-, ”  Р ^  • В самом деле, пусть Х ^ ; Х И , Х 'Г и

- случайные величины с ф .р. Р ^  7 Р /  соответственно. Заме­

тим, что если 1̂ РИ , ~> 0  при у\ —рею для некоторого

*Ср , то <? (  Рм ^ ^  0  . Действительно, тогда

( м ^ О о )  . Поэтому Р ( Х ^ =  Х „- {

и, следовательно, ^  ( и > & Ч ( 3 ~ > о  [  ^  00^ , а это проти­

воречит соотношению (1 .3 ) .  Если же ^   ̂ -—>() (У ^  6*0^

то для всех достаточно больших П

Р К  = + з ] > /  М /д ,  ? { ^ - - ь А & + б ) > г \т/г..

Так как

Р(Хл I  Р ( х - 5 ) Р(Х̂  = Ы.(^б),

еп>/ ? { 1 А>ч г Л & ^  > Р(Х^>-5)Р(Х^>ц̂ & +4
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Р ( X  ̂ ^. - 6)  - ^  а л /м. , /уи) ‘
\

т .е .О (^ )Е .Д * 0 п р и  у\ ^ сО  , что несовместимо с предположением ;

а . з ) .
»1

Т-ак как (1 .3 )  выполняется для любых действительных значений 

I  и 5 ,  то вместо Р > )  мы можем рассматривать Ри (СО ;|

Следующее предположение, таким образом, не уменьшает общности 

рассуждений.

Пусть справедливо (1 .1 )  и существуют такие последовательности ■

| у 1 и
выполняются одновременно следующие два соотношения ( ц . Т о о )

(1. 4)

- & о ,

причем *■ р :  Р , а медиана гМ( равна ну.та.

Для доказательства ложности предпосылок (1 .4 )  нам потребуют­

ся некоторые дополнительные обозначения и соотношения. Напомним, 

что арифметической суммой множеств действительных чисел А и 6 
называется множество

ХЛ6 Ь ] .  |
Обозначим . ]

р(|х̂ ) = ) Збс(р) = . Р( |̂) |  у
Докажем, что при 0 * - С ^  (

А+ 5 = [х-. X -  Х Г  ,-«4е А;

I ,  что для любых действительных чисел ^  ( ^  ; ^
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Действительно,

Далее, так как

^ ( I 6!!) ( 1х "ь'1) с-°  ̂I5 : 0 С - Ь € 1 ) с / ^ ( Р г

то при ОС €  I V  ( Р 1

Г,
5е\/г^0  ;

Ь  чр, ( Ы А

^1151) ^ ( 1̂ бр == р X 1

х-ь]ГЬ Ш Е
2 А 1  \ )  5 : х - ь е \ ^

Х-5 V-
У

Следовательно, ЭС6 Е / г Е Е А  .Да,лее , если * А / Е Е А
то

Н ,1 \) >' к Ь ^ Р . Е б ! ) ^  Г ,,Ь " Ь№ \ \ ' г \ \ х Л У '
СГ

1

т.е . Х б Ь ^ / д  ( Р ) .  Справедливость (1 .5 ) доказана.

Так как ^  то из теоремы Линника-Золотарева

(см.введение в главу I )  следует, что для ^ ^ 2 ,  справедливы сле­

дующие соотношения

. (Мл, и Ц ^ 1Е ) | Ц Р Ку 6 ' ) ] “ * 0  ( ц - ^ о о ) .  о - ч

Из последовательности ] т ■ } (Ы ,2 ,) выделим две подпоследова-
г г  Ц  ^  Ш  ] „ Н . г

г . • ] И { г  • \ следующим образом: К ,- - г* : , ес41 Ч \\тельности

■«
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и™ I1- Е  ̂^  | А  ) ]=  ̂^  I Е

и ^  Р. ; , если

член р ^  1 ^ ^ )  последовательности [ ^ ( ^ я в л я >

нш^образом, либо элементом последовательности | ^ Р ц |  )

-

Любой 

ется, главным

либо -   ̂ I ь: | и  - и 

Мы докажем, что если
= и

^  , то для этого де (с спра-для некоторого достаточно большого 

ведливо соотношение

ш м

Пользуясь соотношением (1 .6 ) , получаем, что для произвольного 

Х ?0  существует такой, что

т^ [Ц Р т Е )Л Р т Е-1} (]г^ )  а8)

приИ>/ Пусть наше утверждение ложно, т .е .  пусть при неко­

тором

Е (> « ,Е ).
Из (1 .7 ) и (1 .8 ) в таком случае имеем

Ц р , . , > е Ь т  , с
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Пользуясь леммой Золотарева (см.раздел 1 .1 ) ,  получаем

Так как при Л у, [Ч-р, очевидно, <5И к  I  , то

(Х.ХО)и д л и т .
Соотношения (1 .9 )  и (1 .1 0 ) несовместимы, если Сг $ Е й  С ? 0

достаточно мало.
Из только что доказанного утверждения следует, что для любого

достаточно большого а  существует номер такой, чток
с < 1  ,  г,
л ц  л х .

Если же равенство (1 .7 )  не имеет места, т .е .  если

I

1МЛ1Л
для некоторого достаточно большого , то нетрудно доказать, 

что для того же ^  справедливо соотношение

Ли, VI
 ̂ по;

Ц  I ^  1 ^  И >  -  ̂ '  - к ’ )

Действ стельно, с зтой целью достаточно предложить, что последнее 

равенство не выполняется для некоторого большого 

зоваться оценками (1 .1 ) , (1 .6 ) и ■

и восполь-

ц р 1< 1& * & ) . 1 (г4< г ч л ( х и ,& ;
Следовательно, для любого достаточно большого 1(/ существует 

номер I, такой, что
к,

р /  *  ^  ^
I
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Г исчер-Как уже отмечалось, последовательность |  

пквающе описывается элементами н - и )  • Вместо соотношений 

(1.6) нам, таким образом, достаточно рассмотреть одно из следую 

щих двух соотношений (так как другое рассматривается совершенно 

аналогично):

Ц < Й , Е О
при о* Пусть справедливо первое соотношение. С целью упро-

г • • {
щения обозначений вместо подпоследовательности  ̂ К .» 1 <3удем

С Г  \ 1 С г  2.рассматривать саму последовательность т-^  | , а вместо <

-последовательность * ^меем> следовательно, что

1 Д п е ) - * о , ц { п 1 ) & ) ~ > о .  а п )

Множества состоят из конечного числа точек

при любом уу\ > 0  (мы не рассматриваем тривиальный случай 

) ,  поэтому обозначим

^ ^ ы, * " 1 ) и* ) |м/Ч I ' М ) I

Заметим, что]) ф  при достаточно больших П, ,

^  \ , /2[Н,) г 1Г*ГР
(1.12)

-  1ДЛАЛ Ъ^/г. (Х)3 (.Пи)
где С1= С? , С = Сг . Из правой части соотношений

(1.5) приС - ~  заключаем, что

а из левой -  что 4 (Хи^  ^ (X. у  • Следователь-'Щ
но, при достаточно больших У\,
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Переходим к непосредственному доказательству ложности предпо- | 

сылок (1 .4 ) .  Докажем, что при достаточно большом Ц , . \

Действительно, медиана закона равна нулю, и поэтому

и  Р(0<»-)> Р(Х„^ ;

в, > Р ( Х „ Н ) » Р ( Х . Л О ) Р ( Х „ 1> О ^ Р ( Х , 1>«) ,
где случайные величины с ф.р. Р ^   ̂ Р ^  соответственно.

Следовательно, ^  ^ * ^ )  заключаем, что

-  О О . Если, таким образом, ■+1>п2.г (з ■ т .е .
(в силу (1 .1 3 ))  а и< , то а й(4 т - 0 .  Отсюда имеем, что

а П2_= а , 1П1~ |> • поэтому

г ,  > Р ( Х „ , д о ) Р ( Х к = а ) ,  Р ( Х „ , г о ) 4

Р ( Ж / Ж Ж Ж ~ Ж  Р ( ^ ц ^  (1 .15)

Взяв в соотношении (1 .4 ) ^  = 0  » получаем, что (1 .4 ) ,  (1 .14) и 

(1.15) несовместимы. I

Обозначив С1Л  ̂= ^ ,  + » из соотношений |

-О , имеем, что при достаточно больших ц, 1

+ Ж   ̂ о .
Из (1 .1 1 ) имеем, что С Ц ,,-* 0 , О , й ^ - >  О. ( С .  Ж  ■ 1

Поэтому при п.  ̂оо
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IXУ\ о , О (X.16)

О другой стороны, ф .р. С—  непрерывна слева, и поэтому для любого 

А ? о  существует такое жу о, что Р (4 -  ~ ^ 4) ^ А ^
где V случайная величина с й5 .р . 6 “ .

Выберем А -  ^ / ы  Соответствующее ему Ж , обозначив 

^  . В силу (1 .16) существует такое N  , что 3 0  I (> эе

I через

' т ,
при У1 ^  N . Соотношения

- А Н  ^ )~  ь1 , Р(̂ ~х т. >/
т:

и
I

и (1.1) очевидно несовместимы при 

Лемма доказана.

1 .3 . Оценка _ м ь ^ _  при г а у О

Ка$ уже отмечалось, количественные оценки меры устойчивости 

простейших неразложимых законов из класса -  вырожденного 

и двухточечного законов -  были получены 10.10. Мачисом в |Х ^ , [ 2 с ] .

А именно, справедлива-36̂

Т е о р е м а  СЮ.Ю. Мачис [2 о ]) . Пусть 2> -  двухточечный закон

с производящей функцией . Если ^ .6  \ 0 ) *ъ'1Ч , где УЧ =

= Утнг ( |р, 0 ^  , то

^  и , & )  = (м -^м м Г)/2 ,.
Целью настоящего раздела является построение количественных 

оценок меры устойчивости р ( ^ Ы  для п р о и з в о л ь н ы х  за-

* » К Ь )КОНОВ & из класса при малых г>0.
*) См. также раздел 2 .1 , стр. ^ 2 , - 4 3 .
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Т е о р е м а  1.1. Если 1̂1 ?0, то существует такая конс­

танта &0~&о [&)у0 ,  что при 0 ^ С- -  ^  о

( а  , 6 - ) ^  ( м . - ) / м . г' - Ч 1

причем в классе "Е эта оценка неулучшаема.

(1 .17)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Г - - Р , * г , .  Введем следующие
1 ^

обозначений:

М 0) =* ( »  4- В = г л  - ^ ' рг

Так как

. I 1 0 | и Т

^ ( а + о ) - и - Л г  , ^

-

~ ^ ъ  ’

~ Л - \ / + Д &

?о справедливы цепочки неравенств:

Гг  ( а +4 - ц , + о  >  \  -  Р  ( < х + ,■. I ^

= (1-1,1 (4-1*.+х5-') • а>/ Р(а)> Я, (0)^(а+о)^ X, (а-х5) .
Аналогично получаются еще две системы неравенств:

"1 “ V ^  >/ + ̂ С. ) ) 1 ^  ^ ) )

Действительно, достаточно заметить, что ^  ( 0+ )  ^  ;

г> (4-Р,(о*)) О- ^ ) ) ,  а >, (1-^ (^ о )) (1-РДо));
^  ( а )  ( 0  + )  • Очевидно, > 0  при

Пользуясь леммой 1 .1 , заключаем, что ни одна из оценок

* . ,> /  4р  ( и . +  & - н Г ) , л л >  ~  ( у +  \Г 7 ^ - ч л  )

не выполняется при достаточно малых <^>0 . Поэтому, рассмотрев 

системы неравенств, имеем

Л,  ̂Л,* = у  (и- а?цг )
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*X - "'"А "2,X , 2 X X  = X  ( V -  ' | \ / г~ Н ь

Из этих оценок следует, что

у х е  у
и, кроме того,

Я, (< х )  ^ х х  , - 1 - р  ( и о ) ^ ^  а д е )

Так как

Сг("х)+Ь >/ Р(х)>/ Р, (0+) Рг (х)> Р (̂х) ,
то для (X I X  ^ р  получаем

Р , ( 1 ) 4 & ( х ) ^ “ Х И  = С ( х )  +  л / .  а д »

Аналогично,

Г  ( х )  > / & [ * . ) -  х . * (1. 20)

Из оценок (1 .16 )-(1 .2С ) следует, что при достаточно малых Е-> О

^ [ ^ С т )  - 4р ( ̂  - {щ1- Н ъ ' ) .

Справедливость соотношения (1 .17 ) доказана.

Для доказательства неулучшаемости оценки величины ( У ^ 6 )  

нам достаточно доказать существование такого закона (X 6  ,

ЧТО

& ) = X ( т ~

Это следует из простого примера, приведенного Ю.Ю. Мачисом в [/2.0. 

Действительно, пусть -  двухточечный закон с разрывами ййц и
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Н в точках I и 0 соответственно, причем Н . Пусть, кроме

того,

где являются производящими функциями Р( и рл -

Нетрудно убедиться, что самая лучшая аппроксимация законов и КV 1 ^законами из класса К д^ такова:

? К , е К * ,

Заметим такие, что Оъ'] , т .е .  .

Теорема 1 .1  доказана.

Во введении к главе I  отмечалось, что в работе 0. Каллекбер- 

га допущены некоторые неточности. А именно, недостаточно 

обоснованы заключения об оценке сверху меры устойчивости 

где &  -  решетчатое распределение с конечным спектром. Пусть

0 ( V )  = |Ц- [ь ( ь бг в К&  ,

-  ы о > ^ 0 ( Р ' ) :  Р ' е  К р ,  Р С 'Т ’П

где Ь -  метрика Леви или равномерная метрика, а с г  -  класс ре­

шетчатых равномерно ограниченных действительных вероятностных 

законов. В случае Сг€ &  из результатов 0. Валленберга [ за]  ав­

томатически следуют оценки величины , однако для оценок ме­

ры устойчивости требуются дополнительные рассуждения, пока­

зывающие, что класс 3 " достаточно широк в классе вероятност­

ных законов Мы докажем это в теореме 1 .3 . Далее целе­

сообразно использовать обозначение И = . Заметим

также, что условие
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5 Гс ^ : б ( И ) с [ 0 ^ ) . . . ) М ] ) а . 21)

не уменьшает общности рассуждений.

Т е о р е м а 1 .2 . Если , то при всех достаточно ма­

лых 7 О

р>ц ( а , С г )  ^  + б а / и .  ,

р> (г.,&) к ^,((2 (1Ы)+и-)^/и.)6 ',3 :) -I- и / ^ -
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть, как и выше, Ш Ц и ,  

Г -  Г | *  К  » случайные величины Х Л Д ,  имеют ф.р. Ь, (1 ,
М  А/ у 1/ ^  Г г  \ 17

р  соответственно. Заметим, вспомнив (1 .2 1 ) ,  что Г  2 ^  2 <*>
' '

Случайную величину X   ̂ сдвинем так. чтобы

^  М - ^  = 0-

;

Отсюда Р ( Л ^ О ') > / ( а ,  следовательно,

( I  Р ( А ^ - а )  ^ Р ( Х ^ О )  Р ( Х ^ - ь ) ь Р ( - а > а ; 

- ь 4 Р ( Х ^ О ' ) Р ( Х ^ а )  6  % Г ь  + Р ( - а ^ Х ^ ^ а ) .а

Поэтому Р ( —Ь  -  Х ~ - Ь  )  /■ Ц ./2  для достаточно малых О > 0  . Ана­

логично,

-Ь4 Р(Х,х-2а) + Р(-2е^Х, к1ь)^

+ р ( Х г а- а)   ̂ 2 , 1 а  + Р(-1ь& Х 4 й2.ь).
^  Ч / ^

Введем в рассмотрение целочисленные случайные величины X X X , ,  
г  ■А* ~  1

С (5
Г *  Г *  Г :
ь  ) Л  ) П>и ^ .и . . ) 1  ̂  ̂ ; соответственно, связанные равенст­

вом X - - Х Г - ^ х I и определяемые формулами
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* Г *
[Х;+Ье I о к у %/Х ~ Ъ Ы :  Х : 4  | Ь З С ,

О ; в остальных случаях,

причем через [_сР] мы обозначаем целую часть числа Ои .

Пусть, далее, П - Ь ь  ^ ПС ^ Р1-+4 ~  Ь Ь , П -  целое. Тогда

Р ( Х ^ х ' ) ^  Р(Х-4 п-Н-3^) 4 Р(Х* 4к) +
4 Р( X- 1-Ьь) 4 Р(Х^ос. + 3^) + 2,ь/и. ; (1-22>

так как имеемР  ( Х ^ Х - З ь ) - С ч и т а я  1 ^ '  ,

при всех целых УЬ О

р (п+ Ьь *- Хс  ̂Ы -Ъь) Р [~1ь 4 X; 4 1ь) 4
4 р («-*-1-С ) ~ Р К ^4 0 ) 4

т.е . Р ^ п + э Ь ^ - Х ^ И + | - 3 { _ ) 4 % / и ,  а также

Р ( Х - >N + 3*,) р ( - 2 ь 4 ^ 4 2 . ь ) 4 р ( Х > К + ф е
Р[X; >М+ЬеН 1ъ/^. *

Пользуясь этими оценками, нетрудно доказать, что ‘ ^ Р С ] ^ К

“Ь ^ -  (эС/Ц . Отсюда и из (1 .2 " )  следует, что [_ (р .
1 I Г г уГ * )  /

1={ , 2^ .  Пользуясь леммой Золотарева, получаем, что Ц  г  ) =  ■ 

Ш ь / к .  Осталось, таким образом, рассмотреть случаи равно­

мерной метрики. Случайную величину Х^' определим так и ч г х  :

Г , если 0 4  X ;  4  Н

 ̂ ~  10. в остальных случаях.

Как и в случае метрики Леви, нетрудно доказать справедливость 
/ г - *

соотношения О ( Г  ,Р .)ие/и ., ,Ч2/. Заметив, что
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^(Р,Р*) 4 Р(Х#Х*) «= Р(ХфХ1

 ̂^(КХфО) + Р(Х] >М') + X- Р(у^Х^ы

легко получить оценку ^  ( Р } Р   ̂ ^ ^  С ^  ^   ̂ / ^  •

Теорема доказана.

Используя оценки величины (см. 1 ? Ф  и теорему 1 .2 , мы 

без труда получаем оценки меры устойчивости |Ь ^ .

1 .4 . Оценка (̂Е̂ Сг) при С 4 , уи>0

г~г-
'а,

Т е о р е м а  1 .3 . Если Сг & Ъ /  ш О ,  то существуетДуть 1
константа ( С г у > 0  такая, что при 0 4 Ь - 6 |

( Ь ф е } 0 - ' )  ^  у м х к ,  (У , гл, ■+ ф  (1 .23)

Д о к а з а т е л ь с т в  о. Пусть 1-( Сг ^ 4  Р  5 Р |*

И медиана закона р  ̂ равна нулю. Пусть, кроме того, Х А Л -  
случайные величины с ф.р. Р^ р ^  соответственно. Пользуясь

теоремой Линника-Золотарева (см. введение к главе I )  и рассужде­

ниями, которые аналогичны рассуждениям, проведенным в разделе 

1.2 (стр. 2(Г -2<?), не ограничивая общности доказательства, заклю­

чаем о существовании такой неубывающей функции ( Г ^ ) ,  Ь 6  (0) 4_)

. щ н о  при Ш ,  что

( - Х ф ) ф  й ф ) } 1 - Г |  ( Х ( а . ) ]

Р( Х̂  V I ) >/ V- Х(Х) .
(1 .24)

Справедлива цепочка неравенств :
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1 >  ?  ( X  >  & +  * . )  >  Р ( \  >/ 1

т.е . Р ( >Ц1) + 1.) к 6 /(V -^^ )) ,

(г(х+0 + б  >/0-ьДу-^(М))
доказали , таким образом, что

г- л '1 , г-/- Ч ~ \ 0 - Г х  + Г - + 2 0 + ' / - У , т осч
е  у _ ^ _ ь ------------и - ^

Из условий теоремы следует справедливость соотношений

РИГ(фХ^о)>Л/г -П г .) , а-26)

С- ( < ъ ) ~  &  [(X,1 ) ) & ( & ) -  Сг(1° )  (1 .27)

для некоторых о/?С 1, Ь Ч  , где через й ,  и (  , как и выше, 

мы обозначили соответственно (л/Х^ Ст и Ч Д /^  Сг. Следовательно,

Р (-Ш а ,4 0 )Р (^ (1 )  + е Л ^ к ) ^  

й Р Ц ' - п .  ^  Х ^ 1 - е )  й 1 ь ,  

р « ,\Г (0+ г^  V  1-ь)кЧь/(Ь-И{ь)).
Отсюда, вспомнив (1 .2 5 ), имеем, что при 1

достаточно малое положительное число,

Р(Хг > Д -ф  у - (<-7)ь/Н0 -^ /( ( -7 2 )
Следовательно, справедлива оценка

(1.28)р  Г V  > 1  Л > и  с

Дробь в соотношении (1 .26 ) обозначим через 1 ъ ( * Л | Л  , Далее
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Р ( о а , ^ М ) > 1 - Г Ь ) )

8 ,  ( с с +  8 ( 0 )  >/ и - ^ ( ь у

(1 .29)

Так как из последней оценки следует, что Р  (—8 - ( - + 0 )

ТО

{ - & ( т - 0  + е >  1 - Р ( х ) > / ( Р  - - ^ ) ( ^ - Р г ( х +Г + у

Это приводит нас к неравенству

30)Е>(ъ)> С- (х~ Х - 1 ь ) -  (1.
&  ] 1 ; и  -  6 - г .

Из (1 .2 7 ), (1 .29 ) и (1 .3 0 ) имеем

Р2 ( Ь )  ^ ( А  — & (1 .31)

Принимая во внимание (1 .28) и (1 .3 1 ), получаем

ь > /  ( /1 - 1 т 1 ( 2 г + 0 ) ) ( 1 - Р ^ ( & - ^ ) ) >

>  [ ( -  Г, ( 2 ь + о ) )  ( V - е И ( г , ' 2 , ' ( ) ] ;

( - * 0  Гг  (сиь)>/ Р, ( - 2 ь ) ( к - е 0 ( г , 7 л ) )
Это означает, что

рД"а1)Ч^ЕЩ У) > Ь̂ 2^ ° ^ у - г ц а , '/ ) '1'32)
Явное выражение меры устойчивости д л я С г ^ 1 ^ |  , т .е . случай 

рассматривается в теореме 2 .1 . Если же ^ /Д /,

то из проведенных рассуждении видно, что

6

(1 .33)
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Имея (1.24), мы получили (1.32). Обозначив сГ в оценках (1.24) 
через , из оценок (1.32) заключаем, что

Мы не будем исследовать сходимость последовательности 1 Г „  

и (в случае ее монотонного невозрастания) искать предел 

Отметим только, что в последнем случае (Г* должно удовлетворять

уравнению

Г =  ь / (  , Г ,  т<  ) )

П у с т ь к о р е н ь  этого уравнения, ^ о ( ^ )  4= ( (  +  5 м / )  & / ууъ

при достаточно малом ^_> 0  . Если такого корня не существует или 

последовательность не ЯБЛЯется монотонно невозрастающей,

то выберем (имея в виду оценку (1 .28 ) и аналогичное соотношение 
(1 .31))

Г0 ( о ) -  ( ' | + 5 ' т . ' ) а / ^  ) 0 о ( л , и г )  = к Л о 1Е 0 | 1' " ' )

Заметим, что при а  + 3 ^  ^  X  ^ ?>- Ь ь

Сг(’х+е)+е >/ Е( ( 2 . 0 1 - 0 ) (I-

Р^(х') 4 С-(х + Зь) + ^/(У-(0О + Е)о) .

Ь6{«),»(1-Р((-21))()-Рг(о„2д)>{1-45)(1-Гг (г<2с))
I

Р^(х) >/■ (И х -З о ) -о / (ч - (0 о + 1)о) .
Так как

^ ' > / Р ( й . - е )  >  Р ^ ( 0 + )  [ ^ ( а . - о ) > - 1 -



Мы, таким образом, доказали, что

ц р 2 4  Уилхос • С1»34)

Если ^ [ о, ^ ] ,  где м Я  -  достаточно малое положитель­

ное число, то, пользуясь соотношениями

е г а
м - 6  0 о

м - (0О+0 а ^
и оценками (1 .3 3 ), (1 .3 4 ), заключаем, что при 0 ^ - ^  ^ ^  спра­

ведливо неравенство (1 .2 3 ).

Теорема доказана.
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Г Л А В А  I I

оценка устойчивости

В ТЕОРЕМЕ О РАЗЛОЖЕНИИ п-МЕРНОГО РАСЛРЦДЕЛЕНИН ПУАССОНА

Первой работой, в которой рассматривается устойчивость р аз­

ложений многомерных законов, является  статья Н.А. Сапогова ^21^. 

В ней получена оценка устойчивости Г1 -мерного аналога теоремы 

Крамера. А именно, доказана  следующая

Т е о р е м а  (Н.А, Сапогов). Пусть X  » где

X -  = (Х^ ) *• . ,  Х;_ )  , -  независимые случайные векто­

ры. Пусть, кроме того ,  медианы Х Г  , А  = и , . . .  } VI равны

нулю.

Обозначим чеоез У -  ( 7 } , У )  УЬ -мерный нормаль­

ный закон, для которого Е У = 0  при { к

тцъ I) (2Е"Ь• У^) >б’> о 
ш  &  1 1

Если для положительного 6 /^ - 1

^  I
гд е 1 = [(х0 ...,Х и): М  г1] ) | | ( 1 )  = Р /2 & 1 )Л 1
то существует такое многомерное нормальное распределение 

что

з д И Р .  ( О  -  в—7’ г.

С

Т,

(2.0)
-\/1

1



где С - - постоянная,иная, 6 ^  =
I 1-Ы -  к

-  42
ууи^уь
|-Ы = 1

случайный вектор, пркче

Х ^О , если

Отметим, что правая часть оценки (2 .0 ) неограниченно растет 

при условии, что п-е>оо. Это, очевидно, нежелательный эффект, 

которого, однако, нам удалось избежать при анализе устойчивости 

разложений К1~мерных единичных и пуассоновских распределений.

Среди более поздних работ, посвященных устойчивости харак-- 

теризации многомерных законов, большой интерес, на наш взгляд,

устойчивость характеризации многомерного нормального распределе­

ния свойством независимости линейных статистик. Ссылки на другие 

статьи по изучению устойчивости в задачах характеризации много­

мерных распределений можно найти в обзорной статье Е. Лукача

В данном разделе приводится новое, более простое и краткое, 

доказательство теоремы Ю.Ю. Мачиса ^ 9 |, рассматривается анали-

2 ,1 . Аналитическое выражение меры устойчивости 

разложений на компоненты единичного 
распределения

гое распределение , а также выражение Ре ( € , Е , ч ) л* я 1 / 4 ] .

Т е о р е м а  (Ю.Ю. Мачис Щ®]). Для 0 ^  2. ^  { имеет

выражение Ь М )  ДЛЯ ^  ^   ̂ 1 » где Е -  еди­
ничное распределение , а также выражение

имеет
место равенство
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6,
С* Н - У ^ У г  при о ^ и . 4 / 4

(2Д)$ ] |у /2/ при <1 -1 .
Н о в о е  д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 0 ^ 6 ^  У  У  

Р1 И РД -  ф.р. независимых случайных величин X ,  и Х ^ ,  причем

Е -
? О Й *  РХ ) (2 .2 )

где С. -  единичное распределение с разрывом в точке 0. Сдвинем 

\  и \  так, чтобы сумма X »  X , .  X не изменилась, а медиа­

на закона была равна нулю. Введем следующие обозначения:

р , ( 0 ) - - л , ,  Р , ( Н - - Х д . ,

Из условия (2 .2 )  следует справедливость цепочек неравенств:

4-Р(0+)> (Я ЕДо)К'1-Е^(0+))'- 
6 >/ Яо) > Р, [0) 2,(0+) = Д, (Я<^) .

Аналогично получается еще одна система неравенств:

ь ,„<_Р(о)>, ( ( -Щ о*) ) ( ( -Рл ( о ) ) = ^ 0 - Ч ,
(2 .4 )

С >7 Я о )  *  Е, (0+) Рг (о) = (1-хх ) ^  .
Очевидно, Х.  ̂У/ 0 1 ^  - > 0 при . Так как согласно про­

изведенному сдвигу, Л \ [ Х  и Х . ^  \ / Х  , то из соотношения 
(2.3) и (2 .4 )  замечаем, что ^  4  У у  Используя эти

оценки и системы (2 .3 ) ,  (2 .4 ) ,  находим



Так как -  неубывающая ^-ф унк­

ция, то для завершения исследования в области \ /^\  ^  ^  ^  1 

достаточно доказать, что =  • Однако это ра­

венство, как и оценка снизу

^ ( 4 1 е ) 4 с - ^ ' )
при ь  € ^ 0 ( 1 /4 ]  . следует из простого примера, приведенного в 

заметке |^19](см. также раздел 1 ,3  диссертации).

Т-еорема доказана.

I

В следующей теореме приводится аналитическое выражение меры

^  .устойчивости Р>I
единичного распределения в пространстве

Т е о р е м а  2 .1 . Для & €  справедливо равенство

2, а  при о 4 а  ̂ {/ ч ;
41 при 1/ц  ̂ { .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как отмечено в 

Действительно, если ^  (Е , А  ^  а  . медиана закона К, 
равна нулю, то

ь Ч < - г Д о ) ) ( 1 - Р 1 М ) ) > р ( - ^ М 1 ) ,

1>- Р( (с*) М > Х Ч М

Т*е* ~ ^  ~ . Отсюда заклю­
чаем, что ^  [{в. Ь  ̂ . Аналогично доказывается, что
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Ц Н , Е > г ь  ппи 0— \ ) Ч  . Следовательно, 6. (&,
А рТ К ^V  -  медиана закона Г Ь ] \ р  , то

1_ ( Г ^ х )  Е ( о с + 0 ) )

заметим, что если

каки, следовательно, &1_&,  Е ) -  4/2* при 04г Ъ 4  { . Так 

в  (• ) Е )  -  неубывающая функция, | \ ( А ) Ё )  4 2 ,< ь  ,
то нам достаточно доказать, что

при О ^ Е - 4 4 / А / .  (2. 5)

Рассмотрим независимые случайные величины X ,  и

( приа 6 Е о , р ч ] ) ;

Р ( X, = - ) - Р (X, = 2 л > & ,  Р(Хг-0> 4 - 4 ^

Р(Хг =-ь)»Р(Хг е )Н /г .
Если к С ^ ~  ф.$. случайных величин X   ̂ и , то

нетрудно убедиться, что

Ц- (0-о Ь'): Е'б КЕ

Ц  [Е {Ст̂ } Е') • КЕ| = 6,
т. е. справедливо соотношение (2 .5 ) , причем 

Теорема доказана.

Займемся рассмотрением меры устойчивости разложении единич­

ен  Е в пространстве К. .ного распределен! А именно, докажем,

1м 2

что имеет место следующая



(2 . 6)
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Т е о р е м а  2 .2 .  При 0 ^  ^  4

В,  п.) -  ) Г м Г  )/2/-
Д о к а з а т е  л ь с т в о .  1°. Случай Н_ =2. 

Из неравенства^ (Г^ -X- Е^,Е)^6 следует, что

- ь )с с Ь I (2 .7 )

(Здесь ч X ^ имеет ф.р. Р|-Ч- Е ^ ) . Если Р | -  ф.р. случайного 

вектора ( X- ), 1-1,2/, медиана при ^  2у равна нулю, то 

из условия (2 .7 ), пользуясь соотношением (2 .1 ), заключаем, что

Н ф  0)  ̂± Ц - { н 1 ), Р(Х[>0) ф -  1те>.е)

где ^ = { г ) 1 - - { 2 , .  Очевидно, неравенство 

эквивалентно системе нетавенств:

Р ( х ^ о ) ^ х Д = и >
г

7 0  Д г ,  (2 .9 )

Далее полезны следующие обозначения:

р( ( хДо) \( хро) )  =4 ,(0 ^( 0 ,
Р ( ( х р о ) \ ( Х р о ) )

Пусть для некоторого ^ 6  [О , \ /Ц  ]  справедливо 4  ;
Тогда обозначим I
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Случай И ^ ( & )  >/ ( Ь )  рассматривается аналогично. Так как

Р((Х^о) у(х^ 0 ) ) 4 ^ ) +  Х(е),
то из второго соотношения в системе (2 .9 )  имеем, что

^  ?[ { Х\  >0)1у(Х.12'>0))Р(Х{>/0,Х^>/0) +
+ С̂ь) У (О ^(б)Х(А) Р (б)Х(е)■у*-)

-Х -1 ^ )  ■+ Xх (1
>/

^  Х 1 Г 4+ м >/

>/7 +

Следовательно, 4,(0+ р /о  - (
ь )  ■
, т .е .  при

? ( Р „ Е ) 4 С -М -че

Таким же образом строится оценка сверху для ? ( рл , Е ) .  

Заметим, что любую случайную величину X | можно рассматри­

вать как двумерный случайный вектор ( Х „  0 ) '  Поэтому

Аналогичное замечание справедливо и для при любом на­

туральном УЬ .

Следовательно, соотношение (2 .6 )  для VI -  2  доказано.

2°. Случай У1>/ 3.

Использованный выше метод, дающий наглядное геометрическое 

представление о сущности явления и вскрывающий возникающие в мно­

гомерном пространстве затруднения, недостаточно эффективен при 

построении оценок меры устойчивости а.') для *г >3 .

Действительно, его применение позволяет утверждать, что
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, _ Ь Ж 1 -  у ( ^ )
к  | _ ( и Ч ) х ( ^

при 6 4ъ (̂  ~  "к 'О  • На ХУП“ 0Й конференции Литовского мате­
матического общества (июнь 1976 г . )  Ю.Ю. Мачис сделал замечание 

к докладу автора, которое и в случае У\*>/ Ъ доказывает спра­

ведливость соотношения (2 .6 ) при ^  б [ 0 ф / Ч ] .  В самом деле,
9*)достаточно отметить, что

е > 4 - Р ( + о ) >
А ^

> / ( » - * * *  Р . | ^ ч ) ) ( 1 - Р Л ’ 0 ) )  ,
| ё  / М  6

где 1 ^ ' '  Ц | = 4, К  А = )■■■, ) б  Р  - 3  с ( и.^ > 0 [̂ .

Учитывая оценку

4 и л л х . [ р ( Х ^ 0 ' ] ) . . . ,  Р ( ^ о )

 ̂ Н* V11) г-
(как и в части 1°, (Л | ) - - - > ^  ) имеет ф.р. Г̂ ’  ̂ ^ = /I )2/  ) и

оценки, аналогичные неравенствам (2 .8 ) , легко заметить, что

ьив Г- У(е ) , | 'Ч г ;
-I 0 и

и, таким образом, р- (+0 ) к  У  . Очевидные обобщения соот- 

кошений (2 .9 )  позволяют заключить, что (2 .6 )  выполняется и для 
Р8>/ Ъ  при

Теорема доказана.

ю
Р - Р , * Р ,  , Р ( Л )  = Р(Х(ьОг . . , Х " г О )
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2.2 Оценка &
Пуассона

я Н. -мерного раса ределения

Определение П. -мерного нормального закона хорошо известно 

и используется в работах многих авторов. Напомним менее употре­

бительное понятие П, -мерного закона Пуассона. Одним из первых 

этот закон изучал Г. Тейчер в статье н  которая также содер­

жит ссылки на работы авторов, ранее изучавших этот вопрос.

Г. Тейчер И.Н, Островский |^ХбД, Р. Куплено 33^  упот­

ребляют еле •п / г'щяр определение

УЬ

Г> VI
Пусть 0 ,^  линейно независимые векторы в К  .

Обозначим через А  множество всех вершин параллелепипеда, 

образованного этими векторами, т .е .  множество, состоящее из 2, 

векторов вида .где О или I .

О п р е д е л е  н и е I .  Закон Р называется ^-мерным 

законом Пуассона, если его характеристическая функция (х .ф .) Т  

имеет вид

X (Р ) - ^ С ( ^ , - Г )  +  • л т ) « .  Ч  ( I (2 .10)

где , а числа \   ̂ неотрицательны.

П. Леви в заметке предлагает использовать другое опре­

деление закона Пуассона, а именно

О п р е д е л е н и е  2. Закон Р называется П.-мерным 

законом Пуассона, если его х.ф. Т  имеет вид

А ф ф ^ > | }

(2. И)



где

50 -
- и к * ,  $ 6 ^ ,  \ > о .
Мы не будем рассматривать вопроса о естественности и целесо­

образности этих определений -  некоторые стороны этой проблемы 

рассматриваются, например, в статье Е. Лукача и С. Беер [зе]. 
Отметим лишь, что закон с х.ф. (2 .10 ) является композицией за­

конов с х.ф. (2 .11 ) и что одно из основных преимуществ второго 

определения это то, что логарифм х.ф . (2 .11 ) состоит лишь из 

двух слагаемых. По этим причинам мы сочли более целесообразным 

рассмотрение устойчивости разложений П-мерного закона Пуассона 

по определению П. Леви |з5 ^ .

В 1937 году Д.А. Райков доказал, что все компоненты закона 

Пуассона П ('X-1 с х.ф.

от + X (с1 - 4 )

где X >  0 ,  являются законами Пуассона (см. [ р ] ,  тео­

рема 5 .1 .2 ) , Устойчивость этой теоремы исследовали О.В. Шалаев- 

ский, Ю.Ю. Мачис (см. [_!&]. теорема 6 .5 .1 )  и Г.П. Чистяков [ 25] .  

При этом Г.П. Чистякову удалось установить истинный порядок 

меры устойчивости (б ( П ) для случаев равномерной метрики и 

метрики Леви. А именно, справедлива

Т е о р е ма (Г.П. Чистяков I 25] ) -  Существуют таки\е положи­
тельные постоянные 

что
СЛАЦМ г зависящие лишь от А ,

С, (У) 1п 1*г 1
ь

1 п ,т
4

( к  &

и
ь

где Г -  равномерная метрика либо метрика Леви.



Г. Тейчер 

Д.А. Райкова.

1954 году доказаг КЬ - мерный аналог теоремы

Т е о р е м а (Г. Текчер [4 1 ]) . Все разложения П  -мерного 

закона Пуассона с х.ф. (2 .10) являются П -мерными законами 

Пуассона.

Эта теорема, очевидно, справедлива и для -мерного закона 

Пуассона по определению 2. Ны> как уже упоминалось, исследуем 

устойчивость второго утверждения. С этой целью обозначим

-'V, Ну >*г)ч1г.Л,г(« (,к1гЛ)
I р -  ф. р. И, -мерного вектора (2 ̂ ? ?  2 ̂  )•если

Т е о р е м а  2 .3 . Пусть случайные векторы Х р

= х,-
независимы,

и ^  X*)
Р | и ^  -  соответствующие их ф .р ,, 

а Р -  Р^ X- Если П ( х  ^  , А ,"?  ) -  П.-мерный закон
Пуассона с характеристической функцией (2 .1 1 ), причем ^  с О

1-^0; . . . ,  г 1 с о  и при ее(о)€ гх/2?п*1‘]1
(2,12)

то существует такая постоянная С(Л), зависящая лишь от парамет­

ра X > ЧТО

, , <
V " ) 1*,

)

Й Т  А , п ......

у р р ’ "'‘1) П ' " ' Л1( г . г | г , л | , г ) ) « 1 Х ) ^ ~ л г - 13>
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где а  = ( й . „ . . . , а я ) Р ( л ^ ) - У€-> Г * ^ ” Л

р

V й Р(ХЙ

Ч
1^2. ]  Ч

\ '  Ч ( )  -  ' <Ч , ) ' " ,1Ч - '

[М /2 ]4  (

х а ч г "г^ е х + х ) ,  й й ^ рц,сй- &
о

а N . целое число, определяемое неравенствами

( ^ о и н - й ^ Д 4

Д о к а з а т е л ь с  т в о .  “ е нарушая общности рассужде-
—37‘ -г* —У ~~>

ния, будем считать <Х -1 ) . Случай 1С -  0  , т .е .  случай вы­

рожденного пуассоновского распределения рассмотрен в разделе
_

2.1. Далее предположим, что ни одна координата вектора Ь -  

^ 0  не Равна нулю, так как в противном случае 
можно было бы с самого начала ограничиться рассмотрением того 

наибольшего подпространства пространства К , в котором это 

предположение уже справедливо. Справедливость оценок (2 .13) и 

(2.14) достаточно доказать при всех достаточно малых Ь > 0  .

Для упрощения индексации предположим, что Ц® М-Н ? • ■ ■ ) ^  = И ) 

ПЛ.+ 'к  -  К1 . Если случайный вектор ( х \ . . . , х р ) имеет 

ф.р. Р , то из условия (2 .12) следует, что

р(Хр̂ х')-Р(1р^Л̂ х)ил, и эй  т . ) (2 .15)

Р > X А 1 ,  П ) (2 .16)



где

<? =

стандартный закон Пуассона с пара 

то

I3

; параметром А , Так как

Р (л,г & ( Г  , Р ( Х ^ о ' ) > ( Т , и

р ( х [  > о )  4  ( I  , Р ( х [  > о ) у ( 1

УгЬ

э̂ г У1

Поэтому из (>2.15) и (2 .16) следует цепочка неравенств

и  р ( х р о К  р(х,Ко) р(хро)^
т .е . ? [ Г 1 Ю ) ^ ( Ь 1 Аналогично,

Р (Х^ > 0 )  -  у р- М.+4} . . . } Уи

р

Следовательно,

р (Х| = 0 ) >/€Х/11 ^1,2, (2 .1 7 )

Нновество [ О 0 ' 2 р ^ / 1 ) . . . | 2 №г^ ^ ) 2 М1.( > ^ м + п
( -7 , , / -7 (~7 ~7 \  —У (

И К 4кратко обозначим | 2  V 0  ̂ |  ,

Пусть Р У 1>{ } X  ~ ^  ■+ ,

если 2 .  = ( 2 ,  ч ...,2 ,

шределяотся Формулами:

^  , где Х ] ; ^ г
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—>
^ ^  , если 5 ^  ^ ^  ^ ^  ; 0  ^ ^

V [N/2] € , если Х|=[И/2]^<
‘ 1Ш  -

< 3 ■-.......... ° " 1 '

О , б противном случае.

Если 0 ^ Ь 4 М/ 2  ]  , то

I Р (^ = в г ) -  Р ( { Х  V (6+0^ } \  [ X  У б ? ) ) Ц

с ^Р(х< у X*) + 2 Р[Х^ X / ) . <2-18)

Обозначим Д 5 ' | ^ ( И <). . . ) а п ) б Р И :

Заметим, что

[ 1Л)'- ^  - \ ъ, " . Х п Х 1̂  ^ 5] “ Н ;

• -• , { < ^ > : X <а ( V ■ ■ ^ X п а н_) 6 ^ ^ >

^

=  { о о - . Х 4^ ( 5 , - ^ ‘ < * * - , * ,  Х ’Ч * )  \

\  [ о о :  X 4 6 ^ 5  Г . . ,  Х " '4 * и_15 , ^  X  г

и т .д . Поэтому

Р ( х - ? * Ь « ^ Г  - Г « . .
Следовательно,
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р(ХбдЛ= РКь^

4  2 , (-1+ 2,
И-<

ь .

Отсюда, вспомнив (2 .1 7 ), заключаем, что

Р ( Х :  & Л, ) 4 I I
Л-4

Поэтому, учитывая соотношение
[N/2]

р(х̂  х х *)  к  р(х{ 2. 0) + 21  Р(ХС6Д5)+ р (\>
получаем следующую оценку (1 -4 ,2 .)  ;

Р ( Х С Д * )  Ч ^ ! М 1 пА) [ \ - Ш Ъ \ ) 1 +
(2 .19)

+ г « , Ч  + л ^ д м . ] !
Неравенства Д .1 с )  и (2 .19) позволяют утверждать, что

| Р ( Х *  = 5 ? ) -
4СМ2\  + Д Л

где С -  некоторая постоянная, зависящая лишь от

-2

V 6 ?  ) )  4
 ̂ (2.20)

А . Так как



-  ОО

то из оценки (2 .20 ) вытекает, что при О ^ 5 ^  2 . 1 Ы / 2 , ]

. (2 . 21)

Для натуральных ^  из интервала не­

равенство (2 .21 ) нас не устраивает. С целью получения лучшей 

оценки отметим, что
—> ,

р  ( х " - -  к г ) = I X  н  1 * =  « р )  р ( х . А А

( ( - с у + 0 ^ 1  А  Р ( х А [ н / х ] 1 I

V
Щ - а д Д с . Ь  Р ( ( { . - 1 « / Н « , 4 Х р

-р
4

X

А  х А  М ) * 0  *

X Я ь  -Г е ' Л А / < о !  + А )  А  (4СИ

Отсюда, имея в виду соотношение

Р(х -д[м/г]дЬр(хНм/ А р
I

I4 I ̂  а

х Р ( х А [ Н / 2 > А 2 е  Л
^ 1 г 4 Д ]

;; з I
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получаем, что пгп справедлива
оценка

I Р  ( X *  -  5 ”? )  -  е  ^ \ ъ/ ъ \  ] + е . ^ А ^ / ^ ! (2. 22)
-X \ 5

Рассмотрим функции

л е д

1 4=о
I & ( ~а>

=

Л

1№1

■ I
1=0

' * м = Г М р  1 1 % П / ;

г д е ^ { ,  2/ , а X/ -  конплексная переменная. Пусть 

некоторая постоянная,

и и т -  N / с,  ( » . (2 .23)

Оценки 02.21) к (2 .22 ) в круге (2 .23) дают возможность записать

■<■ (х) -  с̂ >р [Ах,- А ) ± С г . Н 2 ' Ч , Т * -  +
к.ю

мгадз
I

Ш ] к

п ^ Х т 1
ь  о

+ 2 а 22 + «•2'*)
* .ф / г > 1

(АТ)Л и д ]  > 4+1 I I- X  . у  X  -г к -А у  _
+  е  /  / Ц  141 ' + 2. / ,  А |

Т Д ) 1 Ы м ч н  1

т\к

Ы М ] + (

Вспомнив формулу Стирлинга для аппроксимации факториалов

м , , г ~ ~  ' . I кур ,гт 7 - н *  4 / М м ,
УУ1 ^  х Л ' Ж м ,  ^  М.  \ I- и г  с

И умножив обе части соотношения (2 .24) на ; е / ХрА I Т Х^ , коп-



с тан ту С,| ( А )  

бы

(2.23) нетрудно подобрать таким образом, чт

ч- с (х) -сооь (Ах -  А) | ^хъ (АТ+ А )

было бесконечно мало вместе с ^  . Так как в круге (2.23)

| е/х̂  ( А х  -  X )  | > / ( -  А Т -  А) ;

то при достаточно малых ^ > 0

1
2

и функции

Т - | | с о о в [ З х -  > )

1 Н ’ связанные с Г м равенством

т Iх ) = Тл 1Х' X  ^  )
ке имеют кулей в области (2 .2 3 ).

Отметим, что для любых П, -мерных случайных векторов X 

X и вектора Т  Ь ^

—г
и

справедлива сценкаи вектора Ь

Р ( Х  р ( ? У ^ и (2 .25)

Имея в виду (2 .19 ) и (2 .2 5 ), получаем

с А
где с14 -  некоторая положительная постоянная, а ТV* I- ф.р. случайной величины Л / .

(2 .26)

ч Х



Заметим, что

Р* '  N 

1
( 1 г  + 11 \} X  а  г  х )
о ]

и поэтому

1

е ( [ м д ] и ) ) 1 + ( [ И +0 ^ ^
РИ-Ц)...; И

УЕ * * * 1' - ' " )  < 2 { ы у { )  ? ( г р " ' ’"  ^ №+<г’

Отсюда и из формулы- (2 .26) следует, что 

О *-/ г , \ \ I , Г  Л

с(0 -где <Я^“ положительная постоянная.

Воспользовавшись соотношением (2 .26) к повторив рассупрения 

([18^, с т р .3 6 3 -3 5 4 )г имеем:

( р_М+ (, . . . .  УЬ . р  М+1, - )У1у _>>, —> \ -> \
^(Г.  ( х ) , П  ( 2 ) 0  ̂ у Ч )

п м+1, - )^ /  ^
 ̂ с / т , |=и.

Эта оценка и завершает доказательство теоремы.

Из работы Г.П. Чистякова ^25^ следует, что оценки (2 .13) 
и (2 .14) неулучшаемы.

З а м е ч а н и е .  В процессе доказательства теоремы мы 

пользовались П  -мерными аналогами соотношения (8 .5 .8 )- (8 .5 .1 2 )
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из монография [ ю ]  б е з  специальных о го в о р о к ,  так  к а к  VI -мери 

обобщения этих  соотношении нс представляю т как и х-ли б о  за тр у д н е­

ний.
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Г Л А В А I I I

УСТОЙЧИВОСТЬ ХАРАКТЕРИЗАЦИИ НОРМАЛЬНОГО ЗАКОНА 
ОДИНАКОВОл РАСПРЕЙ512ННОСТЬЮ ЛИПЕЦКИХ СТАТИСТИК

Проблемы характеризации вероятностных распределении, как уже 

отмечалось, привлекают внимание многих авторов. Одной из первых

подверглась изучению задача характеризации нормального закона 

одинаковой распределенностью монома X ^  и линейной статистики 

I  = Г  сц X   ̂ от независимых одинаково распределенных

случайных величин Х ^ Х ^ .

Этот эффект первоначально был исследован в работе Г. Пойа [ас] 

(см. стр. ) .  Дальнейший прогресс обязан, главным образом,

работам Ю.В. Линника и А.А. Зингера и . м .  Основные резуль­

таты этих исследований хорошо отражены во второй главе монографии 

[15^. Доказаны, в частности, следующие теоремы.

Т е о р е м а  (Ю.В. Линник). Пусть две линейные статистики

1 , - Г Ч Ч ,  Ч - - Г 1 . Ч

и выполнено условие

т х х д с

одинаково распределены

'К
а г, а т /  И/ъО/ОС I ) ‘ “ ) ЙЛ I /

Пусть У  -  максимальный вещественный корень определяющей функ­

ции в ' Н ,

^  (' (= УЛ, V. л
а

Если Р(х)= Р(Х4Лас) имеет конечный момент порядка 2 Я ,



Т е о р е м а  , стр.619). Пусть. Пусть Х / (  )̂ \гь ) ^ ^ 2,
невырожденные независимые одинаково распределенные случайные вели-

1-*
ному закону.

Имеются интересные применения этих теорем. Мы напомним лишь 

прилонения к статистической физике. Здесь примером монет служить 

простой и изящный вывод известного закона Максвелла о распределе­

нии скоростей движения молекул (в условиях "ньютоновского хаоса") 

из более слабых гипотез, чем те, которые ранее применялись в клас­

сической статистической физике.

Однако в действительности строгое соблюдение тех условий, при 

которых справедливы утверждения характеризацлонных теорем, практи­

чески неосуществимо. 3 связи с этим, как уже отмечалось во Введе­

нии, и возникает потребность в изучении устойчивости подобных 

эффектов.

В настоящей главе с целью упрощения обозначений метрики рас­

сматриваются на пространствах случайных величин (см. стр. 5"~-& ) , 

а не на пространствах вероятностных распределений, что, однако, 

было удобно в первых двух главах.

Пусть 5^ -  множество измеримых функций Т  ( х )  действитель­

ного переменного, удовлетворяющих условию: |У (х) ] -  1

чины, доли статистики
VI

И ^  равнораспреде­

ление , то подчиняется нормаль

Обозначим
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в этой метрике исследуем устойчивость приведенной выше тео­

ремы о характеризации нормального закона одинаковой распределен­

ностью монома и линейной статистики.

Т е о р е м а (В.М. Золотарев*)). Пусть Х р  •• • , X ^  ( М. > 2, 

-  невырожденные независимые одинаково распределенные случайные 

величины, Е Х ^ О  , 6 ^ ^ - ро  ̂ Е | X4 ^  Сю ■

Если Д  а ( X, + ... , причем 2 1  а ^ = 1 ,Ь а ; > (
ито

а

т-
- ь

-I +

где С^- С-и , а нормальная случайная величина с па­

раметрами О И б  .

Действительно, из ограничений на моменты случайной величины 

Х 1 имеем, что 2^ (Х^ , ОО (см. [х2], лемма 2), Кроме

того, для произвольных независимых Х ^ } X ^  и У, , 
справедлива оценка

«V
о.«

г. Ь

Д

\) " ' )  1^

|^15̂ ( Х с Д )
И  И  1=4

(см. [1 2 ], теорема 2 ). Поэтому, обозначив ^  ' ^ 7  (^ Ч ;  ^ 0 , б ) ’
имеем

иг

у .  Л
'  Сообщено автору во время частной беседы.
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т . е . ^

т .е . Ь /
= ^0+<^),

Однако при построении оценок уже в простейших задачах харак­

теризации нормального закона одинаковой распределенностью линей-

ваемся с существенными трудностями. Возникают трудности опреде­

ленного характера и при рассмотрении устойчивости теоремы Ю.В.Лин- 

ника в этой метрике.

риваются вопросы построения оценки устойчивости в теореме Г.Попа, 

приводятся обобщенные теоремы Л.Д. Мешалкина, строятся оценки 

устойчивости характеризации вырожденного нормального распределе­

ния.

В первом разделе настоящей главы рассматриваются некоторые 
вопросы качественной устойчивости.

ных статистик з метриках, отличных от метрик типа сталки-

В настоящей главе, используя метрику ,1 равномерную

метрику о  (их определения напоминаются во Введении), рассыат-

/
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3.1. устойчивости

Во Введении приведено понятие устойчивости чистой задачи ха­

рактеризации в его общей форме. Для формулировки критерия этой 

устойчивости нам потребуются следующие два определения (см.^1(Г|, 

стр.41-42, [ п ] ,  с т р .444).

О п р е д е л е н и е .  Отображение | Р О С  ^  называет­

ся (̂ ) |*0 “ Н е п ре р ы вн ы м  в точке Хо 0̂С, если N ([рХп , Й~Х01 О 
для любой последовательности Х п е  X  такой, что [ А Л Ы

0  6Х) )  .

О п р е д е л е н и е .  Множество ОС ^  ОС называется |4 -  ^

! Л Ь Н О С Т И  Х.Мх
ть X  ^  и указал ь 

случайную величину Х ^СО С  такую, что (Х ^>  О, л О О

Т в 'Т е о р е м а  (В.М. Золотарев [1 0 ^ ,. Предположим, что чистая 

задача характеризации в пространствах ( Х }|4 )  ? (01, V )  задает­

ся элементами (п~^сй) 3 )  . Эта задача будет (И ,^ -у с т о й ч и -
 ̂ с у  I г  Твок в пределах множества ^  , если выполнены условия:

1°. Множество является |Ч -замкнутым.

2°. Множество является ^  -замкнутым.

3°. Отображение р  ^-непрерывно в каждой течке множества $

4°. Множество О С / является |Ч -компактным.

Далее целесообразно подчеркнуть функциональную зависимость случ

компактным, если из любой бесконечной последовательности ,
V

всегда можно выделить подпоследовательнос

С

чайной величинышны X О Т  6  путем обозначения Х ^  . используя

доказательство теоремы Золотарева, лемму 7 из работы Iю ]  , не тру, 
но рассмотреть*^ количественную устойчивость характеризации нор-

См. также пример в работе В.М. Золотарева |п ( | .
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мального закона одинаковой распределенностью мо:-юма и линейной 

статистики (си. теорему на стр. ) :

Л с м ы а 3.1. Пусть V/ - множество невырожденных случайны: 

величин, удовлетворяющее условию

1и /х  ЬллЛэ Р ( | Х| > N V- Хе V/ |  - 0.

Если случайные величины с . Хл с . . . м X с из множестваV/ - ̂ ЛЬ) ) , ЛЧЬ. -у \
независимы и одинаково распределены, а 4 ~  61;  ̂ -  о ;

причем |й;(<й{ при Г  07= 1 . то любая последовательность
1=1 1 [ у ' 1 I ,содержит подпоследовательность \ | такую, что при1-пI X '

И Х  А у Ь о
для некоторой нормальной случайной величины мо!<в

(ЗЛ)

I с паоаметоани

Другими словами, если выполнены условия леммы 3 .1 , то любая 

последовательность Х х  , \  с> > • • • (где & * —ъ О ) имеет хотя бы
Л С2 / "

одну предельную точку (в смысле слабой сходимости) и каждая пре­

дельная точка этой последовательности принадлежит классу нормаль­

ных случайных величин.

Но если даже соотношение (3 .1 ) выполняется для самой последо-
гвательности

Ч*-
т .е . если

и х  х й -?* О (3 .2 )

при е  а О . то вопрос определения параметров й/ и б" остается 

открытым. Поясним сказанное на примере. Пусть каждый элемент 

последовательности ^Х^^т имеет 5  -тый абсолютный момент, совпа­

дающий с 5  -тым абсолютным моментом нормального закона, т .е .
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пусть

Е|Х л о , ,*  )
( 3 . 3)

где 5  -  некоторое положительное фиксированное число. Оказывает­

ся, что этого естественного требования недостаточно для опре­

деления дисперсии предельного нормального закона (предельного в 

смысле соотношения (3 .2 ) ) .  действительно, пусть ф.р. симмет­

рической случайной величины X. с определяется следующим образом
9  1(0

^  ^  -  нормальный закон с параметрами (X. и 6Г ) *.

^ 2 , ( х )  » если О, -  X  ^ (X + \ /2 ^ .Ь  ^

^  ^ \ — если & + 1 / В. X  ^ (X ■‘г \ ^

{ , если X  > &.•+ к / ь  
ч_ '

где число СГ, для любого ^ 7 0  определяется с помощью соотно- С-
шения (3 .3 ) . В таком случае при ь, о

А , * д )  °-
Оказывается, что этого неприятного эффекта можно избежать, 

если, кроме ограничения 0 . 3 ) ,  потребовать:, чтобы

М[|Х,  1>|)-о,ч,е I 111 'Чь
А , а -

т -^ -о о  гл(о,&„]

где ПА) -  индикатор множества ^  , а С0 -  положительная по­

стоянная. Строгое изложение сказанного приводится в теореме 3.1, 

^еред нами, таким образом, возникли следующие вопросы:

1. Найти условия, при которых выполняется соотношение (3 .2 ).

2. Если сходимость последовательности [X /^ 7 установлена, то 

найти условия, однозначно определяющие параметры (X и ^  пре­

дельного нормального закона.
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Эти проблемы решаются в теореме 3 .1 , для формулировки кото­

рой полезно следующее обозначение. Пусть -  множество невы­

рожденных случайных величин X > удовлетворяющих условиям:

ЕX-а., Е|Х Е1Л |Г
а.б 1 ; ( 3 . 4 )

и  ь и * [ Е Х Г ( | Х | > Т ) ' .  X 6  “1 1 ^  =  0 , 0 . 5 )

Т—> |

(л\Л\/  ̂ Е I X I I
Т->оо 1 1

где СХ^у 0 6?0 -  некоторые фиксированные постоянные.

> т ) Д б б1 х 1 - - о ,  (з .б )

Т е о р е м а  3 ,1 . Если случайные величины /\^ ? } ... } ‘ 'м \^  

из множества -  н

х,Х)....х
независимы и одинаково распределены, а

I
1_ и

ьг \

) И  Чс 1,ь 1

причем
УА,

о.: к  { при и  п г . 2 Е  <Х; - 1 , то при г - > 0
1=1

1 ( М д . Л , в ) - 0 -
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим, что 41 Поэтому, 

пользуясь леммой 3 .1 , заключаем, что любая последовательность 

( V )  содержит подпоследовательность ^ X   ̂ такую, что

при &! — 0  выполняется соотношение (3 .1 ) . Доказательство тео­

ремы будет завершено, если нам удастся показать, что

а !  -  а  . 6 1 = 6 ". (3 .7 )
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подпоследовательность последовательности  ̂ / \ ^

Действительно, соотношения (3 .1 ) и (3 .7 ) означают, что любая

(напомним, что

каждый элемент этой последовательности принадлежит множеству ^Ц ,) 

имеет хотя бы одну предельную точку и что каждая предельная точка 

совпадает с , где 01 и б" -  фиксированные условиями теоре­

мы 3.1 числа. Л это и означает, что выполняется соотношение (3 .2 ) .

С целью доказательства (3 .7 ) для любогоТ ^ 0  функцию О (X  

определим следующим образом:
ЗТ

г

} т (х)

при X 4 Т ,

-  <
Т +Т ( Т - х ) Д при Т 4 Х 4 Т + > ,  

- Т - Т ( Т +* ) / >
О при | X  | >/ Т  -Т X

при - Т  X  -  ЗС ^ Т

где X -  произвольное положительное действительное число. Функ­

ция^, очевидно, непрерывна и ограничена на множестве (—о о ,о о
I ^  Г\ ~при любом фиксированномТ*> 0  . Воспользовавшись теоремой об экви­

валентности определений слабой сходимости (см. [^1^, гл .1 , теоре­
ма 2 .1 ) и условием (3 .1 ) заключаем, что

ш
= Е

(для упрощения обозначении вместо подпоследовательности \  Х ( „ / ]
( V  ) 1 ^ 1 )

будем рассматривать саму последовательность ) Отсюда,

перейдя к пределу при |~ ^ о о  » имеем

к
Т -^ о о

1\РЛЛ_,
а о

Е и . ) ~ ^ |<г1 -  ,
(з.е)
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Заметим, что

Ш
Ь ) Ч ь  =

1
Л-1ЛД, 

Т —> оо
|л-1лл̂
и о

Действительно,

( .

^ 4 0

т >
< II

С"
 ^

0
( гп Ч 1 Ь В ‘ Т

(3 .9 )

-V и

■и.

е ю

и  ё х )ь К | х
т -* *  I  Ю

- к \ м ,  к * * ,  Ё Х
Т - ° > о о  ^ , 1 0

‘ Т ) -

а  $ Т ( У ,

= и  и .  е я ,а « ( V ) .
Сю ^  I/ 0  ^

и, воспользовавшись условием (3 .5 ) , получаем (3 .9 ) . Из (3 .8 ) и 

(3.9) следует, что

и  е х
МгО и -  сс

Так как X / , 4  ОХ , то из (3 .4 )  заключаем, что (Х.~о!. Первое изи
соотношений (3 .7 ) ,  таким образом, доказано.

Истинность второго равенства из соотношений (3 .7 ) доказывает­

ся аналогично. В самом деле, для любого Т > 0  функцию 

определим.следующим образом:

г • Т

'Ч'т (*)

Т
(х) -

х |  4 при | х |4 Т ,

\ Т^~Е I I -|х1)/Х при Т 4 X I ТА
О при | х |  >г I + >
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где ^  , как к ранее, произвольное полокительное число,

вия (3 .1 ) и тождества (Л~(х! получаем, что
Из уело-

Е
ш

ит = Е т Л . . , '

Перейдя к пределу п ри Т ~ ^оо  , имеем

т1а!1ал.  Е ^ Е ) < ^ й|«
т - > о о  гло

Г
(3 .10)

Воспользовавшись условием (З .б ) , нетрудно доказать, что

Е I X
и о

Из (3 .10) и (3 .11 ) заключаем

И  Г  Г  рI , I “  Ал (М/ Ал\лл- !_
т - > ^  и О

Т Л Д  СЗЛ1)

мл,  Е  | Х(Л Р  -  Е  | У

IД I г
Б силу О л )  Е  I X  -  Е  I и> Следовательно,

Е 1 ^

а поэтому 5 0 6 '.

Теорема доказана.

а  .6
У = Е Е И Г

С л е д с т в и е .  Пусть ^Ц,  ̂ -  множество невырожденных слу­

чайных величин, удовлетворяющих условиям (3 .4 )  и

!ил̂  <кл^>^Е|Х| I ( | Х|  > 1 )  ■ Хс 0 1 ^  = 0,

где а ,< о > 0  , О -  1 ~ некоторые фиксированные постоянные. Если

случайные величины Х,| ^ из множества 0 ^
I

удовлет-
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воряют условиям теоремы 3 .4 , то при ^ О

- ? 0 -

Доказательство очевидно.1

3 .2 , Оценки устойчивости в теореме Г. Пойа

Настоящий раздел посвящен проблеме построения количествен­

ной оценки устойчивости в задаче характеризации нормальных распре- 

делений, связанной с теоремой Г. Пойа (см. стр. |2 / ) .  Соблюдая 

обозначения, принятые во Введении при рассмотрении общей модели 

задачи характеризации, отметим, что в случае теоремы Г. Пока X  -  

это пространство двумерных случайных векторов, а чистая задача 

задается множеством случайных векторов

независимыми одинаково распределенными компонентами, имеющими ко­

нечную дисперсию, множеством случайных векторов И ' и  

с одинаково распределенными компонентами и преобразованием

1 0 \
.а I ) ’

где (Я, -  положительные постоянные. В определенной таким обра­

зом чистой задаче характеризуется, как видно из теоремы Г. Пойа, 

множество С/ случайных векторов с независимыми одинаково распре­

деленными нормальными компонентами.

Первым шагом при рассмотрении устойчивости этой чистой зада­

чи будет следующее

О п р е д е л е  н и е .  Случайные величины X и У  назы-

1

1Р =

ваются (N , С ) -одинаково'*' распределенными, если

х"\
'  |Ч -  произвольная фиксированная метрика в пространстве 

случайных величин.
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Задача количественной оценки устойчивости теоремы Гв Пойа 

(случай впервые была рассмотрена Л.Д. Мешалкиным

При этом использовалась равномерная метрика

Т е о р е м а  (Л.Д. Мешал кин). Если Хд и Хо - независи­

мые одинаково распределенные случайные величины и Ё  X . -  0  ,

Е Х , Ч , Е 1 Х , М ^ о о .  а Х 1 и ( Х ,+  Хл ) / ^  ( § , * . ) -

одинаково распределены, то существуют постоянные С и Ь 0 , за -
_____ _______ А / р л <;висящие лишь от М г такие, что при 0 ^  ~

Л , -

) ~

\ /ь
§  '■ 'Ч  > у “  )

где -  нормальная случайная величина с параметрами 0 и I . .

В связи с этими исследованиями Л.Д. Мешалкина возникает сле­

дующая задача: изучить количественную устойчивость теоремы Г.Пойа 

для произвольных положительных чисел (X и , которые удовлет­

воряют соотношению 61 -  1 . Изучение случая отрицательны:-:

(X , Ь » как нетрудно заметить из доказательства теоремы 3.2, 

не представляет затруднений. Мы также рассмотрим зависимость оцен­

ки устойчивости теоремы Г. Пойа от порядка конечных моментов ис­

следуемой случайной величины X « , т .е .  от Ч, , который опре-
г- I \/ / 'г .

деляется условием Е | Х , | Ч м 1, ь  о о .
В теореме 3 .3  данного раздела исследуется устойчивость тео­

ремы Г. Пойа (случай <Х- 4 = 4/^) в метрике (см. стр. Ь ). 
Интерес к такого рода исследованиям возник в связи с поиском мет­

рик, отличных от метрик типа 2 ,  , в которых возможно построение 

неулучшаемой оценки устойчивости в изучаемой задаче. Понятно,что 

при таком подходе, как отмечает В.М. Золотарев [ и ] ,  может сло­

и ться  ситуация, при которой мы можем получать хорошо очерченные 

ответы в "естественной" для заданной задачи метрике, но при этом 

хотим иметь аналогичные ответы в терминах метрик, выбор которых 

диктуется, например, соображениями возможных приложений. Возни-
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кает, таким образом, задача сравнения метрик в форме построения 

оценок одних метрик с помощью других, В данной диссертации мы, 

однако, не руководствовались целью построения наиболее точных 

такого рода оценок, считая, следуя В.М. Золотареву [ п ^ ,  решение 

проблемы (равнения "естественной'* метрики и метрики, нас инте­

ресующей, самостоятельной задачей. Так, например, мы ограничились 

приводимыми на стр. 8 4 ,  ЕУ* оценками метрики через метрики 

Л  и I -  (определение этих метрик приводится во Введении).

Переходим к формулировкам и доказательствам результатов дан­
ного раздела.

Т е  о р е м а  3 .2 . Пусть вА -  независимые одинаково 

распределенные случайные величины, а V  оди­

наково распределены, причем С\ Д  -  положительны и (Д  у -  1 . 
Пусть, кроме того,

\ЛлЛк/Х- I (X

Если К  -  натуральное число, К,7/Ъь и

Е Х 4 -- 5-1Х О,© 1

Г
6= и ....... М  ; Е I I == Н ^  Оо;

то существуют такие положительные постоянные С - С(Х, М ^  
и ^ о г ^ о [^ | * ато при

(3 .12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко заметить, что
Если



(I(Б) - (Б) -  Бело1?

то из независимости случайных величин X   ̂ и следует, что

V -V Я (3 .13)

из соотношения (3 ,13 ) получаем

(3 .14)

Полоним  ̂ 2, ^ } ~ 0  }

О • -  !М/&/Х 
«1

Пользуясь равенством (3 .1 4 ) , имеем

Ш 1 ы У 14  е л с ь 1 -б '‘Ч ^ )Ч ^ ,  / 2 * \

+ (ОСЬ

Ил-О/ЗС.

' 1

- Ъ Ч Ч ^ / 1 )  ^  №
и  Н ^ ч с

Ц^О н-

4-

+ УуиСХ^С 1Ц441 М Х Х у Х , I к (X) ( + \М Л кл С 1-ВД
а . / л ^ а ,

14 1



Обозначим 4.; = С̂= 1ВД
Тогда

0 1 ^  О -;., ^ - 1  +  й ; 1 ^ > С +

+ 9: , к А М У Х .  (б; V V -1 . 0: -  - , I + ^ I •ы ------г  1-1X1 ) НЛН
Отметим, что через [_ \^ \  мы обозначили целую часть числа Д  . С 

целью упрощения выкладок вместо последнего соотношения рассмот­

рим соотношение

М  + 0и, + ^  . а15>
Так как Н  1 , то нетрудно убедиться, что это упрощение не 

умаляет общности доказательства.

Перейдем к оценкам величин К  : . С этой целью заметим, что
ОО | 0

К [4;) = 5 Ч х  с| [ р ( х )  -  С г ( х ) ) ,
_ оо

где Г ( Х ) -  ф.р. случайной величины Х |  , а ~ ф.р. Слу-

й вел
А .

чайной величины ( х Х ^  Справедливы оценки

I !  ̂ 2 б ( и  м ) 1
- А

I 1 Л ( Р К ) - & И и С ( ( 1 , М 1) А - 1,
|% |>А

« С 1(1,М1) « Е | Х , | 1  ̂ Е 1«.х,+ еХ1| Ч Е | Х , 1-

+ М Я ^ М Г 1 Е |Х, г +  С М ) н Е 1 У ь) =ч
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= ( М ^ М 1 ) е |х , г  4 [ и г '1'1 ) и I

Положив А = г. - \ / ь
, имеем

Так как

1 № 1  4 ( С | + г ) ( и Х г - , Л )

(• - Г  Ч , Л . ™

К; 4 С; | (+ Г ) г .  , (3 .16)

где через С. мы обозначили с,+*.
Соотношение (3 .15) с учетом оценки (3 .16) перепишем следую­

щим образом:

6. - (2-а;ч + 9с_,) 6^ -+ С [  I  П + 9
откуда голучаем, что при Ц * > 4  С

9; 4: ( 2аи  + 9С_, ") ^ а (Ч+ ^ 1 - л ) С 1 (̂  +

+ = (2,ам +01ч) ( Ь ^ + 9 ^ )  0 ^
3

■+ (1 <)) С 1, ь  + ( ) + & 1) ь ^ . . .  ^

(3 .17)

-  (г а Н  + ^ й ) ( г а 1- г+^ - л ) -  ( Ч - ^ Н - 3
н

*=0 ' 1-1
{ ^ - , - Л1ч-к  1-4-к,

+
) ^  / г I о - л  г IЦ ь  - ф - а  ) С 1 ^л
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Обозначим

Т >  1У1ХХ/Х, - . 1 а ; >, Г .) \гЛ, -  МЛХ/ЗС
О ^ Ъ м ,

к

Так как дня любого ( ^  I  

? 4 ЛЛ| (4+ & 0 ^  ,
то из оценки (3 .17 ) при М ,4 Т ~ | имеем

У  И  -

9 , . . . ,   ̂ ( 1 а м+
1УЬ

(2<*Д)ч>+

+ 21 (2дм+ 9̂  )(2дт_̂  ( У ) - .  У™-++У  к
Ы )

< (1+4 г 4(|у' - ^ ) ’\ г  I <I Р ~ м -< > / - /
С  + И +  X)

* = Г ' , ( < * Д » Г < а „ с 1 „ . ( . . . а 0 о . -
м+1 0.

1 ' ’ ‘ ~ч м - 4+ ь 21 У ( ( + 2 Д  У & т ■•• (I ,ЛЬо
* ( М “ К

Г 1 г . п - м - \
I- С 1 ь

Заметив, что

й № а н . . . й м д 4 й ^ с о о ( ) [ 4  С1 о IX 1-

получаем

е „ «  *  о *  « ,
м+4

кУ' ( с ^ е
м + (

О а УЛ
к ■ К Ц

4=0
+ !:;



+ с Я ( к ^ 2 , ( ( + 2 У „ Г '  (С1е *I

П * .  г ,Так как то

Т г ^ ~ ^ Л )  -  Т  1 - 1 к Ч - ( п' к ) -
Ьо Ьо

4 Г1 ГГ'Г V а<_1 М) ̂ с, Г̂ " 1

где С ,  -  ^  Ш  -  \ ) .

Таким образом, справедлива оценка

Обозначив через Г ~ (х ^  гамма-функцию, имеем при Х у О

1тл— О



х &ыЪ У  ( Л  С

е^р
Я (ль (о

р 4 У Р Г(|э

Следовательно, 
Г

^ ( ^ г г т ')г и с , б ' г г с г
1У1=<

» ( 2 и 2 ) " | ( с я , 0 . к с м ( и г ' с Я . < « >
Условие для моментов случайной величины X   ̂ позволяет заклю­

чить , что для малых значений I 'Ь |

|Ц+)| 4С5№ ,
где с5=е  |Х, 1 ' А ^  ^  г  (Щ )2 1' ' Л 1I

Отсюда получаем оценку

е . ^  _ ь= Схь. (3 .19)

Так как

Г г  й 2. С Г  бч 1 ~ у с {/1 )

то из соотношений (З Л 8 ) и (3 .19) при малых I  > 0  имеем 
Т

^ ( и ^ т )х+1№ г Г г А+"Рсл е г лг*- ' о А + 2 - Д|
т

Г (р) ( С А  С ь ) г  ,  ^ - С , '  2  С 2  бн Л Н ^ - » >
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Будем рассматривать лишь те > 0  » Для которых

2 ( 1
Ь 4 с; Ч ч 1 (3 .21)

Из оценок (3 .2 0 ) и (3 .2 1 ), в частности, следует, что

в * ,  -  ^  <3.22)

гд е С ц  ~ 2 ,  +  Г ( 4 г 2 . ) ^ Г ( р ) ( С |  1- С 3 )  С / 2  +  ' .

Предположим, что для всех 1с } к, 4  И4. ( и ^  Т 7 - ^  справед­

лива оценка

0 ^  4   ̂ (3 .23)

где  ̂+ -С). Докажем, что она справедлива и для

^■=.^+'1 • Действительно, справедливость (3 .23 ) для тС= 0  при

малых ^ > 0  следует из (3 .1 9 ). Далее будем рассматривать лишь 

те & > 0  , для которых

С?г4/" ) т  и .-+ (3 ,24)

Из (3 .2 2 ) в таком случае следует, что (3 .23) справедлива для лю­

бого к , к  4  Т

Предположим теперь, что (3 .23 ) справедлива для всех ~С + I  } 

Г +  1  1_ , где

~ [_Ы г ) ЬлуЬ/^Му  ̂ ' ;
и докажем, что она справедлива для Т Ч  {н- 1 . В  самом деле,
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из определения числа Ь , оценок (3 .22) и (3 .23 ) инеем

° г +Ы  ' Д  + Кс + С \ ф
I

4 2 ет *  2 -
*  4 . 0

г

Г + 1  1
с! е ( М — '̂Сч- Ж* + Л Л

4 _ 1 ь Д
I

г. Л Д
+  Н у  I Ц  Ь  ' +  

к-о 1 ь

+с('б (1+ Г (тАо)) о- С*
г ( 1  г / г 1 ,  у гг \ +
Г Т С| 1 ^ м Ц  + ^ т п ч ) ^  г .-V -

Следовательно, (3 .2 3 ) справедлива для любого /к ) 'к й  \-<.
Так как

1 Д  4  7 Д  . 1 б Н с ; ^ ( Ь Г )
1=т+| 2  и Т  I 1=т (• 1 ь т н

ТО

1 I.
,  п  Л I А +

2  ~  I * г  + ,1--Т+1 4с--г
1 [ е Н с ; н и г ( Ы ) ^

-  (Сй + 4
*1 ' 1
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Мы, таким образом, доказали, что

1д  т с ,

1=ТЧ
/ . г М -  г '

{ - 1 с  С < ] 1
(3 .25)

Из оценок (3 .2 0 ) ,(3 .2 1 ) ,(3 .2 3 ) - (3 .2 5 )  заклинаем, что

1 о. к т с  + \ + ^ с ; у _Л: , . , Т , , . , , ,  , (3 .26)

Согласно известной лемме Эссеена (см. [1 5 ], лемма 1 .1 .1 1 ),

С-4 1

для доказательства утверждения нашей теоремы достаточно показать

, чтосуществование такого

С ° т~ й — А  - А  А
где О  -  некоторая постоянная. Полоним I - = Ъ Ь  
Так как для I >, (

Л
К

А
и, кроме того

Л .

\

1 Ц Д Л 1  Д  = й  ̂ ,

.1

( | Ц А ) Л |  к С3 \ Ч ы  И  - С3а Д
О о

то из (3 .2 6 ) заключаем

.т.

О
1

{ - ‘Ьр/ъ
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Отсюда и кз очевидного замечай]зчания ш -о г  ц ч

что

Д , б )  -  | ( 2 С 11 + Ь' + 1 Ц

следует,

1 - Л Иг
6

Справедливость соотношения (3 .12 ) доказана.

Теорема 3.2 формулировалась для ^  из множества натураль­

ных чисел. Заметим, что ее легко переформулировать для произволь­

ных Ь , удовлетворяющих условию *1У/ 3 |р  •

Переходим к построению оценок метрики через метрики

>  и Ь  . *  . .

Пусть случайные величины X и у  удовлетворяют следую­
щим условиям:

Е ( Х - 1 )  = 0 Е ( Х М г ) = 0,
Оо

]
— Оо

X
и *  ̂ ( Г х м -  ( х " ) )  1 -

чтопричем <1Г > 5  >/ 0  . Докажем,

поло ± ^{хл)4м*(х,с5м2ЛнЦ хл]I Ч

Действительно,- легко убедиться в существовании таких точек Т„>0
■\> о • ЧТО

^ Л Х Л )  = к ^ Л Ш _ | | 1 1 , 1
5 Ц;КТ0тл^ ( М 7  ) Т с
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1

то при 04 1̂1 4 [XЛ) (число определяется ниже)

' ( 1 ! - Ш 4 ( Г ^ Н
щ г + ь  р  и 2+а 1 “ ь

Заметим, что \  ^  \  , т ,е .  Т , » ( .  и поэтому при 0^^4  1
справедлива оценка

ч-
X

— V

Отовда следует, что при 4 1-̂  | 4 |
7

' , ( « -  ^  (Ч | № ^ 4 т Г ^ Ш
Л -Ц Х + ь )

В итоге при имеем :
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X
т Л

17
1 ~2Л  Л Л И ;

) Ь V  _)

Если, таким образом, Т 0 4  \ , то

^  ИлД уХ
/{—к,(Я+ь) /'-̂ "11 \ -Л  )

Н « А

то

т л л / л
и|-ыа

М/Ск/Х
Л и т о

{ х Й - | 7 ^ ) Х

4  [ЛлА/ЭС

о Л | Д X 7 ) 1 У;

и поэтому

) 4 к « Ц г х Л  Л  ( , -5пм  Л

Выбрав 1ъ ~ '1 //^ Я т Г ^ ,  получаем, что

^  ШХ^С ( г ,  г Г м,

Используя неравенство Т ф  4 Т >  , заключаем о справедливости
оценки
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Отметим также, что оценку снизу метрики ^  через метрику 

Леви легко получить, воспользовавшись следствием из теоре­

мы 2 в работе В.И, Золотарева которое здесь мы приводим в

качестве следующей леммы.

Л е м м а  (В.М. Золотарев). Пусть 21 -  случайная величина
/ч

с функцией рапределения, спектр (носитель меры) которой принадле­

жит интервалу , 1 /2 ,)  . Если ^  у 0  ,

)Д  = $и4> № ) !  "Ь

с = -
X

1
оо

V' - н
си

то справедливо следующее неравенство:

и м )  4 И + 1 д ) ( 1 С д ' ) ' я < л ) .
Пользуясь этой леммой, заключаем, что

^ ( Х , Ч )  >1_ь ь( Х Л ) / ( ( ^ +5̂  ^ + ^
,5+Ь-

Переходим к построению количественных оценок устойчивости
<У

характеризации нормального закона в теореме Г. Пойа в метрике ^ •

Т е о р е м а  3 .3 . Пусть Д А  -  независимые одинаково 
распределенные случайные величины,

Е Х , - О ,  =  ,

а Х |  и (X ^  ^  / ( I  ( ^ , б )  -одинаково распределены.

Если 8  > 0  , то существует такая постоянная Ь, = ^  (б )  > О



-  88 -

что прии 0  4, I  4  Ь

'5  1^1 > 4 , 1  1 ~ Ч , (3 .27)

где -  3 2 ,  [ М ( 1 Г  ( 4 - 2 .  

Если же Ъ- О ,  -  Е

-5 /2 .  \  Ч

112 ^ 9 О , 0 л к | )ТО существует
такая постоянная 'с, -  1 -,! П , с Г )  , что при 0 -  2. -  I

'М |

0̂ ) 4 Ч % (3 .2 8 )

где

Д о к а з а т е  ль с т в о. Заметим, что

х
(3 .2 9 )

1 ГчУ
Действительно, пусть р  (з с )  -  а .р . сичметризованной величины 

Х - Х ( - 7  , где и ^  -  независимые одинаково распре­
деленные случайные величины. Так как

п  х I  {* °

\ -  оо
СосХ;Х с| Р (

)

то

у~
X. №

I ({- Сеэ’к х )  до Р ( х ) г
— Сю

Оо

сю

I  / °
X  Ч  4 Р  ( х Н  4 -  ( Р ( х  1=

г. о ) х

= ^ . г  е  Ч  ЧI  1



Учитывая оценку (3 .29 ) и условие независимости случайных
хвеличин . '  

следующее тождество:

и Л̂ р , заключаем, что при выполняется

Обозначив

из соотношения (3 .3 0 ) имеем, что

УН1-  .
Отсюда заключаем о справедливости следующих равенств:

Поэтому

(3 .31)
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Из условий ) Е Х *  ~ 1 следует, что

' р ( л ) =  1 . ^ - — = - 1  ■
Х -> 0 Х -> 0

Отсюда, пользуясь равенством (3 .3 1 ), получаем
<оо

+ I ,  Я
г-о

Так как при О 2- 1 * '
]

I  I

V  ;
 ̂ ь { ь

2,
>

2. ,

то при 0 к Ь 4: \ 1% имеем 

т . е .  при ОС"ь 1~ \ } 0 - 6 -  -  \ (%

| Н;) | ^ 2  ь 4 6
Следовательно, 

0° фо

а а 5 л  2.
(-0

- г
-$ /Л г

Мы не рассматриваем отрицательные значения \  , так

{ х и ) а 7 и и
X 1 Ч 1

(3 .32)

(3 .33)

как
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Пользуясь этим неравенством, соотношением (3 .32) и оценкой

м 1к к
получаем, что при О Д  х  I , О к ь к  { / в

к
Л 1/1 л %  , и - Л ) Л %

~ 1  ' к 1 1-е. Л( I

У Ь х

д  1 (, ^  Ык ) + ] ^^лиЛ/эс  ̂1, ь

^  т - Н  ■* < Л

М  ( Г  ь \
и ь ?

/V
~ ь д

1 1

Отсюда заключаем, что

$1СЬ
№ 1

Т Х ( Д - Де.
Д.+ 5

Далее докажем, что

т /со о с 1 л Ъ
V

- I

н и  ь

К - 1 ~ ^ (3 .34)

^ { и и / и ^ о . з ъ
для всех I  -  [гЬ') , (5,,- достаточно малое положитель­
ное число.

Определив
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(Напомним, что через 

в области

Л  ммы обозначаем целую часть числа ) .

фиксируем точки 0 :  ( ^  -  [2 ] I. ^ 

чениям теоремы 3 .2 , положим

1 4 {   ̂ \/ь

*  и , 1 . Следуя обозна-

к (4) + Ге. 11/1 г
X, №

е р ] V е!1-| • 4 Т|) ' )
Заметим, что

УП/Х/2С и 2 ]/\лу*0\/г̂ /г
и  4 ^  4/ь с\ 4 (  ̂ 4с

Для оценки К / ^ )  в области , таким образом, доста-

^ , где  ̂ -  любое натуральное

Пользуясь соотношением

точно построить оценку для 0 (' , 

число из интеовала | д } 4

И -  к  и -X4 XI
х . (*<1- \ ) / Я

легко заметить, что

к Н О  -  ь №-Л/г

« е  ( I ) -  ?
Л ( Л  * 0Д1 Йг' • Отсюда заключаем,



-  93 -

ЧТО'

0 ^  ^  I  9 ;  е. ^  ‘ 1 1- 0 сл +  к - \ .  О .(3 .36)

6 'к - Л  верна оценка

(3 .37)

А } -- К  , из соотношении (3 .36)

Докажем, что если для всех О ^  ^ I ( I

1  ;  ь  -
то она верна также и для | = С + { .

Обозначив

и (3 .37 ) получаем цепочку неравенств
I „ ■

0-  ̂ 2<я: 0; +2ь 4 2 а. О и  •+
1-+ \ 1  ̂ 1

■ + 2 ь  = 2 1 сц а - _  0 ^  + 2 ^ о.; ^  -»• 2 ^  ^

+

^ 2̂ а.: а; , а.. 9 ;  , + 2 ■+ 2  &*[ ъ ^

■0 2 ^  ^  . . 4 2 “ ' - )  а : . . .  <4. 0 .  Л
И -

+ 6 ^
("О

V I
*

О- ̂  .. . С(. > ^ -4 2 / 6̂  .

Так как

а- . . . (

V

I- т.
I

—

Ср. с соотношением (3 .15),



-  94

то отсюда имеем, что

И •V
4 н 4 - ,  л

=  ( з д \ - 2 “ г 1
] 1

Мы, таким образом, доказали, что

^  4 ъг & 0  •
(3 .38)

Справедливость (3 .37 ) при О 4 Ъ 4  6 ^  для ^  ^  выте­

кает из оценки (3 .3 4 ). Поэтому из соотношения (3 .3 8 ), получен­

ного на основе (3 .37 ) при ^  I ( ^ » заключаем, что

(3 .37) верно и для ^  С-+4 . Следовательно, (3 .37 ) имеет место 

для любого  ̂^  при 0 ^ 1  Это, в свою очередь, означает,

для любого натурального С } к I  к  1с ? справедливо нера-что 

венство

 ̂ ы [ \ л Ч Ц { \ - 1 - б Д
г )

т .е .  что справедлива оценка (3 .3 5 ). Из (3 .34 ) и (3 .35 ) получаем 
(3 .2 7 ).

Займемся доказательством соотношения (3 .2 8 ) . С этой целью

заметим, что
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X,

с>о

оо

I ) X ,
- 1 - а х + - у - *1(х)~К+да

оО

- I 5 | х !
*■ ' Уу\л.Уи ,

V ( ,-
‘ I - ь

_  ло

к

I

Так как

К Г + Е | ( Х , » У / а
то

I!

Пусть ^  -  некоторое положительное число, удовлетворяющее соот­

ношению



Нетрудно убедиться, что таковым числом является, к примеру,

-1 / ( 2 . Л ) / 3
При 0^ "^  Ь 0 , таким образом, имеем

1-Г \ I /- Ч . I ~ ̂и м ч и и - ч ь ^ А ) м 2, Д
1 Л

Обозначим С = н -г(и ^ / Ч  . Так как

к.  \ т Ь 1 )\ = | ^  \ ± / 1 к/ь) | л 4+ч ч 4

а ы  е„ м м т г
1 / ш А ;

П
*  /

и  №Д С М г

то, пользуясь (3 .32 ) и (-3.33), получаем оценку

1 т [ Ш |   ̂ I  | М ^ / ^ А
Ь о

1-

с о

+  ^  | -К.. (-Ь / 2  

Ь  N+1
4 /д , ^ Я с  ( N+1)  +

+ 2 С „ Ц , г П
< / №

где е 10, {/% ] , 1, у/ Ь М ̂
- Наша дальнейшая задача -  найти минимальное натуральное N .

( и - и / .

удовлетворяющее неравенству
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П М -И )

^ ( И + Г ) > /  Я О М ^  Я  *  / ( { -  1 Л  )  (3 .39 ) 

(мы воспользовались оценкой С л  10  ) .  Обозначив

К • 5 М  2 Л / ц ( < - г Й ) ,

потребуем выполнения соотношения

N + \ >/ К . <3-ад>

Упростив с помощью (3 .4 0 ) оценку (3 .3 9 ) , убеждаемся, что достаточ­

но рассматривать следующее неравенство:

т«е. достаточно положить

^  Ьл,
2я

N - 1Ш) = 1
11,1 * л , Ч ь

Здесь & ^ 1 0 , ^ " ]  , причем определяется на основе следуц-

\ / а * ь )

2. ' -  '  ' 2 . Л  ’

них соотношения:

(К г' 4 Щ  , > Ъ  И
N ) + Ь  К .

При 0 4 Ь ^  ^  » таким образом, имеем ;

| т м * М  ^ й
г и 1

ь  Чм, Ч ь  .
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Поэтому при* ( К  1: ^  1 . о а и ! к

X НО - X '1 леГ^И-еЧ» . 1 1 ^ 4 I

IIЕсли ~ положительное число, удовлетворяющее неравенству

ъ т ^ & Я ь ' . и 1/,
■ *  1

I
и ) I  
I . г  >

то при ~ ^  для ЛЕЙ0Г0 ^  выполняется оценка (3 .3 7 ).

Поэтому

т х ^ с
4- -1е 1/1»

1 Х Но - с

(3 .42)

На основе (3 .4 1 ) и (3 .42 ) заключаем, что при » где

, выполняется оценка (3 .2 8 ).

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  I .  Нетрудно заметить, что порядок в по­

лученной оценке (3 .27 ) неулучшаен. Об этом автору было сообщено 

Л.Е. Клебановым.

З а м е ч а н и е  2 . Достаточным условием конечности мет­

рики являются следующие соотношения:

Е ( Ч - Ч )  = 0 ,  Е ( Х М г ) - - 0 ,
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оо

— оо
X

1+Ь с!(ьл N  - И  I ^ с о

Отметим, однако, что условие -одинаковой распределен­

ности случайных величин X .) и при ^  ^ О

в теореме 3 .3  не означает, ичто у случайной величины X  су­

ществует конечный момент порядка 5 •

3 .3 . Оценки устойчивости характеризации вырожденного 
нормального распределения

Если К * , )  -  функция распределения, то понятно, что соот- 
г  г  2,ношение г -  Ь характеризует вырожденное распределение.

Спрашивается, что можно сказать об Р , если в некоторой фикси- 

рованкой метрике М выполняется условие' '

^ ( ^ р , х р0 4 6  <3-«>
(напомним, что через X г- обозначается случайная величина с 

функцией распределения р  ) .

\ с Т х а р а к т е р и з а ц и и  вырожденной случайной величины 

независимостью статистик (мономов) впервые рассмотрел Ю.Р. Га- 

бович , | з  . .

Т е о р е м а  (Ю.Р. Габович). Если 0 ,  то

5уШ э Сл ;! ' о [ Х  Х р  V ,

х Ц х Ек Л  Е 1

Множество случайных величин, удовлетворяющих условию (3 .4 3 ),

будем обозначать через 8>
Г  •
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где -  класс вырожденных случайных величин.

В заметке Ю.Р. Габовича и Ю.Ю. Мачиса приводится сле­

дующий интересный результат.

Т е  о р е м а  (Ю.Р. Габович, Ю.Ю. Мачис). Существуют такие 

постоянные С 4 и с ? . чтог

С, ^  ^  I (X ХЕ]

(здесь 1_ -  метрика Леви).

В данном разделе мы займемся оценками устойчивости характери­

зации вырожденной случайной величины одинаковой распределенностью 

статистик.

Если Л  и < хХ  одинаково распределены и |& | ^  { , то, 

очевидно, X -  Х р  . Следующая теорема посвящена изучению оценки 

устойчивости этого предложения.

Т е о р е м а  3 .4 . Вели

пределены (X
X и а Х одинаково рас-

^0 ) 1 и существует такой * СуО  , что Ь / Х |  ~

=  М ь ^  0°  , то

1 ( Х } Х е ) - ( ^ 01 ) I  Ьл, + М  ̂ о} ь }

где О. -  миХос  ̂ | а |  ; 4/ \  & \ )  ■

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В зависимости от значений 
случайную величину определяем следующим образом:

X, - ~ Х / | а Г
х ^ - к г х

, если

- - | х а ,  1 - 0
)

, если
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X ~ СО X , если 0 СО ^  '1 )

X к = X /  аЛ , если а  > {.

Очевидно, что для любого натурального справедлива оценка

^  а г  -  1_ Х 1А X

Пользуясь неравенством Чебышева, замечаем, что при О

> 6  СО а

. Тогда

Пусть теперь В этом случае тлеем

Р Ц Х п  > ь ) = р1 1 М > Ы ^ ) ^ М ь Л 1 60
н

Т4 /* I » / \ Г
Положив ь , получаем
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Случаи — (к, 0  и & > {  рассматриваются аналогично.

Теорема доказана.

Легко заметить, что если X? - независимые одинаков;

Хч и Х* + X ,  - одина-распределенные случайные величины, а / \^  и / х^-+ 

ково распределены, то -  Х^- • Рассмотрим оценку устойчивости 

этого утверждения в метрике А (см. стр .й  ) .

Т е о р е м а  3 .5 . Если Х^ и Х ^ ~  

распределенные случайные величины, а 

-одинаково распределены, то при О 4 Ы  \ /%

независимые одинаково 

и / \ ,  -г /\„  I л

~ О -  ь  ^  ■

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим

Если

то, пользуясь определением метрики 

№1 -

(з.ад)

, легко заметить, что при

 ̂ ( "М1 ~ % ь .
Уравнение (3 .4 4 ) , очевидно, эквивалентно следующему уравнению:
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4"
V

- { 1  Ч х 1 * и И  М - - о .+
 ̂ I ^

Пользуясь этим соотношением и оценкой ■ + | >/ 

получаем, что

1АI Н О  -  ^ ( - ь ) - е д г  о , (3 .45)

где В Д  -  действиьельная функция, к ( / ^ ) | ~ 2, ь  при
щ \ / е .  ин . таким образом, задачу решения уравнения (3 .44) для 

комплекснозначных функций свели к задаче решения уравнения (3. 45) 

для действительных функций.

Решая уравнение (3 .4 5 ), получаем

_ I

Так как О ^ [ о ) - 0  ) " ^ [ 0 ]  -  0  , ^ ( /’̂ )  -  непрерывная функция, т 

единственным решением уравнения (3 ,45 ) при |~Ц является

К (-(:) = ( I -  ^ П Т Щ У  ) / Х .

Из оценки [ а д и ^ ь  следует, что при к  и

и (к) й ( Ч и )  / I :
Отсюда получаем, что

^  И: к ^
( к Н   ̂ ('!- Н ' З ь  ) /Н

1

т .е .  что А ( Х 1}  Х Е к 2  Ъ )  / Н .
Теорема доказана.
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