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SUMMARY

In practice we often have to calculate extreme values of a sequence X, X,,....X, of random

variables. Extreme values are mathematical models of objects in many technical and economical

sciences.

In this work maxima of independent and identically distributed random variables X, X,,..., X

n

with distribution function F are analyzed. We calculate maxima means for Pareto and Buro
distributions and compare theoretical values with known estimates [2]. We use limit theorems for
maxima means when the set size n is large and find the estimate of convergence rate for Pareto random
variables. When the set size N is geometric random number maxima means for Buro random variables

are calculated.
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IVADAS

Per pastaruosius 50 mety ekstremaliyju reikSmiy teorija tapo svarbia statistikos disciplina
taikomuosiuose moksluose. Taip pat ji vis placiau taikoma ir kitose disciplinose, pavyzdZiui,
sprendZiant rizikos valdymo problemas susijusias su draudimu ir finansais, telekomunikacijuy,
ekonomikos, ekologijos, meteorologijos srityse. Taikant matematinius modelius daZnai tenka
skaiCiuoti ekstremaliyjy reikSmiy skaitines charakteristikas. Taip pat sudétingesniais atvejais, kai
neimanoma nustatyti ekstremumy pasiskirstymo désnio, skaitinés charakteristikos yra vienintelis budas
reiSkiniui aprasyti.

Siame darbe nagrinéjama paprastoji atsitikting imtis X, X,,..., X, i§ Pareto ir Buro generalinés
aibés. SkaiCiuojami maksimumy vidurkiai, kai imties didumas n yra fiksuotas ir atsitiktinis,
pasiskirstgs pagal geometrinj skirstinj.

Pareto skirstinys, pavadintas italy ekonomisto ir sociologo Vilfredo Pareto (1848-1923m.)
garbei, yra laipsninio kitimo tikimybinis skirstinys. Jis buvo pastebétas daugelyje gyvenimo sriciy,
taCiau pirma karta V. Paretas ji panaudojo apraSydamas turty pasiskirstyma tarp asmeny. V. Paretas
paaiskino, kad didesné visuomenés turto dalis priklauso maZesnei visuomenés daliai. Si idéja kartais
vadinama Pareto principu arba ,,80-20 taisykle®, kuri sako kad 20 % populiacijos valdo 80 % turto.
Ivairiose gyvenimo srityse ja galima interpretuoti jvairiai. Pvz.: ,Imonés parduodamos produkcijos
asortimente yra 80 % prekiy pavadinimy, kurie duoda 20 % apyvartos, ir 20 %, kurie duoda 80 %
apyvartos® arba IS 20 % klienty imoné gauna 80 % pelno, o i§ 80 % klienty — tik 20 % pelno*.
Pastaraisiais metais Pareto tipo skirstiniai (1 < a < 2') populiartis finansiniuose modeliuose, kai finansy
rinka apibréZia ne Brauno judesio modeliai. Sis skirstinys naudojamas pajamy skirstiniui modeliuoti.
Jis taip pat naudojamas ory sinoptikoje temperatiiros ekstremumams nustatyti.

Darbo tikslai yra rasti tikslias maksimumo vidurkiy reik§mes ir jas palyginti su Zinomu jverc¢iu
[2], iSnagrinéti maksimumy vidurkiy ribini elgesi, kai n didelis bei rasti maksimumuy vidurkiy
konvergavimo grei€io jvertj, taip pat iStiri maksimumo vidurkj, kai imties didumas N yra atsitiktinis.

Darbo tema skaityti praneSimai Siose konferencijose: VI taikomosios matematikos studenty
konferencija, Matematika ir matematikos déstymas - 2007, Matematika ir matematikos déstymas -

2008, VII taikomosios matematikos studenty konferencija. PraneSimy medziaga pateikta priede.



1. BENDROJI DALIS

1.1 EKSTREMALIUJU REIKSMIU TEORLJA

Ekstremaliyjy reikSmiy teorija yra tikimybiy teorijos Saka, jungianti daug taikymy ir teoriniy
matematiniy rezultaty. Tod¢l $i sritis yra idomi tiek tikimybiy teorijos specialistams, tiek inZinieriams
bei statistikams. Daugeli mety $is mokslas buvo glaudziai susijgs su E. J. Gumbelio, idomios ir
{vairiapusiSkos asmenybés, veikla.

Ekstremaliyjy reikSmiy teorija tiria atsitiktiniy dydZiy maksimumus ir minimumus. Tai yra
ekstremaliy reikSmiy skirstinius, pozicines statistikas ir virSutines bei apatines riby perZengimus —
vadinamasias skirstinio virSuting ir apating uodegas. Ekstremaliyjy reikSmiy teorija yra taikoma
{vairiose srityse, kuriose dideli nuokrypiai yra reikSmingi. Galima paminéti tokias sritis, kaip
aplinkosauga, meteorologija, finansai ir draudimas, medZiagy atsparumo tyrimas. [prasti statistiniai
metodai dideliy nuokrypiy situacijoms modeliuoti netinka. Butent tokiy situacijy prognozavimui
priemones pateikia ekstremaliyjy reikSmiy teorija.

Istorijoje ekstremaliyjy reikSmiy problemy sprendimo pradZia jau galima ijZvelgti N. Bernulio
darbuose (1709). N. Bernulis tyré vidutini didZiausia nuotoli nuo atsitiktinai i§sidés¢iusiy n tasky iki
fiksuoto ilgio ¢ tiesés. Taciau pati ekstremaliyjy reikSmiy teorija prad¢jo formuotis veéliau. Teorijos
formavimasi paskatino astronomy poreikis atrinkti patikimus stebéjimus, atmetant virSijancius tam
tikro kriterijaus riba. M. L. Fulerio (1914) ir A. Grifito (1920) ankstyvuosiuose Sios srities darbuose
tiriami tiek matematinés analizés metodai, tiek juy taikymai. Susistemintai bendrajai ekstremaliyjy
reikSmiy teorijai pradzia davé fon BortkeviCiaus darbas, apraSantis normaliyjy atsitiktiniy dydziy
imties intervalo skirstini. Sis darbas svarbus tuo, kad &ia pirma karta buvo pavartotas terminas —
,,maksimalios reikSmés pasiskirstymas”. Kitais metais fon Mizesas (1923) apskaiciavo S$io
pasiskirstymo vidurki, o Dodas (1923) apskaiiavo mediang ir tyré kitokius nei normalusis
pasiskirstymas atvejus. Didesnés reikSmés buvo R. M. Fres¢ (1927) darbas, kuriame aptartas
maksimumo asimptotinis skirstinys. R. A. FiSeris ir L. H. C. Tipetas (1928) paskelbé atskiro Sios
problemos tyrimo rezultatus. Taciau R. M. Fres¢ (1927) nurodé tik viena galima ribini ekstremumo
skirstinj, o R. A. FiSeris ir L. H. C. Tipetas (1928) parod¢, kad ekstremumo ribinis skirstinys gali biti
tik vieno 1§ trijy tipy. Fon Mizesas (1936) pateiké paprastai suformuluotas, pakankamas kiekvieno 1§
trijy, R. A. FiSerio ir L. H. C. Tipeto (1928) pateikty, ekstremumuy ribiniy skirstiniy silpno
konvergavimo salygas. B.V. Gnedenko (1943) pateiké bitinas ir pakankamas ekstremumy
konvergavimo salygas, tuo padédamas tvirta pagrinda tolimesniam ekstremaliyjuy reikSmiy teorijos

vystymuisi.
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D. Meizleris (1949), B. Markusas ir M. Pinskis (1969) (neZinodami apie D. Meizlerio rezultatus)
ir L. de Hanas (1970) (1971) iSplete B. V. Gnedenkos rezultatus. M. L. Junkoso (1949) darbas,
iSpleciantis B. V. Gnedenkos rezultatus nevienodai pasiskirs¢iusiems nepriklausomiems atsitiktiniams
dydZiams, teoriSkai buvo svarbus, taciau nepriimtas dél savo menko pritaikomumo.

Praeito amzZiaus 3-Ciojo ir 4-tojo deSimtmeciy teorinius darbus 4-ajame ir 5-ajame
deSimtmeciuose papildé straipsniai apie ekstremaliyjy reikSmiy teorijos taikyma. Tai taikymai
Zmogaus gyvenimo trukmeés pasiskirstymui, radioaktyviai emisijai (E. J. Gumbelis (1937a,b)),
medziagy atsparumui tirti (E. H. V. Veiblas (1939)), potvyniy analizei (E. J. Gumbelis (1941, 1944,
1945, 1949a), S. E. Rantsas ir H. C. Rigsas (1949)), seisminei analizei (J. M. Nordkvistas (1945)),
lit¢iy tyrimui (K. N. Poteris (1949)) ir kita. Labai didelg itaka taikymams turé¢jo E. J. Gumbelio darbai.
Daugelis Siy problemy nagrinéjama darbe ,,Ekstremumuy statistikos” (E. J. Gumbelis (1958)).

E. J. Gumbelis buvo pirmasis atkreipgs inzinieriy ir statistiky démesi i galima formalios
ekstremaliyjy reikSmiy teorijos taikyma tam tikriems pasiskirstymams, kurie anksCiau buvo
nagrinéjami empiriSkai. Pirmosios problemos tokiu biidu pradétos tirti JAV 1941 metais. Tai buvo
susij¢ su meteorologiniais reiskiniais, tokiais kaip kasmetiniai potvyniai, krituliy maksimumas ir kita.

Daugelis medZiagy atsparumo statistiniy modeliy rémési A. Grifito id¢ja, kur teigiama, kad
neatitikimas tarp apskaiCiuoto ir stebimo medZiagy atsparumo atsiranda dél tam tikry dinaminiy
procesy medZiagos viduje. RySi tarp medziagy atsparumo ir ekstremaliyjuy reikSmiy pasiskirstymo
désniy pirmasis pastebéjo F. T. Pirsas. PanaSias idéjas savo darbuose taiké ir Svedy fizikas bei
inzinierius E. H. V. Veiblas (1939).

Véliau Sias problemas tyré rusy fizikai — J. I. Frenkelis ir T. A. Kontorova (1943). Svarbus, bet
nepripazintas, darbas buvo S. Kase’o (1953) straipsnis apie gumy stiprumo pasiskirstymo
ekstremaligsias reikSmes.

Jei bty sudarytas visos su ekstremaliyjy reikSmiy teorija susijusios literatliros saraSas, jame bty
daugiau nei 1000 publikaciju. Tai rodo Sios tikimybiy teorijos Sakos turtinguma, gyvybinguma bei
taikymy gausa, taciau lygiai taip pat koordinacijos tarp atskiry mokslininky trukuma, nes daug vienody
tyrimy buvo atlikta lygiagreciai.

Lietuvoje ekstremaliyjy reik§miy teorija susidométa palyginti neseniai. Sios teorijos pradininku
Lietuvoje deréty laikyti prof. J. A. Aksomaiti, kuris jau per dvideSimt mety dirba Sioje srityje ir yra
paskelbgs nemazai darby. P. Gudynas (1990, 1992), L. Sakalauskas (1992), A. Jokimaitis, R. Vilkas
taip pat yra paskelbg¢ darby ekstremaliyjy reikSmiy tematika. Daug démesio atsitiktiniy procesy
ekstremumams yra skyrgs R. Rudzkis (1985, 1986, 1987, 1989). Atsitiktiniy procesy maksimumo
vertinimui skirtas N. Kalinauskaités darbas (1986). NemaZzai Lietuvos matematiky yra tyrg atsitiktiniy

dydziy sumy maksimumus bei maksimumo itaka atsitiktiniy dydZiy sumoms.
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1.2 POZICINES STATISTIKOS IR JU MOMENTAI

Jeigu atsitiktiniai dydziai X,,..., X, iSrikiuoti didéjimo tvarka ir uZraSyti taip:

Xy <X,
tai X, vadinami i-taja pozicine statistika (i =1,..., n) Laikysime, kad dydziai X, yra nepriklausomi
ir vienodai pasiskirstg, kuriy kiekvienas turi skirstinio funkcija F (x) Xy ir X, vadinamos
ekstremumais, atitinkamai minimumu ir maksimumu.
Daznai literatiiroje yra Zymima:
W =min(X,,...X, ),
Z, :max(Xl,...,Xn).
Tegu F(,)(x) (r =1,..., n) Zymi r - tos pozicines statistikos X, skirstinio funkcija. Tada
didZiausios pozicings statistikos X, skirstinio funkcija apibréZiama taip:
Fo)(x)=P{X,) < x}= Plisi X, < x}= F"(x). (1.1)
Tiriamojoje darbo dalyje maksimumo skirstinio funkcijai naudosime Zymejima F, (x)
PanaSiai gauname
Fo(x)= P{X ) < xf=1-P{X > x}=1- Pisi X, > x}=1-(1- F(x))". (1.2)

r - tos pozicinés statistikos skirstinio funkcija F(,)(x)uira§oma taip:

A : 1.
F,(x)= P{X(,) < x} = P{bent vienas ris X, < x| = Z CiF (x)1-F(x)). (1-3)

kadangi sumos narys yra binominé¢ tikimybe, kurios konkretus 7 i§ X,,..., X, yra maZesnis arba lygus x.

Kitaip (1.3) gali buti uZraSoma

n—r

Fox)=F () Cr 0= Flx)Y,

j=0

kur deSinioji lygybés pusé¢ yra tikimybiy ri§ X, X,,...,X,,; suma, iskaitant ir X, yra maZesné arba

lygi x.

(1.3) perrasome taip:

F,(x)= Epy(n.r), (1.4)
¢ia funkcija E randama i§ lenteliy( pavyzdziui, Harvard Computation Laboratory, 1955, kur
naudojamas Zymeéjimas E(n,r,F (x)). F(r)(x) dar galima uZraSyti naudojantis sarySiu tarp binominiy

sumy ir nepilnosios beta funkcijos:
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Fiy(x)= I (r.n—r+1) (1.5)

t1—1) " dr

1
, Bla,b)=[x"(1-xf"dx, a>0,b>0.

0

O

cia I ,(a,b)= 5at)

Taigi F|,)(x) taip pat gali biti apskaiiuota i 7,(a,b) lenteliy (K. Pearson, 1934). X procentinés
reikSmeés gaunamos i§ 16 , Biometrika Tables“ lentelés (Pearson and Hartley, 1970), kurioje

pateikiami nepilnosios beta funkcijos procentiniai taskai.

Reikia pazymeti, kad (1.1) — (1.5) rezultatai teisingi tiek diskreciuoju, tiek tolydZiuoju atveju. Dabar
tarsime, kad X, yra tolydus, su tankio funkcija f, (x) =F (x) Taigi (1.5) galime uZraSyti:

1 d ij) 1 (1.6)

Bl 1 (1=1) " dr = B el) Fx)l-F)]" £(x).

f,(x)=

Sis rezultatas gali bati gaunamas ir kitu bdu. Ivykis x < X () < X+ Ox apraSomas taip:

X X+ Ox

X, <xvisiems r—11i§ X,, x<X,<x+0x vienam X,,ir X, >x+0x likusiems n—r i§ X,. Tokiy

biidy skaicius, kai n steb¢jimy suskaidome { tris intervalus, yra

n! 1

(r—l)!l!(n—r)! B B(r,n—r+1)’

ir kiekvienas toks biidas turi tikimybg
F (xF(x+ox)— F(x)][1— F(x+ ).

0 x laikydami maZu turime:

1

P{X< X(r)ﬁx+5X}=m

F () f (o)l - o+ 86+ 0(6)

kur O(dx )’ reidkia (&)’ eilés narj su stebéjimy x < X (n S x+0x tikimybémis, kur intervale (x, x + ]
yra daugiau nei vienas X, . Abi puses padalijus i§ & x, kai 6 x = 0, vél gauname (1.6).
Norédami akcentuoti imties diduma n, X, r=1L...,n Zymésime X, . Kai F (x) yra tolydi,

vidurkis
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['e]

By = [ x- fr (),

—00

arba
s = C [F (1= FGP Flxke = 7)
[P ), ar
0
gia C,, = M - F(x). Svarbu, kad (1.7") tinka bet kokiai F(x), kadangi

.I[Fl(u)u” (1—u)" du,

0

E(x,,)=E[F'u,)-=c

r,n

CiaU, yra f (r, n—r +1) beta atsitiktinis dydis su skirstinio funkcija P(X < x) =1, (a,b) ,

P
[t (=o)"ar
0

B(a,b)

1,(a,b)= , Bla,b)=[x"(1-xf"dx, a>0,b>0.

IS ¢ia seka, kad

)

M, egzistuoja, jel egzistuoja E (X ) AtvirkStinis teiginys nebiitinai teisingas. Jei

F (ujdu = CME(JX

Hyn| Cj
0

neegzistuoja, kai u=0ir u =1, nepaisant to, p_ gali egzistuoti konkreCioms (bet ne visoms) r
reikSmeéms. PavyzdZziui, KoSi skirstinio atveju g egzistuoja tik tada, kai r =larba r=n.
Tokiu badu, jei egzistuoja E[g(X )], kai g(x)bet kokia x funkcija, egzistuoja ir E [g(X n )] Atskiri
atvejai, kai g(x)=xk , (x— Y7 )k ir e"duoda atitinkamai X, k — tyjuy eiliu momentus, centrinius
momentus ir momentus generuojancias funkcijas. k — tosios eilés momenta uzrasome taip:

%) =E(x},) (18)
Jei atsitiktinis dydis X igyja neneigiamas reikSmes, jo vidurkis gali biiti skai¢iuojamas pagal formulg:

. (1.9)
MX =a+[(1-Fy(0)dx, a>0,

Tikrai, nes
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MX = TxdFX (x) = —Tx d(1-Fy (0)=—(x(1- Fy ) -

a

Q8

(1- Fy (x))dx =a + T(l — Fy (x))dx .

1.3 POZICINIU STATISTIKY MOMENTU [VERCIAI

Jei atsitiktinis dydis X turi baigting dispersija, ekstremumy X, ir X, tikétinos reikSmes negali
biti kiek norima didelés, net jeigu X plotis yra nejvertintas. Ekstremumy atveju jvertis gali biiti
randamas konkreciai skirstiniy klasei. Geresni iverciai gaunami simetriniams skirstiniams. Poziciniy
statistiky atveju, skirtingai negu ekstremumuy, rasti jverc¢iai néra pasiekiami, taciau gali buiti pagerinti
panaudojant apibendrinta Svarco nelygybe.

Nagrinekime imties 1§ n dydziy didZiausios pozicinés statistikos su skirstinio funkcija

F (x)ekstremaliq reikSme. Vietoj

E(X,)= [ml PO aF (x)

patogiau naudoti kita forma, gauta panaudojant keitini u = F (x):
L (1.10)
E(X(n)): .[nx(u)u" ‘du,
0
¢ia x(u) yra F ’l(u). Laikysime, kad atsitiktinis dydis X turi vidurki lygy O ir dispersija lygia 1, t.y.

jx(u)du =0, j[x(u)]zdu =1.

(1.11)

D¢l Sio pazyméjimo neprarandamas bendrumas, kad skirstinys turi antros eilés momenta. IS to seka,

kad E (X (n)) turi jverti, nepriklausomai nuo F (x) pavidalo. Remiantis variaciniu skaiiavimu galime

rasti ekstremalig x(u) reikSme , kai Zinoma stacionari (1.10) reikSme ir tenkinamos (1.11) salygos. Tai

galima padaryti pirmiausia radus besalygini ekstremuma

1
I(nxu " ax — %bszdu

0
ir parinkus koeficientus a ir b taip, kad biity tenkinamos (1.11) salygos. Stacionarus sprendinys

gaunamas i$ lygties

tada

¢ia
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Tokiu badu

n—1 m-(nu"fl —1) (1.12)

a=1, b= , x(u)= ,
V2n—1 ®) n—1
ir ekstremumui
nv2n—1 O O n—1
E\X \)J=—|u"" \nu"" —1)du =
)= 2 o =

Variacinis skai¢iavimas naudingas sprendimo parinkimui, taCiau to neuZtenka parodyti, kad

(1.12) teikia E (X (n)) maksimuma, o ne prie stacionaria reik§me. Naudojame Svarco nelygybe

J.fgﬁ\/.[fzdu-.[gzdu,

Sia f=x, g=nu""—1.

IS ¢ia gauname

E(X(n))é \/1-j(n2u2"2 —2nu"™"! +1)du
0

taigi
n—1 (1.13)

Jan—1'

Lygybé Cia pasiekiama, kai x(u) randame 1S (1.12). Ja panaudojus gauname

E(x,)<

i (1.14)
1+bxjnl,kai _ ”2"11 <x<2n-1.

n

u:F(x):[

n

Atitinkamai skirstinio tankis lygus

1

— 1
f(x):L[Mj"1 kai Y2l o,

n(n—l) n n—1

jo grafikas pavaizduotas 1.1 paveiksle




1.0

Jfiz)

05

nwj—"
nui
nw5

1%
e

0 | | ] o
- 0 1 2 3
x

1.1 pav. Bet kokio skirstinio tankio funkcijos grafikai prie skirtingy » reikSmiy

Tarkime, kad vidurkis ir dispersija lygiis x ir o°, tada (1.13) perraSome taip:

(n-o (1.15)

E(X,))<u+ —

d

AnalogiSkai galima jrodyti, kad
_(n-Do (1.15)

E(X()2u MR

Simetriniy skirstiniy klasei nelygybe (1.13) galima patikslinti. Kadangi F(x)=1-F(-x), gauname

I 1 (1.16)
E(X(”)): Inx{(F(x))nil ~(I=F)" }dF(X) = ,[nx(x)(u'“1 —(1—u)" hu .
‘ 1/2
Tas pats priartéjimas, kaip ir anks¢iau, panaudojant (1.16), priveda prie ekstremumo
(1.17)

ex(u) =u"" —(1—u)"", éia c =

ir nelygybe igyja forma

16
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1 (1.18)

) ) ) 11 . e
IS (1.17) seka, kad x reikSm¢ yra intervale [——,—j, t.y. F(x) veél sukoncentruota baigtiniame
c c

intervale. [domu pazymeéti, kad 1§ (1.14) ir (1.17) iSplaukia, kad tolygusis skirstinys intervale

(— V3,43 ) yra ekstremalus, kai n=2, o simetriniy skirstiniy funkcijy klaséje taip pat, kai n =3.

- | iy s e e J N FCD R M S ST e | 2 T . T L L
20 =
- -
15— =
fis) L =
10— —
L i

M —
0 i [T T ORI RN Y W T R N T L L1 4 4 4 y'w=lD } o, ]
=10 0 10
F 4

1.2 pav. Simetrinio skirstinio tankio funkcijy grafikai prie skirtingy » reikSmiy

1.2 paveiksle parodyti simetriniai ekstremaliis skirstinio tankiai prie skirtingy n reikSmiy.
Lenteléje 1.1 pateikti du virSutiniai E(X n) fverCiai jvairiems n ir palyginami su tikétinomis
standartinio normaliojo ir tolygiojo skirstinio reikSmémis. Reikia pastebéti, kad maziems n simetriniu

atveju jvertis nedaug skiriasi nuo tiksliai apskaiciuotos reik§més.
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1.1 Lentelé

Dviejy virSutiniy M (X o~ y)/ o jver€iy palyginimas su tiksliomis normaliojo ir tolygiojo

skirstiniy reikSmémis

(IS Moriguti (1951) darbo, Chartli ir Deivido (1954) darbo ir Tipeto (1925) darbo)

VirSutinis bet VirSutinis . .

n kurio skirstinio simetrinio NOFm%IHSIS quygusm

L TR skirstinys skirstinys

vertis skirstinio jvertis

2 0,5774 0,5774 0,5642 0,5774
3 0,8944 0,8660 0,8463 0,8660
4 1,1339 1,0420 1,0294 1,0392
5 1,3333 1,1701 1,1630 1,1547
6 1,5076 1,2767 1,2672 1,2372
7 1,6641 1,3721 1,3522 1,2990
8 1,8074 1,4604 1,4236 1,3472
9 1,9403 1,5434 1,4850 1,3856
10 2,0647 1,6222 1,5388 1,4171
12 2,2937 1,7693 1,6292 1,4656
15 2,5997 1,9696 1,7359 1,5155
20 3,0424 2,2645 1,8673 1,5671
50 4,9247 3,5533 2,2491 1,6641
100 7,0179 5,0125 2,5076 1,6978
1000 22,3439 15,8153 3,2414 1,7286

Tarkime, kad dydis a)(F ) apibréZtas taip:

Jis yra didZiausias skirstinio funkcijos F (x) kraStinis taSkas.

1.4 MAKSIMUMU RIBINES TEOREMOS

a)(F) = sup{x: F(x)< 1}.

Klasikiné schema: dydziai X, X,,..., X, nepriklausomi, vienodai pasiskirstg, normalizavimas yra

tiesinis.

1 teorema: Tarkime, kad w(F')=+o0. Jeigu egzistuoja « > 0, toks, kad Vx>0

lim 1—-F(tx) -

> 1= F(t)

tada egzistuoja normalizavimo konstantos a,, b, >0, cian =1, su kuriomis



zZ -
lim P| Z2—% < & =H,  (x)= ¢ ,x>0'
n—>o0 b ’ 0, x<0

n

Normalizavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
a, =0, b :1-F(,) =l.

n

2 teorema: Tarkime, kad @(F') =+oo. Apibréziame skirstinio funkcija
. 1
F (x)=F[a)(F)——j, x>0.
X

Jei egzistuoja o >0, su kuriuo F"(x) tenkina 1 teoremos salyga:

%4

lim 1-F **(tx) _
t>+0 | — F (t)

tada egzistuoja normalizavimo konstantos a,, b, >0, su kuriomis

7 — —(=x)*
imP| 2%y |=p, (=1¢ - *<Y.
= b ’ 1, x>0

n

Normalizavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:

a,=a(F); b,: b,;:l—F(b,;):l
n.

b, =w(F)—b,

o(F)
3 teorema: Tarkime, baigtiniam a J. 1-F(y)dy <oo. Apibréziame skirstinio

o(F)

[(=F())dy
R(t) =~ ,a(F)<t<a(F).
()=~ AF) <t <a(F)
Jei 1_F(I+XR(I))=6“, xe R, tada P Z, —4, =e“ ,xeR.
t>wo(F) 1- F(l) bn

Normalizavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:

a, : 1—F(an):l;
n

b : b =R(a,).

19

funkcija
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2. TIRIAMOJI DALIS

Sioje dalyje spresime tokias problemas:
e Pareto skirstinio atveju skaiiuosime maksimumo vidurkius, ir tiksligsias reikSmes
palyginsime su Zinomais jverciais.
e Dideliy im¢iy atveju panaudosime maksimumy vidurkiy ribing teorema ir konvergavimo
greiCiy jvercius.
e PanaSias problemas sprgsime Buro skirstinio atveju. Bet to, Siuo atveju tirsime atsitiktinio

didumo im¢iy maksimumy vidurkius.

2.1 PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMO VIDURKIAI

Atsitiktinio dydZio X skirstini vadiname Pareto, jei jo skirstinio funkcija

2.1
F(x)zl—%,le,a>O, (2.1
X
tada tankis
a
p(x) BT
X
Vidurkis ir dispersija yra tokie:
MX =% kiia>l, DX =——%  kaia>2.
a—1 (a-D(a-2)

Maksimumo skirstinio funkcija pagal (1.1) formulg yra

F, ()= [1—%} .
X

Nagrinékime statistika Z* = (max(X,,X,,..., X, ))" . Sios statistikos skirstinio funkcija

F,(x)=P(z} <x)= Pz, <x"*)= F"(x"*)= (1— j,kjn.
" X

SkaiCiuojame maksimumo k-tosios eilés momenta pagal (1.9) formulg:

MZ,f=1+T{1—[1 1 de 1+j( > (-1'C all,kjdx=
1 X i=0

1

—1+Z( 1)’“cj —dx = 1+Z( hakted ETTRRE

Taigi
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n o 1
MZF =1+ -)"*'Cl—.
" ;( ) "a-ilk-1
Kai k = 1, turime maksimumo vidurkj
n |
MZ, =1+ (-1)™C; :
" ;( G a-i—1

Zinodami Pareto skirstinio vidurkj ir dispersija galime apskai¢iuoti maksimumo vidurkio jvertj

(1.15) ir ji palyginti su tiksliai apskai¢iuotomis maksimumo vidurkio reik§Smémis.

(n-DVDX
Jan-1

Iverti pazymekime mz = MX +

2.1 pav. Maksimumo vidurkio reikSmiy palyginimas su jvercio reikSmémis, kai a=5

Kai n didéja, tiksliy maksimumo vidurkio reik§miy ir ivercio skirtumas didéja, todél Pareto skirstinio
atveju Sis jvertis yra grubus. Kuo parametras o yra didesnis, tuo santykiné paklaida yra maZesené.
Santykinés paklaidos prie skirtingy parametry o yra pateiktos 5 priede.

Tikslaus vidurkio skaiCiavimas yra pakankamai sudétingas, tode¢l daZznai kai n dideli, tikslis
skirstiniai yra keiCiami ribiniais skirstiniais. Tam naudojamos ribinés teoremos (1.5 skyrius), pagal
kurias randamas ribinis skirstinys.

Pareto skirstiniui, kurio skirstinio funkcija yra (2.1) taikysime vieng i§ 1.5 skyriaus teoremy.

Kadangi @(F') =400, todél tinka 1 arba 3 teorema. Tikriname 1 ribinés teoremos salyga: ar egzistuoja

a >0, toks, kad Vx>0

lim 1—-F(tx) —
t—+o0 1_F(t)

Pareto skirstinio atveju gauname:
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1{1_(1)“j 1 -
ljm—tx=limtax = lim ! =x“.
t—>+00 1 PRSI |

1—[1—j o
t” t

t—>+o0 14 x*
i . . . . 1-F(t a
Taigi egzistuoja toks « >0, su kuriuo lim 1—F((x)) =X
t—>+00 — t

. Rasime normalizavimo konstantas

Z — —x*
an’bn>0,Sllkuri01‘niS Iim P 1 an<x =H1a(-x)= ¢ ,X>0'
n—o0 b s O’XSO

n

Remiantis 1-3ja teorema, gauname

1

a,=0,b,: 1—F(bn)=l:>1—(1—iaj=l:>bn —ne;
n b

n

n

Pareto skirstinio atveju gauname:

z
limP| S < x|=H,  (x)=1° » x>0
oo\ nt? ’ 0, x<0

Taigi, kai n yra didelis, maksimumo skirstini galime aproksimuoti ribiniu skirstiniu, t.y.

Z L
P( —<x|me ,x20.
n o

Ribinis skirstinys vadinamas Frese skirstiniu. Ie§kome jo k-tosios eilés momento (Zym. MY ):

0 dx__l.t_g_l aJy
a
0 k 1 1 0 k o a-k
e = = a—k k
=Jt a aa g ’dt:jt “.e ’dt:jt « e ’dtzr(—jzr(l——j, k<a
0 0 0 o o
¢ia
F(r)zj.tﬂef'dt,r>0,
0
I'n)=T(n-1)!,neN.
Taigi
My} =r[1—5j,
a

kai k=1, gauname FreSe skirstinio vidurki
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MY, :r[l—lj.
o

Tada normuotas maksimumo vidurkis, kai n didelis, yra:

MZ
1z F[l—lj.

1/
n'? a

2.1)

MZ
— 2= paZymékime MZ1, .
n

1.21T

1197
mzi Y

1.16 T T T T 1

2.2 pav. Normuoto maksimumo vidurkio artéjimas prie ribinio skirstinio vidurkio, kai =5

Keiciant tikslius skirstinius ribiniais skirstiniais svarbu ivertinti konvergavimo greiti
An(x)=‘F"(xbn +an)—H(xX.

Ieskosime konvergavimo greicio jvercio Pareto skirstinio atveju. Nagrinékime skirtuma

—a

A, (x)z‘P(Zn <xb,+a,)-e"" =‘P(Zn < xn”“)—eﬂ

[1— 1a j —e™" exp{ln[l— 1a j }— e’ exp{nln[l— 1a j} —e™"
nx nx nx

Pasinaudosime elementariosios funkcijos In x reiSkimu jos Makloreno eilute:
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An(x)=expn (11— + —... —exp{—x* =

=~ exps— ! -1
¢ P 2nx*

Pasinaudosime elementariosios funkcijos e* reiSkimu jos Makloreno eilute:

exp{—x“— ! ! —...}—exp{—x“}(é

2nx* 3n*x*

2 3
eX=1+x+x—+x—+...,xeR,
PARCY
(3]
1 2a XY _ 2a XY _ 2a
An(x)é e’ | 1- > 2nx -1 S—e i
2nx* 21 n | 2n

¢ 2 2.2)

Desiniaja nelygybés pusg paZzymékime Al .
Zinodami konvergavimo grei¢io netolygiuosius jveréius galime gauti vidurkiy konvergavimo grei¢iy
vercius.

Teorema 2.1. Tarkime, kad X, yra Pareto atsitiktiniai dydZiai (i =1,2,...,n). Tada

W12 sgmr2 1 .

n'’“ a) 2om a

Irodymas. Naudojantis prieSingo jvykio tikimybés apibréZimu, skirtuma A, (x) galime uZraSyti taip:

A, (x): ‘1_P(Zn >xb, +a, )—g*f“
:‘(1—gx“ )_ (1_p(zn < xnl/au _
= ‘(1—P(Z,, <xn'%, ))_(1_67[“ J

(2.2) galime uZrasyti taip:

= ‘— P(Zn > xn''“ )+ l-e"

‘— (1 - P(Zn <xn'® ))+ l—e™"

‘(1 —P(z, <" )-(1-e ] <Al (x) 2.3)

Integruokime abi nelygybeés (2.3) puses réZiuose nuo 0 iki oo:
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‘(1 - P(Zn <xn'® ))— (1 —e™ ]dx < TAln (x)dx;

(1 - P(Zn <xn'® ))dx - 12(1 —e }lx

MZ
1/; - F(l _lJ
n Y

Skai¢iuojame jvercio Al integrala:

Scte—3 °©*“—3

< [ Al (x)dx,
0

< [ AL, (x)dx.
0

0 o  2q -x* 0
.[Al,, (x)dx = .[de = ij’z"e’ﬂdx =
0 0 2n 2n s
_ | _
1\«
1 x % =t; x*=1; x:[—j ©—ax “ldx =dr;
= — t =
2]’1 a
1 1 Cy-
—=t; x"=-; dt=dx™; dx= dtﬂH =dt X
L X t —ox -a |
1
1\« 1
1] ¢, dt@ t 1%, o\ 1 %2t 1 1
=— —jt - = jt e”(t’) dt=—— |t @ e’dt——l‘[Z——j
2n| < —a 20m 2am an a

Gautg integralo iSraiSka pazymékime A2 (x)

Taigi
A2, (x):ir[z—lj
2an o
Tokiu budu
Mz 24
- 1—l SLF 2—lj,a>1. @4
n ¥ 2an a

Teorema jrodyta.

Normuoto ir ribinio maksimumy vidurkiy skirtumo modulj

h /4

ir ji palyginkime su konvergavimo greicio jver¢iu A2 . I§ grafiko matyti, kad Avid, reikSmés artéja

pazymeékime Avid

prie A2 reikSmiy, kai n didéja.
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0.051

0.041

Avidn0'03

0.0

2.3 Normuoto ir ribinio maksimumy vidurkiy skirtumo palyginimas su gautu jverciu, kai a=5

IS (2.4) nelygybeés iSreiSke MZ  gauname:

1<MzZ, < n““(ir[z—lj +r[1—lD, a>1.
2am a a

Desiniaja nelygybés pusg pazymékime mgzl  ir §j jvert] palyginkime su jverciu mz,,.

5T
-'..
-"
-’
4r Lo’
Mzn ."0-
-'.
.l
mz, 3t Lo’
..... .
mzl Lol S
u' ,a”“"“
. ’4"’1
2__ o =
. g
'l ,/
. /,
/
1 1 1 1 1
T T T T T T
0 10 20 30 40 50

2.4 pav. Iverciy mz ir mzI palyginimas su tiksliomis maksimumo vidurkio reikSmémis

Matome, kad ivertis mz/ daug tiksliau jvertina maksimumo vidurki, nei ivertis mz. Absoliutinés ir

santykings $iy iver¢iy paklaidos pateiktos priede (7 priedas).



2.2 BURO ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMO VIDURKIS
Atsitiktinio dydZio X skirstini vadiname Buro skirstiniu, jei jo skirstinio funkcija yra

F(x):l—[

Yra zinomi k-tosios eilés Buro skirstinio momentai [5]:

F[r - kjf[r + kj
MX" @ as.

j ,x20,a>0,7>0.
1+x°

Tirsime atveji, kai 7 =1. Tada

F(x)=1- x>0, a>0.

o b

1+x

ux =r{1- 21+ | a1,
o o

px =r{1-2 {1+ 2} a>2.
o o

Vidurkis ir dispersija yra tokie:

Maksimumo skirstinio funkcija

Naudojantis (1.9) formule, skai¢iuojame maksimumo vidurki:

0 1 n 0 n o 1 k ~
MZ, _ﬂl_[l_uxaj jdx_}[{l—;(—l) C"[—Hxaj jdx—

ir gama funkcija

")
I'(7) = j e dt.r >0,
0

I'n)=T(n-1)!,neN.

(n-DVDX
Jan-1

Apskaiciuotas maksimumo vidurkio reikSmes lyginame su jverciu mz = MX +

27
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221

2.5 Maksimumo vidurkio reikSmiy palyginimas su jvercio reikSmémis, kai a=7

Ribinés teoremos taikymas. Tikriname pirmosios ribinés teoremos salyga: ar egzistuoja o >0, toks,
kad Vx>0

lim 1—-F(tx) _

x ™, kaiw(F)=+0.
t—>+0 1—F(t)

Gauname, kad

1_(1_ 1aj 0,
lim 1+(tx) ~ lim 1+¢ —

t—+0 1_[1_ 1 j t>+0 ] +t%x
L+1%

Teoremos salyga yra tenkinama, taigi

im P 2% < x|=p, (=1 *70
n—® b ’ 0, x<0

n

Normalizavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:

a =0; b, : 1—F(bn):l

n

1 1
1-|1- ! :l:>1+b,f’=n:>bn=(n—1)3zn".
1+b7 ) n

Pritaikius ribing teorema Buro skirstiniui gauname
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z
imP| %o <x|=H, =1 *77,
=00 ne | 0, x<0

Taigi, kai n yra didelis, maksimumo skirstini galime aproksimuoti ribiniu skirstiniu, t.y.

Ribinis skirstinys H, , (x) = e vadinamas FreSe skirstiniu. Jo k-tosios eilés momentas yra
k

MY =T|1-—|,
a

kai k =1gauname FreSe skirstinio vidurki

MY =F[1—lj.
o

Normuotas Buro skirstinio maksimumo vidurkis, kai n dideli, yra

M?" =~ F[l —lj .
(04

na

n
1

na

pazymékime MZ1 . Zinodami tikslias MZ reikSmes, galime palyginti normuota maksimumo

vidurki su ribinio Frese skirstinio vidurkiu, t.y.

1.31

1.25T

MZ1 ,

-----

.21

1.15 f T T T T 1

2.6 Normuoto maksimumo vidurkio artéjimas j ribinio skirstinio vidurkj, kai a=7
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Keiciant tikslius skirstinius ribiniais atsiranda paklaidos. Didéjant imties didumui n santykiné
paklaida maZ¢ja, vadinasi, normuota Buro maksimumo skirstinio vidurki galime aproksimuoti ribinio

skirstinio Frese vidurkiu, kai n didelis.

5T

3+

A santykine n

n

2.7 Santykinés paklaidos grafikas didéjant n

Didéjant parametrui a, skirtumas tarp normuoty Buro maksimumy vidurkiy ir FreSe skirstinio
vidurkiy mazéja. Vidurkiy reikSmes ir santykinés paklaidos prie skirtingy o reikSmiy pateiktos 6

priede.
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2.3 ATSITIKTINIO KOMPONENTU SKAICTAUS MAKSIMUMO VIDURKIAI

Nagrinékime struktira Z, =max(X,,X,,.., X,), &a X,, i=1, N, pasiskirstgs pagal Buro

skirstini, su skirstinio funkcija

F(x)=1-——,x>0, 2 >0,

1+x

o atsitiktinis dydis N pasiskirstgs pagal geometrinj skirstinj ir nepriklauso nuo visy X,, i=1, N, t.y.
P(Nzk)zquil, k>1, p+g=1, p>0.
Teorema 2.2. Jeigu nepriklausomy atsitiktiniy dydziy X,, i>1 skirstiniai yra Buro, o N -
geometrinis, tai
MZ, =p " MX,
¢ia X — Buro atsitiktinis dydis.

[rodymas. Panaudojg pilnosios tikimybés formulg gauname:

Buro skirstinio atveju

| )
1-(1- 1-
( p{ 1+x“j

Imdami normavimo konstantas ¢ =0 ir b= p~"'* gauname:

1
Z., — p(l_lwtx“ lj * 1
p[N—“qj: P X

C1+x” I+x“
1_(1_1){1_11} * *
I+x“p

Tokiu badu

Ir Buro skirstinys yra geometriSkai maks — stabilus

P(ZNp”“ <x)=1— ! ~

Tada

Cia Buro atsitiktinio dydZio X vidurkis



Teorema jrodyta.

MX :F[

1——
a

il

I+—
a

1j,05>1.

32
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ISVADOS

(n-Do
A2n—1

kuriems galioja lygybés Zenklas.

vertis MZ < u+ Pareto skirstiniams yra netikslus, ta¢iau yra skirstiniy,
n S H y y

Kai n dideli, Pareto dydZiy maksimumo vidurkius galima keisti FreSe skirstinio

vidurkiais ir jvertinti paklaidas.

(n-Do
\N2n -1

Imant atsitiktini komponenciy skai¢iy maksimumo vidurkiai iSreiSkiami Buro dydzZio

Buro atsitiktiniy dydziy imtims jvertis MZ < u+ yra taip pat netikslus.

vidurkiu ir parametru p.
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1 PRIEDAS PRANESIMO ,,EKTREMUMU VIDURKIO [VERCIAI#
MEDZIAGA

VI taikomosios matematikos studenty konferencija

Ivadas

Tarkime, kad atsitiktinio dydZio skirstinys yra Pareto:

F(x)zl—%,le.
X

Sudarome struktiirg

Z =max(X,,...X,).

Skai¢iuosime MZ ir ji palyginsime su vidurkio jverciu, pateiktu [1] monografijoje (66psl. ).

Rezultaty formuluoté, pagrindimas ir iSvados

P(Z, <x)=F"(x)=[1—iaj ;
X

Tada

o | k )
MZn_1+.[{ [1—)(-) jdx 1+j(1 Z( D C de
=1+ T@ 1- Z( necy —jdx 1+j2( ey idx 1+Z( ey j—dx—

ke ok Xiakﬂ DO_ Ve 1
1+Z( D ——— | 1+Z( DU —
Taigi
k+1 1
MZ, 1+;( ey T

Monografijoje [1] yra pateiktas ir jrodytas rysys: jei egzistuoja DX = o, tai

MZ <m (n o

! ,/(2n e

Pareto dydZio atveju:

35
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Pateiksime lentelg, kurioje apskaiiuotos maksimumo vidurkiy reik§meés prie skirtingy n bei o

reikS§miy, bei apskaiciuotas jy ivertis pagal (1) formulg.

Maksimumo teorinio vidurkio ir jo jverc¢io palyginimas kintant n bei o reikSméms

n 10 30 50

o MZ, ivertis MZ, ivertis MZ, ivertis
7 0,4542 2,1640 0,19879 2,9904 0,0640 3,5455

10 0,6487 1,8806 0,49621 2,51815 0,4184 2,9464

15 0,7800 1,6642 0,68998 2,15531 0,6452 2,4852

20 0,8400 1,5519 0,77638 1,96564 0,7451 2,2436

25 0,8743 1,4811 0,82518 1,84514 0,8013 2,0897

30 0,8965 1,4314 0,85652 1,76018 0,8371 1,9811

IS lentelés duomeny matome, kad kuo didesné o reikSme, tuo skirtumas tarp teorinio vidurkio ir jo

ivercio yra maZesnis. Did¢jant n reik§mei, skirtumas tarp teorinio vidurkio ir jo ivercio didéja.

Maksimumo teorinio vidurkio ir jo jvercio
palyginimas, kai & =30

3,0
2,0 - —m
F
1,01 & & <&
0,0
10 30 50

n

[ —e—teorinis vidurkis ——vidurkio jertis |

Taigi, galime padaryti iSvada, jog (1) formulé néra labai tiksli. Miisy nagrin¢jamu Pareto skirstinio
atveju lygybé néra pasiekiama, ta¢iau monografijoje [1] yra irodyta, kad ji pasiekiama tolygaus

skirstinio atveju, kai n=2.

Literatura:
1. JoiiBun I'. [opsinkoBeie ctatuctuku. — MockBa: Hayka, 1979. 336 c.

2. Aksomaitis A. Tikimybiy teorija ir statistika. Kaunas: Technologija, 2000, 344 psl.
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2 PRIEDAS PRANESIMO ,,THE ASYMPTOTICAL ANALYSIS OF

STOCHASTIC MAXIMUM MOMENTS” MEDZIAGA
Konferencija ‘“Matematika ir matematikos déstymas — 2007

1. Introduction. Let (X;, X5, ..., X,) be a sequence of independent and identically distributed

random variables with Pareto distribution function
1

Fx)=1-—,x21,y>0.
x}/

Let us define a structure

Z, = max(X;, X, ..., X,).

F, (x)=[1—iyj .
" x

There are many works written about this structure. For example [1], [2].

Distribution function of maxima

Maxima mean:

MZn=1+T{1—(l—iyjnj X = 1+j[ > (-nEct 1}1 -
1 X k=0

_1+jz( 1)k+1 v 1 dx 1+Z( 1)k+1 1

1 k=1 ;/k 1
We got
L 1
MZ, =1+>» (-D)""'Cf ——.
Z:‘ y-k—1

2. Limited distribution function and moments.

We verify condition of maxima limit theorem [1]:

1
1-|1- 1
MM hmt = lim t 7

. x’
t—>+00 1 [ 1 j PRRSSE | t—+o0 p7 7
7

1=
t’ t
I-F(@x) oy .. ..
There is such y>0, with which lim m =x . We will find centralizing and normalizing constants
t—+0 l‘

a,.b, >0, here n>1, withwhich lm P| 2 =% < |=p (0={° *>0.
=\ b ’ 0, x<0

n
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We choose following constants in such way[1]: a, =0 ,b, =n"".

.

e y,x>0
0,x<0

1

Z

We get that Iim P| — < x |= Hl,y(x) ={
n7

Limited distribution function is called Fechet distribution function. We calculate moments of limited

distribution function:

x7 =t
0 -1 0 k 1 1
» = 1\f — —rb —-1
Mszijk x7 e de=|x=t" =7/~(——] t7-t? e’ -t7 dt=
0 1 —i—l 4 0
dx=——-1"
L 4 i
Q1 o K © 77k k
:jﬂ 7y -e"dt:jﬂ-e"dt:jﬂ -e’dtzr(y—],kﬁy;
v
0 0 0

0

When k=1, we have mean of Frechet distribution:
MX = r(LlJ - F(l—l} y>1.
v v

3. The Analysis of Convergence Rate. The asymptotical analysis results that Pareto maxima
distribution can be approximated by Frechet distribution, when 7 is large.

Having nonuniform estimates of convergence rate [3]

‘P(Zﬂ <xb +a)-e" |<A, (x),

MZ, —F(l—lj
b, y

We get convergence rate of means:

< TA" (x)dx .

Proof:
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‘1 —P(z, > xb,)-e |2 A, (1)

(1-P(z, <xb,))- (1 —e ] <A, (x);

T ‘(l ~P(Z, <xb,))- (1 —e ]dx < TAn( X)dox;

j(l — P(Z, < xb,))dx - .[(1 e )dx < jAn(x)dx;
0 0 0
MZ 1 K
LT 1-— <A, (x)dx.
b, ( 7j {
[2] results that
22 (x)e
A, (x)<n > St >0, here z,(x)=n(l—F(xb, +a,)).
n—

When distribution function is Pareto distribution function we have

Z,(x)=n{1-|1- ! =n ! =x".
Y x"n
and
2y —x77
Am<T < 1 5o
2 n—1

By calculating the integral of A (x) we get:

00 00

° 1 _ —x7 _ 1 .- l+1 _
}[An(x)dxz 2(n—1)~([x e dx_—Z;/(n—l)}[tze (t 1)7 dt =

__ r(z—lj
2y(n-1) /4

Let us mark the difference

MZ, —r(l—lj
b, y

Al , and I A,(x)dx mark A, . Picture 1 is provided for
0

comparison of Al and A,
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0.08;

-----

0.0Z]

Picture 1 : : i | |
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Stochastiniy maksimumy momenty asimptotiniai tyrimai

v —

Straipsnyje gauti maksimumy vidurkiy konvergavimo greiciy iverciai Pareto skirstinio atveju.
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3 PRIEDAS PRANESIMO ,,APIE EKSTREMUMU MOMENTUS“ MEDZIAGA

Konferencija ‘“Matematika ir matematikos déstymas — 2008
1. Ivadas. Nagrinékime atsitikting imti (X;, X>, ..., X,,) i§ generalinés aibés su Pareto skirstinio funkcija
1
Fx)=1-—,x21, a>0.
X
ApibréZiame struktiirg
Z = max(Xl,Xz,...,Xn),

bei struktiira

zZ* :(max(Xl,Xz,...,Xn))k.

F, ()= [1—%) .
x

Skai€iuojame k-tosios eilés maksimumo momenta:

% 1Y 2 n N |
MZ:=1+ 1—[1— j dx=1+ (1— -D)'C — jdx=
.1[{ xa/k j .1[ ; xat/k

Maksimumo skirstinio funkcija

n | u 1 i 1
=1+ Y (-)"'C | ——dx=1+) (-1)"'C, ———.
2D jx 2D C
Taigi
" o 1
MZF =1+ (-)*"'C) ————.
" ,»Z::‘() "a-ilk-1
Kai k = 1, turime maksimumo vidurkj
n A |
MZ, =1+ (-1)"'C) ———.
" ,»Z::‘( ) "a-i—1

2. Maksimumo vidurkis ir jo jvertis.

Monografijoje [1] yra pateiktas ir jrodytas rysys: jei egzistuoja DX = o, tai

Mz <my Do

" Jen-1

Zinodami Pareto skirstinio vidurkj ir dispersija

a ) a .
m=——kaia>1, o’ = kai a > 2,

a—1 (a-D(@=-2)

galime palyginti teorines maksimumo vidurkio reik§mes su jverc¢io reikSmémis ( 1 pav. )
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1 pav. Teorinio vidurkio ir jo ivercio reikSmiy palyginimas

3. Ribinis skirstinys. Turimai Pareto skirstinio funkcijai pritaikysime ribing teorema, pateikta
monografijoje [2]:
Tarkime, kad w(F) =+ . Jeigu egzistuoja y >0, toks, kad Vx>0

lim 1—- F(tx) _
t—>+00 1—F(I)

e
5

tada egzistuoja normalizavimo konstantos a,, b, >0, cian =1, su kuriomis

lim P Zn—a,,<x =H1y(x)= e ,x>0'
n— b ’ 0, x<0

n

Normalizavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
1

n

a =0; b :1-F(b,)=

Pareto skirstinio atveju gauname:

a

Z\ - =
lij(—" a”<xj=Ha(x)= e’ x>0
i b i 0, x<0

n

k

normalizavimo konstantos a, =0; b, =n“*.

Kai n yra didelis, maksimumo skirstini galime aproksimuoti ribiniu skirstiniu, t.y.

Zk _alk
P( S—<x|—=>e’ ,x20,n—>o0.
n
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Tada normuotas k-tosios eilés momentas:

00

MZz* ek
"zJ.xdex , kai n — 0.
0

nk/a

IeSkome ribinio skirstinio k-tosios eilés momento (Zym. MFn" ):

MFnk = ]zxdexa/k = [% = 7/} = Txy x7 e dx = 7/T x7e™ dx =
0 0

_ 1 | |

4 :l" d =——1 V4 0 L © 1y
= X X v :yjte*flt r dt:J’eftt 7 dt:r(l_ler[l_kj’
0 7/ 0 7/ a

MF! = F[l —EJ :
(04

Kai k = 1, turime

%zf[l—lj

Maksimumo dispersija yra
DZ, =MZ>—(MZ,) .

Zinodami pirmosios ir antrosios eilés normuotus maksimumo momentus bei ribiniy skirstiniy

momentus, galime palyginti ir dispersijas (2 pav.)

0135




2 pav. Normuoty ir ribiniy maksimumo dispersijy palyginimas

Literatiira

4. Jeuun I'. Ilopsaxossie ctatucTuku. — Mocksa: Hayka, 1979. 336 ¢
5. Galambos J., The Asymptotic Theory of Extreme Order Statistics, Wiley, New York, 1978

6. Aksomaitis A. Tikimybiy teorija ir statistika. Kaunas: Technologija, 2000, 344 psl.

EXTREMA MOMENTS

v —

The analysis of the maxima moments when the distribution funcion is Pareto are presented.
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4 PRIEDAS PRANESIMO ,,STOCHASTINIU MAKSIMUMU MOMENTAI“

MEDZIAGA

VII taikomosios matematikos studenty konferencija

Nagrinékime atsitikting imti (X;, X5, ..., X,,) i§ generalinés aibés su Pareto skirstinio funkcija
1
Fx)=1-—,x21,a>0
X
Apibréziame strukttirg

zF =(max(X,, X,,... X))
Skaiciuojame k-tosios eilés maksimumo momenta:
jdx =

MZ: :1_,_7(1_(1_)63”{) ]dx=1+]g(1—znl(_1)icri xn}i/k
t 1

i=0

n ) 2 1 n . . 1
=1+» (-)"C |—dx =1+ (-1)"'C| ———.
g( ) "!x“"’k Zl( T

Kai k = 1, turime maksimumo vidurki

MZ, =1+ Z(—l)”' C! !

P a-i—1
Turimai Pareto skirstinio funkcijai pritaikysime ribing teorema, pateikta monografijoje [1]:
Tarkime, kad @(F) = +oo . Jeigu egzistuoja ¥ > 0, toks, kad Vx >0

1-F(x)
m =X
t>+0 | — F(t)

k]

tada egzistuoja normalizavimo konstantos a,, b, >0, ¢a n>1, su kuriomis

imP| 2% o |og, (n=1¢ -*>0.
n—0n b g4 O,XSO

n

Normalizavimo konstantas galima parinkti tokiu biidu:
a,=0; b,: l—F(bn)zl-
n
Pareto skirstinio atveju gauname:
. Z¥—a ok
11mP[" z <x]:H J=1¢" x>0,
n—om b l.; O, X< O

n

k
normalizavimo konstantos q, =0; b, =n“.

Kai n yra didelis, maksimumo skirstini galime aproksimuoti ribiniu skirstiniu, t.y.
Z K 7x—a/k
Pl ——<x|—>e , x>0, n—> .
n
Kai k = 1, yra Zinomas pakankamai geras konvergavimo greicio jvertis [2]
‘P(Zn <x-n' )—e'*’”\ <A, (%),

2 (x)efz" ) . 1

i, (1< 2T L ooz (9=l o).
—

Naudojantis Siuo jverciu galime rasti vidurkio konvergavimo greicio jvertj

A
n (04

< [A,(x)dx-
0

[rodymas:

45
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‘P(Zn < xn“")—e”‘?a‘ <A, (x);

‘1 —P(z, > xn"*)-e"|< A, (0);

‘— P(z, > xn"*)+1-e"| <A, (x);
(1= P(z, <xn')}s 1| <A, (0
‘1 e ) (1-P(z, <xn“")1SAn(x);

(1-P(z, <xn“"))—(1—e*’“)sA,,(x);

ﬂl Pz, <xn"*)-(1-e )dxﬁ}[An(x)dx;

Tl PZ <xn'® )dx—T(l—e’ﬂ)deTA (x)dx;
0

0 0 ’
MZ,
Ve (1 _0!)

Zinodami tikslias MZ, reikSmes, ribinio skirstinio vidurkj ir apskaiciave paklaidos integrala, rezultatus pavaizduojame
grafiskai (kairiaja nelygybés pus¢ Zymime Al , o deSiniaja A, ).

j A (x)dx.

0.1

1 pav. Normuoto ir ribinio vidurkio skirtumo palyginimas su gautu jverciu

Literatiira:

[

Galambos J., The Asymptotic Theory of Extreme Order Statistics, Wiley, New York, 1978
2.  Aksomaitis A. “Atsitiktiniy dydZiy maksimumu vidurkiai”. Lietuvos matematiky draugijos XXXV konferencija: pranesimy
tezés. Vilnius, 1994, p. 236-237.

Aksomaitis A. Tikimybiy teorija ir statistika. Kaunas: Technologija, 2000, 344 psl
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5 PRIEDAS PARETO DYDZIU MAKSIMUMU VIDURKIU IR JU [VERCIU

PALYGINIMAS PRIE SKIRTINGU a REIKgMIU

a=3 a=>5 a="7
Santykiné Santyki- Santyki-
no| Mz, M2y pak};ida’ Mz, M2y paklllaeida, Mz, 2, pakllljida,
7 % %
2 1,8 2,20711 22,62 1,38889 | 1,62268 16,83 | 1,25641 | 1,44555 | 15,05
3 2,025 2,59545 28,17 1,4881 1,82735 22,80 | 1,31923 | 1,59872 | 21,19
4 | 2,20909 | 2,88873 30,77 1,56642 | 1,98193 26,53 | 1,36809 | 1,71439 | 25,31
5 | 2,36688 | 3,13299 32,37 1,63168 | 2,11066 29,35 | 1,40833 | 1,81073 | 28,57
6 | 2,50611 | 3,34637 33,53 1,68795 | 2,22312 31,71 | 1,44268 | 1,89489 | 31,34
7 | 2,63142 | 3,5381 34,46 1,73759 | 2,32417 33,76 | 1,47273 | 1,9705 33,80
8 | 2,74583 | 3,71359 35,25 1,78215 | 2,41667 35,60 | 1,49951 | 2,03972 | 36,03
9 | 2,85144 | 3,87635 35,94 1,82265 | 2,50245 37,30 1,5237 | 2,10391 | 38,08
10 | 2,94976 | 4,02878 36,58 1,85985 | 2,58278 38,87 | 1,54578 | 2,16403 | 40,00
11 | 3,04194 | 4,17261 37,17 1,89429 | 2,65859 40,35 | 1,56612 | 2,22076 | 41,80
12 | 3,12885 | 4,30915 37,72 1,9264 2,73055 41,74 | 1,58499 | 2,27461 | 43,51
13 | 3,21119 | 4,43939 38,25 1,9565 | 2,79919 43,07 1,6026 | 2,32598 | 45,14
14 | 3,28951 | 4,56413 38,75 1,98485 | 2,86494 4434 | 1,61912 | 2,37518 | 46,70
15 | 3,36427 | 4,68401 39,23 2,01167 | 2,92812 45,56 | 1,63469 | 2,42246 | 48,19
16 | 3,43586 | 4,79956 39,69 2,03714 | 2,98902 46,73 | 1,64942 | 2,46803 | 49,63
17 | 3,50457 | 4,91121 40,14 2,06139 | 3,04787 47,85 | 1,66339 | 2,51207 | 51,02
18 | 3,5707 | 5,01933 40,57 2,08455 | 3,10485 48,95 1,6767 | 2,55471 | 52,37
19 | 3,63446 | 5,12424 40,99 2,10673 | 3,16014 50,00 1,6894 | 2,59609 | 53,67
20 | 3,69606 | 5,22621 41,40 2,12801 | 3,21388 51,03 | 1,70156 | 2,6363 54,93




6 PRIEDAS BURO ATSITIKTINIU DYDZIU NORMUOTO MAKSIMUMO

48

VIDURKIO PALYGINIMAS SU RIBINIO SKIRSTINIO VIDURKIU KINTANT

PARAMETRUI «
a=3 a="7 a=12
Santykiné Santykiné Santykiné

n| MZ1, | MY, | paklaida, | MZ1, | MY, | paklaida, | MZ1, | MY, | paklaida,

% % %
21,6123 1,3541] 16,01 1,1821| 1,1058] 6,46 1,0958| 1,0555] 3,67
31,4929 1,3541] 9,30 1,1472) 1,1058] 3,61 1,0774| 1,0555] 2,03
4 11,4491| 1,3541] 6,56 1,1342) 1,1058] 2,50 1,0705| 1,0555] 1,40
5| 1,4263| 1,3541] 5,06 1,1274) 1,1058] 1,92 1,0670| 1,0555] 1,07
6 | 1,4123/1,3541] 4,12 1,1232) 1,1058] 1,55 1,0648| 1,0555] 0,86
7 11,4029| 1,3541| 3,48 1,1204| 1,1058, 1,30 1,0633| 1,0555] 0,73
8 1 1,3961] 1,3541] 3,01 1,1183/ 1,1058 1,12 1,0622| 1,0555] 0,63
91,3910 1,3541] 2,65 1,1168] 1,1058 0,99 1,0614| 1,0555] 0,55
10| 1,3869| 1,3541] 2,37 1,1156| 1,1058] 0,88 1,0607| 1,0555] 0,49
11| 1,3837 1,3541] 2,14 1,1146/ 1,1058 0,80 1,0602| 1,0555] 0,44
12)1,3811) 1,3541] 1,95 1,1138 1,1058] 0,73 1,0598] 1,0555] 0,40
13| 1,3788| 1,3541] 1,79 1,1132) 1,1058] 0,67 1,0595| 1,0555] 0,37
14| 1,3770 1,3541] 1,66 1,1126) 1,1058] 0,62 1,0592| 1,0555 0,34
15| 1,3754) 1,3541] 1,54 1,1121) 1,1058] 0,57 1,0589| 1,0555] 0,32
16| 1,3740) 1,3541] 1,44 1,1117) 1,1058] 0,54 1,0587 1,0555] 0,30
17)1,3727) 1,3541] 1,36 1,1113/ 1,1058 0,50 1,0585| 1,0555] 0,28
18| 1,3716| 1,3541] 1,28 1,1110] 1,1058] 0,47 1,0583| 1,0555] 0,26
19| 1,3707) 1,3541] 1,21 1,1107) 1,1058] 0,45 1,0582| 1,0555] 0,25
20| 1,3698| 1,3541] 1,15 1,1105] 1,1058] 0,42 1,0580] 1,0555] 0,23




7 PRIEDAS

absoliuting | SAROKING | liutine santyking
no Mz mz | omzly ) aklaida My mz1, paklaida mzl,

" paklaida, % " paklaida, %
2 | 1,38889 | 1,62268 | 1,39084 | 0,23379 16,83282 0,00195 0,14067
3 | 1,48810 | 1,82735 | 1,48899 | 0,33926 22,79794 0,00090 0,06027
4 | 1,56642 | 1,98193 | 1,56693 | 0,41551 26,52610 0,00052 0,03310
5 | 1,63168 | 2,11066 | 1,63202 | 0,47898 29,35493 0,00034 0,02084
6 | 1,68795 | 2,22312 | 1,68819 | 0,53518 31,70567 0,00024 0,01430
7 [1,73759 | 232417 | 1,73777| 0,58658 33,75809 0,00018 0,01042
8 | 1,78215 | 2,41667 | 1,78229 | 0,63452 35,60419 0,00014 0,00792
9 | 1,82265 | 2,50245 | 1,82276 | 0,67980 37,29720 0,00011 0,00622
10 | 1,85985 | 2,58278 | 1,85994 | 0,72294 38,87077 0,00009 0,00502
11| 1,80429 | 2,65859 | 1,89437 | 0,76430 40,34763 0,00008 0,00413
12 | 1,92640 | 2,73055 | 1,92646 | 0,80415 41,74397 0,00007 0,00346
13 | 1,95650 | 2,79919 | 1,95655 | 0,84270 43,07176 0,00006 0,00294
14 | 1,98485 | 2,86494 | 1,98490 | 0,88009 44,34020 0,00005 0,00253
15 | 2,01167 | 2,92812 | 2,01172 | 091645 45,55651 0,00004 0,00220
16 | 2,03714 | 2,98902 | 2,03718 | 0,95188 46,72651 0,00004 0,00193
17 | 2,06139 | 3,04787 | 2,06142 | 0,98648 47,85497 0,00004 0,00171
18 | 2,08455 | 3,10485 | 2,08458 |  1,02030 48,04585 0,00003 0,00152
19 | 2,10673 | 3,16014 | 2,10676 |  1,05342 50,00252 0,00003 0,00136
20 | 2,12801 | 3,21388 | 2,12803 | 1,08588 51,02785 0,00003 0,00123
21 | 2,14847 | 3,26619 | 2,14849 | 1,11773 52,02431 0,00002 0,00111
22| 2,16818 | 3,31719 | 2,16820 | 1,14901 52,99405 0,00002 0,00101
23 | 2,18720 | 3,36695 | 2,18722 | 1,17975 53,93808 0,00002 0,00093
24 | 2,20558 | 3,41558 | 2,20560 | 1,21000 54,86076 0,00002 0,00085
25 | 222337 | 346313 | 2,22338 | 1,23977 55,76089 0,00002 0,00078
26 | 2,24060 | 3,50969 | 2,24062 | 1,26909 56,64069 0,00002 0,00072
27 | 225732 | 3,55531 | 2,25734 | 1,29799 57,50138 0,00002 0,00067
28 | 2,27356 | 3,60005 | 2,27358 | 1,32649 58,3403 0,00001 0,00062
29 | 2,28935 | 3,64395 | 2,28936 | 1,35460 59,16962 0,00001 0,00058
30 | 2,30471 | 3,68706 | 2,30473 | 1,38235 59,97906 0,00001 0,00054
31| 2,31968 | 3,72942 | 231969 | 1,40974 60,77317 0,00001 0,00051
32 | 2,33427 | 3,77108 | 2,33428 | 1,43681 61,55269 0,00001 0,00048
33 | 2,34850 | 3,81205 | 2,34851 |  1,46355 62,31833 0,00001 0,00045
34 | 2,36240 | 3,85238 | 2,36241 | 1,48998 63,07071 0,00001 0,00042
35 | 2,37598 | 3,89210 | 2,37599 | 1,51612 63,81043 0,00001 0,00040
36 | 2,38925 | 3,93122 | 2,38926 | 1,54198 64,53804 0,00001 0,00038
37 | 2,40223 | 3,96979 | 2,40224 | 1,56756 65,25405 0,00001 0,00036
38 | 2,41495 | 4,00782 | 2,41495 | 1,59287 65,95894 0,00001 0,00034
39 | 2,42739 | 4,04533 | 2,42740 | 1,61793 66,65313 0,00001 0,00032
40 | 2,43959 | 4,08234 | 2,43960 | 1,64275 67,33706 0,00001 0,00031
41 | 2,45155 | 4,11888 | 2,45156 | 1,66733 68,01113 0,00001 0,00030
42 | 2,46328 | 4,15495 | 2,46329 | 1,69167 68,67566 0,00001 0,00028
43 | 2,47479 | 4,19059 | 2,47480 | 1,71580 69,33123 0,00001 0,00039
44 | 2,48609 | 422580 | 2,48610 | 1,73971 69,97789 0,00001 0,00046
45 | 2,49718 | 426059 | 2,49720 | 1,76341 70,61619 0,00002 0,00064
46 | 2,50807 | 4,29499 | 2,50810 | 1,78692 71,24703 0,00003 0,00128
47 | 2,51880 | 432901 | 2,51882 | 1,81020 71,86768 0,00002 0,00063
48 | 2,52931 | 436265 | 2,52936 | 1,83334 72,48402 0,00005 0,00197
49 | 2,53967 | 4,39594 | 2,53972 | 1,85627 73,09111 0,00006 0,00227
50 | 2,54986 | 4,42887 | 2,54992 | 1,87901 73,69068 0,00006 0,00242
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