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Ivadas

Pirminiy skaiCiy pasiskirstymo klausimai sprendziami nuo Euklido (Euclid). Jis jrodeé,
kad pirminiy skai¢iy yra be galo daug, o Oileris (Euler) jrodé, jog eiluté Y., % diverguoja, bei,

kad pirminiy skai¢iy yra daug maziau negu natiiraliyjy. Nagring¢jama ir daugybé jvairiy kity
matematiniy problemy, susijusiy su pirminiy skai¢iy pasiskirstymu.

Yra du faktai apie pirminiy skaiciy pasiskirstyma, Kkuriuos amerikie¢iy matematikas
Don‘as Zagier‘as pakomentavo taip: ,,Pirmasis, kad nepaisant jy elementaraus apibrézimo ir
statybiniy bloky vaidmens natiriniams skaiciams, jie veSi tarsi piktzolés tarp natiriniy
skaiciy ir atrodo, kad néra jokio désningumo, o tik atsitiktinumas, todél niekas negali nuspéti,
kur isdygs kitas. Antrasis faktas dar labiau nustebina, nes teigia visiskai priesingai — kad
pirminiai skaiciai pasirodo stebétinai reguliariai, kad yra désniai, nusakantys jy elgsenq, ir
kad jie ty désningumy prisilaiko beveik kariska drausme*.

Labai svarbi matematikos uzduotis yra pirminiy skai¢iy radimas. Patj paprasc¢iausig
metodg pasiiilé garsus senovés graiky matematikas Eratostenas. Sis metodas dabar yra
vadinamas Eratosteno réciu. Taciau Sis metodas yra neefektyvus, kai reikia rasti didelius
pirminius skai¢ius. Siy skai¢iy radimui yra pasitelkiami kompiuteriai. Bakalauro darbe

matematiniu paketu MathCAD sukursime programg dideliems pirminiams skai¢iams rasti.



Darbo tikslas ir uzdaviniai

Darbo tikslas:
e Sudaryti patogig programa rasti ,,dideliems* pirminiams skai¢iams ir nustatyti

kai kurias jy iSsidéstymo sgvybes.

Darbo uzdaviniai:

e UZraSyti pirminiy skai€iy generavimo algoritmo pagrindimg pritaikant
Niutono binomo savybes.

e Sudaryti patogig programa pirminiams skai¢iams rasti ir pateikti pirminiy
skaiCiy i$sidéstymo grafinj vaizdavimg programa MathCAD.

e Programa MathCAD pateikti grafinj vaizda tikryjy, netikryjy ir

pseudopirminiy skai¢iy pasiskirstymo palyginimui.



1. Pirminiai skaiciai

1.1 apibrézimas. Pirminiu yra vadinamas natiralusis skaicius p, toks, kad p > 1 ir
neturi kity sveiky teigiamy dalikliy be 1 ir saves paties (t. Y. )

Pavyzdziui, 2, 3, 5, 13, 17, 37 yra pirminiai skai¢iai. Natiralieji skaiciai, kurie néra
pirminiai, yra vadinami sudétiniais. Pavyzdziui, 6 = 3 -2, 363 =3-11-11 yra sudétiniai
skaiCiai. Vienetas yra specialus atvejis, nes jis nelaikomas nei pirminiu, nei sudétiniu
skai¢iumi. Visi pirminiai skai¢iai yra nelyginiai, i$skyrus vienintelj atvejj — 2 yra pirminis
skaicius.

1.1 teorema. Bet koks skaicius m € N, m > 1, turi pirminj daliklj.

Jrodymas. Tarkime prieSingai, jog yra toks skaiCius m € N, m > 1, Kkuris neturi
pirminiy dalikliy. Tuomet aibé tokiy m, m € N, m > 1, neturinCiy pirminiy dalikliy, yra
netuscia, todél pagal visisko sutvarkymo aksioma yra maziausias natiiralusis skaicius k > 1,
kuris neturi pirminiy dalikliy. Kadangi k neturi pirminiy dalikliy irkl k, tai matome, jog k néra
pirminis skai¢ius. Todél galime paraSyti, kad k =ab su 1 <a <k, 1< b < k. Kadangi
a < k, tai a turi turéti pirminj daliklj. Taciau kiekvienas skaiCius a daliklis yra ir skai¢iaus K
daliklis, todél ir k turi pirminj daliklj, kas priestarauja tam, jog k neturi pirminiy dalikliy. Sis
prieStaravimas ir jrodo teoremgq.

Skaic¢iaus m € N dalikliai 1 ir m paprastai yra vadinami trivialiaisiais, o visi Kiti —
netrivialiaisiais.

IS teoremos jrodymo aisku, jog maziausias natiiraliojo skaiciaus netrivialus daliklis yra
pirminis skaicius.

1.2 teorema (fundamentalioji aritmetikos teorema). Kiekvienas sveikasis skaicius
n > 1 gali biiti isskaidytas pirminiais dauginamaisiais vieninteliu biidu, tai yra

n=pilpy? . prk (1.1)
cdia p; < pp <...<py — pirminiai skaiciai, o ny,Nny, ..., Ny, — naturalieji skaiciai (n; > 0,

i=1,2..,k), k=1



Kai kurios pirminiy skaiciy savybés [5]

o Pirminis skai¢ius p yra n dauginamasis tada ir tik tada, kai p yra vienas i$
dauginamyjy p;, i = 1, ... k, (1.1) iSraiSkoje;

o Euklido lema: Jeigu p yra pirminis skaicius ir ab dalijasi i$ p, tai arba a dalijasi
i§ p arba b dalijasi i8 p;

o Mazoji Ferma teorema: Jei p — pirminis, 0 a — nattralusis, tai a? — a dalijasi i$ p;

. Vilsono teorema: Natiralusis p > 1 yra pirminiu tada ir tik tada, kai (p — 1)! +
1 daljjasi 18 p;

o Bertrano postulatas: Nattiraliam p > 1 egzistuoja pirminis p toks, kad
n<p<2n;

o Dirichlé teorema: Bet kuri aritmetiné progresija a,a + q,a + 2q, ...., kai a,
q > 1—sveiki tarpusavyje pirminiai skai€iai, turi begalinj pirminiy skaiciy kiekj;

J Skai¢iy, atvirkStiniy pirminiams, seka diverguoja. Be to, kai n — oo, tai

1
Dp<x = In Inx;

. Bet kuris pirminis skai¢ius, didesnis uz 3, iSreiskiamas pavidalu 6k + 1 arba
6k — 1, kur k tam tikras naturalusis skaicius;

o Jei p > 3 yra pirminis, tai p? — 1 yra 24 Kartotinis.



2. Pirminiy skaiciy pasiskirstymas

Euklidas (Euclid) jrod¢, kad pirminiy skaiciy yra be galo daug, bet tai nieko pasako
apie jy pasiskirstyma. Pateikiame Euklido rezultatg ir kai kuriuos paprasciausius pirminiy
skaiciy skaiCiaus

n(x) =Y,< 1, x>0,
jver¢ius, kai x — oo. Pavyzdziui, (1) = 0, n(2) = 1, n(3) = 2, n(4) = 2,...
2.1 teorema. Turime, kad

lim, s, 22 =1,

Inx
2.1. Pirminiy skaiciy skaicius r(x)

Siame skyrelyje aptarsime funkcijos (x) savybes.

2.1.1 teorema. Pirminiy skaiciy yra be galo daug.

Yra daug Sio jrodymo biidy. Pateiksime pora is jy.

Pirmasis jrodymo biidas. Imkime nattralyjj skai¢iy

Q,=n'+1,n=1.

Zinoma, jog Q, turi bent viena pirminj daliklj [2], tarkime, ¢,. Aisku, jog turi biti
q, > n, nes jei buty g, < n, tai tuomet turéty g, dalyti n!. Bet tuomet i§ dalumo savybiy
i$plaukty, kad q, | (Q, — nD)| = 1, kas negalima.

Antras jrodymo biidas. Tarkime, kad egzistuoja tam tikras pirminiy skaiCiy

D1, P2, -, P Kiekis.

UZraSysime sandaugg:

1._ 1 1
(=D =T+ 4+, (2.1.1)

Desinioji lygybés pusé konverguoja absoliuciai, vadinasi §ias eilutes galima sudauginti

panariui ir gauta eiluté vél turéty konverguoti absoliuciai. Taigi, gauname

1,1 1
?:1(1+p—i+p—z+“') =2n7 (2.1.2)

Cia ) —711 reiskia, jog sumuojame pagal tuos n, kuriy pirminiai dalikliai nevir$yja X ir 1. Taip pat
zinoma, kad kiekvieng skaiciy n >1 galima uzraSyti pirminiy skai¢iy sandauga. Vadinasi,
deSinéje (2.1.2) lygybés puséje gali biiti bet koks skai¢ius n, kadangi priéméme, jog
P1, P2, -, Dy — pirminiai skai¢iai. Todél eilutés deSinéje puséje turi bati eiluté ), % kuri, kaip

zinome, diverguoja. Gavome priestaravima, kas jrodo teorema.



3. Mazoji Ferma teorema

Pranclizy matematikas Pjeras Ferma suformulavo vieng teorema, kuri dabar yra
vadinama Mazosios Ferma teoremos (MFT) vardu.
3.1 teorema. MFT skelbia, kad: Jeigu a nesidalija i§ p ir jei p yra pirminis skaiCius, tai
(aP~1 — 1) dalijasi i p.
Irodymas. Visi skai€iai nuo 1 iki p —1 dalijami i§ p duoda skirtingas liekanas.
Irodysime, kad jei,
a(mod p) # 0,
tai visi sekos (p — 1) - a nariai dalijami i$ p irgi duos skirtingas liekanas.
Tarkime, kad egzistuoja tokie du sekos nariai, kurie duoda vienodas liekanas:
a 'k =a-m(modp).
Tada
ak — am = 0(mod p).
ISkeliame a:
a- (k—m) = 0(modp).
Taciau
a(mod p) # 0 - k —m = 0(mod p).
Kadangi k < p irm < p, gauname k = m.
ISeina, kad sekoje negali egzistuoti du skirtingi nariai
a-m = a-k(modp).
Pertvarkome seka:
la-2-a..-(p—1D-a=@-D-a’ 1
(p—D'aP™! =(p—1)! (mod p);
dalijame abi puses i§ (p — 1)!:
a?~1! = 1(mod p).
Ta patj galima uzrasyti ir kaip
a?~1(mod p) = 0.
Jrodymas baigtas.
Taigi, MFT teigia, kad jei p yra pirminis skai¢ius, o sveikasis skai¢ius a nesidalija i$ p,
tai
a?~! = 1mod p.
Yra zinomas Siek tiek stipresnis MFT formulavimas, priklausantis L. Oileriui.
3.2 teorema. Sakykime, kad (a, m) = 1 (yra tarpusavyje pirminiai). Tuomet

a? (m) = 1(mod m).



4. Pseudo pirminiy skaiciy generavimo algoritmo pagrindimas Niutono

binomo metodu

Binomo formulé¢ — daznai dar vadinama Niutono formule, yra svarbi matematikos
teorema, padedanti rasti dvinario, pakelto n — uoju laipsniu, skleidinj.
4.1 teorema. Turime formule
(a+b)yP =X, _ak-Cck-prk,
Formulés démenys a* - Cf - bP~*, k = 0,1, 2, ..., p, vadinami Niutono binomo nariais,
0 koficientai Cz'f’ k =0,1,2,...,p—binominiai koeficientais.
Pagal Niutono binomo formule gauname laipsnio (a + b)P skleidinj (i§rai§kq):

P(P 1. Pab

(a+b) =a?P +p-aPl-b+=——-aP 2 -bp* + - 4+ —— iy

Jei p pirminis skaicius, tai keliant (a + b)P gauname lickang b? arba b.

Kadangi atvirkstiné Ferma teorema [4] yra tik biitina, taciau nepakankama, tai reiskia,
kad Ferma teoremos savybes gali turéti ir kai kurie sudétiniai skaiciai. Konkreciai, jeigu a ir p
tarpusavyje pirminiai ir tokie, kad a?~! — 1 dalijasi i§ p, tai skai¢ius p gali biiti ir sudétinis.
Jei p yra sudétinis, tai jis vadinamas pseudopirminiu skai¢iumi pagrindu a.

Pavyzdziui, 1820 m. F. Sarrus nustaté, kad skai¢ius N = 23411 — 1 dalijasi i§ 341
(nes 219 — 1 = 3-341). Bet 341 — sudétinis skai¢ius 341 = 11 - 31. Tai pirmasis tokio tipo
pagrindu 2 skai¢ius. Minétus skai¢ius vadiname Karmailo skai¢iais. Maziausias i$ jy yra 561.

Nors Mazoji Ferma teorema negarantuoja, kad p yra pirminis skaiius, taciau ji gali

paversti skaiCiy testavimui: jeigu (a? — a) nesidalija i$ p, tai p — sudétinis skaicius.
4.1. Metodo pagrindimas pritaikant Niutono binomo savybes

Pagal Niutono binomo formule
(a+b)yP =%, _ak-ck-prk,
kai abu nariai yra vienetai: a = 1; b = 1, tuomet gauname, kad:

(1+1)p =30 1k-ck- 1Pk—1+p+p(p D1 =2+ Y001 Ck,

p!
—1+1+2k 1k'(p o

Sia iSraiska padalijus i§ p gauname lickang 2. Jeigu 2P dalijame i§ 2, tuomet gauname

1+1)P =

k 0 k'( k)'

israiskos 2P~ liekang lygig vienetui.
Imame maziausig i§ nustakyty Ferma teoremoje pagrindo reik§me 2P~! todél, kad

norime analizuoti maziausig i§ visy galimy reik§me. [6]



5. Vieno ,,pirminio* skaifiaus radimo metodas

Susitarkime, kad ,,pirminiais* skaiciais salyginai pavadiname tuos skaicius, kuriems
galioja Mazoji Ferma teorema, t. y — tikry pirminiy ir pseudopirminiy skaiéiy aibé. k —
ieskomasis skaicius.

Pervedame §j skaiCiy j dvejetaing skaiiavimo sistemg ir skai¢iuojame auk$ciausia

tn(k)
dvejetainés sistemos laipsnj In(r) | kuris programa MathCAD uzragomas taip

J = floor (m)
In(r) ) .
Pavyzdziui, kai k=9999991, auksciausias dvejetainés sistemos laipsnis yra
J=30

sj yra reikSmés k — 1, paverstos j dvejetaing sistema, k — 1 = sy + 25 + 225, + 2355 + -

nariai. MathCAD ‘u jie isreiskiami tokiu budu
Sj = mod| floor K — 1 ,r
’) ),

dp = mod(zso,k)

Jo skaiCiuoja skaiciaus s, lickang

Q= qo,
taip pat skai¢iuojame skai¢iaus 2" liekana, kuri yra
q,= mod(zr,k)

Q1 rodo israiskos (q;)"! lickang

0= o]
kai
m=2.J I'=1.J,
SkaiCiuojame pries tai esancio skai¢iaus kvadrato lickang
q, = mod[(qm_l)r,k] |

Qnm rodo israiskos (q,,)*m lickang

kai

10



v;- parodo paskutine lickang

Randame galuting lickang

ir jei lieckana yra 1, tai tuomet ieSkomas skaicius K yra pirminis

p=1

11



5.1 lentelé. Dvejetainés sistemos 5.2 lentelé. 2 liekanos skaiciaus k

koeficientai atzvilgiu

0 0
0| o 0 1
1 1 1 4
2] 1 2 16
3] o 3 256
4 1 4 65536
50 1 5| 4971157
6| 1 6| 4159827
7] o 7| 6243682
8] o 8 2364
9 1 9| 5588496
10| 1 10| 5650195
« (1] o], G |11] 2270282| |
12 1 12| 4998286
13] 0 13| 5422388
14| 0 14| 8084623
15| 1 15| 7877191
16| 0 16| 3895652
17] 0 17| 8163603
18] 0 18| 3921632
19] 1 19| 1384713
20 1 20| 1818056
21 o 21| 593933
22| 0 22| 6725964
23] 1 23| 2444063
24 24




5.3 lentele. Dviejy gretimy dvejetainiy skaiciy sandaugos liekanos

0

0 1
1 4
2 64
3 64
4| 4194304
5| 2455232
6| 9556870
7| 9556870
8| 9556870
9| 7835233
10| 4164002
w 1] 4164002| |
12| 1632173
13| 1632173
14| 1632173
15 37298
16 37298
17 37298
18 37298
19| 7071950
20| 2700689
21| 2700689
22| 2700689
23 1
24

Liekanos paskaiGiuotos dviem etapais. Pirmiausia paskai¢iuojame 2! liekanas q (5.2
lentelé), poto skai¢iuojame dviejy gretimy iSraisky liekany sandaugy liekanas v (5.3 lentel¢).

Jeigu paskutiné v liekana yra 1, tai k yra pirminis skaicius.

13



6. ,,Pirminiy* skaic¢iy radimas skaidymo metodu

Tarkime, kad intervalo pradzia

K1= 1110001
o ilgis N yra
N=5090 n=0.N

¢ia kintamasis k1,, kinta zingsniu 2n

kI =K1+ 2n
n )
0 k,, yra vienetu mazesnis uz k1,
k =ki -1
n n .
Auksciausias laipsnis, Kuris lygus logaritmo pagrindu 2 sveikajai daliai log,k, = ITHUEZN) )

Programa MathCAD uZraSomas taip

J= floor(ln(kN)J
In ) |

j=0.0 J=20,

K2:k1N_

Laikykime, kad intervalo pabaiga yra K2 = 1120181

Tarkime, kad ];—j yra sveikosios santykio dalies modulis pagrindu 2. Programa MathCAD

k
s. = mod| floor il ,2
],n j
2 m:l..J,

uzraSome taip

0 qo . — dvejetainiy skai¢iy pagrindas (pirmasis - 2°, antrasis - 21,..)

qO n:2.

s

Gm n — Modulis, pagrindu k1,. MathCAD israiska yra tokia

qm, n- mOd[(qm—l, n)z’ kl n} ,

B, » yra skaic¢iaus modulis, pagrindu k1,,. Programa MathCAD uzraSome taip

Sm,n
pm,n: mOd[pml,n(qm,n) ’kan

Qn: pJ,n.

14



g yra matrica gauta sujungus dviejy matricy stulpelius j vieng matrica. Tai jvykdoma tokiu
biidu
g = augment (k1,Q)
0 g1 yra matrica gauta i$ matricos ¢ suriiSiavus jos elementus didéjimo tvarka
gl = csort(g,1)
Panaudojame loging komanda, kuri, kai patenkinta salyga gl,1=1 tg vienetg palicka, 0 Kali

salyga gln1=0 nepatenkinta, ji ver¢iama nuliu

N
L:= Z (gln’lzl)—l
n=0

L+1=727
Paliekame stulpelio tik ta matricos dalj, kurios g, reik§més lygios 1 ir jy skaicius lygus L + 1
g2 = submatrix(g1,0,L,0,0)
ir pirminius skai¢ius sudedame eilés tvarka
G = sort(g2)

1=1.L %o=0

sk; parodo skirtumus tarp Salia esanéiy sekos nariy
Skl = G| - G|—1

0 vV — didziausig skirtumag
V= 0.5max(sk) v=0.V,

Sumuojame tik tuos narius, kur patenkinta salyga 2v=skg

z, = i (2v: skk>

k=0
Ivedame nauja kintamajj

W =2V
Vv

Z' matricg gauname sujungus W ir z stulpelius j vieng matricg
Z' :=augment(w,z)

ir jg pertvarkome - Z' pirmojo stulpelio reikSmes didéjimo tvarka

Z:=-csort(-Z',1) ’ V=30

15



Grafinj vaizda pateikiame programa MathCAD. Sie keli grafikai taip pat tinka

aproksimavimo kubiniu polinomu (K=3) ir tiese (K=1) metodui ir skiriasi tik tuo, kad grafikai

yra kitame, didesniame eilés numeriy intervale.

60 -
40 - -
Sk " = ') . - - -
20. - [ ] [ ] [ ] . (L 1 ] - e |ee meem -e [ ] am e -.
0
111x10° 1115:10° 112x10°

G

6.1 pav. Skirtumas tarp pirminiy skaiciy

Siame grafike sumodeliuotas atsitiktinis i§sidéstymas pagal eksponentinj désnj, kai

atsitiktinés reikSmés yra sveikieji skaiCiai. Pastebime, kad didéjant pirminiy skaiCiy eilés

numeriui, i$sidésc¢itisiy pirminiy skaifiy yra vis maziau.

16



20

150

o

2-v

6.2 pav. Pasikartojanciy ty paciy pirminiy skaiciy skirtumai

Pirminiai skaiciai, tarp kuriy skirtumas yra lygus 2 vadinami pirminiais dvyniais. Tali
poros (3, 5), (5, 7),.. MaZesnis i§ dvyniy vadinamas Cano pirminiu skai¢iumi. Betkuriy
pirminiy dvyniy forma yra (6n-1, 6n+1), kur n — tam tikras nataralusis skaicius.

Siame grafike pastebime désninguma ir pademonstruojame, kad daugiausiai yra

SeSetuky ir jiems kartotiniy skaiciy.

17
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6.3 pav. Pirminiy skaiciy priklausomybés nuo eilés numerio

6.3 paveiksle matome, kad pirminio skai¢iaus didumas tiesiskai priklauso nuo eilés

numerio. Kai G| — pirminio skai¢iaus dydis, o 1 — pirminio skai¢iaus eilés numeris.

Pirminio skai¢iaus dydis yra beveik tiesiog proporcingas eilés numeriui.

18



6.1.1 lentelé. Skirtumy tarp gretimy 6.2.1 lentelé. Pasikartojantys vienodi

pirminiy skaiciy fragmentas skirtumai tarp gretimy pirminiy skaiciy

0 0 1
0 0 0 6] 116
1 6 1| 12] 80
2| 6 2 4| 74
3| 4 3 2| 68
4] 18 4| 10| 54
5| 20 5| 14| 47
6| 16 6| 18] 46
sk 7] 12| » £ [7] s 40| v
8 | 14 8| 24| 29
9| 24 9| 16| 24
10| 6 10 22| 23
11| 34 11| 20| 22
12| 14 12| 30| 16
13| 42 13| 28| 15
14| 6 14| 26| 14
15 15 42

6.3.1 lentele. Gautieji pirminiai skaiciai

0

0 | 1110007
1| 1110013
2 | 1110019
3 | 1110023
4 | 1110041
5 | 1110061
6 | 1110077
G [ 7] 1110089 *
8 | 1110103
9 [ 1110127
10| 1110133
11| 1110167
12| 1110181
13| 1110223
14| 1110229
15

IS 6.3.1 lentelés paskaiciuoti skirtumai tarp gretimy pirminiy skaiciy (6.1.1 lentele).
Suvedus ty skirtumy statistikg iSaiskéja, kad dazniausias skirtumas 6 (116 karty), po to 12 (80

karty) ir t.t. Pastebime, kad dominuoja 6skirtumai.
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7. Aproksimavimas kubiniu polinomu ir tiese

Kelis grafikus, tinkanéius Siam metodui jau matéme pirminiy skai¢iy skaidymo
metode (zr. 5.1 pav ir 5.2 pav).
Pasinaudoj¢ polinomine regresijos formule, paémus duomenis i$ skai¢iavimo parasyto
6 skyrelyje rezultaty, pateiksime dar keleta grafiky. Siuo atveju aproksimavimas vykdomas
maziausiu kvadrato metodu.
K=3 k=0.K

Pagal jj uZzraSoma kairiosios lygciy sistemos

pusés matrica kiekvienam eilés numeriui, o deSiniosios lygc¢iy sistemos pusés matrica yra G —
pseudo atsitiktiniy skai¢iy matrica.
ISsprendus lygciy sistema, kurioje nezinomyjy daug karty maziau nei lygcCiy,
paprastyjy iteracijy metodu gaunama aproksimuojancios funkcijos matrica c
c = Isolve(A,G).
Turédami §ig matricg, gauname aproksimuojancios funkcijos reik§mes kiekvienam y;

K

=Y (o)

k=0
Kai polinomo laipsnis K = 3, aproksimavimo paklaida yra gaunama komanda stdev
stdev(y — G) = 871.731

Matricos ¢ elementai yra aproksimavimo polinomo koeficientai

1.11x 105

11.649
Cc= _5
3.774x 10

—2.697x 10 10
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4x10°

3x10°
G
yi
2x10°
1x10°
0 5x10° 1x10* 15x10"

7.1 pav. Pirminiy skaiciy priklausomybés nuo aproksimavimo 3 eilés polinomu kreivé

Siame grafike matoma aproksimavimo kreivé einanti praktiskai beveik per
konkreéius taSkus, taCiau detalizuojant paklaidas (7.2 pav) pastebime aproksimavimo

paklaidy ,,Sokinéjima*.

400

YI-Gi

—-200

— 400
0 5x10° 1x10* 15x10"

7.2 pav. Pirminiy skaiciy priklausomybés nuo aproksimavimo 3 eilés polinomu paklaidy kreive
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Siuo atveju aproksimuojama tiese (pirmos eilés polinomu)

KL=1 K =0.KI
ir atlike analogiskus veiksmus kaip ir K = 3 atveju, gaunama aproksimavimo kreivé, kuri
eina praktiskai beveik per konkrecius taskus (7.1 pav).

Matrica ¢ nusako aproksimavimo tiese koeficientus
5
o1 — | 1.095x 10
12.202 ) .
Kai polinomo laipsnis K = 1 aproksimavimo paklaida yra gaunama komanda stdev

stdev (yl - G = 1.072x 10° _
Taciau palyging paklaidas, matome, kad jos yra sisteminés ir vidutiné paklaida didesné negu

aproksimuojant kubiniu polinomu.

1x10°

y1-G
-0

~1x10° \

—2x10°

0 5x10° 1x10* 15x10*
|

7.3 pav. Pirminiy skaiciy priklausomybés nuo aproksimavimo tiese paklaidy kreivé
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8. Atskyrimo pirminiy skai¢iy nuo pseudopirminiy metodas

Zinome, kad Ferma teorema patenkina ir kai kurie ne pirminiai skaidiai (jy kelis
Simtus karty maziau), tai visus gautuosius skaiCius patikriname tiesiogiai dalydami juos i$
visy nelyginiy skaiCiy, mazesniy uz pseudopirminio skaiCiaus kvadrating Saknj. Jei bent
vienas dalmuo yra be lickanos, tai Siuos skaicius iSmetame. Tarkime, kad intervalo pradzia

K1 = 1000001
o ilgis
N:=50000  n=0.N

¢ia kintamasis k1,, kinta zingsniu 2,

ki =K1+ 2n
n )
0 k,, yra vienetu mazesnis uz k1,:
k =ki -1
n n
Auksciausias laipsnis, kuris lygus logaritmo pagrindu 2 sveikajai daliai log,k, = ITHUEZN) )

Programa MathCAD uZraSomas taip

J= floor(ln(kN)J
In(2) / .

j=0.0 3=20

K2:k1N_

Laikykime, kad intervalo pabaiga yra K2 = 1100001

Tarkime, kad ];—j yra sveikosios santykio dalies modulis pagrindu 2. Programa MathCAD

k
s. = mod| floor il ,2
],n j
2 .
=2

m=1.J 9.n

uzraSome taip

Gm n — Modulis, pagrindu k1,,. MathCAD israiska yra tokia

qm,n = m0d|:(qm—1,n)2’k1r] , pO,n - 1_

Cia p,, , yra modulis, pagrindu k1,,. Programa MathCAD uzragoma tokiu bidu

Sm,n
pm,n: mOd[pm—l,n(qm,n) ’klrj ,

Qn: pJ,n.
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g yra matrica gauta sujungus dviejy matricy stulpelius j vieng matrica. Tai jvykdoma tokiu
bidu
g = augment (k1,Q)
0 g1 yra matrica gauta i$ matricos ¢ suriiSiavus jos elementus didé¢jimo tvarka
gl = csort(g,1)
Panaudojame loging komanda, kuri, kai patenkinta salyga g1, ; = 1 ta vieneta palieka, 0 Kali

salyga g1, ; = 0 nepatenkinta, ji ver¢iama nuliu

N
L:= Z (gln’lzl)—l
n=0

L+1= 7.232-103.
Paliekame stulpelio tik tg matricos dalj, kurios reikSmeés lygios 1 ir jy skai€ius lygus L + 1
g2 = submatrix(g1,0,L,0,0)
0 pirminius skai¢ius sudedame eilés tvarka
G=sort(g2), 1=0.N

Patikrinti ar duotasis skaiius G°; yra pirminis galima tokiu biidu: dalijame jj i$
nelyginiy skai¢iy nuo 3 iki G; ir jeigu bent vieng kartg dalijant lickanos nelicka, tai tas
daugiklis yra lygus nuliui, o visi kiti daugikliai lygiis vienetui. Taigi, jeigu ieSkomasis

skaiCius néra pirminis, tada sandauga yra lygi nuliui

)

floor
2
(mod(G‘I,Zp + 3) * 0)
p=0
Suskaiciuojame kiek yra nuliniy sandaugy ir suriiSiuojame pagal antrojo stulpelio, sudaryto i$
vektoriaus G ir vektoriaus w; didéjancias reikSmes

L

=2 (%=9)
1=0 L= 1€
Po to atskiriame tg stulpelio dalj, kuri nusako pseudopirminius skai¢ius nuo tikryjy pirminiy
skai¢iy
Gw = augment (G',w) Gs= csort(Gw,1)
nuo L iki paskutinio
Pi = submatrix(Gs,L',L,0,0) ,
0 Ps nuo nulio iki L
Ps = submatrix(Gs,0,L",-1,0,0)
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8.1 lentelé. Tikrieji pirminiai skaiciai 8.2 lentelée. MFT patenkinanti
nepirminiy skaiciy dalis

0
0 1000193 0
1 1000187 0 1082809
2 1000117 1| 1092547
3 1000183 2| 1023121
4 1000291 3| 1024651
5 1000171 4| 1073021
6 1000099 5| 1052929
i |7 1000303 | 6| 1093417
8 1000313 Ps= [71 1082401 1
9 1000333 8| 1004653
10 1000357 9| 1064053
11 1000367 10| 1052503
12 1000381 11 1018921
13 1000393 12| 1050985
14 1000037 13| 1016801
15 1000289 14| 1033669
16 15| 1053761

8.3 lentelé. Netikrieji pirminiai skaiciai

0 1

0 1082809 0
1 1092547 0
2 1023121 0
3 1024651 0
4 1073021 0
5 1052929 0
6 1093417 0
7 1082401 0
8 1004653 0
9 1064053 0
Gs | 10 | 1052503 0| ¢
11 | 1018921 0
12 | 1050985 0
13 | 1016801 0
14 | 1033669 0
15 | 1053761 0
16 | 1000193 1
17 | 1000187 1
18 | 1000117 1
19 | 1000183 1
20 | 1000291 1
21 | 1000171

Ferma teoremg patenkinantys skai¢iai sudéti i 8.3 lentele, ,.ivertinti* antrojo stulpelio

nuline reikSme. Jie iSkelti j 8.2 lentele.
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8.1. Netikryjy (,,pirminiy*), tikryjy ir pseudopirminiy skaiciy

pasiskirstymo grafinis palyginimas programa MathCAD

Palyginsime gautuosius ,,pirminiy*“, tikryjy ir pseudopirminiy skaiciy pasiskirstymo

grafinius vaizdus. Siuo atveju pateikiami netikryjy ,,pirminiy* skai¢iy grafikai

60 -
40 - -

Sk . = s » . .. . . e - -
20! - L] L) L) L] ssssm - oo|se meem -me L) LN ) L] eme o -

0
111x10° 11150° 112x10°

G

8.1.1 pav. Skirtumas tarp netikry ,, pirminiy “ skaiciy

20

150

o

2-v

8.1.2 pav. Pasikartojanciy ty paciy ,,netikry * pirminiy skaiciy skirtumai
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Tikryjy pirminiy skai¢iy grafikai

100,

80,

60

sk

40

20

1x10°

15x10°

2x10°
Pi

25x10°

8.1.3 pav. Skirtumas tarp tikry pirminiy skaiciy

3x10°

3x10°

2510°

1x10°

raVaVaVaVaVaVaWaVWal.

AV aValal

10

20

30 40

8.1.4 pav. Pasikartojanciy ty paciy tikry pirminiy skaiciy skirtumai




Pseudopirminiy skai¢iy grafikai

15x10"
L
1x10"
[
Y [ ]
sk .
o000
® [
° . e’ e °
3
5x10 0
[ ] ® Ce
° o .o ® ° ° b L4
) i ° °
. . . . ° .
[ ]
. b . ° o o © .
° ) )
0 : [ ® . ° * ®e °
1x10° 15x10° 2x10° 25x10° 3x10°
Ps
8.1.5 pav. Skirtumas tarp pseudopirminiy skaiciy
2
15
ZV 1 aval (' aVa o 0 0O 0O @ 0
ooco
05
0
0 2x10° 4x10° 6x10°

8.1.6 pav. Pasikartojanciy ty paciy pseudopirminiy skaiciy skirtumai
Kuo didesni skaiciai patenkinantys Ferma teorema, tuo tarp jy maziau nepirminiy
skai¢iy. Kai K1=100.000 ir kai K2=300.000, tai santykis pirminiy skaiiy su
pseudopirminiais yra 273, o kai K1=1.000.000 ir K2=3.000.000, tai 7/7‘=720.401.
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ISvados

1. Remdamiesi Mazaja Ferma teorema ir atsijojimo procediira, sudaréme patogia
programa rasti daugeliui pirminiy skaiéiy.

2. Radome ir pateikéme ,,pirminiy“ skaiciy iSsidéstymo savybiy grafinj vaizda
programa MathCAD (Zr. 6.1 pav., 6.2 pav. ir 6.3 pav.).

3. Taip pat programa MathCAD pateikéme tikryjy pirminiy, netikryjy (,,pirminiy*)
ir pseudopirminiy skai€iy pasiskirstymo palyginimui grafinj vaizda.

4. Sugeneravus didelj kiekj pirminiy skaiciy, pastebéjome kad dazniausi skirtumai
tarp gretimy pirminiy skaidiy yra ne dvejetai (Cano skaiiai), o $eSetai ir jiems kartotiniai
skaiCiai (Zr. 6.3.1 lentelé ir 6.2 pav.).

Sie metodai gali praversti analizuojant dideliy grupiy pirminiy skaidiy i§sidéstymo

savybes.
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Summary
In this thesis by mathematical system MathCAD we created the program for finding

large prime numbers. Also, we analysed distribution of unreal prime, pseudoprime and prime

numbers.
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