SIAULIU UNIVERSITETAS
MATEMATIKOS IR INFORMATIKOS FAKULTETAS
MATEMATIKOS KATEDRA

Monika Kiskeviciute

Antros eilés paprastosios diferencialinés
lygties tikriniy reikSmiy uzdavinio
sprendimas

Bakalauro darbas

Darbo vadovas:

Prof. dr. Donatas Jurgaitis

Siauliai, 2011



I AdaS e 3
1 Uzdavinio formulavimas ........ ... 5
2 Nepriklausomo kintamo keitimas .......... ... 6
3 Sprendiniy iSraiskos laipsninémis eilutémis ......... ... ... . 8
4 Krastinio uzdavinio sprendimas ............co.ouiiiii e 11
5 Diferencialinés lygties suvedimas j integraling lygti ........... ... 12
Lateratlira ... 17
SUINIIATY .+ ettt ettt e e e e e e ettt e e e e e e ettt e e e e 18



Ivadas

[vairus realieji procesai, vykstantys gamtoje, technikoje daznai modeliuojami diferen-
cialinémis lygtimis. Dazniausiai sudarinéjamy matematiniy modeliy pritaikymai yra fi-
zikoje, nagrinéjant energijos tvermes désnius, maseés tvermés désnius, impulso tvermes
désnius ir kitus. Sudarinéjant kokio nors uzdavinio matematinj modelj pirmiausia rei-
kia stebéti ji aprasancius dydzius. Dydziai gali buti jvairiausi, tokie kaip temperatura,
slegis, greitis ir visi kiti.[1] Pasirenkant stebéti kokius nors dydzius pradedama atlikinéti
bandymus ir remiantis atliktais bandymais atrenkami reikalingiausi faktoriai. Tinkantys
dydziai turi tenkinti sudarytas diferencialines lygtis. Po to surade ty lygéiy sprendinius
isskiriame tuos, kurie tenkina papildomas salygas. Tos salygos vadinamos krastinémis sg-
lygomis. Fizikinius procesus aprasanti diferencialiniy lygciy sistema, tenkinanti krastines
salygas pasirinktos srities krastiniuose taskuose, vadinama krastiniu uzdaviniu.

Paprastoji diferencialiné lygtis yra tokia lygybé, kuri sieja nepriklausomus kintamuo-
sius, nezinomg funkcijg bei tos funkcijos iSvestines. Lygybe vadinsime paprastaja dife-
rencialine lygtimi, jeigu diferencialinéje lygtyje ieskoma funkcija yra vieno nepriklausomo

kintamojo funkcija. Paprastyjy diferencialiniy lygciy israiska yra tokia:

F(z,y,y,...,y") =0 (1)

(1) lygtyje = - nepriklausomas kintamasis, y - ieSkomoji funkcija priklausanti nuo z, o
y', ...,y - ieskomosios funkcijos isvestines. Israiska gali biiti ir kitokia, jei (1) lygtyje

galime isreiksti y™, tai tada ji pasikeis j tokig israiska:
y " = fe,y.ys .y Y) (2)

Paprastosios diferencialinés lygties (2) eilé sutampa su aukséiausios i jos iSraiska jei-
nancios nezinomos funkcijos isvestineés eile.

Taigi antrosios eilés paprastosios diferencialinés lygties israiska yra tokia:

F(z,y,y,y") =0 (3)

Paprastosios diferencialinés lygties pazymétos (3) numeriu sprendiniai nusakomi tokia

funkcija

y(ZL‘) = 90(:15701702) (4)



priklausanéia nuo laisvyjy konstanty C; ir Cy. Si funkcija i$ (4) lygties vadinama papras-
tosios diferencialinés lygties bendruoju sprendiniu. Geometriskai bendrasis sprendinys
reiskia kreiviy Seima.

Sprendinys, kuris yra gaunamas i$ bendrojo sprendinio (4) laisvosioms konstantoms
parinkus konkrecias reiksmes, vadinamas atskiruoju sprendiniu. Arba kitaip pasakius,
tai konkreti Seimos kreivé, einanti per pasirinkta tasks. Atskirasis sprendinys gali buti

uzrasomas taip:

Tam, kad pasirinkti laisvasias konstantas C ir Cs, reikia iSspresti sistema:

y' = f(zy,y)

y(z0) = Yo (5)

y' (o) = o
(5) sistema yra vadinama Kosi uzdaviniu arba pradiniu. Kartu su Kosi uzdaviniu yra
formuluojami ir krastiniai uzdaviniai, tai buna tada, kai sprendiniui keliami reikalavimai,
ne tik pasirinktos srities viduje, bet ir jos krastuose, tada salygos tampa krastinémis
salygomis, o uzdavinys krastiniu uzdaviniu.

Paprastosios diferencialinés lygties sprendinys y = ¢(z), kurio negalime gauti i$ bend-
rojo sprendinio né su viena laisvyjy konstanty reikSme yra vadinamas ypatinguoju lygties
sprendiniu.

Paprastosios diferencialinés lygtys, kuriy koeficientai tam tikruose taskuose prie auks-
Ciausios iSvestinés virsta nuliu arba prie kity ieskomosios funkcijos iSvestiniy turi kity
ypatingumy, vadinamos issigimstanciomis.

Analiziné iSsigimstanciyjy paprastyjy diferencialiniy lygéiy teorija susideda is dviejy
daliy:

o Reguliariai iSsigimstanciy paprastyjy diferencialiniy lygciy teorija.
o Ireguliariai iSsigimstanciy paprastyjy diferencialiniy lygciy teorija.

Analizinés funkcijos iSsigimimo tasky aplinkoje reguliariai iSsigimstanciy paprastyjy
diferencialiniy lygc¢iy sprendiniai yra tolydus. Kai issigimimas yra laipsninis, tai issi-
gimstanciy paprastyjy diferencialiniy lygciy struktura priklauso nuo laipsninés funkcijos
rodiklio.[2]

Darbe nagrinésime krastinj uzdavinj issigimstanciai antros eilés paprastajai diferencia-

linei lygéiai. Pereikime prie uzdavinio formulavimo.



1 Uzdavinio formulavimas

Darbe nagrinésime tokia antros eilés paprastaja diferencialine lygti [3]:

2R (1)

r

I(1+1)

r2

R"(r) +

—(B+

+CV(r))R(r)=0 (6)

Sioje lygtyje, kuri pazyméta (6) numeriu, R(r) - ieSkomoji funkcija, 7 - nepriklausomas
radijinis kintamasis, V(1) - potenciné energija, C' - fizikiné konstanta, E - parametras, o
leq.

Ieskosime (6) diferencialinés lygties sprendimo tenkinanéio krastines salygas:

(7)

Duota antros eilés paprastoji diferencialiné lygtis, pazymeéta (6), yra vadinama krasti-
niu uzdaviniu, o suformuluotos salygos, pazymeétos (7), yra vadinamos krastinémis saly-
gomis.

Sias salygas uzrasykime per ribg ir jos atrodys taip:

lim R(r) =0,
r—0
lim R(r) = 0

r—00

Jeigu egzistuoja tokios parametro E reiksmeés, su kuriomis uzdavinys (6) - (7) turi
nenulinius sprendinius R(r), tai tas reiksmes vadinsime krastinio uzdavinio (6) - (7) tikri-
némis reikémémis, o atitinkamas funkcijas tikrinemis funkcijomis. Sis tikriniy sprendiniy

radimo uzdavinys aktualus kvantinéje mechanikoje.



2 Nepriklausomo kintamo keitimas

Tam, kad isspresti krastinj uzdavinj (6) - (7) reikia (6) lygtyje pakeisti nepriklausoma
kintamajj r pagal tokia formule.

Pazymékime naujg kintamajj
z = c(expe —1),

o —R
Cla ¢ = exp( a )

Ir pakeiskime ieskomaja funkcija R(r) nauja ieSkomaja funkcija v(x) tokiu budu:

R(r) =v(x) (8)

IS pazyméto naujo kintamojo iSreiskiame

PR
expe = — +1
c

ir tada turésime, kad kintamasis r yra lygus:
r=aln(> +1). (9)
c

Toliau rasime funkcijos R(r) pirmos ir antros eilés iSvestines R.., R/. Ir jas iSreiskime
naujos ieskomosios funkcijos v(x) iSvestinémis pagal kintamajj x.
Taigi skai¢iuojame R/(r) iSvestine ir gauname, kad jos iSraiska yra tokia:

r 1 c,T
R/:/I:I e -) — (= 1/ 10
=t = vefexpt ) = S(2 4 1o (10)

Skaic¢iuodami antros eilés iSvestine R”(r) gauname tokia israiska:

c T c T 1 & & T T
R, = —(vy expa), = —(vg, &, expe 40, exp; =) =~ (v~ expeexpe +
r 1 c,c 2 1 r c T c T
40 expe —) = —(=v"expe +—v expa) = 0" (= + 1)+ =0/ (= +1 11
xpe ) = —(“vlexpe +-v'expe) = (- +1)7+ (- + 1) (11)

Toliau gautgsias pirmos ir antros eilés iSvestiniy israiskas, kurios pazymeétos (10) ir (11)
numeriais, surasome j (6) diferencialine lygtj. Taip pat pakei¢iame ir kintamajj . Po ilgu
ir nesudétingy skaiciavimy i$ (6) lygties gauname diferencialine lygti naujos ieskomosios
funkcijos v(x) radimui. Ta diferencialiné lygtis yra tokia:

2 c(x /
A T , C X 2(5(2 + 1)) I(1+1)
~ "2 11 — (211 “Nal\e T V7T

V(= 4+ 1)+ v(c+)+ an(Z+ 1)

— (E + m + CV(T))U =0 (12)

a’> “c a?
Taip pat mums yra reikalinga funkcija V(r), ja iSskleiskime laipsnine eilute z laipsniais.

Israiska bus tokia:



Vo Vo Vo Vo Vo

V pu— pu— 7": pu— pu— =
") l+e 1l+4cee 1+4c¢(®) 1+x+c l4c+tz
Vo Vo - kr T \k
I+l +:5) (T+o k:()( ) (1—1—0) (13)

Kintamojo r israiska, kuri yra pazymeéta (9) numeriu, uzrasykime per kintamajj .
Tada turésime nauja kintamojo r israiSka laipsnine x laipsniy eilute:

X X xT T xT > xT
aln(z—kl):a(z—@jL@——i—W):aZ— (14)

Dabar (12) lygtj padauginsime is a* IDQ(% +1) ir ja sutvarke turésime tokia diferencia-
line lygti ieSkomajai funkcijai v(z) rasti:
7 1112(E + 1) + 21’cln2(E + 1) + ¢ lr12(f + 1) + x1112(E + 1)v'+
c c c c
—1—01112(E + 1o + 2z ln(f + 1) + QCln(E + 1) — (Bd? 1112(E + 1)+
c c c c

(I + 1) + Ca? 1n2(§ + 1)V (r)v) =0 (15)

Kad patogiau buty skaiciuoti pradzioje gausime pastarosios (15) lygties koeficienty
israiskas x laipsniy eilutémis. Tos israiskos bus tokios:

21.2(x ZOocckoomk OOkJrQ S lk 1
PI(E 1) =0 3 g 3 = 3 at A e Ae = 3 st
n=0

i

2zcln®(Z +1) =2 Z oF By, ia By =

k=0 <
k
c? 1112(% -+ 1) = Z l’ka, ¢ia Cy = Z
k=0 n=0
rln®(Z+1) = ah1A,

k=0

cn*(241) =3 "By,
k=0

Ea? an(f +1) = Ea* . 2% 4,
k=0

Ca®In*(£ + 1)V (r) = CavOZxkEk,maEk Z%



3 Sprendiniy israiSkos laipsninémis eilutémis
(15) diferencialinés lygties sprendiniy ieskosime laipsninés eilutés pavidalu:

v(x) = Zxk+”vk, (16)
k=0

t.y. diferencialinés lygties sprendiniy ieskosime laipsninés eilutés metodu, kuris yra is-
déstytas vadovélyje.[2] Prie pastaruyjy sandaugu prijungsime v”; v’ ir v, t.y. koeficientus
dauginsime i$ atitinkamos eilés ieSkomosios funkcijos isvestiniy iSraisky laipsninémis eilu-
témis ir gauname tokias iSraiskas:

00 k
?In®(2 + 1" = Y 2k S AL+ p)(L+p— D)y
k=0 =0

00 k
2zcIn®(Z 4+ 10" =23 aFP S B (L+ p)(L+p— 1)y,
k=0 =0
00 k
Al?(E+ 1" =3 23 Cuy(L+ p)(L+ p — 1)y
k=0 =0

00 k
wIn*(2 4+ o' = 30 a0 3 Ap (1 + p)o
=0 =0

00 k
cIn®(Z 4+ 1) = 3 ¥ 1S By (I + p)uy

k=0 1=0
0 k
2x ln(f + 1)’0/ =2 Z xkte Z Gr_v; ¢la G = W
k=0 =0
0 k
2cln(Z +1)v' =23 2PN Dy, Gla Dy = (k;ljp)
k=0 1=0
0 k
Ed®In*(2 + 1)v=Ed® Y 2"y Ay
k=0 1=0
L+ Do=11+1)> aFry,
k=0
0 k
Ca®In’*(2 + 1)V (r)v = Ca’vy 3 2" > By
k=0 =0

Pasinaudojus pastarosiomis gautomis sandaugy israiskomis ir surasius jas i (15) dife-

rencialing lygtj, gauname tokig lygti:

) k k
DY Al p) I+ p = o+ 207N By (14 p) (I + p = Dot
k=0 1=0 =0
k
+xk+p_2 Z Ok_l(l + p)(l +p— 1)UH‘
1=0
k k k
+ahtr Z Ay (L4 p)oy + oF+et Z Bi_i(I + p)uy + 227 Z Grout+
1=0 1=0 1=0
k k
42k trl Z Dy_yv; — Ea*a™ Z Ao — U1+ 1)$k+pvk_
1=0 =0
k
—Ca’voahtr Z Ep v =0 (17)

=0



Tam, kad galioty (17) reikia, kad visi koeficientai prie = laipsniy buty lygus nuliui.
Lyginame nuliui koeficientus prie vienody x laipsniy. Matome, kad maziausias x

laipsnis yra p — 2. Taigi prilygine koeficientus prie 2°~2 gauname
Cop(p — 1)vy = 0.

Pastebime, kad kai p = 0 arba p = 1, tuomet vy yra bet koks. Kai p # 0 arba p # 1, tai
Vo = 0.

Toliau prilygine nuliui koeficientus prie z°~!, turésime, kad
C()(l + p)pvl + C'lp(p — 1)’00 + 2Bop(p — 1)1]0 + BopUO + 2D0U0 =0.

Jeigu tarsime, kad p = 1, tai

o — —Chp(p — D)vg — 2Bop(p — 1)vg — Bopvg — 2DOUO.

Co(1+p)p
Taciau, jei sakysime, kad p = 0, tai turésime, kad 2Dgvy = 0, bet Dy # 0, todél gauname,
kad vy = 0, o v; yra bet koks. Dabar tarkime priesingai, kad p # 0 ir p # 1. Taigi tuo
atveju turime, kad v; randamas i$ formulés

_ —Cip(p — 1)vg — 2Bop(p — 1)vg — Bopvg — 2Dgug
Co(L+p)p

U1

I

0 vg - bet koks.

Dabar prilyginkime nuliui koeficientus prie 2”. Siuo atveju turésime, kad

Co(2+ p)(L+ p)vz + Ci(1 + p)pv1 + Cap(p — L)vo+
+2By(1 + p)pv1 + 2B1p(p — 1)vg + Bo(1 + p)vy + Bipvg + 2Dguy + 2Dqvg+
+A0p(p - ].)U() + AOPUO + 2G01)0 - EG2A01}0 - l(l + 1)’00 - Ca2U0E0U0 =0.

Imkime, kad p # 0 arba p # 1, tai tada

va = [=C1(1+ p)pvi — Cap(p — 1)vg — 2Bo(1 + p)pv1 — 2B1p(p — 1)vo—
—Bo(l + IO)'Ul - BlpUO - 2DOU1 - 2D1’UO - Aop(p - 1)’(]0—
—AopUO — 2GOU0 + ECL2A0U0 + l(l + 1)1)0 + OGQUOEOUO}/[CO(Q + p)(l + p)]

Jei tarsime, kad p = 0, tai koeficienta v, rasime is tokios lygybés:

—Bo'l}l — 2DOU0 — QGQUO + Eaonvo + l(l + 1)?)0 + CCL2U0E0U0
2C) ’

Vo =
o v; buvo rastas aukséiau, vy siuo atveju bus bet koks. Tardami, kad p = 1 turésime, kad

Vg = [—2G1U1 —630@1 —Blvo —2D0’U0 — (1 —E(Iz)ono —2G0'U0+l(l—|— 1)U0+OCL2’U()E0U0]/600,



vy rastas auksciau, o vy yra bet koks.

Gausime bendra rekurentine formule pagal kuria rasime visus laipsninés eilutés (16)
koeficientus vy, k =0,1,2,...

Prilygine nuliui koeficientus prie z#**, turésime

Cok +p)(k+p—1Lve + E(Ck—z(l +p)l+p—=1)+ 2Bl +p)(l+p—1)+

=0
k—2

+Br_1-1(l+ p) + 2Dp1 v+ > (Ar—a(l+ p)(1+p — 1)+
=0
+Ak_2_l(l + p) + 2Gk_2_l - EaQAk_Q_l - l(l + 1) - CCLQUoEk_Q_l)Ul = 0.

Dabar tarkime, kad p = 0, tai

o0
v(z) = E 2Py = vg + vy 4+ vex® + .. ..
k=0

Atkreipkime démesj, kad ¢ia vy yra bet koks. Sakykime, kad p = 1, tai tada
o0

v(z) = kaﬂ)vk =z(vo + 01T + v22” +...) = vz +v1T” + ...,
k=0

bet ir ¢ia vy yra bet koks. Gavome tik vieng sprendinj.

10



4 Krastinio uzdavinio sprendimas

Pradzioje uzrasykime ieskomosios funkcijos R(r) israiska laipsnine eilute, pasinaudoje
tarpines funkcijos v(x) iSraiska laipsnine eilute. Prisiminkime, kad buvome jvede nauja

kintamaji x = c(exps —1). Taip pat zinome, kad

o0
v(z) = Z Py
k=0

Tuomet turime:

R(r) = Z(cexpg —1)F Py,

k=0

Tikrinsime krastines salygas, kurios aprasytos (7) sistemoje. Jau zinome, kad v(z)

galime uzrasyti taip:

o) = 3 Pu, = 2P(vo + 0y + vaz® + . )
k=0

Irasykime kintamojo x reikSme j pastaraja lygtj ir turésime:

R(r) = Cp(eXPg —1)"(vo + U1C(€‘Xpg -1+ 11202(exp5 —1)%+..)

Tikrinkime pirmaja krastine salyga, kad R(0) = 0. Jeigu tarsime, kad p = 1, tai
salyga bus patenkinta R(0) = 0. Jei laikysime, kad p = 0, tai R(0) = vy, o i$ to iSplaukia,
kad vg = 0. IS to seka, kad R(0) = 0. Taigi radome nulinj sprendinj, kuris niekam iki Siol
nebuvo naudingas ar reikalingas. Matome, kad pirmoji krastiné salyga yra tenkinama.

Tikrinkime kitg krastine salyga, kad R(oco) = 0. Jeigu r — o0, 0 a > 0, tada expas —
00, o dél to R(r) — oo. Matome, kad antroji salyga néra tenkinama. Galime padaryti
iSvada, kad gautasis nenulinis sprendinys R(co) # 0 néra krastinio uzdavinio (6) - (7)
sprendinys.

Galutinj rezultatg formuluojame kaip teorema.

1 teorema. Krastinio uzdavinio (6) - (7) sprendinio, naudojant laipsniniy eiluciy

metodq, rasti negalima.

11



5 Diferencialinés lygties suvedimas | integraline

lygtj

Dabar pabandysime duota (6) lygti iSspresti kitaip, t.y. diferencialine lygtj suvesime j
integraline lygtj. Priminsime, kaip ji atrodo:

)+ 20 WD ovre = 0

,
Kad vardiklyje nelikty nepriklausomo kintamojo r, kuris artéja i nulj, tai pastaraja

lygti reikia padauginti i§ 72, tuomet turésime tokia diferencialine lygti:
r?R'(r) 4+ 2rR'(r) = [(E+ CV(r))r* + (Il + 1)]R(r) =0 (18)
Pertvarkykime (18) lygtj ir ja uzrasykime tokiu budu:
r?R'(r) +2rR (r) — (1 + DR(r) = (E+ CV(r))r*R(r) (19)

(19) lygtyje prilyginkime kaire puse nuliui ir tada gausime Oilerio paprastaja homo-
genine diferencialine lygtj [4]:

r?R'(r) +2rR (r) =1l + 1DR(r) =0 (20)

Oilerio lygtyje panaudokime keitinj vietoje nepriklausomo kintamojo r. [veskime nauja
nepriklausoma kintamajj ¢ tokiu budu: r = exp’ arba kitaip galime uZrasyti kaip ¢t = Inr.

Taip pat pazymékime naujg ieskomaja funkcija:
R(r) = T(t) (21)

Ieskosime (21) lygties pirmos ir antros eilés iSvestiniy pagal kintamajj r ir jas isreiksime

per naujg ieskomajg funkcija pagal kintamajj t. Pirmos eilés iSvestiné yra tokia :
R(r)=T -t =T -t! (22)
O antros eilés iSvestine atrodys taip:
R'(ry=(T"-t"), =T"-T) -t (23)

Sias gautas iSraiskas, kurios pazymétos (22) ir (23), surasome j (20) diferencialine lygti
ir gauname nauja antros eilés paprastaja homogenine diferencialine lygti su pastoviais

kintamaisias, kuri surasius iSraiskas ir atlikus elementariausius veiksmus, atrodys taip:

T'+T —1(l+1)-T=0 (24)

12



(24) lygties nusakancioji lygtis yra tokia:
E4+k—11+1)=0 (25)

Sios (25) nusakanciosios lygties Saknys yra tokios:

—1—/1+4-1(1+1) L —1++/1+4-1(1+1)
2:

= 2 2

Jeigu [ # —%, Sios Saknys yra realios ir skirtingos. Tada bendrasis (24) lygties spren-
dinys yra:
T(t) =Ch cexp Mt 4Oy - exph?t

Jeigu | = —3, tada Saknys yra vienodos ir lygios taip pat —3. Tada bendrasis (24)

lygties sprendinys yra:
T(t) = Oy - exp "t 40y - exp™t = O - exp%t +Cs - exp_%t
Tada Oilerio lygties (20) bendrasis sprendinys abiem atvejais yra:
R(r)=Cy-r* 4+ Cy - k2 (26)

Dabar (19) lygti spresime konstanty varijavimo metodu, $iuo metodu nehomogeninés
lygties bendrojo sprendinio ieskosime tokiu pavidalu kaip homogeninés lygties bendra-
sis sprendinys, kuris aprasytas (26), tik joje laisvasias konstantas C ir Cy pakeisime j
diferencijuojamas funkcijas, kurios priklausys nuo kintamojo r. Taigi varijuotas lygties

sprendinys dabar atrodys taip:
R(r) = Cy(r) - 77" 4 Cy(r) - ™ (27)

Rasime (27) lygybés pirmos ir antros eilés iSvestines. Reikia pamineéti, kad mums
reikalingos tik funkciju C}(r) ir Cy(r) pirmos eilés iSvestines, todél isdiferencijave pirmaji
karta (27) lygybe, suma, kurioje bus mums reikalingos varijuoty konstanty iSvestinés,

prilyginsime nuliui. Taigi, diferencijuojame pirma kartg ir gauname:
R =Ci(r) - r™® 4 0)r) -1k — k- Cy(r) - r M7 4 ky - Co(r) - P2t (28)
Pirmoji lygtis, kuri jeis j diferencialiniy lygciy sistema, bus:
CH(r)-r~™™M 4+ Ch(r) - r™ =0 (29)

Diferencijuojame antra karta, tada turésime tokia israiska:
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R'=C/(r)-r™™ — k- C{(r) - v 2 CY(r) - 772 4+ Ky - Ch(r) - ™71+ (k2 + ky)-

Cy(r) - r™72 ke Cr) TR e (2 = ko) - Oy(r) R ey - O (1) R =

= 2k - Cy(r) - r T 4 2y - Ch(r) - CY () T O () R (K Ky)-
Cr(r) - 872 4 (k3 — ko) - Cy(r) - 772 (30)

Gautas R/(r) ir R"(r) iSraiskas, kurios pazymétos (28) ir (30) numeriais, taip pat ir
pazymeétaja (27) lygybe, surasome i (19) nehomogenine diferencialine lygtj ir gauname
diferencialing lygtj, kurioje nezinomos yra funkcijos C(r) ir Cy(r) su pirmos eilés iSvesti-

némis. Si lygtis yra tokia:

P22k - Cir) T 2k O () R O () T

+C3(r) - T + () + kr) - Ca(r) - v 7972 4 (k] — ko) - Calr) - 7272+
+20[C(r) 7R O () e = k- () R

o - Co(r) 2T = U+ DIC(r) - 778 4 Colr) - 1) = (B + CV (r))r*R(r)

Pastarojoje lygtyje atlikime veiksmus ir sutraukime panasiuosius narius, tada ta lygtis

atrodys taip:

Cr(r)[2r M — 2k - r MH Y 1 O (r) 2Ky - P2t 4 2rP2 -
+CL(r)[(K + ka) - r 7™ =2k M =114+ 1) M) 4 Co(r) (RS — ka) - 72+
2k -1 =1+ 1) ] CY(r) MR G (r) T = (B CV(r)r®R(r) - (31)

IS (29) ir (31) lygciu sudarome diferencialiniy lygéiy sistema varijuotoms konstantoms

C1(r) ir Cy(r) rasti. Sistema atrodys taip:

Ci(r)-r=F 4 Ci(r) -rk2 =0

Ci(r)[2r=Ftl — 2k - r=FH1] 4 CL(r)[2ky - rF2FL 4 2rF2 ] = (B + CV (r))r?R(r)
(32)

IS (32) sistemos pirmos lygties iSsireiske C](r) ir ta iSraiska jrase i antraja lygti su-
randame C%(r), po to sugrize prie C|(r) iSraiSkos randame ir ja. Funkcijy Cf(r) ir C4(r)
isSraiskos yra tokios:

—(E+CV()r*R(r) i
<2k1 . pka+1 + 2k2 . Tk2+1)

(E+ CV(r))r*R(r)

/ —
01(7“) = (2k1 ket 4 Ok, - rk2+1)

Cy(r) =

IS issprestos lygties turime:

[ —(E+CVI)ERE) i
Cu(r) = / S i T+ G

0
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)= [ e g,

2]€1 T’k2+1+2k’2 Tk2+1)
0

Gautas varijuoty konstanty israiskas surasome j (27) lygybe ir gauname bendrajj duo-

tosios lygties sprendinj, kuris atrodo taip:

T

—ky
R(r)=Cy-r™™ 4 Cy-rk2 — —(kr ) /(E + C’V(?‘))THI‘“R(r)d?"jL
2
E 1 ko
k’l ) / +CV(r R(r)dr (33)
0

Pastebime, kad bendrajame sprendinyje (33) ieskomoji funkcija R(r) po integralo zenk-
lu. Taigi diferencialine lygti (6) suvedéme j integraline lygti.

Gautg (33) integraline lygtj uzrasome su vienu integralu ir turime:

R(r)=Cy-r ™ +Cy- 1™+ /F(r, §)de, (34)
0
cia | F(r,)d =~ gty J (B + CVEOIER(©Or gk = risg e
0 0

2 teorema. Diferencialiné lygtis (6) yra ekvivalenti integralinei lygciai (34).

Pareikalaukime, kad buty patenkintos (7) numeriu pazymétos krastinés salygos. Imant
pirmaja krastine salyga, kai R(0) = 0. Siuo atveju turime, kad konstantos yra lygios
nuliui: C; = Cy = 0. Sias reikSmes jrase i (33) gausime kragtinio uzdavinio sprendinio

israiska:
T [e.e]

2(ky + ka) 0/ (B +CV)r ™ Rr)dr + s / (E+CV(r))r'~"R(r)dr

—ky

R(r) = —

Kai tikriname antraja krastine salyga, R(co) = 0, tai gausime tokia pat israiska kaip
pastaroji ir laikysime, kad C; = Cy = 0.

Norédami gauti skaitines krastinio uzdavinio sprendinio reikSmes (34) integraline lygti
spresime nuosekliyjy artéjimy metodu [1]. Tada turime, kad:

[e.e]

J R e S s N €

0

Bn(r) = k1 + ko)

(35) lygtyje n = 1,2,3, ... Pradédami iteracijas, laikysime, kad Ry(r) = 1, tada pirmoji

iteracija bus:

15



o0

Ralr) = ~grgy | (B + OVIEEr™e =1 lag =
0
[rkigh  phag—ha
k1+k2 /CV 19 T2 e dE.

0

Antroji iteracija bus:

Ralr) =~y [+ OVt — e -
0
s | OV e — i baglag

0

Ir taip kartojame n karty, tada tikrines reiksmes atitinkancios funkcijos yra:

= Ry(r) (36)

Rezultatg formuluojame kaip teoremsg.
3 teorema. Krastinio uzdavinio (6) - (7) sprendinys uzrasytas integraline lygtimi (34)

arba artiniais (36) pavidalu.
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The second order simple differential equation’s

proper values exercise’s solution

Summary

In this work we explored the second order differential equation. There was solved
the proper value exercise. Differential equation’s solution was obtained as a power series.
The second order differential equation’s boundary exercise was reduced to the integral

equation. And we founded boundary exercise’s proper’s functions.
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