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PRATARME

1. Pirmas akmuo | autoriaus darZa. ,Jei Zmogus, prates dirbti protini
darba, susiduria su praktinio veiksmo biitinybe, jam ripi viska komplikuoti,
daryti pernelyg gudriai“. Tai citata i¥ XX amZiaus aukso fondo serijos knygos,
priklausanti Donnai Tartt.

Panasiai atsitiko su $iyeiluéiy autoriumi. Pagal JAV ir Vokietijos mate-
matikos referatyviniy Zurnaly klasifikatoriy, abi mano disertacijos priskirtinos
temai 62E10 ,,Charakterizacija ir struktiiry teorija“. Gi visa $i tema priskirta ne
tikimybiy teorijai, o statistikai, kurios strategija formuoja praktiniai poreikiai.
TaCiau autoriaus darbai buvo grynai teorinio pobudZio.

Tai ir salygojo statistikos kurso, vieng semestra skaitomo VPU matema-
tikos magistrantams, pirmojo varianto turinj. Sis kursas prasidédavo nuo o-
algebros apibréZimo ir atsitiktinio dydZio kaip maciosios funkcijos analizés.
Tokig teoring kurso orientact)a grindZiau tuo, kad, mano supratimu, biisimajam
pedagogui yra svarbiausia iSmokti logiskal mastyti paciam, o po to iSmokyti
mastyti ir mokinius.

Ir nors statistikos egzamino rezultatai buvo neblogi, su viena metodikos
doktorante iskilo konfliktélis. Doktoranté tvirtino, jog jai visai nereikia Zinoti
nei kas yra o-algebra, nei kas yra macioji funkcija. Ji noréjo Zinoti, kaip
teisingai rinkti duomenis ir moksliskai juos analizuoti, o $ios analizés pagrindu
teikti rei$kiniy vystymosi prognozes, ir visa tai bty jos disertacijos pagrindas.

Tai buvo pirmas akmuo, mestas { mano matematinj darZeli, subrandinta
A.A. Borovkovo knygos ,Matematine statistika pavyzdZiu (naudoty knyguy
saraSe — [1] pozicija).

2. Ar gali buti matematika per daug matematizuota? Praleisiu tg dalj,
kurioje galety biiti déstoma, kaip tas matematinis darZelis buvo ravimas. TaCiau
paminésiu, kad dar vienas akmuo tenai jkrito i§ anoniminio Lietuvos mokslo
ir studijy fondo eksperto pusés. Mat, savo pirmaji paskaity konspekto varianta
pateikiau kaip pagrinda vadovéliui parasyti j fondo vadoveliy konkursg.

Patios recenzijos man nedavé, o tik perskaite, todél galiu cituoti tik i§
atminties: vadovélis pernelyg matematizuotas, jis biasimiesiems pedagogams
net Zalingas, nes pateikiamq medziagq jie negali suprasti, o tik iskalti.

,Tai bent! — pamaniau. — Ar gali biiti sviestas pernelyg sviestuotas? Be
to, egzamino rezultaty vidurkis — 7,3. Buvo atveju, kai magistrantas prase

al
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perlaikyti egzamina, norédamas 9 istaisyti | 10. Ir tik vieng karta magistrante,
gavusi klausimg apie hipoteziy tikrinima, prisipaZino, kad atsakymo nesuprato,
todel iskale".

Fondas atmeté rankrastj, tadiau pasiiile dalyvauti konkurse kitais metais.
Buvo ankstyvas pavasaris. Buvo pats laikas pamastyti apie visi$kai nauja
darZel;.

3. Ar galima statistika destyti elementariai? Bent jau be integralinio
ir diferencialinio aparato, be o-algebros apibréZimo ir maciosios funkcijos sa-
vokos? Ar galima sudétinga medZiaga taip paprastai i$aiSkinti, kad $ios me-
dZiagos turinys ne tik nenukentéty, bet atsiskleisty visoje savo pilnumoje?

SusipaZines su R.A. Johnson, G.K. Bhattacharyya vadovéliu ,Statistics.
Principles and methods*” (naudoty knyguy sarase — [S] pozicija) bei R. Khazanie
vadoveliu ,Statistics in a world of applications* ([6] pozicija), i$laikiusiais ne
vieng ir ne du leidimus, supratau, kad atsakymas i visus iSkeltus klausimus yra
vienas: ,,Taip!"

Detaliai analizuojami praktiniai pavyzdZiai leido visiskai kitaip paZvelgti ir
i senus klasikinius vadovélius — pavyzdZiui, j H. Cramer ,,Mathematical methods
of statistics” (Zr. [7]). Savo matematine dvasia jam artimas naujas K.J. Hastings
vadovelis ,,Probability and statistics (Zr. [3]).

Visi §ie vadovéliai turi vieng trilkkuma — juose pateikiama medZiaga neis-
déstyti nei per vieng, nei per du semestrus.

Taip gimé mintis paskaity konspekta sudaryti i§ dviejy daliy. Pirma dalis
»Elementarioji statistika ir jos taikymai“ — praktinio pobiidZio. Joje néra nei
vieno integralo Zenklo, néra nei o-algebros, nei maciosios funkcijos sgvoku.
Antroji dalis ,,Matematiniai statistikos metodai* yra teorinio pobiidZio. Tai
matematiniy statistikos metody pradmenys.

4. Kodél Levas Tolstojus rasé aritmetikos vadovéli? Beje, ne tik rase, bet
ir 1874 metais pats iSleido. Ir jau kaip matematikos mokytojas moke: ,,Tam,
kad turétum jsitikinima, jog atne$i nauda, reikia turéti vieng bruoza. Sis bruozas
yra meile.”

Panasus teiginys yra ir 1994-aisiais Vilniuje isleistose ,,Lietuvos bendrojo
lavinimo mokyklos Bendrosiose programose®. Cituoju: ,,Mokantis matemati-
kos, ugdomas sugebéjimas analizuoti, argumentuoti, klasifikuoti, kelti hipotezes,
jas paneigti arba jrodyti.

Matematika gali Zymiai prisidéti ne tik prie bendro asmenybés ugdymo,
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bet ir prie charakterio bei doriniy nuostaty formavimo.

Matematika prisideda ir prie estetinio pasaulio suvokimo ugdymo*.

Pastiilymas studentams - kol dar nevélu, mokytis mastyti. Kas gali iSmokyti
mastyti, jei ne matematikai? ISmoke mastyti, pajusime, kas yra groZis ir kas
yra metlée.

Mastymas — vienintelis dalykas, kurio nerasi enciklopedijose ir Zinynuose.

5. Kas svarbiaun - ,,Matematikos terminy Zodynas* ar ,,Lietuvos stan-
dartas‘‘? Kuris terminas turi biiti vartojamas — Zodyno [10] ,,imties didumas* ar
standarto [8] ,,imties dydis*? Zodyno pasikliautinasis intervalas“ ar standarto
»pasikliovimo intervalas®? Zodyno Livertis* ar standarto ,,jvertinys* (angl. esfi-
mator) bei ,jvertis” (angl. estimate)? I§vardytais atvejais buvo pasirinktas antra-
sis, t.y. standarto terminas. Aplamai, stengtasi, kad studentas gerbty valstybinj
standartg ir mokéty juo naudotis. PavyzdZiy, kurivose naudojama Lietuvos
statistiné medZiaga, duomenys yra paimti i§ Lietuvos statistikos metras¢io [9].

Autorius dékoja profesoriui P. Survilai uZ pasitilyma skaityti matematinés
statistikos kursa VPU matematikos magistrantams bei pasitlyma parasyti ir
iSleisti §j vadovel;.

Romanas Januskevidius,

Matematikos ir informatikos instituto
Tikimybiy teorijos skyriaus
vyriausiasis mokslinis bendradarbis,
Vilniaus pedagoginio universiteto
Algebros ir skaitiu teorijos katedros
profesorius
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IVADAS

KAS YRA STATISTIKA?

Zodis statistika yra kilgs i§ lotynisko ZodZio status, reiSkianCio biseng,
padéti. Jau ne viena Simtmet] Zmones domina duomenys apie demografinius ir
aplinkos procesus, 3aliy geografiniai ir gamtiniai iStekliai, gamybos ir prekybos
apimtys ir L.t.

Ilgainiui susidaré nuomone, kad statistika — tai i$imtinai skai¢iy rinkimas ir
diagramy bei grafiky sudarymas. Toks jsitikinimas daugeliui ir $iandien atrodo
teisingas gal dar ir todel, kad Ziniasklaidoje mes nuolat sutinkame duomenis ir
pranesimus apie ekonominj gyventojy uZimtumga ir aktyvuma, apie pagrindinius
mokes&ius | Lietuvos biudZeta, gyventojuy sveikata ir socialing apsaugg, kainas
ir kainy indeksus ir t.t.

Zinoma, duomeny rinkimas, diagramu bei grafiky sudarymas ir Siandien,
ty. XX amZiaus pabaigoje, yra minorinis statistikos aspektas, reikalaujantis
nemaZai rutininio darbo. Tad iSkyla natiiralus klausimas — koks gi yra statistikos
kaip mokslines disciplinos vaidmuo?

Atsakymas | § klausimg buvo rastas dar XVII amZiuje. Mat jau tada
statistika turéjo dvi kryptis — apraSomasja (duomeny rinkimas, diagramy bei
grafiky sudarymas ir pan.) ir dedukcing matemating.

Tirdama masiniy reiskiniy kiekybinius aspektus, statistika siekia atskleisti
ty reiSkiniy visumos bendrasias savybes. ‘

Stai keli tipiski klausimai, kuriuos nagrinéja statistika. Kokios riisies ir
kiek duomeny reikia surinkti? Kaip reikty tuos duomenis rinkti ir kaip juos
interpretuoti? Kaip analizuoti duomenis ir i jy analizés daryti teisingas iSvadas?

Pastaruoju metu terminu stzatistika priimta vadinti dvi disciplinas — tikimy-
biy teorija ir matemating statistika. Tikimybiy teorijos vystymosi déka XX
amZiaus pradZioje ir ypa¢ per pastaruosius 50-60 mety statistiniai metodai buvo
i§ esmes i$vystyti ir buvo galima kalbeti apie naujos disciplinos — matematinés
statistikos — atsiradimg ir sparty vystymasi.

Pirmoji Sio vadoveélio dalis skirta intuityviajai statistikos daliai, elemen-
tariai déstomi jos principai bei nagrin¢jami paprasciausi praktiniai pavyzdZiai.
Antroji dalis — tai jvadas j matematinius statistikos metodus.
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I. ELEMENTARIOJI STATISTIKA IR JOS TAIKYMAI

1. STOCHASTINIS EKSPERIMENTAS. STATISTINIO STABILUMO
FENOMENAS

1. Ivairiausiuose praktiniy ir teoriniy tyrimy srityse daZnai sutinkami atve-
jai, kai eksperimentai arba stebéjimai tose paciose salygose gali biti pakartoti
didelj skaiciy karty. Kiekvieng tokj kartg mes koncentruosime savo démesj i
cksperimento (arba stebéjimo) rezultata, isreiksta skaitine charakteristika.

Eksperimentus, kuriuos, esant vienodoms sqlygoms, galima pakartoti dau-
geli karty ir kuriy konkretaus rezultato negalima nuspéti i§ anksto, vadiname
stochastiniais (tikimybiniais) eksperimentais.

2. Paprasciausias stochastinio eksperimento pavyzdys — monetos metimas.
Jo rezultatas aiSkus — pasirodys arba herbas, arba skaidius. Jei herbo pasirodyma
paZzymeésime 1, o skaiiaus — 0, tai Sio eksperimento rezultatus iSreik§ime skai-
Ciais. Santuoky ir iStuoky registravimas mety bégyje valstybéje, apskrityje ar
mieste — jau sudétingesnio stochastinio eksperimento pavyzdys. Suskaifiavus
santuokas ir iStuokas Lietuvoje, gauta, kad ju, pavyzdiiui, 1990-aisiais yra
atitinkamai 36310 ir 12747, o po septyneriy mety, t.y. 1997-aisiais, — jau tik
- 18796 ir 11371. Sio eksperimento rezultaty dar po septyneriy mety, t.y. 2004-
aisiais, aiSku, negalima tiksliai nuspéti i§ anksto, taciau tendencijy prognozé yra
svarbi.

3. Kiekviena stochastiniy eksperimenty sckos rezultaty suvestiné sudaro
statistiniy duomeny aibg.

Pagrindinis statistikos objektas yra galimybiy gauti patikimas i§vadas statis-
tiniy duomeny pagrindu tyrimas ir metody, leidZianciy pateikti Sias iSvadas,
1fvystymas.

4. H. Krameras! 1946-aisiais metais raSe, kad , turbiit nejmanoma pateikti
tiksly apibréZima to, ka nusako Zodis atsitiktinis®, ir $io ZodZio prasme aiSkina
pavyzdZiu.

Jei daug karty mesti paprasciausia moneta, tai, net labai stengiantis iSsaugoti
cksperimento salygas nepakitusiomis, mes vis tick nepajégsime pasakyti, ar
konkretaus metimo atveju i8kris herbas, ar skaicius. Net jei mes sukonstruosime
masina, kiekviena karta metan&ia moneta visiskai vienodai, tai visgi nejtikétina,

! Harald Cramér - $vedy matematikas.



1. Stochastinis eksperimentas. Statistinio stabilumo fenomenas 11

kad mums pavykty tiksliai nuspéti konkretaus metimo rezultata.

5. Tai galima paaiskinti tuo, kad neZymiis stebimo objekto pradiniy sa-
lygy pakitimai, kurinos nejmanoma uZfiksuoti miisy ,,instrumentais®, gali Zymiai
jtakoti galutinj rezultata. Ir net jei tokie ,,instrumentai‘ buty, stebimas reiskinys
gali biiti toks sudétingas, kad jo parametry praktinis apskai€iavimas ar net teori-
nis apras§ymas gali biiti nejmanomas.

Netrukus jsitikinsime, kad visuose tokiuose atvejuose tarp visy stochastinio
eksperimento pradiniy salygy pakitimy ir jo rezultaty svyravimy galima aptikti
vieng désninguma, kuris ir yra matematines statistikos pagrindas. Kalbésime

apie statistinio stabilumo fenomeng.

6. Taigi, atlickant konkrety stochastinj eksperimenta yra nejmanoma nusa-
kyti jo rezultatg. Taciau nuo konkretaus cksperimento perejus prie stochastiniy
eksperimenty sckos, nagrinéjama situacija radikaliai pasikeicia.

Pastebeéta, kad nors stochastiniy eksperimenty konkretiis (individualiis, at-
skiri) rezultatai , elgiasi labai netaisyklingai®, 3iy eksperimenty rezultatai pa-
kankamai ilgoje stochastiniy eksperimenty serijoje yra stabilis.

Santykinio daZnio savoka jvedama 3-iame skyrelyje, taciau atsizvelgdami
1 kg tik suformuluoto statistinio stabilumo fenomeno svarbg ir norédami ja
patikslinti, uzbégsime Siek tiek i prickj.

Kartosime misy stochastinj eksperimenta pakankamai daug karty ir ste-
besime, kiek karty jvyko rezultatas A. Tegu pirmuosivose n eksperimenty A
ivyko v karty. Tada statistinio stabilumo! fenomenas galéty biiti formulucjamas
taip:

Didéjant stochastiniy eksperimenty skailiui n, rezultato (jvykio) A san-
tykinis daZnis ¥ turi tendencijq [gyti pastoviq reikimg.

Sio statistinio stabilumo fenomeno iliustracija galéty pasitarnauti auk$ciau
apraSytas monetos metymo stochastinis eksperimentas. PaZymékime H herbo
pasirodymy skaiiy po pirmy n bandymy. Jau XVIII a. (kai kuriais duomenimis
ir daug anksciau) buvo pastebéta, kad santykis v(H)/n yra stabilus ir apytiksliai
lygus % (Zr. 1 lentele).

1 §is terminas paimtas i§ H. Kramero knygos [7]. R.A. Johnson ir G.K.
Bhattacharyya [5] naudoja terming ,long-run stability of relative frequency*.
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1 lentelé
Eksperimentatorius Bandymlrgl skaitius I‘I‘;Ilg?éfl’sgiry(zd Snu v(H)/n
7. Biufonas (XVIII a.) 4040 2048 0,5080
K. Pirsonas (XIX a.) 12000 6019 0,5016
K. Pirsonas (XIX a.) 24000 12012 0,5005

Statistinio stabilumo sgvoka sglygojo kitos fundamentalios sgvokos — atsi-
tiktinio jvykio tikimybés - atsiradima.

2. ELEMENTARIUJU [VYKIU ERDVE. ATSITIKTINIS [VYKIS.
POPULIACIJOS IR IMTIES SAVOKOS

1. Pracitame skyrelyje iSnagrinéjome stochastinio eksperimento (arba ban-
dymo) savoka. Dabar tarkime, kad stochastinio eksperimento visus konkre€ius
rezultatus galima aprasyti aibe €2, t.y. aibes () elementai pilnai charakterizuoja
(pateikia pilng informacija apie) nagrinéjamo stochastinio eksperimento ste-
bimus rezultatus.

Stochastinio eksperimento visy galimy rezultaty aibé ) vadinama elemen-
tariyjy jvykiy erdve, o jos elementai w; — elementariaisiais jvykiais.

2. I3nagrinésime kelis pavyzdZius. Stochastinio eksperimento, kurio metu
vieng karta metama moneta, elementariyjy jvykiu erdvé yra Q = {H, S}, kur
raide H paZzymétas herbo pasirodymas, o raide S — skaiCiaus pasirodymas.

Jei eksperimento metu yra métomas losimo kauliukas, tai

0 =1{1,23,4,5,6}.
Atlikime kita stochastinj eksperimentg — moneta meskime du kartus. Cia

jau elementariyjy jvykiy erdvé irgi yra kita:
Q={HH, HS, SH, SS} = {w1, w2, w3, wa}.

Siuo atveju patogu elementarinosius jvykius w; vaizduoti medZio diagrama
(Zr. 13 psl.).

3. Iinagrinétuose pavyzdZiuose 2 turéjo baigtini elementy skaiciu, t.y. ele-
mentariyjy jvykiu aibe buvo baigtiné. Taciau daugumoje statistikos uZdaviniy
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1-as metimas 2-as metimas 2ymuo
H HH (w))
H <
S HS (w,)
SH (w5)
S
SS (w 4)

MedZio diagrama

stochastinis cksperimentas turi be galo daug stebimy rezultaty. ISnagrinésime
porg tokiy pavyzdZiy.
Atlickamas toks stochastinis eksperimentas — moneta metama iki herbo

pirmojo pasirodymo. Tada Q = {wi1,ws, ..., wee}, kur

wh,=S585...SH.
=

n—1

Cia elementarus jvykis w,, reiskia, kad herbas pirmakart pasirodys n-tojo metimo
metu, 0 w,, paZzymeétas jvykis ,herbas niekada nepasirodys®.

Kitas pavyzdys — Jonas ir Petras turi susitikti pric Vilniaus Katedros cen-
trinio j¢jimo laiko intervale [T1; T3]. Stochastinis eksperimentas yra toks:
stebima, kada nurodytame intervale prie Katedros ateina Jonas ir kada - Petras.
Tada

Q={(z,y) T\ e <D, T Ly< T}

4. Jei aibé A yra elementariyjy jvykiy erdvés Q) poaibis, tai A yra vadina-
mas atsitiktiniu jvykiu. PavyzdZiui, jei moneta metama du kartus, o A — jvykis,
kuris rei$kia, kad bent vieng karta pasirodé herbas, tai

Q={HH, HS, SS, SH}, A={HH, HS, SH}.

Kadangi elementariyjy jvykiy w visuma € suteikia pilng informacijg apie
stochastinio eksperimento rezultatus, tai tuo atveju, kai eksperimento konkretus
rezultatas w € A sakome, kad jvykis A jvyko, o kai w ¢ A — nejvyko.

Aibés A elementai w vadinami elementariaisiais jvykiais, palankiais {vy-
kiui A.

5. Taigi, jvykio A atZvilgiu elementariyju jvykiy erdve 2 galima suskaidyti
i dvi dalis — i aib¢ A ir jos papildinj A.
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Pati aibe Q (ty. clementariyjy jvykiy crdve), jei yra nagrin¢jama kaip
atsitiktinis jvykis, charakterizuojama tuo, kad, nepriklausomai nuo stochastinio
cksperimento rezultato, §is jvykis €2 biitinai jvyksta.

Sio teiginio jrodymas labai paprastas, nes pagal clementariyjy jvykiy erd-
ves apibréZima jokie kiti stochastinio cksperimento rezultatai, iSskyrus tuos,
kurie apraSomi clementais w € 2, yra negalimi. Stai kodél aibé Q) yra vadi-
nama bigtinuoju jvykiu'.

6. Simboliu & priimta Zyméti aibg, neturinia nei vieno elemento. Ji
vadinama [uicigja aibe. Taigi, tsCioji aibe & yra aibes Q ,pricSingybe”.

Jei aibe & nagrinéti kaip atsitiktinj jvykj, tai toks jvykis stochastiniame
cksperimente niekada nejvyksta, todel vadinamas negalimuoju jvykiu?.

7. Skyrelio pabaigoje pateiksime kelety terminologiniy pastabuy.

Pagal Lictuvos standarty [8], populiacija® - tai visy stochastiniame eks-
perimente nagrinéjamy elementy aibé.

Emimo vienetas - tai populiacijos elementas.

Pagal 13 paij standarta, imtis? (arba atranka) - tai vienas ar daugiau
émimo vienety, paimty i§ populiacijos, siekiant gauti informacijq apie popu-
liacijq. Imties dydis® - tai émimo vienety skaiCius imtyje.

Terming atranka daZnai naudoja ckonomistai. Svarbu pabreZti, kad tai at-
sitiktinio émimo sinonimas. Bity ncteisinga manyti, kad tai specialus pasirinki-
mas, kai pagal kaZkoki poZymj kaZkas yra atrenkama.

Siuolaikiniai statistikos vadoveliai pateikia dar viena aib¢s (2 apibréZima —
imdiy erdve® (7r., pavyzdZiui, R.A. Johnson, G.K. Bhattacharyya [5]). Pateik-
sime §j ir giminingus apibr¢Zimus pilnai.

Imdiy erdve, susijusia su stochastiniu eksperimentu, vadinama Sio ekspe-
rimento visy galimy skirtingy rezultaty (baigciy) aibeé.

Kiekvienas Sio eksperimento rezultatas vadinamas elementariajg baigtimi,
arba elementariuoju (paprastuoju) jvykiu, arba im¢iy erdvés elementu, arba

stebiniu.

U Angl. certain event, rus. Jocmoeepnoe cobumiue.

2 Angl. impossible event, rus. nesosmooxcuoe cobumue.
3 Angl. certain event, rus. zenepaabnag co80KYNHOCMD.
* Angl. sample, rus. subopra.

5 Angl. sample size, Tus. obsem ablbOPKU.

6 Angl. sample space, rus. gufopounoe npocmpancmao.
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Atsitiktiniu jvykiu vadinama elementariyjy baigciy, turinliy apibréZtas

savybes, aibe.

3. STATISTINIUY DUOMENU APDOROJIMAS. SANTYKINIS DAZNIS.
DAZNIU SKIRSTINYS

1. Statistinius duomenis galima suskirstyti | du pagrindinius tipus:

(A) kokybiniai duomenys' (arba duomenys pagal kategorijas (klases, gru-
pes)),

(B) kiekybiniai duomenys?® (arba skaitiniai duomenys).

2. I8 pradZiy duomenys paprastai apdorojami kokybiskai, t.y. suskirstomi
1 kategorijas (klases, grupes) pagal pozymius. PavyzdZiui, nustatomos amZiaus
grupés (iki 19 mety, 20-24, 25-29, 30-39, 40-49, 50 ir dangiau ar pan.), plauky
spalva (blondinas, brunetas ir pan.), uZimtumas (bedarbis, uZimtas darbu),
mirtingumo pricZastys (infckcinés ir parazitinés ligos, kraujo apytakos siste-
mos ligos, piktybiniai augliai ir pan.).

Stai paprasciausias kokybiniy duomeny tipo pavyzdys.

Pavyzdys. Patikrinus 20 magistranty kraujo grupe (1, 11, 1T arba IV), buvo
gauti tokie duomenys:

I II I I I v I 11 I 1
m I I 11 I11 I II I I II

3. Isreiskus rezultatus kiekybinémis (t.y. skaitinémis) charakteristikomis
pagal kategorijas, duomenys tuo pa¢iu apdorojami kiekybiskai. Kiekvienas
stebinys turi buti priskirtas tik vienai i§ keliy kategorijy. Tokie duomenys pa-
prastai pateikiami daZniy lentelés pavidalu, kuri parodo kiekvienos kategorijos
elementy skaiiy (daznj). Sio daznio santykis su visy stebiniy skai¢iumi vadi-

namas santykiniu dainiu:

Kategorijos daZnis
Visu stebiniy skaicius

Kategorijos santykinis daZnis =

DaZniy lentele pavyzdyje su magistranty kraujo grupémis galima sudaryti
taip, kaip tai atlikta 2 lentelgje.
4. Dabar pacituosime Lietuvos standarta.

L Angl. qualitative data, rus. xavecmeennbe danmnsie.
2 Angl. quantitative data, Tus. xoauvecmeennsie Jannbie.
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2 lentele
Kraujo grupe | DaZnis | Santykinis daZnis
I 9 9/20 = 0,45
II 7 7/20= 10,35
m 3 3/20=10,15
v 1 1/20 = 0,05
Viso 20 1,00

Pozymis' — tai savybé, padedanti identifikuoti, atskirti ar klasifikuoti po-
puliacijos individus.

Stebinys? - tai pofymio reikime, gauta kaip atskiro stebéjimo rezultatas.

Klasé, grupe: (1) kokybinio poZymio atveju — grupé elementy, turinciy
tam tikras bendras savybes. Grupés nesikerta ir apima visq populiacijg;

(2) kiekybinio poZymio atveju — kickvienas i§ nesikertandiy intervaly, |
kuriuos padalytas visas kitimo intervalas.

Dainis? — tai tam tikro tipo jvykiy skaifius arba | tam tikrq klase patekusiy
stebiniy skailius.

Santykinis daZnis® — tai dainis, padalytas is viso bandymy ar stebiniy
skaiciaus.

Dazniy skirstinys — tai poZymio reikSmiy ir jy daZniy sqsaja. (Skirstinys
gali biiti grafiskai pateiktas kaip histograma, stulpeliné diagrama, ... arba kaip
daZniy lentelé).

Pavyzdys. Susituokusiy 1997 metais Lietuvos vyry daZniai pagal amZiy
pavaizduoti 3 lenteléje.

5. Aptarsime stulpelinés diagramos ir histogramos savokas, kurios buvo
minimos iliustruojant daZniy skirstinio sgvoka.

Stulpeliné diagrama® — tai kiekybinio poZymio dainiy grafiné israiska,
susidedanti i§ vienodo plocio stulpeliy, kuriy auk3ciai proporcingi daZniams.

Atkreipsime démesj | svarbig detalg — stulpeliy plociai yra vienodi, nors
nagrinéjamos klasés kiekybine prasme gali bati skirtingos. Misy pavyzdyje
vyry klaséje nuo 20 iki 24 mety amZiaus skirtumas gali siekti 5 metus, klaséje

Angl. characteristic, ras. npusnax.

Angl. observed value, rus. nabandenue.

Angl. frequency, rus. wacmoma.

Angl. relative frequency, rus. omnocmumensnad “acmoma.

1
2
3
4
 Angl. bar chart, bar diagram.
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3 lentelé
Kategorija Daznis (vyry skaicius Santykinis daZnis
(aniZiaus k%ase grupe) am21ausmlasqe
15-19 1225 1225718796 = 0, 0652
20-24 8181 8181/18796 = 0,4353
25-29 4672 4672/18796 = 0, 2486
30-34 1729 1729/18796 = 0, 0920
35-39 928 928/18796 = 0, 0494
40-49 995 995/18796 = 0, 0529
50-59 512 512/18796 = 0,0272
60-80 554 554/18796 = 0, 0294
IS viso 18796 1,0000

nuo 40 iki 49 mety Sis skirtumas gali siekti 10 mety, o klas¢je nuo 60 iki
80 — net 21 metus. Taigi, klasiy plotis (§i savoka aiSkinama Zemiau) gali
buti skirtingas, taCiau diagramos stulpeliy plotis vienodas. Tai naudinga tuo
atveju, kai pagrindinis démesys koncentruojamas } daZnius. Miisy pavyzdyje
apie susituokusius vyrus stulpeliné diagrama yra tokia:

DazZnis Santykinis

daznis
10000

0.4
8000 ]

0,3
6000 —
4000 ] 0.2
2000 0,1

[1] H 17 = &l

15-19  20-24 25-29 30-34 35-39 4049 50-59 60-80

1 pav. Susituokusiy 1997 m. Lietuvos vyry stulpeliné diagrama pagal amZiy

6. Grizkime prie paskutinio pavyzdZio dazniy lentelés. Blokai 20-24, 25—
29, 30-34 ir pan. yra vadinami klasiy intervalais. Apatinis klasés intervalo
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galas vadinamas klasés apatine riba, o virSutinis galas — klasés virfutine riba.
Siose ribose turi tilpti nagrinéjamos klaseés intervalas. Taigi, misy pavyzdyje
15, 20, 25, 30, 35, 40, 50, 60 yra klasés apatines ribos, 0 19+ 1, 2441, 29+
1,34+1, 3941, 49+ 1, 59+ 1, 80 + 1 — virdutinés ribos. Kodél plius
17 Jei Zmogui yra 24 metai ir 364 dienos, t.y. beveik 25 metai, mes ji vis tick
priskiriame klasci 20-24. Tai daroma tam, kad vienas ir tas pats Zmogus biity
priskirtas tik vienai klaset.

Tokioms situacijoms Lietuvos standarte yra skirtos dvi pastabos: 1) turi
- bati patikslinta, kurios i§ §iy dviejy riby (apatiné ar virSutin¢) priskiriamos
klasei; 2) jei ymanoma, klasés ribos neturi sutapti su galima reik§me.

Misy pavyzdyje yra patikslinta, kad apatiné riba priklauso klasei, o virSutiné
— ne. Be to, klasés virSutiné riba néra jos galima reik§meé. Taigi, néra dvipras-
mybés ir painiavos.

Klasés plotis' — tai klasés virSutines ribos ir apatinés ribos skirtumas.
Nagrinéjamajame pavyzdyje klasiy 15-19, 20-24, 25-29, 30-34, 35-39 plociai
yra lygas 5, klasiy 4049 ir 50-59 plociai - 10, o klaseés 60-80 plotis yra 21.

7. Dabar turime visas reikalingas savokas histogramos apibréZimui.

Histograma — tai kiekybinio poZymio dainiy skirstinio grafiné iSraiska,
susidedanti i§ keleto besiribojanciy staliakampiy, kuriy kiekvieno pagrindas
Iygus klasés plociui, o plotas lygus klasés santykiniam daZniui.

Kadangi visy statiakampiy plotas yra lygus klasiy santykiniy daZniy sumat,
tai gauname tokia taisykle: histogramos plotas lygus 1.

Lietuvos standarte pateikiamas histogramos apibréZimas skiriasi tik pasku-
tiniaisiais ZodZiais: ,,... o plotas proporcingas klasés daZniui“. Taip apibréZus
histograma, jos plotas nebiitinai lygus 1, nors sgvokos esmé islicka ta pahi.
Statistikos vadovéliuose yra patogesnis pirmasis apibré¢Zimas, nes asocijuojasi
su tankio sgvokos jvedimu.

Miisy pavyzdyje apie susituokusius vyrus histograma yra pavaizduota 2 pav.

Skai¢ius vir§ statiakampio reiSkia jo aukstj, kuris apskai¢iuojamas pagal

tokig formule:

Klasés santykinis daZnis
Klas¢s plotis

Auk§tis =

Pastaroji trupmena dar yra vadinama klasés santykinio daZnio tankiu.

U Angl. class width, class size.
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Santykinio
daznio tankis

0,09 -
0,08 -
0,07 -
0,06 -
0,05 -
0,04 -
0,08 +
0,02 -

0,0130

0,0871

0,0498

0,01 A
0

0,0184

0,0099

0,0053 0,0027 0,0014
1 T — )

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 6570 75 80

2 pav. Susituokusiy 1997 m. Lietuvos vyry histograma pagal amZiy

8. Kadangi pasirinktame pavyzdyje kalbama vien apie vedusius vyrus, biity

peteisinga nutyleti informacija apie istekéjusias 1997 metais Lietuvos moteris.

$i informacija pateikiama 4 lenteléje.

4 lentelé
AmZiaus klasé IStekejusiy motery skaidius
amZiaus klas¢je

15-19 3973

20-24 8128

25-29 3044

30-34 1252

35-39 799

40-49 789

50-59 460

60-80 353
IS viso 18796

Siiilome savarankiskai sudaryti daZniy lentelg, stulpeling diagramg ir his-

togramg.
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4. TIKIMYBINIO MATO [VEDIMAS. ATSITIKTINIO [VYKIO
TIKIMYBE

1. ISnagringje statistinio stabilumo fenomena ir turédami atsiktinio jvykio
bei daZnio savokas, galime kalbéti apie tikimybinio mato jvedima.

Atsitiktiniu jvykiu pavadinome clementariyju baigciy (stebiniy), turin€iu
apibreZtas savybes, aibe. DaZnis — tai tam tikro tipo atsitiktiniy jvykiy skaicius
stochastiniy eksperimenty serijoje.

Tarkime, kad kalbama apie kaZzkokij jvyki A, kurio daZnis n stochastiniy
cksperimenty serijoje yra n{A). l-ajame skyrelyje i8nagrinéty statistinio sta-
bilumo fenomenq dabar galime konkretizuoti.

Atsitiktinio jvykio A santykinis daZnis n( A)/n n stochastiniy eksperimenty
serijoje turi tendencijq, esant pakankamai dideliam n, artéti prie pastovios
reik§mes, kuriq paZymésime P(A). Skaicius P(A) vadinamas atsitiktinio jvykio
A tikimybe.

2. Atsitiktinio jvykio ir jo tikimybes sgvokas mes kol kas nagrinéjame intu-
ityviame lygmenyje. GrieZtus matematinius apibréZimus ir teiginius, pradedant
aksiomomis, nagrinésime If-ojoje vadovelio dalyje ,,Matematiniai statistikos
metodai®.

3. Priskirdami kiekvienam atsitiktiniam jvykiui neneigiama skaiCiy (san-
tykis n(A)/n visada neneigiamas, taigi, ir Sio santykio riba, kai n — oo, yra
neneigiama), mes turime teisg tvirtinti, kad §j jvyki mes ,,iSmatuojame*.

AnalogiSka situacija susidaro tuo atveju, kai parduotuveje tenka iSreiksti
pinigine iSraiSka (t.y. ,.iSmatuoti litais“), tarkime, banany kekés verte. Kaip
mes tai darome? Sveriame bananus elektroninémis svarstyklémis, kuriose taip
pat nustatoma 1 kg banany kaina litais. Taigi, kickvienam bananui, kiekvienai
kekei priskiriamas teigiamas skaicius, reiSkiantis jo arba jos verte litais.

Tokiu biidu galima tvirtinti, kad kiekviena banany keke yra ,,iSmatuojama®,
jai yra priskiriamas skaigius, sutampantis su jos verte litais. Taciau reikia turéti
omenyje, kad sgvokos matas ir tikimybinis matas skiriasi tuo, kad pastarasis yra
normuotas matas, jo reik§mé negali virSyti vieneto.

4. Santykinio daZnio n(A)/n artéjimg prie pastovios reikSmés pailiustruo-
sime papras¢iausiu pavyzdiiu, kurj jau nagrin¢jome l-ajame skyrelyje. Tai
monetos métymo stochastinis cksperimentas. Paimkime monetg ir atlikime
keletag metimy. Sio vadovélio autorius, atlikes monetos métymo eksperimenta

14 kartu, gavo rezultatus, kurie pavaizduoti 5 lentel¢je.
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S lentelé
Eksperimerrlltu skaicius Herrlz)%l ﬁﬁgg%ggﬂ}l (s}}a)i)éius Sant};lkijr_l[is %ainis

1 1 1

2 1 172

3 1 1/3

4 2 172

5 2 2/5

6 2 1/3

7 3 3/7

8 4 12

9 5 5/9

10 5 1/2

11 6 6/11

12 7 7/12

13 7 713

14 7 172

0,5-\ —F\ —'*———._*'—

1 2 3 4

5

6

7

8

9

10

11 12 13

14

3 pav. Santykinio daznio n(H) / n svyravimy amplitudziy maZéjimas bei statistinio
stabilumo fenomenas monetos métymo stochastiniame eksperimente

Grafiskai $io stochastinio eksperimento rezultatus galima pavaizduoti 3 pav.
I§ grafiko matome, kad, augant n, svyravimy amplitudé maZ&jal, o san-

! Prisiminkime taip pat Biufono-Pirsono stochastinius eksperimentus, i§nag-

rinétus 1-ajame skyrelyje.

n
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tykinis daZnis n(H)/n artéja prie 1/2.

5. Dabar galime suformuluoti tokia svarbig i§vada.

Kiekvicng kartq, kai tvirtinama, kad atsitiktinio jvykio A tikimybe atlieka-
mame stochastiniame eksperimente lygi P(A), Sio teiginio prasmeé yra tokia:
praktiskai neabejotina, kad atsitiktinio jvykio A santykinis daZnis ilgoje stochas-
tinio eksperimento kartojimy sekoje apytiksliai lygus tikimybei P(A).

6. Nesunku jsitikinti, kad bet kokio atsitiktinio jvykio A tikimybé P(A)
tenkina Sias savybes:

DOSPA) KL 2)P(A)= > Pw); 3)PQ) =) Pw)=1

wEA weN

5. ATSITIKTINIAI DYDZIAL TIKIMYBES MASES FUNKCLJA.
TIKIMYBINE HISTOGRAMA

1. Automobiliy skai¢ius, kurinos per dieng aptarnauja autoservisas, prarasto
svorio kiekis po dietos kurso pabaigimo, laisvy viety skaicius reisiniame kelei-
viniame léktuve ir t.t. — visa tai yra jvairiy stochastiniy eksperimenty rezultaty
(baigciy) skaitinés iSraiS$kos. Sukoncentrave savo démesi | §iu baigéiy skaitines
reik§mes, jvesime atsitiktinio dydfio savoka.

Atsitiktinis dydis yra funkcija, suteikianti kiekvienai stochastinio eksperi-
mento baigiai skaiting reikime* .

2. ISnagrinésime pavyzd]. Tarkime, kad i erdve paleisti trys palydovai.
Raide X paZymékime palydovu, pasiekusiy orbita (t.y. savo tiksla), skaiciy.
Aprasysime atsitikting dydj X.

Tuo tikslu pirmiausia apraSysime visas stochastinio eksperimehto baigtis
(im¢iy erdve), o po to nustatysime atsitiktinio dydZio X skaitines reik$mes
Sios erdves taskuose. Raide s paZymekime baigtj, kai palydovas pasieke orbitg
s¢kmingai, o raide n — baigt), kai palydovas nepasieké orbitos. Tada atsitiktinj
dydi X - funkcija i$ baigliy erdvés (im€iy arba elementariyjy jvykiy erdves) j
natiiriniy (jskaitant nulj) skai¢iy aib¢ — galima aprasyti tokia lentele:

Stochastinio eksperimento |sss [ssn |sns [nss [nns [nsn |snn [nnn
baigtis w;

Atsitiktinio dydZio X
reik§me T; = X(w]-)

1 Antrojoje vadovélio dalyje Sis apibréZimas bus patikslintas.
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Taigi, atsitiktinis dydis X jgyja keturias skirtingas reik§mes: 0, 1, 2 ir 3.

3. Pagal Lietuvos standarta, atsitiktinis dydis, kuris gali jgyti tik izoliuotas
reik§mes, vadinamas diskreciuoju. Ka tik i$nagrinétas pavyzdys su palydovais
— diskreciojo atsitiktinio dydZio pavyzdys.

Atsitiktinis dydis, kuris gali jgyti kiekvienq reik$me i§ baigtinio ar begalinio
intervalo, vadinamas tolydiuoju. Zinoma, bet kurie matavimai yra atlickami
su tam tikru tikslumu, todél praktikoje tolydi reikSmiy skalé yra tam tikra ab-
strakcija. Zmogaus svoris, maksimali dienos temperatiira, elektros lemputés
darbo laiko trukmé — visa tai yra tolydZiyju atsitiktiniy dydZiy pavyzdZiai.

4. Atsitiktinio dydZio X reikSmiy lentel¢ suteikia galimybe Zinoti visas
stochastinio eksperimento baigtis ir atsitiktinio dydZio X jgyjamas skaitines
reik§mes. Prisiming tikimybés savoka, galime nustatyti skirtingy atsitiktinio '
dydzio X igyjamy reik¥miy pasirodymo 3ansus. Siuo tikslu yra jvedama atsi-
tiktinio dydZio X tikimybés masés funkcija, kurios apibréZima pateiksime pagal
Lietuvos standartg,

Tikimybés masés funkcija! — tai funkcija, priskirianti kiekvienai diskretiojo
atsitiktinio dydfio X reikimei z; tikimybe f(z;), kad X jgis reikimg x;:

flz)) =P(X = ;).

Kartais, norédami supaprastinti Zymejima, riestinius skliaustus praleisime:
f(z;) = P({X = z;}) = P(X = ;). Zinoma, tiksliausia bty radyti f(z;) =
P({X = zi}) = P({w] X(») = z:}).

5. Pratgsime antrame punkte pateikto pavyzdZio apie atsitiktinio dydZio
X, reiskiantio palydovy, sékmingai pasiekusiy orbitg, nagrinéjima. Lentelés
pavidalu pateiksime $io atsitiktinio dydzio tikimybés mases funkcija.

Mes matéme, kad Sis statistinis eksperimentas turi aStuonias baigtis, t.y.
Sio eksperimenty elementariyju jvykiy erdvé sudaryta i§ 8 elementy: w; =
588, Wy = SSN, W3 = SNS, W4 = NS5, Ws = NNS, Wg = NSN, W7 =
snn, wg = nnn. Tarkime, kad yra i$bandoma principingai nauja kosminiy
palydovy karta, todél bet kuri stochastinio eksperimento baigtis yra vienodai
galima, taigi, jos tikimyb¢ yra 1/8.

L Angl. probability mass function, sutrumpintai — probability function, daz-
nai — probability distribution.
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Atsitiktinis jvykis {X = 0} gali biti realizuojamas vieninteliame elemen-
tariyjy ivykiy erdves taske wg, t.y. kai stochastinio eksperimento baigtis —
visiSka nesékme (vist trys palydovai nepasiekia orbitos). Taigi,

P(X =0) = P{w| X(w) =0} = P({ws}) = 1/8.

Analogiskai, atsitiktiniai jvykiai {X = 1}, {X = 2} ir {X = 3} tun
atiinkamai 3, 3 ir 1 elementg bei tikimybes 3/8, 3/8 ir 1/8. Gauname tokias
diskretaus dydZio X tikimybeés masés funkcijos f(z) reikSmes, kurios pavaiz-

duotos 6 lentel¢je.

6 lentele
Atsitiktinio dydZio X reikSme x; Tikimybe f(z;)
ze =1 flz2) =3/8
.Z‘4:3 f(l'4):1/8
IS viso 1

6. Grafiskai tikimybés masés funkcija yra patogu vaizduoti histograma
(Zr. 3-3ji skyreli), kuri vadinama tikimybine histograma. Joje staiakampiy
pagrindy centrais pasirenkami taskai z;, o kiekvieno tokio statiakampio plotas

lygus f(z;):

f(x) 0,5 -
0,375 0,375 )
0,375 -
0,25 -
0,125 0,125
0,125
o T T T T
' 0 1 2 3

4 pav. Tikimybés masés funkcijos histogramos (tikimybinés histogramos) pavyzdys
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7. Reziumuodami skyrelyje i$nagrinéta medZiaga, suformuluosime tikimy-
bés masés funkcijos f(x) savybes:
1) Tikimybé, kad atsitiktinis dydis jgis reikimg x;, visada yra tarp O ir
1, ty.
0< fl=:) <L

2) Diskretaus atsitiktinio dydZio, jgyjancio reikimes x, ..., Ty, tikimy-
bés mases funkcijos reikimiy suma lygi 1, t.y.

Z f(x,) =1.

6. POPULIACLJOS VIDURKIS. DIDZIUJU SKAICIU DESNIS.
DRAUDIMO IR LOSIMO MODELIAI

1. Pradékime nuo paprastiausio statistinio duomemy rinkimo. Tuo tikslu
20 karty meskime logimo kauliuka. Siy eiluéiy autorius gavo tokius duomenis:

3 6 3 5 4 1 2 4 4 2
3 4 6 5 1 3 6 6 3 1

Siy stebiniy aritmetinis vidurkis z, dar vadinamas imties vidurkiu, apskai-

¢iuojamas taip:

stebiniy reikSmiy suma 72 36

T = — n = —
stebiniy skaidius 20

2. Tatiau §j vidurkj mes galéjome apskaiCiuoti kitaip. O biitent, galéjome
apskaiciuoti kiekvienos kubiuko pusés pasirodymo daZnj ir, apskaiciave santy-
kinj daZnj, vidurkj gauname taip:

_ 3 2 5 4 2 4\
Fo1. (%) 2. (56) 13 (%) 4. (%) +5. <%) T6. <§5> _3,56.
Si skaiGiavimo biida galima iliustruoti tokia formule:

Imties vidurkis £ = ) (reik§mé x santykinis daZnis).
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3. Isivaiduokime, kad kubiuka mes métome ne 20, o labai daug karty.
Tada santykinis daZnis, kaip matéme 4-ajame skyrelyje, artés prie vienos ku-
biuko sienelés pasirodymo tikimybeés, ty. prie 1/6. Vidurkis tokiu atveju
apskaiCiuojamas taip:

1 1 1 e . "
1. (6>+2.(6)+_,,+6- (6) ._Z(rmksmex tikimybe) = 3, 5.

Sio pavyzdZio ir statistinio stabilumo fenomeno (kurj iSnagrin¢jome 1-
ajame skyrelyje) pagrindu nattiralu atsitiktinio dydZio X vidurkj apibréZti taip:

E (reik§me x tikimybe) arba Z:c,- f(zs),

kur z; paZymetos skirtingos atsitiktinio dydZio X reikSmés, o f(z) — tikimybés
masés funkcija.

4. Atsitiktinio dydZio X vidurkis dar yra vadinamas populiacijos vidurkiu
arba matematine viltimi ir Zymimas z arba EX.

O $tai Lietuvos standarto apibréZimas:

Diskre&iojo atsitiktinio dydZio X, jgyjancio reik¥mes x; su tikimybémis p;,
vidurkis (kai jis egzistuoja) yra

p=EBX =) zip;

fia sumuojama pagal visas X jgyjamas reikimes z;.

5. Apibendrinkime kubiuko métymo eksperimenta, pasirinkdami bet kokj
stochastinj eksperiments. Kartokime ji daug karty, kaskart skai¢iuodami jo
stebiniy aritmetinj vidurkj z. Galima jsitikinti, kad §i apskai¢iuotoji reikSmé z
po daugelio eksperimento kartojimy yra artima teoriniam vidurkiui g. Tai taip
vadinamas did?iyjy skaiciy désnis'. Suformuluosime jj atskirai.

DidZiyjy skaiciy désnis. Prakiiskai neabejotina, kad didelio skaiciaus
nepriklausomy, populiacijos stebiniy aritmetiniai vidurkiai artéja prie Sios po-
puliacijos vidurkio p.

Norédami iliustruoti §io désnio veikima, atlikime tokj eksperimenta?. Mo-
deliuokime 400 atsitiktinio dydZio su nuliniu vidurkiu populiacijos® stebiniy,

L Angl. law of large numbers, rus. 3axon Goavwuz wucea.
2 Eksperimento autorius — K.J. Hastings [3].
3 K.J. Hastings nagrin€jo standartinio normaliojo atsitiktinio dydZio populiacija.
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Kiekvieng karta, gave 10 naujy stebiniy, i§ naujo apskaifinojame visos imties
vidurkj. Tai reiskia, kad skaifinojamos Sios reik§mes:

i‘lO = (1!1 + . ..+.’L‘10)/10, .’EQO = (171 + ...+CL‘20)/20,...,

T400 = (.’L'1 4+ ...+ :L'400)/400.

Gauname tokj grafika:

Vidurkis
0.7¢
0.6F
0.5
0.4F
03¢
0.2}
0.1

imties
100 200 00 400 dydis

5 pav. Standartinio normaligjo atsitiktinio dydZio populiacijos stebiniy modeliavimo
rezultatai, iliustruojantys didZiyjy skaiciy désnio veikimgq

I$vada aiski: didéjant stebiniy skaiciui, jy aritmetinis vidurkis artéja i nulj,
t.y. 1 populiacijos vidurkj p = 0.

6. Fizikiné vidurkio interpretacija. Vidurkj galima interpretuoti kaip
atsitiktinio dydZio ,,svorio centra”. [sivaiduokime svorius, kuriy skaitiné i§rai¥ka
kilogramais lygi diskreciojo atsitiktinio dydZio igyjamu reik§miy tikimybéms.
ISdeliokime juos ant svertiniy stipuokliy atstumais, proporcingais jgyjamoms
reik§méms. Norint, kad tokios siipuoklés jgyty pusiausvyrg, atramos taska
reikia lokalizuoti tiksliai toje vietoje, kurios koordinaté lygi atsitiktinio dydZio
vidurkiui.

Pailiustruosime tai pavyzdZiu. Tegu atsitiktinis dydis X igyja reikSmes O,
4, 7 ir 14 su tikimybémis 0,1; 0,3; 0,2 ir 0,4. Tada

p=EX=0-0,14+4-0,3+7-0,2+14-0,4=8,2

o svertines siipuokles su svoriais 0,2; 0,3; 0,2 ir 0,4 grafiskai galima pavaizduoti
taip:
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0.4
0,3 Atramos (balanso) taskas
0,2
)1
0 1 2 3 4 67‘9101112131415

6 pav. Fizikiné vidurkio interpretacija — svertinés siipuoklés

7. Draudimo modelis. Daugelis tikimybiniy sgvokuy, jskaitant vidurkio
arba matematinés vilties 1d¢ja, kilo studijuojant azartinius lo§imus. Palaipsniui
Sios sgvokos ir id¢jos buvo taikomos tose srityse, kuriose Zenklig jtaka turéjo
rizikos faktorius. Pirmiausia, vystantis prekybai, jos rado pritaikyma papras-
¢lausivose draudimo modeliuose. Vieno tokio modelio pavyzd] i$nagrinésime
dabar, o sekan¢iame punkte iSnagrinésime azartinio loSimo modelio pavyzdi.

Draudimo kompanija iSmoka klientui 5 000 Lt suma, jei kruizo metu jis
apvagiamas arba patiria kitus nuostolius. Jei $iy nuostoliy rizika jvertinama
santykiu 1:250, tai kokia turi biti kliento draudimo jmoka?

Pirmiausia pastebésime, jog tikimybe, kad kompanijai teks iSmokéti 5 000
Lt suma, yra 1/250=0,004. Tegu X yra atsitiktinis dydis, reiSkiantis kompanijos
iSmokos z klientui suma. Tada $io dydZio tikimybés masés funkcija f(z) yra
tokia:

ISmoka «; Tikimybe f(x;)
5000 Lt 0,004
0Lt 0,996

Apskaicinojame vidurki:
EX = 5000 x 0,004 + 0 x 0,996 = 20 Lt.

Taigi, vidutiné suma, kurig kompanija i§moka klientui, yra 20 Lt. O tai
reiskia, kad biity pagrista i§ kliento pradyti 20 Lt didumo draudimo jmoka.
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Tik tokiu atveju, atsiZvelgiant | statistinio stabilumo fenomena, ilgoje draudimy
serijoje kompanija neturés nei nuostolio, nei pelno.

Tai teorinis modelis. Cia neatsiZvelgta i jokias kitas draudimo kompanijos
iSlaidas. Praktikoje drandimo jmoka turi biiti didesne, atsiZvelgiant | adminis-
travimo i§laidas ir planuojama pelna.

8. Ar galima iSlo$ti, ZaidZiant kazino!? ,Keistas klausimas. Zinoma,
taip!“ - atsakys besiSypsantis los¢jas, i$loS¢s stambia pinigy suma. Bet kitokios
mintys kyla, Zvelgiant | prasiloSusiy Zaidéjy susirtipinusius veidus. Kokia gi yra
$io Zaidimo matematiné viltis?

Ruletes ratas turi 18 raudony, 18 juody ir 2 Zalius scktorius. Pastatykime
10 doleriy suma, pavyzdZiui, i raudong sektoriy. Tegu X yra atsitiktinis dydis,
reiskiantis i§losta pinigy sumg. Tada

18 20
EX =10 — + (—10) - -7 = —0,526.
0 38 +( ) 38 ’

Neigiamas matematinés vilties EX Zenklas reiSkia, kad kiekvienai pastatytai
10 doleriy sumai mes turime tikétis prarasti 52,6 cento. Didelj skaiciy karty
kartojant lo$ima, laim¢jimy santykinis daZnis art¢ja prie tikimybés 18/38, o
pralaiméjimy santykinis daZnis artéja prie tikimybés 20/38. Tai reiSkia, kad
Zaidéjas nemaZa pinigy suma paliks kazino. Ir tai suprantama, nes kaip galéty
klesteti kazino biznis prieSingu atveju?

Beje, Lictuvoje §is biznis néra legalizuotas, todél ir statomos sumos patei-
kiamos doleriais, o ne litais. Mat potencialus los¢jas turéty vykt losti | Latvijg
ar Kitg uZsienio $alj ir neuZmir$ti, kad bet kuriuose lo§imo namuose iSloSiamy
pajamy matematiné viltis yra neigiama.

7. DISPERSILJA KAIP SKLAIDOS MATAS. CEBYSEVO TAISYKLE
DUOMENU ANALIZEI

1. Tarkime, kad z1, 24, .. ., z,, yra stochastinio eksperimento stebiniy reiks-
mes. Sios imties vidurkiu® praeitame skyrelyje pavadinome jos reikSmiy arit-

metinj vidurk] z,

1 Destoma pagal R.A. Johnson, G.K.Bhattacharyya [5] autorinj pavyzd;.
2 Angl. sample mean, rus. swbopounoe cpednee.
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,Matematikos terminy Zodyne" [10] z vadinamas empiriniu vidurkiu. Ma-
téme, kad tai centro matas, kurio fizikiné interpretacija — svorio centras.

2. Tac¢iau be duomemy centro nustatymo, bet kuri duomeny apraSomoji
analize privalo turéti kitimo (sklaidos) apie §j centrg skaitine iSraiSka, t.y. kitimo
(sklaidos) matq. Dvi stebiniy aibés gali turéti tas pacias centro pozicijas,
bet skirtingg sklaidos apie §j centra pavidalg. PavyzdZiui, taskai virSutinia-
me paveiksle yra daugiau i§sklaidyti, negu taskai apatiniame paveiksle, nors ju
centras yra tas pats:

L1 X9 X3 T4 X5 Te 7 X8 Tg
° | | ° ° Py T

| ° |
T el T e T

-
T | =
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

n Y2 Ys Ya Ys Ys Yr Us Yo

—}——-{——0———{——0—0—0——0———0——&——0———}————0——}——‘— y

61 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

7 pav. Dwi stebiniy aibés gali turéti tas pacias centro pozicijas, bet skirtingq
sklaidos apie si centrq pavidalg

3. Panagrinekime §] pavyzdj detaliau. Tasky z, = 0, =9 = 1, 23 =
2, 24 =5, 25 =7, 26 = 9, z7 = 12, zg = 13 ir xg = 14 imties vidurkis
T=04+14+2+5+7+9+ 12+ 13+ 14)/9 =7, o y-taSky imties vidurkis
7=2+4+4+5+6+7+8+9+10+ 12)/9 = 7 yra toks pats. Apibr¢Zus
1-tojo stebinio nuokrypi formule

Nuokrypis A; = i-tasis stebinys — (Imties vidurkis),

gauname dvi nuokrypiy sekas: 7, —6, 5, -2, 0,2, 5,6, 7 bei -5, =3, ~2,
-1, 0, 1, 2, 3, 5. Susumave §iuos nuokrypius, abiem atvejais gauname vieng

ZA,- =0.

Matome, kad teigiamus nuokrypius ,,atsveria“ neigiami nuokrypiai, todél
ir bendru atveju galima jrodyti, kad visy nuokrypiy A; suma visada lygi nuliui.
4. Todel, norédami gauti skaidos mata, turime pasalinti neigiamuy nuokrypiy
A; Zenklus, prie§ juos sudedant. Vienas i3 tokiy Zenkly paSalinimo bidy —

ir tg patj rezultata;
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pakelti nuokrypius kvadratu. Taigi, pakeélus nuokrypius kvadratu, juos susumavus
ir padauginus i§ normavimo koeficiento 1/(n — 1) (daZnai normavimo koefi-
cientu pasirenkamas 1/n) gaunamas sklaidos ir kitimo matas, vadinamas imfies

dispersija® arba empirine dispersija:

5. Apskaiciuosime empiring dispersija ir empirini standartinj nuokrypj 2-
ame punkte patciktame pavyzdyje. Tuo tikslu sudarome 7 lentelg.

7 lentelé
Stebiniai |Nuokrypiai |(Nuokrypiai)® [Stebiniai [Nuokrypiai [(Nuokrypiai)?
T; T, — & (z; — 7)* Yi Yi — Y (yi — 9)*
0 -7 49 2 -5 25
1 —6 36 4 -3 9
2 -5 25 5 —2 4
5 -2 4 6 -1 1
7 0 0 7 0 0
9 2 4 8 1 1
12 ) 25 9 2 4
13 6 36 10 3 9
14 7 49 12 5 25
I§ viso 0 228 IS viso 0 78

Kadangi n — 1 = 8, tai i$ lentelés gauname, kad

s2 =228/8 = 28,5, s, =1/28,5=75,34,
so=78/8=9,75, s, =1/9,75=3,12.

1 Angl. sample variance, rus. ssbopounas ducnepcus.
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6. Per¢jimas nuo imties dispersijos apibréZimo prie atsitiktinio dydZio dis-
persijos apibréZimo analogiskas peréjimui nuo imties vidurkio apibréZimo prie
atsitiktinio dydZio vidurkio apibréZimo, todé¢l mes jo detaliau nekartosime.

Kadangi vidurkis p yra atsitiktinio dydZio X centras, mes isreik$ime jo
sklaidg nuokrypio (X — u) terminais. O butent, atsitiktinio dydzio X dispersijq
Zymeésime DX ir apibréSime kaip nuokrypio kvadrato (X — p)? matemating
viltj. DydZio (X — p)? matematiné viltis gaunama kickviena reikSme (z; — p)?
padauginus iS tikimybés f(z;) ir po to sumuojant visas sandaugas:

DX = Z(nuokrypis)2 x (tikimybe) =
=Y (zi—n)f(=).

Dydis ¢ = /DX vadinamas atsitiktinio dyd%io X standartiniu nuokrypiu.
Atsitiktinio dydZio X dispersija taip pat vadinama populiacijos dispersija, o ¢
vadinamas populiacijos standartiniu nuckrypiu.

7. Kai tyrin¢tojas analizuoja statistinius duomenis, jis paprastai remiasi
dviem charakteristikomis — empiriniu vidurkiu Z ir empiriniv standartiniu nuo-
krypiu s. Rusy matematikas P.L. Ceby3evas (1821-1894) jrodé, kad minimalus
procentas stebiniy, kurie patenka j intervalg (Z — ks, Z + ks), kur & - natirinis
skaigius, yra (1 — 1/k?) - 100. Detalizuosime §j teiginj labiausiai paplitusiems
praktikoje atvejams k = 2 ir k = 3.

Cebysevo taisyklé. Maziausiai 75% stebiniy patenka | intervalg (% —
2s, Z + 2s). MaZiausiai 89% stebiniy patenka | intervalg (z — 3s, T + 3s).

Turint papildoma informacijg apie stebinius (pvz., Zinant, kad ju daZnio
funkcija yra simetrin¢), CebySevo taisykle galima sustiprinti. O biitent, tokiu
atveju ne maZiau kaip 95% stebiniy patenka | intervala (z — 2s, Z + 2s) ir ne
maZiau kaip 99%, t.y. praktiSkai visi stebiniai - j intervala (£ — 3s, Z + 3s).

8. TIKIMYBINIO TANKIO KREIVE KAIP HISTOGRAMYU RIBA.
TANKIO SAVYBES

1. Penktame skyrelyje mes matéme, kad diskretusis atsitiktinis dydis —
tai dydis, kuris gali jgyti tik izoliuotas reik8mes, kurios daZniausiai atspindi
skai¢iavimg. Dabar sukoncentruosime savo démesj | tolydiuosius atsitiktinius
dydZius, kurie gali jgyti bet kokia reik§me i$ intervalo. Tai dydZiai, jgyjantys
reik$mes i§ tolydZios skalés, tokie kaip svoris, ilgis, gyvenimo trukmé ir pan.



8. Tikimybinio tankio kreivé kaip histogramy riba. Tankio savybés ( 33

2. Kadangi tikimyb¢ suvokiame kaip santykinio daZnio statistinio sta-
bilumo fenomena, tai tolydaus atsitiktinio dydZio tankio savoks gausime kaip
santykinio daZnio tankiy histogramy!, sudaryty didinant matavimy skaidiy ir
tuo paciu siaurinant klasiy plotj, riba.

3. Sia schemy iliustruosime konkretiu pavyzdZiu? apie naujagimiy svorj X.
Tarkime, kad uZregistruoti 100 naujagimiy svoriai, ganti duomenys sugrupuoti j
"klases po 400 g, o atitinkami santykiniai daZniai pavaizduoti 8 pav. histograma
(A). Priminsime, kad santykinio daZnio histograma turi Sias savybes:

1) plotas, kurj riboja histograma, lygus 1;

2) jei a ir b — bet kurie du klasiy ribiniai taskai, tai santykinio daZnio
reik§me intervale [a;b] lygi sumai plotu, kuriuos histograma riboja
intervale [a; b].

PavyzdZiui, 8 pav. (A) parinkusa = 3, & = 3, 8 gauname, kad santykinio
daZnio reik§meé Siame intervale yra 0,28 + 0,25 = 0, 53, t.y. i§ 100 naujagimiy
net 53-y svoris yra intervale nuo 3 iki 3,8 kg.

4. Tarkime toliau, kad stebiniu, t.y. naujagimiy, kuriy svoris stebimas,
skaiCius iSaugo iki 5 000, o gauti duomenys sugrupuoti j klases po 100 g.
Santykinis daZnis $iam atvejui pavaizduotas 8 pav. histograma (B). Ji yra his-
togramos (A) patikslinimas, nes sudaryta didesnio stebiniy skaiCiaus pagrindu
ir atspindi santykinj daZnj siauresniems klasiy intervalams.

5. Tokiu pat bidu teskime $j procesa, dabar mintyse jsivaizduodami, kaip
kis histograma, didéjant stebiniy skai¢iui ir siauréjant klasiy intervalams. Sio
histogramy kitimo riba pavaizduota 8 pav. (C).

Kadangi tikimybé yra interpretuojama kaip santykinio dainio statistinio
stabilumo fenomenas, tai kreivé, kuri gaunama kaip santykinio daZnio his-
togramy ribiné forma, atspindi biida, kuriuo visa tikimybine maseé 1 pasiskirs¢iusi
vir§ visy atsitiktinio dydZio X galimy reikSmiy intervalo. Si kreive vadinama at-
sitiktinio dydZio X tikimybinio tankio kreive. Matematiné funkcija f(z), kurios
grafikas yra $i tankio kreive, vadinama atsitiktinio dydZio X rankio funkcija,
arba tiesiog tankiu.

6. Histogramos savybes 1) ir 2), kurias mes suformulavome punkte 3, po
ribinio peréjimo islieka galioti ir tikimybinio tankio kreivei. Be to, kadangi

! Toliau $ias histogramas sutrumpintai vadinsime santykinio danio histo-

gramomis.
2 Pagal R.A. Johnson, G.K. Bhattacharyya [5] autorinj pavyzdj.
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0,08
0,04 0,04
0,01 l 0,02
1 R kerrhin chen | | |
2 24 28 32 36 4 44 a8 52

(A) 100 naujagimiy svoriy santykiniy dazniy histograma su klasiy plociais 0,4 kg

2 2,4 2,8 3,2 3.6 4 44 4,8 5.2
(B) 5000 naujagimiy svoriy santykiniy daZniy histograma su klasiy plociais 0,1 kg

2 24 2,8 32 3,6 4 44 4.8 52

(C) Tolygaus atsitiktinio dydzZio X (= naujagimio svoris) tikimybinio tankio funkcija

8 pav. Tikimybinio tankio kreivé, pavaizduota kaip santykinio daznio histogramy
ribiné forma
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histograma negali biti Zemiau z aSies, ta pati pastaba galioja ir tikimybinio
tankio kreivei. Todel tikimybinio tankio funkcija f(x) turi Sias savybes:
1) bendras plotas po tikimybinio tankio f(x) kreive lygus 1;
2) tikimybé P(a € X < b) lygi plotui po tikimybinio tankio f(r)
kreive tarp a ir b;
3) f(z) = 0 visiems x > 0.
7. Jei a = b, tai i§ 2) savybés gauname, kad

P(X =) =0 bet kuriam z,

nes plotas figiros, sukoncentruotos viename taske, lygus nuliui.

Taigi, skirtingai nuo tikimybés mases funkcijos diskreciuoju atveju, tikimy-
binis tankis tolydZiuoju atveju nereprezentuoja jvykio {X = z}. Jei X — toly-
dus atsitiktinis dydis, tai jvykio {X = z} tikimybé visada lygi nulivi. Yra
prasmé kalbéti tik apie tikimybe jvykio, kad X yra kaZkokiame intervale.

8. Ypatinga svarba tikimybiy teorijoje ir matematin¢je statistikoje turi in-
tervalai (—oo; ), o funkcija F(z) = P(X < z) vadinama statistinio dydZio X
skirstiniu! arba, pagal Lietuvos standarta, skirstinio funkcija.

9. Kadangi tolydaus atsitiktinio dydZio X atveju P(X = z) = 0 bet kuriam
realiam z, tai

Pla<X<b)=Pla< X <b)=Pla< X <b).

Si tikimybe, kaip seka i§ 2) tankio funkcijos savybes, lygi plotui po atsitiktinio
dydZio X tikimybinio tankio kreive tarp « ir b (Zr. 9 pav.).

Tikimybinis
tankis A
P(a<X<b)
N '

N §
A I »
a b X

9 pav. Plotas po atsitiktinio dydZio X tikimybinio tankio kreive tarp a ir b lygus

tikimybei P(a<X<b)

1 Angl. distribution function, rus. gynxyus pacnpedeaenud.
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10. Paémg @ = —oo, b = x, i§ &ia nesunkiai gauname, kad skirstinio
F(z) reikSm¢ taske z lygi plotui po tikimybinio tankio kreive iki tasko z, t.y.
plotui po tankio kreive pusaséje (—oo; z) (Zr. 10 pav.).

Tikimybinis

tankis A

F(x)=P(X<x)

1
1 .
X X
10 pav. Skirstinio reik§mé taske x lygi plotui po tikimybinio tankio kreive iki tasko x

9. TOLYGUSIS SKIRSTINYS. MEDIANA, KVANTILIS, PROCENTILIS,
KVARTILIS

1. Skyrelj pradésime pastaba, kad ZodZiai tolygusis ir tolydusis yra ne tik
skirtingi, bet ir iSreiSkia skirtingas savokas. Mes nagringjame tolydZiuosius
atsitiktinius dydZius, kurie gali jgyti bet kokia reik§me i§ tam tikro intervalo
— baigtinio ar begalinio. Tolygusis skirstinys yra tolydZiojo atsitiktinio dydZio
skirstinio atskiras atvejis, nors pagal Lietuvos standarto pateikiama apibréZima
juo gali bati ir diskre€iojo atsitiktinio dydZio skirstinys.

2. Tolygusis skirstinys' — tai

1) tolydZiojo atsitiktinio dydZio, kurio tikimybinis tankis yra pasto-
vus baigtiniame intervale [a;b] ir lygus nuliui uZ $io intervalo,
skirstinys.

2) diskreliojo atsitiktinio dydZio, kurio tikimybiy masés funkcija yra

1
— =1,2,...
n (l ) &y 7"’):

o taskai x; iSsidéste vienodais atstumais, skirstinys.

U Angl. uniform distribution, rectangular distributions; rus. paenomepioe

pacnpedesenie, npAMOY20AbHOE PacnpedeacHue.
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3. Taigi, praeitame skyrelyje iSnagrin¢jome tolydZiojo atsitiktinio dydZio
savoka, dabar i$nagrinesime §io dydZio skirstinio konkrety pavyzdj - tolyguji
skirstinj. Tolimesniam nagrinejimui yra tikslinga prisiminti klasés santykinio
daZnio tankio sgvoka, kuri buvo jvesta 3-ajame skyrelyje:

Klasés santykinio\ _ Klasés santykinis daZnis
( daZnio tankis ) - Klasés plotis

Si savoka, kaip matyti i§ Yemiau nagrin¢jamo pavyzdZio, ypad patogi,
norint santykinio daZnio tankio histograma pavaizduoti klasés santykinj daZnj:

Histogramos staciakampio plotas =
= (Pagrindo plotis) x (Stafiakampio aukstis) =
= (Klasés plotis) x (Klasés santykinio daZnio tankis) =
Klasés santykinis daZnis
Klasés plotis

= (Klases plotis) x
= Klases santykinis daZnis

Pavyzdys. Maisto prekiy parduotuvé pradeda darba 9 val. ryto. Jos
darbuotojas atvyksta } darbg tarp 7 ir 9 val. Susumavus jo atvykimo } darbg
duomenis mety begyje, gauta tokia santykinio daZnio histograma:

Santykinio

daznio tankis
1 -

05 .- f- o)l
0 Atvykimo
7,0 7.4 78 8,2 8,6 90 Iaikas

11 pav. Darbuotojo atvykimo j darbq santykinio dainio histograma

Tegu X yra atsitiktinis dydis, iSreiSkiantis darbuotojo atvykimo { parduo-

tuve laika.
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(A) Rasti X tankio kreive kaip histogramy, gaunamy didinant stebiniy
skaidiy ir maZinant atvykimo laiko intervaly plotj, 1iba.

(B) Apskaicivoti tikimybe jvykio, kad darbuotojas atvyks i parduotuve tarp
pusées aStuoniy ir 15 min. po aStuoniy.

Sprendimas. Pirmiausia naudinga suprasti, kokia informacija teikia pavyz-
dZio histograma. Tarkime, kad mety bégyje darbuotojas atvyko i darbg 260
karty. Pirmojo staciakampio (t.y. stulpelio) plotis yra 7,2 — 7,0 = 0,2, o
aukstis, kaip matyti i§ histogramos, 0,442. Taigi, pirmojo staiakampio plotas
yra 0,088, o tai, kaip kg tik matéme, yra klasés santykinis daZnis. Kadangi

Klases elementy skaicius
Visy stebiniy skaicius

Klasés santykinis daZnis =

tai tarp 7 val. 00O min. ir 7 val. 12 min. darbuotojas j darbg atvyko 0, 88 x 260 ~
23 kartus.

Kadangi visy histogramos staciakampiy ploty suma lygi 1, o §iy statiakam-
piu aukstis svyruoja apie 0,5, tai kreivé, kuri gaunama kaip santykinio daZnio
histogramy riba, yra tokia:

Tikimybinis
tankis 1.

0,5 1

Atvykimo
laikas

7,0 8,0 9,0
12 pav. Tolygusis tikimybinis tankis kaip santykiniy daZniy histogramy riba

Dabar apskaiCiuosime tikimybe jvykio, kad darbuotojas atvyks j parduo-
tuve tarp 7 val. 30 min. ir 8§ val. 15 min. Kadangi 30 ir 15 minuéiy sudaro
atitinkamat 0,5 ir 0,25 valandos dalj, tai mums reikia rasti uzbriksniuoto sta-
Ciakampio, kuris yra pavaizduotas 13 pav. tarp 7,5 ir 8,25, plota.
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-Tikimybinis
tankis 1 -

0 k Atvykimo

7,0 80 \ 85 90 laikas
7,5 8,25
13 pav. Konkredios tikimybés apskaiciavimas pagal tolygiojo tikimybinio tankio
grafikq

P(7,6<X<8,25)

Kadangi uZbriik$ninotojo staciakampio plotis yra 8,25 — 7,5 = 0,75, o
aukstis yra 0,5, tai

P(7,5< X < 8,25)=0,75 x 0,5 = 0,375.

4. Tatiau daugeliu atveju, kai tikimybinio tankio kreivé yra sudétingesne,
rasti tokio tipo plota be integralinio skai¢iavimo metody tiesiog nejmanoma.
Tokiais atvejais buina labai naudingos lentelés. Be to, daZnai pakanka atsitik-
tiniy dydZiy skaitiniy charakteristiky — tokiy kaip vidurkis, mediana, kvantilis,
procentilis ir kt.

5. Pana$iai kaip ir diskre¢inoju atveju, fizikiné vidurkio interpretacija galéty
biiti tokia. Plota, kurj riboja tikimybinis tankis, jsivaizduokime kaip figiirg i§
plonos vienartics medziagos. Sios medZiagos balanso taskas p iSilgai horizon-
talios aSies ir bus vidurkis (Zr. 14 pav.).

Sklaidg apie vidurkj charakterizuoja standartinis nuokrypis. Juo standar-
tinis nuokrypis o yra maZesnis, juo auk$tesné ir siauresné tikimybinio tankio
kreive. Ir atvirk§tiai, juo standartinis nuokrypis ¢ yra didesnis, juo §i kreivé
Zemesné ir plokstesné (7r. 14 pav.).

6. Sekanc¢iame, t.y. 15-ajame paveiksle vidurkis p taip pat pavaizduotas
kaip balanso taskas. Cia taip pat pavaizduota dar viena skaitiné charakteristika,
dar vienas centro matas — mediana. Tai atsitiktinio dydZio X reik§me, dalijanti
plota po tikimybinio tankio kreive j dvi lygias dalis.
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s $

" "

A

Vidurkis u. balanso Sis taskas negali bati vidurkis . nes
taskas néra balanso taskas

14 pay. Fizikiné vidurkio interpretacija tais atvejais, kai egzistuoja tankis

Mediana

15 pav. Tankio su vienodais vidurkiu bei mediana pavyzdys

e 2

— T ? .
m M
Mediana Mediana

16 pav. Tankiy su nevienodais vidurkiu bei mediana pavyzdiiai

Jei tikimybinio tankio kreivé yra simetriska, tai vidurkis ir mediana su-
tampa. PrieSingu atveju, kaip matome i§ 16 pav.,, taip gali ir nebiiti.
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7. Pagal Lietuvos standarta, (atsitiktinio dydZio arba skirstinio) p-kvantilis
yra atsitiktinio dydZio reikimé, su kuria skirstinio funkcija arba lygip (0 < p <
1), arba perSoka nuo mazesnés uZ p reikSmés prie didzsnés uZ p reikSmes.

Standarto pastabos:

1) Jei skirstinio funkcija lygi p visame intervale tarp dviejy gretimy atsitik-
tinio dydZio reik8§miuy, tai kiekviena $io invervalo reik§me¢ laikome p-kvantiliu.

2) z,, yra p-kvantilis, jei

P(X <z,) < p <P(X < zp).

3) TolydZiojo atsitiktinio dydZio p-kvantilis yra atsitiktinio dydZio reik§me,
Zemiau kurios yra skirstinio p-toji dalis.

4) Procentilis apibréZiamas pana$iai, tik p iSreiSkiamas procentais.

8. Pagaliau, mediana — tai 0,5-kvantilis, o kvartilis — tai 0,25-kvantilis
arba 0,75-kvantilis.

10. NORMALUSIS SKIRSTINYS IR JO TANKIO SAVYBES

Seniai buvo pastebeta, kad glodi varpo formos kreivé, kuria iSreiSkiamas
tikimybinis tankis, tinka jvairiy matematiniy modeliy apraSymui. Tokia varpo
formos kreivé vadinama normaligja kreive, o jg atitinkantis tikimybinis tankis

— normaliuoju tankiu. Matematiskai jis apibréZiamas formule

flz) = ;—l\/Q_—;e"(”‘“)2/(2°2), —00 < & < 00,
kur u yra populiacijos vidurkis, o o — populiacijos standartinis nuokrypis.

Atitinkantis §j tankj normalusis skirstinys® — platiausiai naudojamas toly-
dusis skirstinys, kuriam tenka pagrindinis vaidmuo statistinese i$vadose.

ISnagrinésime keleta praktiniy pavyzdZiy.

2. Tarkime, kad X yra atsitiktinis dydis, rei$kiantis paklaida, kuri daroma
serijiniu biidu fasuojant cukry j maiSelius po 1 kg. Tarsime, kad paklaida
yra teigiama, jei maiSelis perpildomas, ir neigiama, jei yra cukraus trikkumas.
Atlikus kruopSty 1000 maiSeliy kontrolinj svérima, buvo gauta tokia santykinio
daZnio histograma:

L Angl. quantile, fractile; Tus. xeanmuas.
2 Angl. normal distribution; Laplace-Gauss distribution.
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Santykinio
daznio
tankis

: Svérimo
-8 -4 0 4 8 paklaida (g)
17 pav. Cukraus fasavimo paklaidos histograma

Suprantama, mes tikimés, kad maiSeliuose cukraus nei per daug, nei per
maZai, t.y. svérimo paklaida yra artima nulivi. Tai patvirtina gautoji histograma.
Didéjant pertekliaus ar triilkumo reik§méms, vis maZesnis ir maZesnis yra tokiy
maiseliy kiekis.

Didinant kontroliniy maiseliy kiekj nuo 1000 iki 2000, 3000 ir t.t., gale-
tume kalbéti apie histogramy riba. 17 pav. §i riba pavaizduota kaip normaliojo
tankio kreive (punktyriné linija).

3. Kitas pavyzdys galéty biti krituliy kiekio per metus, iSkrintandiy, tarkime,
Vilniuje, histograma:

Santykinio
daznio
tankis

; B I P~y - Krituliy
450 540 690 780 900 skaicius (mm)

18 pav. Krituliy skaiciaus per metus histograma

AnalogiSkai sudaroma studenty, laikiusiy statistikos egzamina, Ziniy jver-
tinimo histograma (Zr. 19 pav.).

4. Normaliojo tankio kreivé (priminsime, kad sutrumpintai ja pavadinome
normaligja kreive) yra simetriSka vidurkio g atZvilgiu, jame yra sukoncentruota
varpo vir§uné. Skirtingos standartinio nuokrypio reikSmés salygoja skirtinga
varpo aukstj ir forma (Zr. 20 pav.).

Taigi, maZéjant standartiniam nuokrypiui o, didéja varpo aukstis, o jo

masé labiau koncentruojasi apie vidurkj p. :
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Santykinio
daznio
tankis

Ziniy
SEER EEE N |vertinimas
50 6,2 7.4 8,6 9,8 (taskai)

19 pav. Studenty Ziniy jvertinimy histograma

—— -

MaZas o

Vidutinis o

Didelis o

H x

20 pav. Normaliojo tankio kreivés skirtingoms o reik§iméms. Sios kreivés yra
simetriskos pu ativilgiu

5. Normalusis skirstinys, kurio vidurkis p lygus nuliui, o standartinis
nuokrypis o lygus 1, vadinamas standartiniu normaliuoju skirstiniu, o pats dydis
~ standartiniu normaliuoju atsitiktiniu dydziu ir vakarietiSkuose vadovéliuose
paprastai Zymimas raide Z. Standartin¢ normalioji kreivé pavaizduota 21 pav.

Kadangi standartiné normalioji kreivé yra simetriSka nulio atZvilgiu, tai

1) P(Z<0)=0,5
2) P(Z<-2)=1-PZ<2)=PZ>2).

Grafiskai tai galima pavaizduoti taip, kaip parodyta 22 pav.
6. Galima parodyti, kad jei N yra normalusis atsitiktinis dydis su vidurkiu
4 ir standartiniu nuokrypiu o, tai

_ b—
P(a<N<b):P(5‘L—“<Z<_—>.
o2 o
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Plotas = 0,954

Plotas = 0,683
e

| [
| !
| |
! |
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21 pav. Standartiné normalioji kreivé.
95,4% ploto, esancio po Sia kreive,
sukoncentruota intervale [-2;2]

\1 - P(Z=<z2)

22 pav. Normaliyjy tankiy uodegos yra
lygios

Toks peréjimas nuo N prie Z vadinamas standartizacija ir yra ypa¢ naudingas,
norint pasinaudoti lentelémis.

Pailiustruosime tai, apskaiinodami tikimybes P(y — 0 < N < p +
o), P(u~20 < N < p+20) it P(p— 30 < N < pp+ 30). Pastebésime, kad
bet kuriam k
(—ko)=pn _,_ (H+lm)“ﬂ) _

g g

P(u—k0<N<ﬂ+k0’):P<
=P(-k < Z <k).

Dabar belieka pasinaudoti lentelémis (Zr. Prieds vadovélio gale) ir isiti-
kinti, kad

Pu—o<N<puto)=P(—1<Z<1)=2x0,3413 = 0,6826;
Plu—20 < N<pu+20)=P(-2< 7Z<2)=2x0,4772 = 0,9544;
Plp—3c < N<p+30)=P(-3<Z<3)=2x0,4987=0,9974.
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99,74% ploto -

95, 44% ploto———»!

68,26% ploto
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p-30c p-20 n- o " m+o pu+ 20 um+ 3o x

23 pav. Grafinis ir procentinis jvykiy {u — ko < N < + ko tikimybiy vaizdavimas

Grafiskai tai galima bity pavaizduoti taip, kaip parodyta 21 pav.

7. Teoriskai normalioji kreivé yra neapréZta abiejomis kryptimis, o nor-
malusis atsitiktinis dydis gali jgyti bet kokia reik$me nuo minus begalybes iki
plius begalybeés. Praktikoje taGiau gi, kaip matyti i§ 23 pav., §j atsitiktinj dydj
pakanka nagrinéti intervale (p — 30, u + 30), nes jame sukoncentruota net
99,74% viso ploto, esantio po normaligja kreive.

8. Normaliajam skirstiniui ypatingas vaidmuo tenka taip vadinamoje cen-
trinéje ribinéje teoremoje. Si teorema tvirtina, kad, esant pakankamai bend-
roms prielaidoms, didelio skaiciaus atsitiktiniy dydZiy sumos skirstinys yra
artimas normaliajam skirstiniui.

11. STATISTINIU ISVADY SUPRATIMAS PRAKTINIY MODELIY
KONTEKSTE

1. Statistinés isvados' - tai statistikos pagrindas. Jos leidZia tyrinétojui
pagristi peréjima nuo atskiros imties stebiniy prie bendro atvejo. Siame skyre-
lyje detaliau panagrinésime §ig koncepcijg, prie§ tai jvesdami kelias bazines
savokas.

1 Angl. statistical inference; rus. cmamucmuyecxue 8u800bl.
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2. Tipiskas statistikos uZdavinys — tai populiacijos skaitiniy charakteristiky
analizé. Populiacijos skaitiniy charakteristiky pavyzdZiai — tai visumos, turin-
¢ios tam tikra savybe, proporcijos visoje populiacijoje apskaidiavimas, popu-
liacijos vidurkio arba populiacijos standartinio nuokrypio radimas ir pan. Skai-
tiné populiacijos charakteristika vadinama parametru.

3. Jei turime tik populiacijos imtj, tai misy statistinés i§vados apie popu-
liacijos parametra, suprantama, turi bati grindZiamos tik Sios imties stebiniais.
Siy stebiniy funkcija dar yra vadinamas statistika®.

Pavyzdiiwi, empirinis vidurkis X = L(X;+.. +X,) yraimties X1, ..., Xn
funkcija, o tuo patiu ir statistika. Beje, tikimybiy teorijos poZidiriu, imtis
X1, ..., X, —tai seka nepriklausomy atsitiktiniy dydZiy, turinliy tq patj skirstinj.

4. Taigi, tikroji populiacijos parametro reik§meé yra neZinoma konstanta.
Beje, $i konstanta gali buti tiksliai apskai€iuota tik pilnai ir visapusi¥kai 1$na-
grin¢jus populiacijg. Taciau tai, kaip pamatysime i$ konkretaus pavyzdZio, labai
daZnai yra arba nejmanoma, arba praktiSkai netikslinga (pavyzdZiui, pernelyg
brangu). Tokiais atvejais itin i§rySkéja statistiniy isvady vaidmuo.

I$nagrinésime konkrety pavyzdi.

5. Tarkime, kad mus domina toks uZdavinys. Nustatyti, kokia dalis Lictu-
vos gyventoju bent karta per metus perka bent vieng lietuvisky baty pora. Tiksli
Sios proporcijos skaitiné reikSme negali biti Zinoma tol, kol nebus apklaustas
kiekvienas Lietuvos gyventojas. Zinoma, tokia apklausa avalynés gamintojams
yra pernelyg brangi.

Todel, prisiminus statistinio stabilumo fenomeng, gana logiskai atrodo
tokia prielaida. Apklausus, pavyzdZiui, 100 gyventojy ir tokiu bidu radus
naudojanciy lietuviska avalyne ($ioje atsitiktinai pasirinkty gyventoju grupeje)
dalies skaiting reikSme skaityti, kad §i reikSmé yra artima ieSkomajai. Tai
yra, logiska skaityti, kad santykis gyventoju, naudojanéiy lietuviska avalyne,
pasirinktoje imtyje yra artimas analogi$kam santykiui visy Lictuvos gyventojy
tarpe. Zinoma, labai svarbu, kad pasirinkta imtis tikrai bty atsitiktine, bet tai
jau kita $neka.

Gali atsitikti taip, kad, apklausus 100 gyventoju, iSaiSkéjo, jog lietuviskg
avalyng¢ naudoja 43 apklausticji, todel ieSkomosios proporcijos skaitine reik$me
pasirenkame 0,43. Apklausus kit $imta gyventojy galime gauti, kad lietuviska

! Si sgvoka bus patikslinta II dalyje — ne bet kokia stebiniy funkcija yra
vadinama statistika.
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avalyne perka 34 apklaustieji, .y. imties proporcijos reikSme yra 0,34.

6. Kiekvieng karta apklausus nauja 100 Zmoniy grupe, t.y. gavus naujg
nagrinéjamos imties realizacija, gauname kita imties proporcijos reikSme. Pa-
Yymejus imties proporcija raide X ir nagrinéjant jg kaip atsitiktinj dydj, bty
labai pageidautina rasti jos skirstinj.

Sio tikslo prasme nesunku suvokti. I§ pirmosios imties padaréme i¥vada,
kad imties proporcija X jgijo reikSme = = 0,43. Ar reik§me 0,43 pilnai
atspindi imties proporcijg, t.y. ar $is skaiius ir yra ieSkomoji dalis visy Lietuvos
gyventojy, naudojanciy lictuviska avalyng? Gal taip, o gal ir ne.

7. Taiau jau prie$ pasirinkdami imtj mes intuityviai jautéme, kad labai
tikétina, jog proporcija pasirinktoje gyventojy imtyje yra artima proporcijai visy
gyventoju tarpe. O ka reiskia ZodZiy junginys ,labai tikétina*? Kalbant tiksliau,
kokia tikimybe, kad proporcija pasirinktoje gyventojy imtyje (sutrumpintai —
imties proporcija) skiriasi nuo ieSkomosios, tarkime, ne daugiau kaip 0,057

Mes galime atsakyti j §j klausima, o taip pat { Sios risies klausimus, jei Zi-
nome imties proporcijos X skirstinj. Analogiskai, naudinga Zinoti kity statistiky
(pavyzdZiui, empirinio vidurkio X ir empirinés dispersijos S?) skirstinius.

8. Zinoma, skirstinio radimas yra matematinis, t.y. teorinis uZdavinys, kurj
praktiniy modeliy kontekste galima biity apraSyti taip.

Isivaizduokime visas galimas didumo n imtis, kurios gali biiti paimtos i§
nagrinéjamos populiacijos. Kickvienai i$ $iy im€iy galime apskaiciuoti mus
dominantj santykinj daZnj. Didindami imtj, o tuo pafiu ir skai¢iy n, kuriuo
i$reiSkiamas imties dydis, ir kaskart apskai¢ivodami santykinio daZnio tankj bei
konstruodami atitinkamas histogramas, mes galime gauti pakankamai tikslia
atsitiktinio dydZio X teorinio skirstinio aproksimacija.

9. Trumpai reziumuosime pagrinding mintj. Norime suZinoti tikraja arba
bent apytiksl¢ populiacijos parametro reik§me¢. Turime tik $ios populiacijos
imtj. Sios imties pagrindu konstroojame statistika (pavyzdZiui, empirinj vidurkj
X). Turint konkregia imtj, turime ir konkrecig statistikos reik§me (pavyzdZiui,
empirinio vidurkio reik§me #). Ar $i konkreti reikSme yra artima ic¥komajam
populiacijos parametrui?

I 8§ ir panaSius klausimus turétume atsakyma, jet Zinotume statistikos
skirstinj. TaCiau tai yra sudétingas uZdavinys. Todél sekanciuose trijuose skyre-
livose panagrinésime $j uZdavinj detaliau, pradedami paprasCiausio atvejo nag-
rinéjimu.
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12. JVERTINYS IR [VERTIS. EMPIRINIO VIDURKIO SKIRSTINYS.
GRAZINTINIS EMIMAS

1. Pagal Lictuvos standarta jvertinys — tai statistika, kuria naudojamasi
populiacijos parametrui vertinti, o jvertis — tai jvertinio reikime, gauta is
konkrecios imties.

Taigi, jvertinys — tai atsitiktiniy dydZiy funkcija, o jvertis — §ios funkcijos
reikSme.

Cia ir toliau atsitiktinius dydZius, statistikas, kitas funkcijas Zymésime
didZiosiomis raidémis (pavyzdZiui, X, X, S, Y;), o iy atsitiktiniy dydZiy,
statistiky, kity funkcijy konkreéias reik§mes — maZosiomis raidémis (pavyzdZiui,
x, &, s,y;). Taigy, jei ivertinys

- 1

yra imties X1, ..., X,, empirinis vidurkis, tai ivertis

_ 1
x:—ﬁ(zl—f-...—%mn)

yra Sio vidurkio konkretioji reik§me, arba tiesiog reik$me.

Beje, imties X, ..., X,, konkre€iu reikdmiy seka (arba tiesiog konkreligjg
imtf) z1, ..., r, 2-jame skyrelyje pavadinome stebiniy seka, stebiniais.

2. Praeitame skyrclyje minéjome, kaip svarbu Zinoti jvertinio (L.y. statis-
tikos) skirstinj. Min¢jome, kad tai sudetingas uZdavinys, kurj iSnagrinésime
paprasCiausios statistikos — empirinio vidurkio X - atvejui, pasirinkdami pap-
rastg populiacija, specialiai pritaikyta statistikos vadovéliui.

3. Tarkime, kad populiacija sudaryta tik i§ keturiy elementy. Tai 132, 140,
160, 168 — svoriai gramais keturiy kriausiy, nupirkty maisto prekiy parduotuvéje
Vilniuyje. IS Sios populiacijos nagrin¢jama imtis, kurios dydis yra 2.

Tarkime, kad kriau$é¢s yra sudétos | déZe. Tikimybe p iStraukti svorio z
kriauSe yra 1/4. Jet X yra diskretusis atsitiktinis dydis, nusakantis atsitiktinai
iStrauktos kriauSés svorj z, tai jo skirstinys pilnai aprasomas tokia lentele:

Svoris z 132 140 160 168
Tikimybe p 1/4 1/4 1/4 1/4

Nesunku apskai¢iuoti $io diskretaus skirstinio vidurkj g ir dispersijg o%:
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1 1

1
= Lz 4+ 160-~+168- - =1
p =132 4+140 1t 60 it 68 50,

1

4

a? = (132 — 150)? - % + (140 — 150)? - %%-
+(160 — 150)* - é + (168 — 150)° - % = 212.

4. Toliau yra naudingos kelios naujos savokos, kurias suformuluosime pa-
gal Lietuvos standarta.

Emimas, rinkimas - tai imties émimo ar sudarymo procesas.

Grazintinis émimas' — tai émimas, kai kiekvienas paimtas ir ugregistruo-
tas émimo vienetas grqZinamas | populiacijq pries imant kitq émimo vienetq.

Negrazintinis émimas? — tai émimas, kai émimo vienetai i populiacijos
imami tik vieng kartq ar vienas po kito negrqZinant jy | populiacijq.

5. Punkte 3 apskaifiavome populiacijos parametrus, kai populiacija yra
pilnai Zinoma. Dabar nagrinésime graZintinio émimo schema, kai iSvados apie
populiacijos parametrus daromos turint tik imtj, kurios dydis yra 2.

Jei populiacija sudaryta i§ keturiy elementy, 1§ kuriy imama imtis didumo
2, tai galimi tik 4 x 4, t.y. 16 varianty, kurivos galima pavaizduoti 8 lentele.

8 lentelé
onkretios imties [Konkrecioji imtis Konkretus empirinis | Tikimybé gra-

numeris (n=72) vidurkis z (Zintims €mimas)
1 132; 132 132 1/16
2 132; 140 136 1/16
3 132; 160 146 1/16
4 132; 168 150 1/16
5 140; 140 140 1/16
6 140; 132 136 /16
7 140; 160 150 1/16
8 140; 168 154 1/16
9 160; 160 160 1/16
10 160; 132 146 1/16
11 160; 140 150 1/16
12 160; 168 164 1716
i3 168; 168 168 1/16
14 168; 132 150 /16
15 168; 140 154 1716
16 168; 160 164 1716

L Angl. sampling with replacement; rus. enbop ¢ 8038paujenuet.
2 Angl. sampling without replacement; rus. ewbop 6es aozepauenuy.
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Atrinke skirtingas Z reikSmes ir susumuodami pasikartojanciy reik§miy ti-
kimybes, nesunkiai gauname empirinio vidurkio X skirstinj, kuris pilnai apraso-
mas 9 lentele:

9 lentelé

[ Konkretus
empirinis 132 {136 {140 [146 {150 {154 | 160 |164 168

vidurkis 2
Tikimybe |1/16 |1/8 [1/16 [1/8 [1/4 {1/8 [1/16 |1/8 |1/16

6. Zinant statistikos X skirstinj, nesunku apskaiéiuoti $io skirstinio vidurkj
ir dispersija, kuriuos mes Zymésime atitinkamai p 5 ir a . Svarbu skirti $iuos
dydZius nuo analogisky charakteristiky y ir o2, apraSanciy patia populiacija,
kurtuos mes apskai¢iavome punkte 3.

Taigi, pagal diskretaus atsitiktinio dydZio vidurkio apskaitiavimo taisykle,

1 1 1 1
=132 136 - = 40 — = =
px =13 6+ 8+10 16+l46 -+ 150 4+

1
=+ 16 - = .
+ 154 - 8+ 0- 6+164 8+168 16 = 150

I8 Cia darome i§vada, kad pg = u = 150.
Analogiskai,

1 1 1
=(132 - 150)% - — + (136 — 2. - (140 — 150)2 - —
( ) 16+( 6 — 150) 8+( 50) Bt
1 1
+ (146 — 150)* . st (150 — 150)* - TR 150)? - é+

1
+ (160 — 150)? - —

1
5 (161 - 150)2 - é + (168 — 150)* - — = 106.

16
Pastebime, kad Siuo konkretiu atveju 0% = 106 ir 02 = 212, todél 0% =
o?/2. Tai teisinga ir bendru atveju:
52 Atsitiktines imties dispersija o2
7x = Imties dydis n T on’

7. Dabar mes ,subrendome* kai kurioms i§vadoms.
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R

Jei yra nagrinéjamas grqZintinis émimas ir imties dydis yra n, o popu-
"liacijos vidurkis yra y, standartinis nuokrypis — o, tai
px = p = Populiacijos vidurkis,
o Populiacijos standartinis nuokrypis

Oy = — —
X=/n VImties dydis

Tai reiskia, kad statistika X yra pakankamai geras kaZkuria prasme popu-
liacijos skirstinio vidurkio p jvertinys nagrinéjamame tikimybiniame modelyje.

Ne maZiau svarbu atkreipti démesj j tai, kad konkreciu atveju detaliai
apskaiCiuotas statistikos X teorinis skirstinys, kuris apraSomas 9 lentele. Tiesa,
iSnagrinétame modelyje populiacija buvo labai paprasta, bet matematikoje yra
priimta nuo paprastesnio modelio Zengti pric sudétingesnio.

8. Beje, sarysis px = p ir bendru atsitiktings imties X1, ... X, atveju yra
jrodomas gana paprastai*:

_ X1+ + X, 1<
uszsz(—iiL):;ZExi:%ﬁ:u.
=1

n

Cia pasinaudojome atsitiktinés imties apibréZimu, pagal kurj atsitiktiniai dydZiai
yra vienodai pasiskirste, ir paZyméjome p = EX; = ... = EX,,.

Formulg ncr}( = ¢?, gauta konkreciam uZdaviniui, taip pat nesunku jrodyti*
ir bendru atveju:

2

X1++Xn
n

2
UX —E

DX:E(X—EXV:E(

:E(X1+"'+X"—,l)2: ,((Xl—p)+...+(Xn—y))2:

X1+---+Xvn
n

n n
1 i 2 1 & , no® o
ZEE(Z(XJ'—#)) :E—Q‘ZE(Xj—/J') ==
ji=1 j=1
Cia, kaip paprastai, Zymime E(X; — p)? = ¢%. Be to, pasinaudojome sarysiu

E(X; —p)(X; —p) =0, jeii#j,

kuris yra teisingas bet kuriems nepriklausomiems atsitiktiniams dydZiams X;, X i
turintiems vidurkj p.

* Nestudijave tikimybiy teorijos kurso skaitytojai §j jrodyma gali praleisti.
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13. NEGRAZINTINIS EMIMAS. KOREKCIJOS KOEFICIENTAS.
VIDURKIO STANDARINE PAKLAIDA

1. GriZkime prie praeitame skyrelyje iSnagrinéto pavyzdZio, kai populiacija
sudaryta tik i§ keturiy elementy. Tai 132, 140, 160, 168 — svoriai gramais
keturiy kriauSiy, nupirkty maisto prekiy parduotuveje. I8 Sios populiacijos na-
grin¢jama imtis, kurios dydis 2, tafian $ikart tai — negrqZintinio émimo schema.
Tai reiskia, kad i§ deZés atsitiktinai iStraukta kriause néra graZinama atgal,

Jei nagrinéjamas negraZintinis émimas, populiacija sudaryta i3 keturiy ele-
menty, o imties dydis yra 2, tai pirmajj elementa galima pasirinkti bet kaip, t.y.
keturiais biidais, o antrajj - jau vienu maZiau, t.y. trim bidais. Taigi, galimi
tik 4 x 3, t.y. 12 varianty, kuriuos galima pavaizduoti 10 lentele.

10 lentelé
Konkretios Konkretios Konkretaus Tikimybe

imties imties empiripio vidurkio (imtis be
numeris reikSmeés reitkSmeé & graZinimo)

1 132; 140 136 1/12

2 132; 160 146 1712

3 132; 168 150 1/12

4 140; 132 136 1712

5 140; 160 150 1712

6 140; 168 154 1/12

7 160; 132 146 1/12

8 160; 140 150 1712

9 160; 168 164 /12

10 168; 132 150 1/12

11 168; 140 154 1/12

12 168; 160 164 1/12

Atrinke skirtingas & reik§mes ir susumuodami pasikartojanciy reik$miy
tikimybes, gauname empirinio vidurkio X skirstin, kuris pilnai aprasomas 11
lentele.

2. Siuo atveju X vidurkis p g yra toks:

1 1 1 1 1
- el .z Lz .23 164- = = 150.
px =136 6+146 6+150 3+154 6+ 6 5 150

Matome, kad skirstinio X vidurkis 5 imties be graZinimo atveju sutampa su
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11 lentelé
Konkretans empirinio
vidurkio reik§me Z 136 146 150 154 164
!jlklmybc 1/6 1/6 173 1/6 1/6

skirstinio X vidurkiu imties su graZinimu atve;u Si taisykle yra teisinga ir
bendru atveju:
Ir grqZintinio, ir negrqfintinio émimo atvejais empirinio vidurkio X mate-
matinés viltys sutampa ir yra lygios teorinio skirstinio matematinei viltiai 1.
3. Dabar apskaifiuosime dispersija o , turédami galvoje, kad p g = 150:

1 ‘ 1
0% =(136 — 150)*- % + (146 — 150)%. g +(150— 150)%. 3

‘ 1 4
+ (154 — 150)*- é + (164 — 150)*- 5= %

Sia formule galima perraSyti taip:

212 4-2

2 41

Dy

o2

8i formulé — gera iliustracija bendram atvejui, kai populiacija yra sudaryta i§
N elementy, o Sios populiacijos pagrindu atlickamas n elementu negraZintinis
émimas:

2 N-n

2 9
" n N-1'

9%

I8 ¢ia gauname, kad

02 Nan N—n
n f

Palyginkime $ig formulg su dispersija 0'} = 0 /n, gauta praeitame skyre-

ox =

lyje graZintinio émimo atveju. Matome, kad jos skiriasi daugikliu

VIN =n)/(N - 1),

kuris yra vadinamas baigtinés populiacijos korekcijos koeficientu®.

1 Angl. correction factor, rus. nonpasoxnwd xospduyuenm.
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4. Lengva pastebéti, kad jei populiacija yra labai didelé, lyginant su imties
dydziu n, tai $is koeficientas yra artt vieneto. PavyzdZiui, jet N = 4000, o

N -—n 4,000 — 10
\/N~1 “\/4,000—1 ~ 0, 9989,

Praktiniuose uZdaviniuose $is koeficientas skaitomas lygus 1. Taigi, jei popu-

n = 10, tai

liacijos elementy skai¢ius N yra pakankamai didelis imties dydZio n atZvilgiu,
tai o0 ¢ &~ o//n ir todél galima skaityti, kad X standartinis nuokrypis negrazin-
tinio émimo atveju yra beveik toks pats, kaip ir grgZintinio émimo atveju.

Intuityviai tai nesunku suvokti. I§ tiesy, jei mes turime ne 4, o 4000
kriau$iy, ir nagringjame imtj, kurios dydis n = 10, tai eksperimento rezultatas
tuo atveju, kai tas kriauSes negraZiname, praktiskai nesiskirs nuo rezultato tuo
atveju, kai kriauSes graZiname atgal.

Empirinio vidurkio X standartinis nuokrypis paprastai yra vadinamas vidurkio
standartine paklaida. Taigi, graZintinio émimo atveju X standartiné paklaida
yra o /+/n, 0 negraZintinio émimo atveju - (o//n)/(N — n)/(N — 1). Aki-
vaizdu, kad juo didesné imtis, juo maZesné standartiné paklaida.

5. Pavyzdys. I3 visy mokyklos moksleiviy pasirenkami 25 mokiniai. Yra
Zinoma, kad 3iy moksleiviy iigiy skirstinio standartinis nuokrypis lygus 2. Rasti
bgio vidurkio standarting paklaida, jei:

(a) mokykloje yra 1000 moksleiviu;

{b) jet tirtami ne vienos mokyklos, o viso pasaulio moksleiviai, t.y. popu-
liacija yra labai didele. .

Sprendimas. (a) Turime, kad n = 25, N = 1000, ¢ = 2. Taigi, vidurkio
standartiné paklaida lygi

o [N=n_ 2 [i000-2
AV N=T T 35 V1000 -1

~ 0,395,

(b) Siuo atveju vidurkio standartine paklaida yra lygi

o/vn=2/V25=0,4.
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- 14. EMPIRINE CENTRINES RIBINES TEOREMOS INTERPRETACLJA

1. 12-me ir 13-me skyreliuose daug démesio skyréme empirinio vidurkio X
skirstinini specialiu atveju bei dviems parametrams — vidurkiui p ¢ ir dispersijai
ox — apskaitiuoti. Siame skyrelyje Zengsime toliau — nagrinésime X skirstinj
bendru atveju.

Kadangi X = (X1 +...4+ X,)/n, tai X skirstinys, atrodyty, turi labai
priklausyti nuo atsitiktiniy dydZiy X, ..., X, skirstinio. ZodZio ,atrodyty®
pastarajame sakinyje iSvis neturi bati, kai n yra maZas. Mes matéme tai ap-
skai¢iuodami X skirstinj tiesiogiai, kai populiacija buvo sudaryta i§ keturin
elementy, i$ kuriy buvo imara imtis didumo 2.

2. Toks tiesioginis X skirstinio radimas bendru atveju, suprantama, néra
paprastas uZdavinys. Todel tikrai nuostabia ir svarbia galima pavadinti teorema,
kuri tvirtina, kad jei n yra pakankamai didelis, tai X skirstinys yra artimas nor-
maliajam skirstiniui. Apiei"tai trumpai buvo kalbama 10-to skyrelio pabaigoje
— tai centriné ribiné teorenfa. Suformuluosime ja tokioje formoje, kuri yra
suprantama kiekvienam, taikanciam statistikos rezultatus praktikoje.

Centriné ribiné teorema. Tegu X1, ..., X,, — praktiskai bet kokia atsitik-
tiné imtis su vidurkiu p ir standartiniu nuokrypiu o. Tada empirinio vidurkio
X A(X 1+ ...+ X,) skirstinys gali biti pakankamai gerai aproksimuotas
norm'c;’liuoju skirstiniu su vidurkiu p ir standartiniv nuokrypiu o //n, jei tik n

yra pakankamai didelis.

3. Norédami payflliustmoti placia centrinés ribinés teoremos veikimo sritj,
iSnagrinésime pavyzdi, kai émimas atliekamas i$ populiacijos, kurios skirstinys
yra tolygus, nesimetrinis ir kurio tankis p(z) gerokai skiriasi nuo normaliojo:

Tankis

0

24 pav. Centrinés ribinés teoremos praktinio “patikrinimo “ pavyzdyje tankis
parinktas taip, kad jis gerokai skirtysi nuo normaliojo tankio
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Kaip matyti i§ bréZinio, pasirinktasis tankis yra eksponentine funkcija,
p(z) = exp(—=z), kat z > 0. Tokiu atveju pati populiacija turi taip vadinama
eksponentinj skirstinj su vidurkiu g = 1 ir dispersija 0?2 = 1. Kompiuteriu
galima sumodeliuoti §io skirstinio 200 iméiy, kuriy kiekvienos dydis n = 30.
Reik3miy diapazonu pasirenkame 0,1. Gauname 12 numeriu paZyméta X skirs-
tinio tankiy lentele (pagal R.Khazanie [6]):

12 lentelé
Reik$me DazZnumas Santyklms Santykinio daZnio/diapazono
daznis plotis (sant. daznis /0,1)
0,5 1 0,005 0,05
0,6 3 0,015 0,15
0,7 11 0,055 0,55
08 27 0,135 1,35
09 38 0,190 1,90
1,0 43 0,215 2,15
1,1 36 0,180 1,80
1,2 20 0,100 1,00
1,3 10 0,050 0,50
14 6 0,030 0,30
1,5 2 0,010 0,10
1,6 3 0,015 0,15

Sios tankiy lentelés pagrindu konstruojame X histograma. Kadangi n =
30, tai tam paciam grafike palyginimui nubréZiame normaliojo skirstinio su
vidurkiu 1 ir standartiniu nuokrypiu 1/+/30 tankio grafika (7r. 25 pav.)

Matome, kad Stuo atveju histograma pakankamai gerai aproksimuojama
normaliuoju tankiu.

4. Patogi kita centrinés ribinés teoremos forma, leidZianti ja trumpai su-
formuluoti taip:

Centriné ribiné teorema. Jei imties dydis n yra pakankamai didelis, tai
bet kuriems realiems a ir b

b—p
P(a<X<b~P( <Z<—————>,
=P\ <<t
Ly. X/ 7= skirstinys yra pakankamai gerai aproksimuojamas standartinio nor-
maliojo atsitiktinio dydZio Z skirstiniu.
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Normaliojo skirstinio
su vidurkiu 1 ir
standartiniu nuokrypiu
1/V30 tankis

1

0,5 1,0 1,5

25 pav. Centrinés ribinés teoremos “patikrinimo” rezultatas — vidurkio X tankio
histograma pakankamai gerai aproksimuojama normaliuoju tankiu

5. Centrinéje ribingje teoremoje yra prielaida, kad imties didumas n biity
pakankamai didelis. Bet kokj n skaityti pakankamai dideliu?

Atsakymas j $j klausimg priklauso nuo to, kokia papildoma informacija
yra Zinoma apie populiacijos skirstinj. Ir n = 1, ir n = 2, ir n = 3 gali biti
»pakankamai dideli“, jei Zinoma, kad populiacijos skirstinys yra normalusis.
Suformuluosime tai kaip atskirg teiginj.

Jei populiacijos skirstinys sutampa su normaliuoju skirstiniu, tai bet kuriam
natiriniam n imties X1, ..., Xy, empirinis vidurkis X turi normalyjj skirstinj.

S teiginj lengva jrodyti* tiems, kurie susipaZing su charakteristinémis
funkcijomis. I8 tiesu, yra duota, kad populiacijos skirstinys, taigi, ir charakte-
ristiné funkcija, yra normaliis:

f(t) = Eexp(itX;) = exp(iut — 0*t*/2).

Bet tokiu atveju
Loy it - it
fx(t) = Eexp(itX) = Eexp (;Z}Q) = IIExp (;Xj) =
j=1 i=1

n _ ﬂ_oztfz " ) _ozt:’
=f*(t/n) = (exp( - R = exp | iut 5y )

ty. X turi normalujj skirstinj su vidurkiu . ir standartiniu nuokrypiu o //n.

* Nestudijave tikimybiy teorijos kurso skaitytojai § jrodymg gali praleisti.
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Teisingas teiginys, atvirk§¢ias suformuluotajam. Tai seka i$ taip vadinamos
H. Kramero teoremos apie normaliojo atsitiktinio dydZzio démeny normaluma.

6. Grizkime prie suformuluoto klausimo — kokj n centringje ribineje teo-
remoje galima skaityti ,,pakankamai dideliu*?

Jei populiacijos skirstinys yra simetrinis, tai aproksimacija normaliuoju
skirstiniu daugeliu atvejy pakankamai tiksli jau kai n = 10.

Bendru atveju aproksimacija normaliuoju skirstiniu yra pakankamai gera,
imties dydgiui n pasiekus skaitiy 30. Zinoma, juo imties dydis n yra didesnis,
juo tikslesné yra aproksimacija normaliuoju skirstinin.

7. Pavyzdys 1. Firmos gaminamy lempuéiy veikimo trukme, skaiéiuo-
jama valandomis, yra atsitiktinis dydis, kurio vidurkis yra 500, o standartinis
nuokrypis yra 35. Kokia tikimybe, kad atsitiktine imtis, sudaryta i§ 49 elementy,
turés vidurkj tarp 488 ir 5057

Sprendimas. Turime, kad 4 = 500, o = 35, n = 49. Taigi, uz = 500 ir
0% =35/V49 = 5.

Mus domina tikimybe P(488 < X < 505):

P(488 < X < 505) ~ P -

=P(-2,4< Z <1)=0,3413+0,4918 = 0, 8331.

(488 — 500 505 — 500)
—— L

Cia mes pasinaudojome standartinio normaliojo skirstinio reiksmiy lentelémis
ir toliau trumpai pakomentuosime gauty rezultata.

Taigi tarkime, kad mes atsitiktinai renkameés lemputes i§ elektros lemputiy
aibes, kaskart pasirinkdami 49 lempuéiy rinkini. Apskaifiave Siy lempuéiy
veikimo trukme, gauname konkretiajg imt, kurios dydis n = 49. Kiekvienai
tokiai im€iai apskaifiuojame empirinj vidurkj. Tada apytiksliai 83% i$ nagrine-
Jamy empiriniy vidurkiy tures reik$mes tarp 488 ir 505 valandy.

8. Pavyzdys 2. Maisto paketo, atsitiktinai paimto i§ konteinerio, svoris
yra atsitiktinis dydis, kurio vidurkis lygus 452,8 g, o standartinis nuokrypis
yra 16,98. Konteineryje yra 36 paketai. Apskai€iuoti tikimybe, kad atsitiktinai
pasirinktas konteineris svers daugiau 16,5555 kg.

Sprendimas. Turime, kad p = 452,8; ¢ = 16,98 ir n = 36. Norime
apskaiciuoti tikimybe, kad 36-1y maisto pakety svoris vir§ys 16555,5¢g, t.y.
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... kad svorio vidurkis X virys 16555,5 g/36 = 459,875 g. Pagal centring ribing
“teoremy ir standartinio normaliojo skirstinio reik§miy lenteles gauname, kad

459,875 — 452,8

X > 4 ~P
P(X > 459, 875) <Z> 15955

) =P(Z > 2,5) = 0,0062.
Taigi, ieSkomoji tikimybe labat maZa, maZdaug 62 i§ 10000.

15. ,,GERIAUSIO [VERTINIO* PROBLEMA. TASKINIS IR
INTERVALINIS VERTINIMAI. NEPASLINKTASIS [VERTINYS

1. Konkrecinose pavyzdZivose mateme, kad istirti visg populiacija, t.y.
kiekvieng jos elementa, gali biiti papras¢iausiai pernelyg brangu arba dél eilés
prieZasiiy tiesiog nejmanoma. Tokiais atvejais yra tik vienas kelias — imties
pagrindu pateikti statistines i§vadas apie nagrinéjamos populiacijos parametrus,
kurios ,,pakankamai gerai“ atspindi visa populiacija. Statistines i§vados ir po-
puliacijos parametro sgvokos buvo iSnagrinétos 11-ajame skyrelyje.

2. Minétos i$vados apie parametrus teikiamos, apskaiciavus tam tikry funk-
cijy (kurias 11-ajame skyrelyje pavadinome statistikomis) nuo konkrecios imtics
reikSmes. Ir nors iki Siol mes faktiSkai nagrinéjome vienintelg statistikg ~ em-
pirinj vidurkj — egzistuoja, suprantama, be galo daug tokiy konkrecios imties
funkcijy (statistiky), kurias galima pasiulyti minéty parametry jvertiniais. Pakar-
tosime, kad jvertinys — tai statistika, kuria naudojamasi populiacijos parametrui
vertinti, o jvertis - tai jvertinio reikSme, gauta i§ konkrecios imties.

Natiiraliai i8kyla toks klausimas: kokia imties funkcija geriausiai jvertina
populiacijos parametrg (parametrus)? Cia nedelsiant i8kyla dar vienas klausi-
mas: kq reiskia sqvoka , geriausias jvertinys*?

3. Kyla pagunda pavadinti geriausiu tokj jvertinj, kuris kuria nors prasme
yra artimiausiai prie vertinamojo populiacijos parametro. Taiau bet koks
ivertinys — tai konkre€iy im¢iy funkcija. Tai reiskia, kad apie jvertinio kokybe
reikia spresti ne pagal atskiras konkre€ias jo reikSmes, t.y. ne pagal jverius,
0 pagal jo reik§miy didel¢je eksperimenty serjjoje skirstini. Jei pagrindine
Sio skirstinio mas¢ sukoncentruota maZoje vertinamojo parametro aplinkoje,
tai su didele tikimybe galima teigti, kad jvertis maZai skiriasi nuo ieskomojo
parametro tikrosios reikSmes.

Sivo poZifiriu jvertinys bus tuo ,geresnis”, kuo maZesne¢ yra sklaida apic
tikraja populiacijos parametro reikSme.
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4. Gyvenime su jverliu (jvertiniu, vertinimu) turéjome reikaly kiekvieinas.
PavyzdZiui, susiruose keliauti 1§ Vilniaus | Kaung automobiliu, atstumg tarp Siy
miesty jvertiname 102 kilometrais, automobilio benzino sanaudas Siam atstumui
iveikli jvertiname 6-iais litrais, 1 litro benzino kaing vertiname 2,10 lito, o i§
¢ia nesunku jvertinti kelionés i§ Vilniaus } Kaung ir atgal islaidas, neskaitant
antomobilio amortizacijos i$laidy. Toks vertinimo metodas vadinamas taskiniu
vertinimu.

5. Taiau galimas kitoks vertinimo budas, kuris turi kitokiy pranasumy.
Atstumag tarp Vilniaus ir Kauno jvertiname ne pagal , Lietuvos statistikos me-
tra$¢io” duomenis, o apytiksliai, atsiZvelgdami j tai, i§ kokio Vilniaus rajono
ir | kokj rajona Kaune vykstame. Taigi, mes galime jvertinti §j atstuma tokiu
bitdu — jis yra intervale tarp 95 km ir 120 km, benzino sanaudas vertiname tarp
5,5 ir 7,0 litry, jo kaing - tarp 11 ir 15 Lt. Toks vertinimo metodas vadinamas
intervaliniu vertinimu.

6. ISnagrin¢kime dar vieng pavyzdj. Tarkime, kad mus domina vidutinis
meénesinis priskaiCiuotas darbo uZmokestis Lietuvos Gikyje 1999 m. balandZio
meénes]. PaZymékime jj raide p. Suprantama, néra jokios galimybés kas mé-
nes] apklausinéti visus Lietuvos gyventojus, norint rasti tikraja populiacijos
parametro p reikSme, todél apsiribojama tam tikro dydZio n konkreligja im-
timi.

1999 m. geguzes 27 d. ,Lietuvos rytas” skelbia ELTOS duomenis, i$
kuriy matome, jog naudojant tam tikrg metodika, nustatyta, kad minétas darbo
uzmokestis yra 1068,9 lito. Tai, tagiaugi, dar nereifkia, kad p = 1068, 9. Taciau
jet bty Zinoma, kad imties paklaida® yra, pavyzdziui, +3,5% (arba +0, 035),
tai galétume tvirtinti, kad

1031,49 < p < 1106, 31.

Akivaizdu, kad tam tikra metodika gauta p jver€io reik§me 1068,9 Lt yra
ta¥kinio vertinimo rezultatas, o p priklausomybes intervalui [1031,49; 1106,31]
nustatymas — intervalinio vertinimo rezultatas.

7. Pasirenkant populiacijos vidurkio p jvertinj, dauguma i$§ misy intuityviai
suteikia pirmenybg empiriniam vidurkivi X. Kodél? Sis intuityvus sprendimas
turéty biiti grindZiamas X savybémis, kurias mes i§nagrinéjome 12-jame skyre-
lyje:

1) X vidurkis yra y;

L Angl. sampling error, rus. nozpewnocms swbopxu.
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2) X standartinis nuokrypis yra o/+/n.

Pirmoji savybeé teigia, kad X yra kaZkuria prasme sucentruotas apie para-
metra 4, jis néra niekur pasislinkes. Tokie jvertiniai vadinami nepaslinktaisiais
jvertiniais, o bendru atveju Sis apibréZimas formuluojamas taip:

Parametro 9 jvertinys 0* vadinamas nepaslinktuoju jvertiniu', jei jvertinio
§* vidurkis (matematiné viltis) sutampa su 6.

I¥ antrosios savyb¢s matome, kad juo didesnis yra imties dydis n, juo
maZesnis yra X standartinis nuokrypis, nes daugiklis \/n yra vardiklyje. Tai,
savo ruoZtu, reiskia, kad juo didesnis imties dydis n, juo glaudZiau jvertinys X
yra sukoncentruotas centro p aplinkoje, taigi, tuo didesné tikimybe, kad X yra
artimas .

Taigi, musy iSvada praktiniams skaiCiavimams yra tokia. Jei konkrecioji
imtis igyja skaitines reik$mes z,, ..., z, Ir jy pagrindu yra gaunama empirinio
vidurkio reik§me Z = (z1 + ...+ z,)/n, tal mes sakome, kad Z yra parametro
p taskinis nepaslinktasis jvertis?.

16. VIDURKIO PASIKLIOVIMO INTERVALAS, KAI DISPERSIJA YRA
ZINOMA. PAKLAIDOS REZIS

1. Taskinis vertinimas turi rimty trikumy. PavyzdZiui, néra biidy nustatyti,
ar taskinis jvertis yra kazkuria prasme pakankamai geras, jei néra duota jokios
papildomos informacijos.

Alternatyvus metodas taSkiniam vertinimui, kaip Zinome, yra intervalinis
vertinimas, kitaip dar vadinamas pasikliovimo intervalo® metodu.

Pagal Lietuvos standarta, kai T\ ir 15 yra dvi statistikos, 6 — vertinamasis
populiacijos parametras, o tikimybé

P11 £0<1y)

ne maZesné ui 1 —a (¢ia 1 — « yra fiksuotas teigiamas skaicius, maZesnis uZ 1),
~ taj intervalas tarp Ty ir Ty yra parametro 0 dvipusis (1 — o)-pasikliovimo
intervalas.

1 Angl. unbiased estmator, rus. necmeuennas 0yenxa.

2 Atkreipiame démesj, kad X yra jvertinys (tai statistika), o & — jvertis (tai
statistikos reikSme).

3 Angl. confidence interval, Tus. dosepumensusi unmepean.
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Kai T yra statistika, 0 — vertinamasis populiacijos parametras, o tikimybé
P(T > 0) (arba tikimybé P(T < 0)) yra ne maZesné ui 1 — o (fia 1 — « yra
Sfiksuotas teigiamas skaicius, maZesnis uz 1), — tai intervalas nuo maZiausios
galimos 0 reikimés iki T (arba intervalas nuo T iki didFiausios galimos 6
reik§mes) yra parametro § vienpusis (1 — «)-pasikliovimo intervalas.

Pasikliovimo intervalo galas T yra statistika, ir todel apskritai kalbant jgyja
skirtingas reikSmes skirtingose imtyse.

Ilgose im¢iy sekose santykinis daZnis ty atvejuy, kai pasikliovimo intervalas
aprépia tikraja populiacijos parametro reik$me, yra ne maZesnis uZ 1 — a.

Pasikliovimo lygmuo — tai tikimybeés reikSmé (1 — o), susijusi su pasiklio-
vimo intervalu.

Pasikliovimo lygmenj daZnai yra patogu isreiksti procentais, t.y. (1 — «)
padauginti i$ 100 procenty.

2. Detaliau panagrinésime neZinomo populiactjos vidurkio y pasikliovimo
intervala, jei yra Zinomas §ios populiacijos standartinis nuokrypis o (o tuo paciu,
suprantama, yra Zinoma ir populiacijos dispersija).

Prielaida, kad o yra Zinoma, gali atrodyti dirbtine, nes realiame gyvenime
o daZniausiai néra Zinomas. Sig situacija panagrinésime sekan¢iame skyrelyje,
o dabartinis nagrin¢jimas yra labai naudingas tolimesniam darbui ir analizei.

3. Nagringjant y pasikliovimo intervala, priimsime $ias prielaidas:

1) Imtis sudaryta i§ n nepriklausomy stebéjimy, t.y. eksperimento rezul-
tatai neturi vienas kitam jtakos;

2) Nagrinéjama populiacija turi normalyji skirstinj su vidurkiu p, kuris,
kaip jau buvo mineéta, yra neZinomas;

3) Populiacijos standartinis nuokrypis ¢ yra Zinomas.

Musy pirmoji uzduotis — sukonstruoti 95 procenty lygmens pasikliovimo
intervalg?, t.y. rasti tokj atsitiktinj intervala, kad tikimybe¢, jog u priklauso Siam
intervalui, biity ne maZesné uZ 0,95. .

4. 14-me skyrelyje mes matéme, kad jei nagrinéjama populiacija turi nor-
maluyjj skirstin su vidurkiu 4 ir dispersija o2, tai empirinio vidurkio X skirstinys
taip pat yra normalus su vidurkiu p ir standartiniu nuokrypiu o //n. Standar-
tiznodami gauname, kad statistika

Z = (X - p)/(a/v/n)

! ParaidZiui prisilaikant Lietuvos standarto, reikty sakyti taip: ,,sukonstruoti

dvipusj 0,95-pasikliovimo intervalg”.
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turi st;mdartiné normaluji skirstinj.

Tam, kad gautume 95 procenty lygmens pasikliovimo intervala, mes turime
i8 pradZiy rasti tokj z, kad plotas, ribojamas stardartinio normalaus tankio kreive
zonoje tarp —z ir z, bty lygus 0,95. Grafiskai tai biity galima pavaizduoti taip:

0,025 0,025

L ; 4 AL >
|
|

26 pav. Kiekviena standartinio normaliojo tankio uodega (kairéje ir desinéje)
lygi 0,025

I8 standartinio normaliojo skirstinio lenteliy randame, kad 2z = 1, 96. Uz-
raSome gauta rezultata:

X —p

( 1,96 < -

<1, 96) =0,95.
Tai reiSkia, kad

_ o —~ (2
P(X—1,96-L LA
( ,9ﬁ<p<x+1,96ﬁ) 95,

ty. atsitiktinis intervalas (X —1,96-%, X + 1, 96%) ,dengia“ parametrq
u su tikimybe 0,95.

5. Sukonstravus 95 procenty lygmens pasikliovimo intervala, nesunku rasti
ir (1 — &) - 100 procenty lygmens pasikliovimo intervala. I3 tiesy, 95% lygmens
pasikliovimo intervalo atveju o = 0, 05, o 2 reikSme mes radome i§ standartinio
normaliojo tankio lentelés ,uodegos” reikSmei 0,05/2=0,025, t.y. z = zp 05/2-
AnalogiSkai situacija yra ir bendruoju atveju — plotas tarp —z,/5 It 242 yra
(1 — «). Grafiskai tai galima pavaizduoti taip, kaip atlikta 27 pav.

Taigi, z,,/> parinkome taip, kad P(Z > z4/7), todel

P(_ZO’/Z <X- B < Zqf2

7 \/_):1—01.
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'1 N [ e
e L
: a/2 0 :za/Z

27 pav. Taskas — 2 oz Y78 standartinio normaliojo atsitiktinio dydzio Z a/2? kvantilis,
kadangi P(Z < Z ) =2=PZ<-z,)

I3 ¢ia darome iSvada, kad su tikimybe (1 — «), t.y. su didele tikimybe jvertis
X gali skirtis nuo neZinomo parametro p ne daugiau kaip z, /27";. Be to,
Sis skirtumas gali biiti kieck norima maZas, esant pakankamai dideliam imties
dydzZiui n.

6. Dydis z,/, 7"—_5 yra vadinamas parametro y jvertinio maksimalia paklaida
(1 — @) - 100 procenty lygmenyje arba paklaidos réZiu'.

Gautus rezultatus reziumuosime taip:

Jei populiacija turi normalyji skirstinj su vidurkiu p ir dispersija o2 ir ¢
yra Zinomas, o ;i yra neZinomas, tai parametro u (1 — o) 100 procenty lygmens
pasikliovimo intervalas yra

= g

X-—Za/g"‘—<,u<X+Zoz/2

Tn

kur X yra empirinis vidurkis, o n — imties dydis.

g
vn'

7. Sio skyrelio pradZioje padaréme prielaida, kad nagriné¢jama populiacija
turi normalyjj skirstinj. Kam reikéjo Sios prielaidos? Tam, kad (X —pu)/(a/v/n)
turéty standartinj normalyjj skirstinj ir mes galétume naudotis lentelémis.

Tadiau jei n yra didelis (30 ir daugiau), tai §i prielaida apie populiacijos
normaluma néra butina. I§ tiesy, pagal centring ribing teorema (Zr. 14-gjj
skyrel}), (X — p)/(o/+/n) skirstinys yra pakankamai gerai aproksimuojamas
standartinio normaliojo atsitiktinio dydZio skirstiniu. Tai reiskia, kad (X —
1t)/(o/+/n) turi asimptotiskai normalyjj skirstinj ir mes vél galime nesunkiai
rasti paklaidos réZj, taciau Sjkart tai bus apytikslis (arba asimptotinis) paklaidos
reZis.

L' Angl. margin of error; rus. epanuya nozpewnocmu.
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8. ISnagrinésime konkrety pavyzd ir pateiksime jo empiring interpretacija.
Mus domina vidutinis tam tikros profesijos trisdeS§imtmeciy vyry svoris. Jo
reik§meé p yra neZinoma ir miisy uZduotis yra sukonstruoti Siam parametrui
95% lygmens pasikliovimo intervala. I§ ankstesniy analogi$ko pobudZio eks-
perimenty buvo padaryta prielaida, kad o = 6. Imties dydis n lygus 100. [state
Zinomas ¢ ir n reik§mes, randame 95% lygmens pasikliovimo intervala;

- 6
X ~1,96———
( /100
ty. (X —1,176; X + 1,176). Taigi,

P(X -1,17T5< p < X +1,176) = 0, 95.
Tarkime, kad, pasvére $imtg trisdeSimtme€iy vyru, apskaiciavome jy svorio
vidurki, kuris lygus 79,21 kg. Siuo atveju
(z—1,176;2+1,176) = (79,21—1,1176; 79, 21+1,176) = (78, 034; 80, 386).
Pastebésime, kad bity klaidinga rasyti
P(78,034 < u < 80,386) = 0,95

bent jau todél, kad i néra atsitiktinis dydis. Pasikliovimo intervalas yra atsitik-

- 6
P X 4+1,96—— ],
o

tinis intervalas.

Ar galima tvirtinti, kad p priklauso intervalui (78,034; 80,386)? Mes Sito
neZinome!

Toliau, tarkime, kad pasvére kitus Simta vyruy, t.y. paéme kitg imtj, radome,
kad jos vidurkis yra 80,52 kg. Ieskomasis intervalas Siuo atveju yra (80,52 —
1,176; 80,52+ 1,176) = (79, 344; 81,696). Ir vél mes negalime tvirtinti, kad
u priklauso biitent §iam intervalui.

Tarkime, kad, tgsdami §j process, mes gavome rezultata, pavaizduots 13

lentelgje.
13 lentelé

Imties Konkreti imties Pasikliovimo intervaly reik§més
numeris vidurkio reikSmé z—1,176, £+ 1,176)

| 79,210 (78,034; 80,386)

2 80,520 (79,344; 81,696)

3 81,893 (80,717, 83,069)

4 80,196 (79,020, 81,372)
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Kuriems 18 $iy intervaly priklauso p, o kuriems — ne, mes negalime tik-
shiai atsakyti. Talian mes galime tvirtinti, kad apytiksliai 95% tokiu biidu
sukonstruotiems intervalams priklauso miisy nagrinéjamos populiacijos viduti-
nis svoris y. Grafiskai tai biity galima pavaizduoti taip:

79 80 i 81 82 83
Svoris . . : 5 X . ;

Imtis nr.1 ——
(i priklauso) 79,210

Imtis nr.2 L
(« priklauso) 180,520 :

imtis nr.3 ' ;
(u nepriklauso) . 81,893

Imtis nr.4 :

- 1 :
(u priklauso} an, 196 ;

28 pav. Pasikliovimo intervaly reiksmés. Jei u biity tokia, kaip pavaizduota, tai
galétume tvirtinti, kad ji nepriklauso tik treciajam intervalui

Zinoma, imtis didumo n kartojama tik teorijoje. Konstruojant pasikliovimo
intervala praktikoje, $is procesas nekartojamas. Imama tik viena imtis ir ap-
skai¢iuojami abu intervalo galiniai taSkai. Populiacijos parametras y arba prik-
lauso Siam intervalui, arba nepriklauso. O kokia yra tikroji u reikSme, kaip
sako statistikos profesionalai, praktikoje niekada nesuZinosime.

17. STJUDENTO SKIRSTINYS. VIDURKIO PASIKLIOVIMO
INTERVALAS, KAI DISPERSLJA YRA NEZINOMA

1. Pracitame skyrelyje nagringjome neZinomo populiacijos vidurkio p pa-
sikliovimo intervala su prielaida, kad $ios populiacijos standartinis nuokrypis
o yra Zinomas. Kaip jau buvo minéta, praktikoje daZniau sutinkama situacija,
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kai ¢ néra ¥inomas. Sj atveji toliau detaliau i$nagrinésime vél tardami, kad
iSpildomos $ios dvi prielaidos:

1) Imtis sudaryta i§ nepriklausomy steb&jimuy;

2) Populiacija turi normalyj skirstinj.

2. Nagrinédami pasikliovimo intervala ir paklaidos réZius atveju, kai o yra
Zinomas, pradéjome nuo statistikos

kuri turi standartinj normalyjj skirstini.

Kadangi dabar ¢ yra neZinomas, tai logika biity sekantj Zingsni Zengti,
kei¢iant populiacijos dispersija o2 jos empirine dispersija S? (Zr. 7-aji skyrelj).
Pagal Lietuvos standarta priminsime, kad dispersija S? — tai sklaidos matas,
kuris yra stebiniy reik§miy nuokrypiy nuo vidurkio kvadraty suma, padalyta i§

vienetu sumaZinto stebiniy skaiiaus:

§2= L 3 (X - %)
i=1

n—14

Imties dispersija yra populiacijos dispersijos nepaslinktasis jvertis.
7 i8rai§koje pakeitg o 1 S gauname, kad logiska biity nagrin¢jimg pradéti
nuo statistikos
_ X
= W

Sios statistikos skirstinys vadinamas Stjudento skirstiniu (arba, sutrumpintai, ¢

T

skirstiniu) su n — 1 laisvés laipsniu', kur n yra imties dydis.
3. Stjudento skirstinys turi Sias savybes:
I. Jis yra tolydus, o jo tankis p(z) yra simetrinis ordinaCiy aSies atZvilgiu.
11. Jo tankis p(z) turi varpo forma, primenancia normaluyjj tankj;
[I. Didé¢jant laisvés laipsniams, ¢ skirstinys tampa vis labiau panaSus j
standartin} normaluyjj skirstinj.

L Angl. Student’s t distribution with n — 1 degrees of freedom.
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Visas §ias i§vadas gerai iliustruoja $is grafikas:

S, TTTEms Standartinis normalusis tankis

--------- Stjudento tankis su 10 Jaisves laipsniy

------ Stjudento tankis su 4 laisves laipsniais

Stjudento tankis su 2 laisvés laipsniais

S

-

'
-4 -3 -2 -1 0 ! 2 3 4

29 pav. Didéjant laisvés laipsniams, Stjudento tankis tampa vis labiau panasus j
normalyjj tankj

4. Tegu T yra atsitiktinis dydis, turintis Stjudento skirstinj su v laisves
laipsniy. Dydis ¢, , vadinamas Stjudento skirstinio lygmens o kritine reik3me,
jei

P(T P t,,’a) = .

Sritj, kurios plotas yra «, grafiskai galima bity pavaizduoti taip (pieSinyje
§1 sritis yra uZtuuota):

t skirstinio su v laisvés
laipsniy tankis

L

Kritinés Stjudento skirstinio reikSmes atvejams o = 0,01; o = 0,05; o =
0,025, o = 0,01; @ = 0,005 bei v = 1,2,3,...,30 yra pateikiamos 4
lenteléje vadovélio gale.

o 30 pav. 1, yra lygmens c kritiné reik§mé

I§ Sios lentelés, beje, galima padaryti tokig i$vada:

Jei Stjudento skirstinio laisvés laipsniy skaidius v yra lygus 30 arba dau-
glau, tai vietoj jo apytiksliai galima naudoti standartini normalyji skirstinj.

5. Grjzkime prie neZinomo populiacijos vidurkio p pasikliovimo intervalo
konstravimo, kai o yra neZinomas. Kadangi pagal apibréZima 7" yra Stjudento
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skirstinys su n — 1 laisves laipsniu, tai
X —
P( —tn-1,0/2 < T= 'S'./_\'/‘—S < tn—~1,a/2) =1-a.
IS &ia akivaizdu, kad
_ S _ S
P(X —tn—l,a/Zﬁ <p< X +in—1,a/2-\7ﬁ'> =l-o.

Gautus rezultatus reziumuosime taip:
Jei populiacija turi normalyjj skirstinj su vidurkiu p ir dispersija o°, kurie
abu yra neZinomi, tai vidurkio p (1 — «) - 100 procenty lygmens pasikliovimo

intervalas yra

X —tn—l,a/z% <u<X +tn-—1,a/2_j—ﬁ')
kur n — imties dydis, o X ir S yra atitinkamai empirinis vidurkis ir empirinis
standartinis nuokrypis.

Jei, be to, n > 30, tai t,,_; /o apytiksliai galima pakeisti dydZiu 25,
ty. apytiksliai

X - za/g—S— <p< X + za/z—S—,
vn vn
kur skaiius zo;y randamas i§ standartinio normaliojo atsitiktinio dydZio Z
tankio reikimiy lentelés, P(Z 2 2472) = a/2.

6. Pavyzdys. Istyrus 25 vienos riiies cigaretes laboratorijoje buvo nus-
tatyta, kad vidutinis nuodingy dervy skaiCius # yra lygus 18,6 miligramy ir,
be to, s — 1,81. Rasti nuodingy dervy Sios rusies cigaretése vidurkio p 95
procenty lygmens pasikliovimo intervala.

Sprendimas. Siuo atveju n = 25, & = 18,6, s = 1,81 ir & = 0, 05.
Naudodamiesi Stjudento skirstinio (su v = 25 — 1 = 24 laisvés laipsniais)
lentele randame, kad ¢54, 0,025 = 2, 064. Taigi, ieSkomasis 95 procenty lygmens
paskliovimo intervalas yra

1,81 1,81
18,6 — 2,064 o0 < 11 < 18,6+ 2,064~
N NGE

arba, atlikus aritmetinius veiksmus, 17,87 < p < 19, 35.
IS &ia darome iSvada, kad iStirtos riiSies cigareciy nuodingy dervy vidurkis
u yra 95 procenty lygmens pasikliovimo intervale (17,85; 19,35).
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18. CHI KVADRATO SKIRSTINYS. DISPERSIJOS PASIKLIOVIMO
INTERVALAS

1. Norédami sukonstruoti dispersijos pasikliovimo intervala, pritmsime to-
kias pat prielaidas, kaip ir praeituose dviejuose skyrelivose:
1) Imtis sudaryta i$ nepriklausomy stebéjimy;
2) Populiacija turi normalyjj skirstinj su dispersija o2.
2. Tolimesniam tyrimui naudinga tokia statistika:

— 52, (1)
kur, priminsime, S? = 1= "7 (X; - X)2.

Kadangi populiacija turi normalyjj skirstinj su dispersija o
yra daugiklis 1/02, tai galima parodyti, kad statistikos U skirstinys nepriklauso

2, o pries S?
nuo o ir turi gerai Zinomg skirstinj, vadinama chi kvadrato skirstiniu® sun — 1
laisves laipsniu.

Galima parodyti, kad chi kvadrato skirstinys — tai nepriklausomy norma-
liyjy standartiniy atsitiktiniy dydZiy kvadraty sumos skirstinys.

3. Chi kvadrato skirstinys dar yra vadinamas Helmerto-Pirsono skirstiniu.
Helmerto (F.R.Helmert) darbas §ia tema pasirodé 1875 metais, o Pirsono
(K.Pearson) — 1900 metais. Suprantama, kad chi kvadrato skirstinio savybes ir
jo taikymo praktiniams uZdaviniams galimybeés Siandien yra pladiai iSnagriné-
tos. Kaip ir Stjudento skirstinio atveju, pateiksime papraséiausias ir pagrindines
chi kvadrato skirstinio savybes:

I. Jis yra tolydus ir nesimetrinis ordinaciy aies atZvilgiu;

II. Jo tankio forma priklauso nuo parametro v, kuris yra vadinamas laisves
laipsniu;

III. Didéjant laisvés laipsniams, jis tampa vis labiau panasus'j normaluyji
skirstini. Kai v > 30, jis yra apytiksliai normalus.

Visas Sias i§vadas gerai iliustruoja chi kvadrato skirstiniy su v laisvés
laipsniais tankiy p(z) grafikas (31 pav.).

4. Tegu x? yra atsitiktinis dydis, turintis chi kvadrato skirstinj su v laisvés
laipsniy. Dydis X?,’a vadinamas chi kvadrato skirstinio lygmens « kritine

1 Angl. Chi-square distribution (x? distribution); rus. zu-xeadpam pac-

npedeaenue (Y2-pacnpedesenue).
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Tankis

1 v=>5

-
-
’—K

)
1

!

'

1

|

|

!

] =30
I

U

i

]

XZ

i

0 S 10 15 20 25 30 35 40

31 pav. Chi kvadrato tankiy kreivés
reikime, jei
P(x* > x0,) = o
x? skirstinio su v laisves laipsniais tankio sritis, kurios plotas yra «,

piesinyje yra uZtuSuota:

32 pav. xzm yra chi kvadrato skirsnio su v laisvés laipsniy lygmens o kritiné reikSmé.

Uitusuotos srities plotas lygus a

Chi kvadrato skirstinio kritinés reikSmeés atvejams o = 0,995; o = 0, 99;
a = 0,975, a = 0,95; a = 0,05 a = 0,025; a = 0,01; o = 0,005 bei
v=1,23,...,30 yra pateikiamos 3 lentel¢je vadovelio gale.

Analogiskai kaip ir Stjudento skirstinio atveju, i§ Sios lenteles galima
padaryti tokia i§vada:

Jei chi kvadrato skirstinio laisves laipsniy skaiius v yra lygus 30 arba

daugiau, tai vietoj jo apytiksliai galima naudoti normalyjj skirstinj.
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Tatiau chi kvadrato skirstinio tankis, skirtingai nei Stjudento skirstinio
tankis, néra simetrinis, todel chi kvadrato skirstinio atveju vien reik$miy o =
0,005 o = 0,01; o = 0,025; a« = 0,95 nepakanka, norint Zinoti kritines
reik§mes atvejams 1 — «. Siai kodel Sios reik&mes atvejams 0,995; 0,99; 0,975;
0,95 pateikiamos atskirai.

5. Grizkime prie dispersijos o2 pasikliovimo intervalo konstravimo. Ka-
dangi statistika U, apibréZiama formule (1), turi chi kvadrato skirstinj su n — 1
laisves laipsniu, tai pagal kritinés reik§meés apibréZima

P (U 2 X?B—-l,l—ﬂ/2) =1- 0/2, Ly. P (U < X121-1,1—a/2> = C!/2
IS kitos puses, analogiskai
P(U<Krapz) =1=P(US X3 0p2) =1 0/2
Tai reiskia, kad

(n—1)82
P (Xzz—l,l-»a/2 SU=—73"—< X2 102 ) =1-

=1-a.

[ Yo
|
| R

Grafiskai tai galima biity pavaizduoti taip:

Chi kvadrato skirstinio
su n-1 laisves laipsniu
tankio kreivé

al2 al?

- 1)s?

= 33 pav. Chi kvadrato skirsnio
kritiniy reik§miy radimas

o1
2 2
Xn—l.l—a/2 Xn—l,a/2

Atlike elementarias algebrines operacijas gauname, kad

P<M<02<Ln—_l)52_):1_m

2 7
Xn_1,a/2 Xn-1,1-a/2

Gautg rezultatg reziumuosime taip: .
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Jei populiacija turi normalyji skirstinj su neZinoma dispersija o, tai jos
(1 — «)- 100 procenty lygmens pasikliovimo intervalas yra

-1)5? —1)5?
(=S _ 0 (0=
Xn-1,0/2 Xn-1,1-a/2

kur S? yra imties didumo n empiriné dispersija.

6. Pavyzdys. Mokytojas klas¢je atsitiktinai parinko 6 mokinius ir atliko
tokj eksperimentag. Mokiniams buvo pasiilyta atlikti uZduotj, o jos atlikimo
laikas (minutémis) buvo fiksuojamas. Gauti tokie rezultatai:

80 7,0 85 7,5 9,0 8,0.
Apskai&iuoti dydZio, reiskianéio uZduoties atlikimo laika, dispersijos 98% lyg-

mens pasikliovimo intervala.
Sprendimas. Nesunku jsitikinti, kad # = 8,0,

6
1 2,5
2 —\2 )
= 2 i — =2 =9,5.
s I:I(z z) 5 )

n—1+4

Kadangi n = 6, tai chi kvadrato skirstinys turi 5 laisvés laipsnius. Kadangi
praSoma apskaiiuoti 98% lygmens pasikliovimo intervala, tai « = 0,02, o
a/2=10,01;1-a/2 =0,99. I% lenteliy randame, kad

X2 001 = 15,086, xZg 99 =0,554.
Tai reiskia, kad

50,6 , 50,5
< <

0ty 0,1 2 < 4,513.
5086 <% <opsa ¥ 0166<07 <4513

I3 &ia darome i¥vada, kad dydZio, reiskianéio uZduoties atlikimo laika, kon-
kretios imties vidurkis yra 8,0 min., $io dydZio dispersijos o2 taskinis jvertis
s igyja reik§me 0,5, o 0? 98% lygmens pasikliovimo intervalas yra (0,166;
4,513).

Mes baigéme nagrinéti papras¢iausius statistiniy jverciy teorijos klausimus,
pavyzdZius ir taikymus praktikoje. Matematiniai §ios teorijos aspektai placiau
nagrinéjami antrojoje $io vadovelio dalyje.
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Sekantiose dviejuose skyreliuose elementariai panagrinésime hipoteziy
apie populiacijos vidurkj tikrinimo problemas.

19. HIPOTEZIUY FORMULAVIMAS. HIPOTEZIU TIKRINIMO
MECHANIZMO ANALIZE

1. Kiekviena spe¢jima apie neZinoma skirstinj arba Zinomo skirstinio para-
metrus vadiname hipoteze arba, tiksliau, statistine hipoteze. Tai teiginiai tipo
»NeZinomas skirstinys turi savybg D arba ,,Skirstinio neZinomas parametras 6
priklauso aibei {3 arba pan.

Pastarajj teiginj panagrinékime detaliau. Jei 2 yra visy galimy parametro 6
reik§miy aibe ir Q = QU (g ir Q; yra nesikertandios aibes, t.y. QoM =
), tai galimos tik dvi konkuruojancios hipotezés:

Hy: 6690 arba Hli 0691

Hipoteze H, vadinama nuline hipoteze, o hipotezé H; vadinama alter-
natyvigja hipoteze. Jei alternatyviyjuy hipoteziy yra kelios, naudojamas Zymeji-
mas H,.

2. Kaip galima biity paaigkinti termino ,nulin¢ hipotezé* pasirinkima?
Matomai jis pasirinktas todel, kad Hy paprastai Zymima hipoteze, kurig tyriné-
tojas tikisi atmesti. Zodis ,,nuline* $iame kontekste reiskia, kad teiginys, kurio
teisinguma mes siekiame patikrinti, yra niekinis, neteisingas.

Taip termino ,nuliné hipotez¢” pasirinkimas grindZiamas vadovéliuose,
paraSytuose angly kalba. Vadovéliuose rusy kalba yra prigijes terminas ,,pa-
grindine hipotezé®, kuris naudojamas kaip nulinés hipotezés sinonimas.

3. Pavyzdys. Kai kurie véZiniai augliai nustoja augti be jokio gydymo. Siu
augliy kiekio santyki su visy véZiniy augliy kiekiu paZzymékime py. Tegu X yra
atsitiktinis dydis, jgyjantis reik§me 1 arba O priklausomai nuo to, ar atsitiktinai
pasirinktas auglys, pritaikius naujaja terapija, nustojo augti ar vystési toliau.
Atsitiktinio dydZio X vidurkis p (taip vadinamasis palankaus jvykio parametras
p) yra lyginamas su baziniu parametru pg.

Jei p < po (matyt, tiksliau nagrinéti atveji p = po, nes jei p < py, tai
naujoji terapija yra kenksminga), tai terapija yra neefektyvi, o jei p > po, tai
terapija yra efektyvi. Taigi, turime dvi hipotezes:

Nuline hipotezé¢ Hy : p < po, t.y. terapija yra neefektyvi;
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Alternatyvioji hipotezé H, : p > pg, t.y. terapija yra efektyvi.

Kaip patikrinti, kuri i§ $iy dviejy hipoteziy yra teisinga, o kuri ne, ir koks
galety biiti hipoteziy tikrinimo mechanizmas? Tuo tikslu detalizu panagrinésime
kita pavyzd;.

4. Gamykla gamina elektros lemputes!. Jos inZinieriai pasiiilé nauja tech-
nologija ir tikisi, kad lempuéiy darbo trukme pailgés. Siuo metu Sios trukmés
vidurkis yra 450 valandy. Natirali prielaida apie tai, kad atsitiktinis dydis,
i¥reiSkiantis lemputés darbo trukme iki jos perdegimo, turi normalyjj skirstinj.
Be to, yra Zinoma, kad standartinis nuokrypis lygus 60 valandy ir $is nuokrypis
negali pakisti net po inZinieriy i§radimo jdiegimo.

Jei inZinieriy darbas buvo prasmingas (o tai gana natiirali prielaida), tai
lemputés darbo trukmes iki perdegimo vidurkis u negaléjo sumaZéti. Mus
domina klausimas, ar po naujos technologijos jvedimo p padidés, ar liks toks,
koks buvo. Taigi, hipotezes galima suformuluoti taip:

Nuline hipotezé Hy : ¢ = 450, t.y. nauja technologija nedave laukiamy

rezultaty;

Alternatyvioji hipoteze¢ H; : g > 450, ty. nauja technologija pailgino

darbo trukme.

5. Norédami patikrinti naujajj inZinieriy pasidlyma, paimkime 9 lemputes,
pagamintas naujuoju biidu, ir fiksuokime jy pilng darbo trukme iki perdegimo.
Tarkime, kad gavome tokius rezultatus:

583 518 464 384 445 534 549 563 376.

I$analizave $ivos duomenis matome, kad 6 lemputés degé ilgiau uZ nulineje
hipotezeje fiksuota skaiciy, lygu 450. IS kitos puses, 3 lemputés dege trumpiau
nei 450 valandy, i$ jy dvi degé gerokai trumpiau.

6. Koki sprendima galima priimti $iy rezultaty pagrindu? Sios imties
lempuciy darbo trukmés vidurkis yra z = 490, 67. Taigi, jis didesnis uZ 450.
Tai galéty biiti rimtu argumentu naujosios technologijos naudai, jei $i vidurkio
reik§meé néra atsitiktiné svyravimo ar nepastovumo pasekme.

Kitaip tariant, ar lemputés galéty biiti i§ tos lempuciy populiacijos, kurioje
darbo trukmés vidurkis yra 450 valandy, bet misy imties vidurkis atsitikti-
nai jgijo reikS§me 490,67? Ar $i vidurkio reik§me yra didesné uZ 450 dél tos
prieZasties, kad naujoji technologija i tiesu yra progresyvesné ir leidZia gaminti
ilgaamZigkesnes lemputes?

I Destoma pagal R.Khazanie [6].
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7. Panagrinésime pirmajj i8 pastarujy dvieju klausimy. Tuo tikslu apskai-
¢iuosime tikimybe ivykio, jog imties vidurkis jgyja reikSme 490,67 ar daugiau,
jei nuliné hipotezé H, yra teisinga, t.y. jei populiacijos vidurkis yra 450 va-
landy.

~Jau minéjome, kad nagrinéjama populiacija turi normalyjj skirstinj su stan-
dartiniu nuokrypiu 60. Taigi, jei Ho yra teisinga, tai empirinio vidurkio X
skirstinys yra normalus su vidurkiu 450 ir standartiniu nuokrypiu o/y/n =
60/4/9 = 20. Taigi,

> 490,67 — 450

P(X > =P
(X > 490,67) <Z 50

) =P(Z > 2,03) = 0,0212.

Taigi, tikimybe jvykio, jog imties vidurkis jgyja reik§me 490,67 ar daugiau,
jei Hy yra teisinga, yra apytiksliai lygi dviem Simtosioms.

MaZa apskaiCiuotos tikimybés reik§mé 0,0212 kelia abejones dél nulinés
hipotezés Hy teisingumo. Bet ar §i tikimybé yra pakankamai maZa tam, kad
gamyklos vadovai priimty inZinieriy siiilomg naujgja technologija? Vadovy
sprendimas priklausys, suprantama, ir nuo tokiy praktiniy aplinkybiy, kaip
rekonstrukcijos kaina, jos trukmé, naujyjy lempudiy savikaina, ju prognozuo-
jama paklausa ir t.t.

8. Galimas ir kitoks hipoteziy tikrinimo metodas. Labai daZnai statistikos
specialistai atsiZvelgia | rizikos faktorius ir numato juos, pasirinkdami taisykle
i$vados (apie hipoteziy priémima ar atmetimg) priémimui. Si taisykle, kaip
pamatysime kitame skyrelyje, vadinama sprendimo priémimo taisykle. Pailius-
truosime §} hipoteziy tikrinimo metoda auks¢ian iSnagrinétu pavyzdZiu apie
lempuéiy darbo trukme.

Kadangi alternatyvioji hipoteze H, teigia, kad u > 450, tai didelés reikSmés
z nuteikia mus atmesti Hy ir priimti H;. Juo didesné reikSmeé z, juo didesnis
$is miisy nusiteikimas. Tarkime, jog mes nusprendéme fiksuoti apating vidurkio
reik¥me taske 4735 ir parinkome tokia sprendimo priémimo taisykle:

Atmesti H, jei imties vidurkio reikSmé z yra didesné uZz 475 valandas.

Miisy pavyzdyje 9 stebiniy imties vidurkis yra 490,67, taigi, jis yra dides-
nis uZ 475, ir todél mes atmetame nuling hipotezg¢ Hy ir priimame inZinieriy
pasiiilyma.

Jei Sis vidurkis biity ne 490,67, o, tarkime, 470 valandy, tai mes nuling
hipoteze H, priimtume, o alternatyviaja hipoteze H; atmestume.
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20. SPRENDIMO PRIEMIMO TAISYKLE. KRITINE SRITIS

1. Reziumuosime tai, apie ka buvo kalbama praeitame skyrelyje.

Hipoteziy H ir H, formulavimas. Jei tikslas yra suformuluoti ir patikrinti
teiginj duotosios imties pagrindu, tai $io teiginio neigimas yra nagrinéjamas
kaip nuliné hipotezé Hy, o pats teiginys nagrinéjamas kaip alternatyvioji hipotezé
H;.

Pavyzdyje apie elektros lempudiy naujos gamybos technologijos idiegimo
tikslinguma matéme, kad maZa tikimybes P(X' > 490, 67) reikSme 0,0212 kelia
abejones dél nulinés hipotezés Hy teisingumo. PanaSiais samprotavimais buvo
parengtas kelias sprendimo priémimo taisyklés i§vedimui ir bendru atveju. Apie
tai detaliau kalbésime Siame skyrelyje.

2. Sprendimo priémimo taisyklé! (arba nulinés hipotezés patikrinimas)
— tai procediira, nusakanti, kokia informacija imties pagrindu ir kokiu bidu turi
biiti panaudojama, priimant sprendima. Sprendimai gali bati Sie: arba

1° atmesti Hy ir padaryti iSvada, kad H; yra priimta, t.y. priimti H,,

arba

2° priimti Hy ir padaryti i§vada, kad H; yra nepriimtina, t.y. atmesti H,.

Svarbu pabréZti, kad sprendimas atmesti arba priimti Hy turi baiti priima-
mas grieZtos ir akivaizdZios procediiros pagrindu. Pailiustruosime tai konkre€iu
pavzydZiu.

3. Pavyzdys. Piko valandomis prie bankomato susidarydavo nemaza klienty
eilute. Norédamas i$vengti Sito nepageidaujamo reiSkinio, bankas patobulino
bankomatg ir nori jsitikinti, kad naujasis modelis dirba efektyviau. Tuo tikslu
buvo fiksuojamas klienty aptarnavimo laikas ir nagrinéjama imtis, kurios dy-
dis n = 38, bei apskaitiuojamas klienty aptarnavimo laiko vidurkis X. Yra
Zinoma, kad bankomato be patobulinimy klienty aptarnavimo laiko skirstinio
vidurkis yra 270 sekundZiy, o standartinis nuokrypis yra 24. Ar atliktos imties
pagrindu galima tvirtinti, kad bankomato su patobulinimais klienty aptarnavimo
laiko skirstinio vidurkis ;¢ yra maZesnis uZ 270 sekundZiy?

Sprendimas. Akivaizdu, kad alternatyvioji hipotezé H, yra formuluojama
taip:

Hy:p < 270.

Y Angl. decision rule, Tus. npaguso NPUHAMUT PEULEHUA.
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Kadangi bankomatas buvo tobulinamas, tarsime, kad atvejis 4 > 270 yra ne-
galimas. Tai reifkia, kad nuliné hipotez¢ H, yra tokia:
Hy:p = 270.
Sprendimas Cia gali biiti toks:

1° atmesti Hy: p = 270 ir priimti H,: p < 270;
2° priimti Hy: g = 270 ir atmesti H;: p < 270.

Sekantis etapas — atsakyti i klausimg, kokioms X reik§méms z priima-
mas sprendimas 1°, t.y. hipotezé H, atmetama, ir kokioms X reik§méms Z
priimamas sprendimas 2°, t.y. hipotezé H, priimama.

4. Analogiskas klausimas mums jau buvo iSkiles praeitame skyrelyje. Pa-
vyzdyje apie elektros lemputes matéme, kad maZa tikimybes P(X > 490, 67)
reik¥me 0,0212 kelia abejones del nulinés hipotezés Hy teisingumo. Ten pat
buvo trumpai i$nagrinéta sprendimo priémimo taisyklé, kurioje atsiZvelgiama |
rizikos faktorius.

Tadiau galimas ir kitoks kelias. Kadangi pavyzdyje apie bankomatus mus
domina, ar tikrai g < 270, t.y. kairioji parametro p apibréZimo sritis, tai tik
tos X reik8més, kurios yra i$ Sios kairiosios srities, prieStarauja hipotezei H,
hipotezés H; naudai.

Tarkime, kad mums pavyko rasti tokj skaiéiy c, kad P(X <c¢)=a, kur
o — pakankamai maZas skaifius. Tada sprendimo priémimo taisyklé galéty biti
tokia:

atmesti Hy, jei < c;

priimti Hy, jei T 2 c.

5. Sig sprendimo priémimo taisykle patogu sutrumpintai Zyméti taip:

R:X <ec,
kur R reiskia hipotezés H, atmetima.

Siame kontekste baigtiy aibé {X < ¢} vadinama atmetimo (arba kritine)
sritimil, o taskas ¢ — kritine reikime.

Dabar panagriné¢kime atveji, kai hipotezé H, yra teisinga, t.y. u = 270.
Tada Hp atmetimas yra neteisingas sprendimas, galintis salygoti rimta klaida.
Kad tokios klaidos nebiity, mes turime biti tikri, kad tikimybe P(X < c)
yra labai maZa, kai g = 270. Tarkime, kad mus pilnai tenkina patikimumas
a = 0,05; ty. §i tikimybe ,labai maZa“, jei ji nevirsija lygio o = 0, 05. Tada

1 Angl. rejection region, critical region; rus. o6aacms ombpacvieanus.
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misy uZdavinys yra rasti tokj ¢, kad
P(X < ¢) = 0,05, kai p=270.

Mes Zinome, kad pakankamai dideliems n X turi apytiksliai normaly skirs-
tinj su vidurkiu 4 ir standartiniu nuokrypiu o/ /n. Musy atveju n = 38, taigi,
pakankamai didelis (nes n > 30). Be to, mes taréme, kad ¢ = 24. Taigi,
kai 4 = 270, tai X skirstinys yra normalusis skirstinys su vidurkiu 270 ir
standartiniu nuokrypiu 24//38, o atsitiktinis dydis

g X210
T 24//38
turi standartinj normalyj) skirstinj.

I§ standartinio normaliojo skirstinio tankio reik$miy lenteliy randame, kad
P(Z < —1,64) = 0,05. Tai reiskia, kad

24

c=270-1,64| — } =270 —- 6,39 = 263, 61.
(5)

6. Musy sprendimo priémimo taisyklé $iuo atveju pilnai nusakoma em-
pirinio vidurkio X atmetimo sritimi R : X < 263,61 (4. 34 pav.).

0,05
e |
R:X<263,6 270,0 T
| | 34 pav. Nulinés hipotezés atmetimo
R:Z<-1645 0 z sritis R

Priimta sakyti, kad nulinés hipotezés patikrinimas atliktas reikSmingumo
Iygmenyje! o = 0,05, o statistika, kurios pagrindu formuluojama sprendimo
priémimo taisykle, vadinama kriterijaus statistika®.

1 Angl. significance probability; rus. yposens ananuMOCMU.
2 Angl. test statistic. Pavyzdyje tai buvo statistika X, t.y. X yra kriterijaus

statistika.
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21. DIDELIY] IMCIUY NORMALUMO KRITERIJUS.
- DU KLAIDU TIPAI

1. Apibendrinsime pavyzdj, i§nagrinéta praecitame skyrelyje. Tarkime, kad
reikia patikrinti nuline hipotezg

Hy : p= po pries alternatyvg  Hp @ p < po.

Jei X yra normaliyjy atsitiktiniy dydZiy (su Zinoma dispersija o'2) imties, kurios
dydis yra n, empirinis vidurkis, tai sprendimo priémimo taisyklé reikimingumo
lygmenyje a yra tokia:

Atmesti Ho, jei f/‘—\‘;% < —Zy.

Cia z, tenkina lygti P(Z < —z4) = P(Z > z,) = a ir yra randamas i§
standartinio normaliojo skirstinio uodegy reik$miy 2 lentelés, o u reik§mes pg
parinkimg sglygoja nuliné hipotezé H).

2. Praeitame skyrelyje iSnagrinétame pavyzdyje su bankomatais taréme,
kad ¢ = 24. Atveju g = 270 matéme, kad X skirstinys yra normalusis su
parametrais 270 ir 24/ /38, o atmetimo sritis R : X < 263,61 buvo nustatyta
esant reik§mingumo lygmeniui o = 0, 05 ir turint omeny, kad statistika

5 X210
© 24//38

turi standartinj normalyjj skirstinj.

O kaip elgtis tuo atveju, jei dispersija o yra neZinoma?

Tuo atveju, kai o néra Zinomas, tafiau n yra pakankamai didelis (n >
30), statistikos X normalioji aproksimacija iSsaugo pakankamai auk3ta tikslumo
laipsnj net tada, kai ¢? pakeiiamas empirinés dispersijos reik$me s2. Todél
tikrinant Hy : p = p prie§ alternatyva H; : p < po reik§mingumo lygmenyje
« kriterijaus statistika pasirenkama statistika

_X“#o
T os/vn’

o atmetimo sritimi — sritis R : Z < —z4. Toks pasirinkimas paprastai vadina-
mas dideliy im¢iy normalumo kriterijumi®.

Z

1 Angl. large-sample normal lest or a Z-test.
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3. Pavyzdj su banknotais iSnagrinésime tam atvejui, kai ¢ néra Zinomas,
ir parinksime kita reikSmingumo lygmen; «, o« = 0,025. Atlikus konkrety
eksperiments nustatyta, kad empirinis vidurkis yra 261 sekunde, o empirinis
standartinis nuokrypis yra 22 sekundes. Taigi, reikia patikrinti nuling hipoteze

Hy : p = 270 pries alternatyva H; : p < 270.

Sprendimas. Kadangi n = 38 ir nuliné hipotezé salygoja p reik8més pyp =
270 parinkima, tai kriterijaus statistika yra

X —-270

5/V/38
Kadangi o = 0, 025, tai z; g25 = 1,96 ir atmetimo sritis yra R : z < —1, 96.
Konkregios X ir S reik§més yra duotos:

F=261, s=22.

I$ ¢ia randame, kad
_261-270
T 22/v/38

ty. z atmetimo srityje R, todél nuliné hipotezé yra atmetama reik$mingumo

—2,52,

lygmenyje o = 0, 025.
4. Suformuluosime hipoteziy tikrinimo taisykle:

HIPOTEZES TIKRINIMO ZINGSNIAI

19 Suformuluojama nuliné hipotezé H, ir alternatyvioji hipotezé H.

2° Norint patikrinti nuling hipotezg, vartojama specialiai parinkta atsitiktines
imties X1, ..., X, funkcija — atsitiktinis dydis K = £(X4,..., X,), va-
dinamas kriterijaus statistika (miisy pavyzdZivose tai buvo X arba 7).

3% Pasirinkus reik$mingumo lygmenj o, apskaitiuojama kriterijaus statistikos
K atmetimo (arba kritiné) sritis.

4% Konkretiai iméiai z4,...,z, apskaifiuojama konkreti kriterijaus statis-
tikos X reik$meé k = K(z1,. .., 2n)-

59 Pagrindinis statistinés hipotezés tikrinimo principas yra toks: konkrediai
kriterijaus K reik§mei k patekus i atmetimo (kriting) sritj, nuliné hipoteze
H, yra atmetama ir priimama alternatyvioji hipotezé H;, o kitu atveju
nulin¢ hipotez¢ H, yra paliekama.
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5. Skyrelio pabaigoje pastebesime, kad tikrindami nuling hipotezg H, ga-
lime padaryti $ias klaidas:

pirmosios rifies — kai atmetama teisinga nuliné hipoteze;

antrosios rifies — kai pritmama neteisinga nuliné hipotezé.

Praktiniuose uZdaviniuose iSkylancios situacijos, taikant sprendimo priémi-
mo taisykle ir pagrindinj statistinés hipotezés tikrinimo principa, pavaizduotos

Sioje lenteleje:

14 lentelé
Sprendimas, priimtas NeZinoma reali situacija
imties pagrindu Hy yra teisinga H, yra teisinga
Ho atmetama Klaidingas Hy atmetimas | Teisingas sprendimas
(I risies klaida)
Ho priimama Teisingas sprendimas  [Klaidingas H, priémimas
(I rusies klaida)

6. Kiti hipoteziy tikrinimo klausimai, o biitent:

¢ paprastoji ir sudétine hipotezés, hipoteziy tipai,

o statistinis testas, jo kritineé sritis,

o K. Pirsono suderinamumo testas,

o chi kvadrato testo praktinis taikymas,

¢ Kolmogorovo ir Smirnovo testai,
yra gana elementariai nagrinéjami antrojoje vadovélio dalyje 41-45 skyre-
livose.

22. TIESINIS SARYSIS. POSTUMIO IR KRYPTIES KOEFICIENTAL
TIESINES KORELIACLJOS KOEFICIENTAS

1. Realiame gyvenime yra labai daug dydZiu, kurie tarpusavyje yra vienaip
ar kitaip susije, t.y. priklausomi. Papras€iausia i§ $iy priklausomybiy yra tiesinis
sarySis. Sio sary$io nagrinéjima, pradésime tokiu pavyzdZiu.

Tarkime, kad kelioné taksi kainuoja 0,9 Lt uZ vieng pravaZiuota su keleiviu
kilometra. Jei keleivis pravaZiavo taksi « km, tai $i jo kelion¢ kainuos y Lt,

y=20,9z.

Tarkime dabar, kad u7 jlaipinima imamas 3 Lt papildomas mokestis. Tada,
akivaizdu,
y=3+0,9z.
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Konkre¢ius duomenis nesunku pavaizduoti lentele ir grafiskai (tiese kyla i§
kairés i deSing — Zr. 35 pav.).

Kelione kilo- [Kelionés kaina ‘22 Kelionés kaina
metrgus x llt;lg Yy 80 p=3+09x
8 70
1 3,9 zg
2 4’8 4:0
3 5,7 3.0
4 6,6 122 Kefioné kilometrais
5 7.5 P
6 84 0 1 2 3 4 5 6 7
7 9,3 35 pav. Paprasciausias dydZiy

tarpusavio priklausomybés
atvejis — tiesinis sqrySis

2. Tarkime toliau, kad keleivis, jsésdamas } taksi, turéjo 20 Lt. Tada po z
km kelionés jo pinigin€je liks
y=20~-(3+0,92)=17—-0,92

lity. Konkre&ius y priklausomybés nuo z duomenis pateiksime lentele ir grafiskat
(tiese leidZiasi i§ kairés | deSine):

IKelioné kilo- [Kelionés kaina

metrais z litais y 1704
0 17,0 16,0 - p=17-09x
1 16,1 150 -
2 15,2 14.0 4
3 14,3 13,0 |
4 134 12,0
5 12,5 11,0»‘]
6 116 100 +—r X
7 107 4] 1 2 3 4 5 6 7

36 pav. Tiesnisis sqrysis, kuriame
krypties koefecientas yra
neigiamas

3. Bendru atveju tiesinis sqrysis tarp kintamuju « ir y matematiskai isreiskia-
mas tiesine lygtimi
y=a+ bz,
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kur koeficientai g ir b yra parametrat, nusakantys tiesés vietg ir krypti.

Jeigu b, koeficientas prie x, yra teigiamas, tai tiesé kyla i§ kairés j deSing,
o jei b yra neigiamas, tai tiesé leidZiasi i§ kairés i deSing. Abi situacijas buvome
pavaizdave grafiSkai atvejams b = 0,9 ir b = —0, 9.

Norédami apskaiiuoti parametrg b, suteikime kintamajam z vienetinj prie-
auglj, t.y. pakeiskime x | = + 1. Atitinkamai y pasikeis { y;. O kadangi

y=a+br, y=a+blz+1),

tal atimdami gauname, kad
yi—y=b.
Taigi b reprezentuoja y pokyti, x jgijus vienetinj prieaugli, ir yra vadinamas
tiesés krypties koeficientu.
Kai z = 0, tai y = a. Parametras a yra vadinamas y postiamio koeficientu.
Postlimio ir krypties koeficientai pavaizduoti Sivose dviejuose grafikuose:

37 pav. Krypties koeficientas reprezentuoja y pokytj, x jgyjus vienetinj prieaugly
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4. Reziumuosime tai, kas buvo i§déstyta Siame skyrelyje.

Tiesinio sqrySio lygtis ufrafoma forma y = a + bz, kurioje postimio
koeficientas a parodo y reikime taske x = 0, o krypties koeficientas b iSreiskia
tiesés nuolydj, kuris prilyginamas y pokyCiui, kai x jgyja vienetinj prieauglj.
Jei b yra teigiamas, tal y auga, kai auga x; jei b yra neigiamas, tai y ma#éja,
kai auga z; jei, pagaliau, b = 0, tai y yra konstanta ir y = a.

5. Universitete buvo atliktas tyrimas, kurio tikslas buvo nustatyti, ar egzis-
tuoja priklausomybe (sarysis) tarp studenty darbo rezultaty viso semestro metu
ir egzamino metu. Tuo tikslu buvo atitinkamai pasirinkti 10 studenty. Jy namy
darby rezultatai bei apklausa pratyby metu fiksuojami viso semestro metu, o
po to iSvestas vidurkis, kuris buvo lyginamas su egzamino rezultatais. Egza-
mino jvertinimas — tai paZymio uZ atsakyma ZodZiu ir paZymio uZ uZdavinio
sprendimg rasto vidurkis. Buvo gauta tokia lentelé ir tokia diagrama:

PaZymiai PaZymiai ,
semestro metu |sesijos metu .
58 55
64 75 0 ..o ¢
8,0 82 7]
7.4 6,3 . °®
4,0 5,2 . =
7,0 8,3 5
7.2 7,8 a] °
2,6 40 )
8,0 6,5 )
6,1 5,7 S S S

38 pav. SqrySio tarp studenty darbo
rezultaty viso semestro metu ir
egzamino metu tyrimo rezultatai

6. Tokio tipo diagramos dar yra vadinamos sklaidos diagramomis'. 13ana-
lizave 8ia diagramg ir duomenis lenteléje darome i$vada, kad tie studentai, kurie
gavo aukStesnius paZymius semestro metu, gavo auks$tus paZymius ir egzamino
metu. Atvirk§¢iai, tie studentai, kurie gavo maZus paZymius semestro metu,
gavo maZus paZymius ir egzamino metu. Tokio tipo sarysis tarp « ir y vadina-
mas teigiamu sqrysiu?.

1
2

Angl. scatter diagram, rus. eexmopnas duazpamma.
Angl. positive relationship.
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IS kitos pusés, jei didelems z reikSméms atitinka maZos y reik¥mes, o
maZoms z reik§meéms atitinka didelés y reik§mes, tai toks sgrySis tarp z ir y
vadinamas neigiamu (arba atvirkstiniu) sqrysiu'. Neigiamo sary$io pavyzdZiu
galéty biti sarysis tarp automobilio kainos ir jo eksploatacijos mety skai¢iaus.

7. I8 diagramos matome, kad taskai (z;, y;) iSdéstyti ne atsitiktinai, ne bet
kaip, o iSsisklaide tam tikru biidu aplink tiese, daugiau ar maZiau su ja susieti
nagrinéjamu sarysiu.

Matas, charakterizuojantis sqry§io artumgq $iai tiesei, yra vadinamas tiesinés

koreliacijos koeficientu arba tiesiog koreliacijos koeficientu:

DY O e N
V(- 07 (i — )

23. KORELIACIJOS KOEFICIENTO APSKAICIAVIMAS IR JO
SAVYBES. REGRESLJOS TIESES PARINKIMAS

1. Koreliacijos koeficiento praktiniam skaiciavimui yra patogi tokia taisykle.
Tasky (z1,91),(22,¥2), - - -, (Zn, yn) koreliacijos koeficientu yra vadina-

mas skaicius r,
. nY Ty — ) Ti) i _
VinT e - (Se)’H n a2 - (Tw)’)

Norint rasti r skaitine iSraiska reikia, tokiu budu, rasti skaitines iSraiskas
S Yui, Yoa2, Yoy? ir 5 z;y;. Daugelis kalkuliatoriy turi Sias funkcijas,
o kai kuriais i§ juy koreliacijos koeficienta r galima apskaicivoti ir tiesiogiai.

2. Apskai¢inosime koreliacijos koeficientg praeitame skyrelyje iSnagriné-
tame pavyzdyje apie sarysj tarp studenty darbo rezultaty viso semestro metu ir
egzamino metu. Siame pavyzdyje n = 10 ir buvo gauta 10 tasky pory: (5,8;
5,5); (6.4;7,5); (8,0; 8,2); (7.4; 6,3); (4,0; 5,2); (7,0; 8,3); (7,2; 7.8); (2,6; 4,0);
(8,0; 6,5); (6,1; 5,7). Sudarome 15 lentele.

IS koreliacijos koeficiento r formulés gauname, kad

10- 424,35 — 62,5-65
/(10-418,17 — (62, 5)2)(10- 440, 94 — (65)2)

= 0,803.

1 Angl. negative (inverse) relationship.
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15 lentelé
X; Yi z? y: ziy;
5.8 5,5 33,64 30,25 31,90
6,4 75 40,96 56,25 48,00
8,0 8,2 64,00 67,24 65,60
74 6,3 54,76 39,69 46,62
40 52 16,00 27,04 20,80
7,0 8,3 49,00 68,89 58,10
7.2 7,8 51,84 60,84 56,16
2,6 4.0 6,76 16,00 10,40
8,0 6,5 64,00 42725 52,00
6,1 5,7 37,21 32,49 34,77
Suma: 62,5 65,0 418,17 440,94 424,35

3. Koreliacijos koeficiento savybés:

1°. Koreliacijos koeficiento reik¥més yra tarp -1 ir 1, ty. =1 < r < 1.

20, Atvejis r = 1 reiSkia, kad tarp y ir z yra tikslus teigiamas tiesinis
sary3is, o jos sklaidos diagramoje (39 pav. (a)) visi taskai iSdéstyti tiesgje, kuri
kyla i8 kairés | deSing.

-

39 pav. (a) r = 1, teigiamas tiesinis sqrysis

39, Atvejis r = —1 reiskia, kad tarp y ir x yra tikslus neigiamas tiesinis
sarySis, o jos sklaidos diagramoje (39 pav. (b)) visi taskai iSdéstyti tieséje, kuri
leidZiasi i$ kairés | deSing.
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\.\ .

39 pav. (b) r = -1, neigiamas tiesinis sqrysis

4°. Atvejis, kai r yra arti nulio, reiskia, kad yra galimas vienas i§ dviejy
varianty:

4.1°%. Nagrinéjami dydZiai néra arba beveik néra susije. Paveiksliuke 39
(c) pavaizduota nepriklausomy dydZiy sklaidos diagrama. Tokiu atveju sarysis
tarp z ir y gali biiti pavaizduotas horizontalia tiese. DydZiai beveik néra susijg.

=

39 pav. (c) r arti nulio. DydZiai beveik néra susije

4.20. Nagrinéjami dydZiai yra susijg, bet ne tiesiniu sarysiu, o, pavyzdZiui,
taip, kaip yra pavaizduota 39 pav. (d). Siame pieSinyje r yra arti nulio.

5%, Jei r yra teigiamas, tai tiesinis trendas' kyla i§ kairés i deSing, o jei
neigiamas, tai leidZiasi (Zr. 39 pav. (e) ir (f)).

1 Angl. trend — tendencija, kryptis, linkme.



23. Koreliacijos koeficiento savybés. Regresijos tiesés parinkimas 89

39 pav. (e) 0 < r < 1, sqrysis teigiamas 39 pay. (f) -1 < r < 0, sqrySis neigiamas

4. Regresijos tiesés parinkimas

Zinodami, kad || = 1, mes galime tvirtinti, kad abu nagrinéjami dydZiai
yra susij¢ tiesiniu sary$iu. Dar daugiau, jei |r| yra artimas vienetui, tai nagriné-
jamas sarySis yra artimas tiesiniam. Ta¢iau koreliacijos koeficientas r neteikia
informacijos, koks yra tas tiesinis sqrysis, kokie yra postimio ir krypties koefi-
cientai. Sie klausimai yra nagrinéjami regresinéje analizéje.

Joje yra priimta nepriklausoma kintamajj Zyméti raide z, o jo reikSmes
grafike atidéti horizontaliojoje x aSyje. Priklausomas kintamasis Zymimas raide
y, o jo reik§mes, kaip jprasta, fiksuojamos vertikalioje aSyje.

ISnagrinéjome tyrimo rezultatus apie priklausomybe tarp studenty darbo
rezultaty viso semestro metu ir egzamino metu. Sio tyrimo sklaidos diagrama
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pateikta 38 pav. Si diagrama leid¥ia daryti i3vada, kad nagrin¢jamas sarysis
yra artimas tiesiniam. Jei visi taSkai bty iSdéstyti vienoje ties¢je, rasti $ios
tiesés postiimio ir krypties koeficientus nebiity sudétinga, nes jie nusakomi
vienareik$migkai $ios tiesés vieta plok§tumoje. Ta¢iau nagrinéjamu atveju taskai
néra sukoncentruoti vienoje ties¢je, o per juos pacius teoriSkai galima nubréZti
be galo daug tiesiu.

Taigi, iSkyla toks uZdavinys. NubréZti ties¢, kuri sklaidos diagramoje ge-
riausiai atspindety tasky iSdéstymo tiesiSkumo tendencija, t.y. tiesinj trendq.

Taciau ka reiSkia geriausiai? Detalizuodami §ig savoka ir patj principa,
leidZiant] nubréZti ties¢, kuri geriausiai atspindéty taskuy iSdéstyma, mes vado-
vausimés LeZandro' maZiausiy kvadraty metodu.

24. PROGNOZES LYGTIS. MAZIAUSIY KVADRATY METODAS. RE-
GRESILJOS KOEFICIENTAS

1. Pakartosime uZdavinio, kuri spresime Siame skyrelyje, formulavima.
Nubréiti tiesg, kuri sklaidos diagramoje geriausiai atspindeéty tasky iSdéstymo
tiesiSkumo tendencija, t.y. tiesinj trendq.

Tarkime, kad iy = a + bz ir yra i tiese, t.y. ties¢ j = a + bz geriausiai
HiSlygina“ n pory reikSmiy (z1, 1), (22, y2), - - -, (€n, Yn)- Si tiesine lygtis ir
yra vadinama prognozés lygtimi. Sakoma, kad taskas ¢; = a + bz; reprezen-
tuoja kintamojo y prognozuojamg reikSme taske z;. Suprantama, kad y; yra
atitinkama reali (o ne prognozuojama) kintamojo y reikSme taske z;.

2. DydZiai y; — §1,Y2 — Y2, -, Yn — Un> LY. 41 — (@ + b21),92 — (a +
bza), ..., yn — (a+bz,) — tai stebimy (realiy) kintamojo y reik$miy nuokrypiai
nuo prognozuojamy reik$miy ir kiekvienas i$ ju vadinamas netiktimi (lickana)?
arba paklaida® ir Zymima ¢;,¢; = y; — ¥;. GrafiSkai tai pavaizduota 40 pav.

3. I8 grafiko matome, kad taskai ¢; = y; — (a + bz;) — tai vertikalusis
atstumas nuo stebimo (realaus) y; iki prognozés tiesés, kurios parametrus a ir b
mums dar reikia apibréZti. Sie koeficientai randami maZiausiy kvadraty metodo,
kuri tuoj suformuluosime, pagrindu.

! Andrien-Marie Legendre (1752-1833).
2 Angl. residual; rus. neessxa.
3 Angl. error, rus. nozpewmnocms.



24. Prognozés lygtis. MaZiausiy kvadraty metodas. Regresijos koeficientas 91

X
oy e
Reali T Pak}an- )
e da g
reikSme y; 1

taske x;

Prognozuojama y reik§me £z
$;=a+ by

e

.\"' RY RY | R} .\"' Xy RY

40 pav. Tiesés, kuri sklaidos diagramaoje geriausiai atspindi tiesinj trendq, radimas

Maziausiy kvadraty metodo tikslas:
IS aibés galimy tiesiy sklaidos diagramoje i3rinkti geriausiq tiesg ta prasme,
kad paklaidy kvadraty suma bity minimali. Tai yra, apibréfti koeficientus a ir

Yoer =D (yi ~ (a+ b))

b taip, kad suma

biity minimali.

4. Ties¢, gauta naudojant maZiausiy kvadraty metoda, dar yra vadinama
maZiausiy kvadraty regresijos tiese. Naudojant skai¢iavimo metodus apskai-
¢iuojami patys koeficientai a ir b, minimizuojantys paklaidy kvadraty suma,.

Maziausiy kvadraty formulés:

MaZiausiy kvadraty regresijos tiesés krypties koeficientas b apibréZiamas

b= ny Ty — )i 22%'
ny 2 — (T i)

o postimio koeficientas a — formule

SJormule

3

a=ygy— bz,

kur n yra stebéjimy (z1,y1), . .., (Tn, yn) skailius, o y yra reikSmiy yy, ..., y,
empirinis vidurkis, T — reik§miy z., .. ., &, empirinis vidurkis.
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Krypties koeficientas b, gautas maZiausiy kvadraty metodu, dar yra vadi-
namas imties regresijos koeficientu, o pati ties¢ y = a + bz, gauta $iuo metodu,
sutrumpintai vadinama regresijos tiese.

5. Pavyzdys. Rasime regresijos koeficients ir nubréSime regresijos tiesg
uZdavinyje apie sarysj tarp studenty darbo rezultaty viso semestro metu ir egza-
mino metu. Si problema detaliai suformuluota ir pradéta nagrinéti 22-ame ir
23-ame skyreliuose.

Sprendimas. Pirmiausia apskaifiunosime krypties koeficieinta b, o po to ir
postiimio koeficienta a. DydZiai, kurie $iam tikslui mums reikalingi, yra $ie:
Sziyi, Yox2, Sz, Y yi. Visijie yra 15 lenteléje 23-ame skyrelyje, i kurios
randame, kad n = 10,

10 10 10 10
D wiy =424,35 Y o?=418,17; > z; =62,5; Yy = 65,0.
i=1 i=1 i=1 =1

I8 maZiausiy kvadraty formulés gauname, kad

- 10-424,35 - 62,5-65 181
T 10-418,17— 62,52 275,45

=0, 657.

Kadangi z = 62,5/10, o y = 65/10, tai
a=y—bx=6>5-0,6576,25=2,394.
Taigi, regresijos tiese, o tuo paciu ir prognozes lygtis yra §i:
y=a+bzx=2394+0,657z.

Norint nubréZti regresijos tiese sklaidos diagramoje (Zr. 41 pav.), pakanka
Zinoti bent du jos taskus:
(a) Jei z = 5,8, tai ¥ = 2,394 + 0,657 5,8 = 6, 205,
(b) Jei x = 8,0, tai ¥ = 2,394+ 0,658-8,0 = 7, 658.
6. Pastaba. IS maZiausiy kvadraty formulés postiimio koeficientui a turime,
kad
a=y—bZ, ty. y=a+bz.

Tai, savo ruoZtu, reiskia, kad regresijos tiesei visada priklauso taskas (Z, j).
Miisy pavyzdyje matome, kad regresijos ties¢ kerta taska (z, §)=(6, 25;6, 5).



24. Prognozés lygtis. MaZiausiy kvadraty metodas. Regresijos koeficientas

93

41 pav. Regresijos tiesé, gauta magiausiy kvadraty metodu
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II. MATEMATINIAI STATISTIKOS METODAI

,Per pastaruosius dvideSimt penkerius metus statistika kaip mokslas stipriai
progresavo. Sis progresas pasiektas puikiais angly ir amerikie&iy statistikos
mokykly atstovy darbais, kuriy tarpe pirmiausiai turi biiti paminéti profeso-
riaus R.A. FiSerio (Fisher) darbai. Siuo laikotarpiu daugiausia pranciizy ir
rusy matematiky déka klasikinis tikimybiy skai¢iavimas virto grynai matema-
tine teorija, tenkinancia $iuolaikinius grieZtus reikalavimus“ — taip dar 1945
metais ra$¢ Zymus Stokholmo universiteto profesorius H. Krameras savo kny-
goje [7].

Bitent jvadui i $ig matemating teorija, jos Siuolaikinius metodus ir skirta
antroji misy vadovelio dalis.

Kai kurie terminai apibréZiami du kartus: 1-oje ir $ioje dalyje. Taip daroma
Lietuvos standarto [8] pavyzdZiu, norint atkreipti skaitytojo démesj i tai, kad

a) Siy terminy tikimybiné interpretacija remiasi teorinémis konstrukci-
jomis, kurios nesusijusios su praktiniais taikymais;

b) $iy terminy statistiné interpretacija remiasi stebinio savoka, o terminy
apibréZimai yra taikomojo pobiidZio.

25. DISKRECIOJI ELEMENTARIUJU [VYKIU ERDVE IR JOS MATO
SAVYBES

1. Antrajame skyrelyje stochastinio eksperimento visy galimy rezultaty
aib¢ Q pavadinome elementariyjy, jvykiy erdve, o jos elementus w; — elemen-
tariaisiais jvykiais arba elementariosiomis baigtimis.

Dabar detaliau iSnagrinésime stochastinj eksperimenta su baigtine arba
skaiCiaja visy baigéiy w1, ..., w;,... abe Q, ty. @ = {wy,...,w;,...}. Tokia
aibé ) vadinama diskreCigja elementariyjy jvykiy erdve.

Tarkime, kad kickvienam elementariajam jvykiui w; priskirtas ,svoris* p;
(kurj pavadinsime elementariojo 1vykio w; tikimybe) ir kad $ie svoriai turi tokias
savybes:

Dp: 20,

HYidip=1

2. Tegu A — bet koks atsitiktinis jvykis, stebimas nagrinéjamame stochas-
tiniame eksperimente, A C .

Atsitiktinio jvykio A tikimybe P(A) vadiname elementariyjy jvykiy, su-
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darandiy jvykj A, tikimybiy sumgq:

P = Y pe @)
1.w;EA
Tokiu baadu jvesta tikimybe turi savybes, kurias suformuluosime kaip atskira
teorema,.

Teorema. Tegu ) yra diskrecioji elementariyjy jvykiy erdvé, kurioje tikimybé
P(A) yra apibréZiama formule (1). Tada

(a) 0 < P(A) <,

(b) P(Q) = 1,

(c)jei ANB=@, ACQ, BCQ, tai P(AU B) = P(4) + P(B).

[rodymas. Teoremos i§vados (a) ir (b) yra elementarios, nes i$ {p; } savybiy
1) ir 2) gauname, kad

Kadangi AN B = &, tai

PAUB)= 5 p= 3 m+ 3. p=PA)+P(B)

1w, EAUB Tw;€EA i.w;EB

Teorema jrodyta.

3. Diskregiosios elementariyjy jvykiy erdvés €2 poaibiy { A} funkcija P(- ),
turinti savybes (a), (b) ir (c), dar yra vadinama tikimybiniu matu, o pats dvejetas
(Q, P) - diskreCiuoju tikimybiniu modeliu.

Kaip , teisingai* apibréZti elementariujy jvykiy w; tikimybes p;? Sis uz-
davinys nepriklauso tikimybiy teorijos sriiai. NeZinomy tikimybiy jvertiniy
metodai pagal stebéjimy rezultatus nagrinéjami matematingje statistikoje.

Siame skyrelyje tikimybinis matas apibréZtas teorinés konstrukcijos pa-
grindu ir matematiskai grieZtai — kaip aibiy funkcija. Koks gi §io apibréZimo
intuityvus pagrindimas? Sj tikimybés apibréZima galima sieti su jsitikinimo,
kad jvykis jvyks, laipsniu. Kai jsitikinimo laipsnis didelis, pastebima standarte
[8], tai tikimybé artima 1.
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Kitas tikimybinio mato jvedimas i$nagrinétas 4-ajame skyrelyje. Jis buvo
grindZiamas statistinio stabilumo fenomenu, o jvykio tikimybeé apibréZiama kaip
santykinio daZnio riba.

Taigi tikimybg apibréZti galima dviem budais: kaip santykinio daZnio riba
ir kaip tikétinumo laipsnj. Beje, pastarajam biidui priskirtinas ir taip vadinamas
Kklasikinis tikimybés apibréZimas. Jei stochastiniame eksperimente yra tik n
vienodai galimy baigciy, t.y. jei diskrelioji elementariyjy jvykiy erdvé sudaryta
i§ n vienodai galimy elementariyjy jvykiy, tai jvykio A tikimybe vadinamas
santykis

P(A) = m/n,

kur m — elementariyjy jvykiy, palankiy jvykiui A, skailius.
4. PavyzdZiai. Stochastinis eksperimentas yra toks — metamas simetrinis
kubiukas. Tada diskretiaja elementariajg jvykiy erdve (2 natiiralu apibréZti taip:

Q=1{1,2,3,4,5,6} = {wi {wi =4, 1=1,2,3,4,5,6}.

Kadangi kubiukas yra simetrinis, tai kickvienam elementariajam jvykiui w; = ¢
priskirsime tikimybe p; = 1/6 (¢ = 1,2,...,6). Tai ir yra diskretusis tikimy-
binis modelis nagrinéjamam stochastiniam eksperimentui.
Tegu A yra jvykis, kuris reiskia, kad iskrites skaiCius dalijasi i§ 3. Tada
A= {w3, ws},
2 1

m

Dabar tarkime, kad atlieckamas toks stochastinis ekspermentas — metamas
nesimetrinis kubiukas. Yra Zinoma, kad jo sieneliy masé proporcinga sienelés
numeriui.

Diskretyjj tikimybinj modelj konstruosime taip. Diskregioji elementariyjy
1vykiy erdve 2 apibréZiama taip pat, kaip ir pirmajame pavyzdyje. Kiekvienam
clementariajam jvykiui w; = ¢ priskirsime tikimyb¢ p;,

6
pi:i/kz:‘:k:i/Ql.

Lengva isitikinti, kad taip apibréZtas skai¢iy rinkinys {p;} tenkina savybes
1) ir 2). Ivykio A = {w3,ws} tikimybe, aisku, skirsis nuo $io jvykio tikimybés,
apskaiCiuotos pirmajame pavyzdyje, nes kubiukas néra simetrinis. Taigi,
6 3

P(A) = P({ws}) + P({ws}) = ps + ps = 23—1 ta =
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26. AIBIU ALGEBRAIR s-ALGEBRA. TEOREMA APIE MINIMALIOS
o-ALGEBROS EGZISTAVIMA

1. Aibiy algebros ir ¢g-algebros savoky jvedimas ypa€ aktualus tada, kai
stochastinio eksperimento visy galimy rezultaty aibe (2 néra diskrecioji elemen-
tariyjy jvykiuy erdve, t.y. £ yra neskaicioji aibe.

Priminsime, akd aib¢s, ekvivalenc¢ios natiiriniy skaiciy aibei, pasiZymi tuo,
kad juy elementus galima tam tikru biidu numeruoti, skaiiuoti. Tokios aibés
vadinamos skai&iosiomis'. Begalinés aibés, neekvivalendios natiiriniy skaiéiy
aibei, vadinamos neskailiosiomis.

2. Priminsime kit apibréZima.

Aibés Q poaibiy klasé A vadinama algebra, jei ji turi tokias savybes:

1°. Qe A;

20, Jei A€ A, tai A€ A

30 Jei Ac AirBe A tai AUB € A

Teiginys 1. Tegu A yra algebra. Jei Ac A, Be A, i ANBeA.

[rodymas. Pirmiausia jrodysime, kad
ANB=AUB. (1)

Tai nesunku atlikti, prisiminus de Morgano logikos désnj, pagal kurj bet kuriems
teiginiams p ir ¢ yra teisingas toks sarysis:

PAg=pVQ.

Taigi,

WwEANB < (WEAAN(WEB) < (WgA)V(w¢&B)
< (wWeA)V(WwEB) <= we(AUB)
< w¢(AUB) < we (AUB),

0 tuo padiu jrodyta formule (1).
I3 2° savybés gauname, kad A € A, B€ A4, 0i83° ~kad AUB € A.
Vel pasinaudoje savybe 2° turime, kad

AUB e A.

L Angl. countable, rus. cuemnoe.
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IS &ia ir i§ formules (1) darome i$vada, kad
ANBe A

Teiginys jrodytas.
3. Matyt, paprastiausias netrivialus algebros pavyzdys yra toks. Tegu
A C Q. Tada aibiy klas¢ A

A=1{0,2 4, 4)

yra algebra. Siiilome tai skaitytojui jrodyti savarankiskai.

Teiginys 2. Tegu Q) yra intervalas [0;1). Jei A yra tokiy poaibiy if 2
sistema, kuriy kiekvienas yra nesikertanciy intervaly tipo [a; b) baigtiné suma,
t.y.

A:{.Gl[aj;bj)l 0<a; <by €as<by ...
J=
<an<bn<1,n<oo}, (2)

tai A yra algebra.

[rodymas. Pirmiausia pastebesime, kad 0 € A, o formule (1) vZraSysime
bendresniu pavidalu:

Aj =
1'7 i

i;. 3)

n
J=

D=

1

Tegu dabar A - bet koks A elementas. Ar A € A, t.y. ar nagrinéjamoji sistema
A tenkina savybe 207
Jei A € A, tai

k
A= jgl[ajibj)
PaZymeékime A; = [a;;b;). Tada i (3) gauname, kad
_ k Eo- k
A= (].L:JI A,-) = 0,4 = 0 ([0;a;) U [b5; 1))
Zyméjimy supaprastinimui toliau tarkime, kad k = 2. Tada

A = ([0;a1) U [b1;1)) N ([0; a2) U [b3; 1)).
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Kadangi a; < b; < as < b, tai pastebime, kad

A= [0;(11) U [bl; (12) U [bz; 1),

t.y. A yra baigtiné nesikertanciy intervaly tipo [a; b) suma ir todél A € A.
Dabar belieka jrodyti, kad

AceA Ce A= AUuCEeA,

t.y. nagrinéjamoji sistema .4 tenkina ir savybe 3°. Taigi, tegu

k] k2
A= U [ajl;bjl)’ C= U [cjz;djz)’
jai=1 J2=1
Ar 8iy aibiy suma
ky ko
AUCZ{.Ul[ajl;bjl)}u{.Ul[cjz;dh)} (4)
J1= J2=

turi (2) pavidala? Cia, pasirinkus bet kuriuos ; ir j, galimi tik du variantai:
(D). [ai; b:) N[c;; dj) = D. Tada sumoje (4) paprasciausiai atlickama nauja
pernumeracija.
(D). {ai; b)) N [c;;d;) # D, ty. intervalai [a;;b;) ir [c;;d;) turi bendm
tasky. Tai reiskia, kad arba b; > ¢;, arba d; > a;. Pirmuoju atveju

[ai; bi) U [¢j; dj) = [min(a;; ¢j); max(b;; d;)),
o antruoju —
lej; dj) U lai; by) = [min(c;; a;); max(d;; b;)),

t.y. tas pats. Taigi, A U C galima i§déstyti kaip baigtine¢ nesikertanciy intervalu
[;-) suma, kadangi visus susikertanCius intervaliukus apjungéme i to paties
tipo intervalg. Tai reiskia, kad AUC € A.

Teiginys jrodytas.

4. ApibréZdami algebra reikalavome, kad bet kuriy jos elementy baigti-
né suma jai priklausyty vel. Tafiau yra daug tikimybiy teorijos ir matemati-
nés statistikos uzdaviniu, kuriuos sprendZiant tenka nagrinéti begalines sumas.
Todel ir tikimybinis matas jvedamas ne algebroje, o o-algebroje, kurios api-
bréZimg dabar ir pateiksime.



100 27. Borelio o-algebra. Tikimybinis matas maciojoje erdvéje

Aibés ) poaibiy klasé F vadinama c-algebra, jei ji turi tokias savybes:

1% Qe F;

20 Jei A€ F, tai A€ F;

3. Jei A €F, j=1,2,.., taijokzlej €F.

Skaitytojui sitlome jsitikinti, kad aibé visy 2 poaibiy sudaro o-algebrq.

5. Toliau mums yra reikalingas dar vienas apibréZimas.

Tegu K - bet kuri aibés Q poaibiy klasé. g-algebra o(K) vadinama ma-
Zlausia o-algebra, talpinandia klasg K, jei ji tenkina Sias savybes:

1% K C o(K).

20. Jei F - bet kuri o-algebra tokia, kad K C F, tai ¢(K) C F.

Teorema. Bet kuriai klasei K egzistuoja maZiausia o-algebra, talpinanti
klase K.

[rodymas. Pirmiausia pastebesime, kad egzistuoja bent viena o-algebra,
talpinanti klasg¢ K. IS tiesy, kadangi K yra aibés Q poaibiy klasé, tai tokia
o-algebra yra, pavyzdZiui, visy Q poaibiy o-algebra.

Visy o-algebry, talpinanciy klas¢ K, pjiivi paZymekime o(K). Naudojant
vien tik o-algebros apibréZimg siiilome skaitytojui savarankiskai patikrinti, kad
o(K) yra o-algebra.

Belicka pastebéti, kad jei F — bet kuri o-algebra, talpinanti K, tai pagal
misy konstrukcija

oK) C F.

O tat reiskia, kad o(K) yra maZiausia o-algebra, talpinanti klasg K.
Teorema jrodyta.

27. BORELIO ¢-ALGEBRA. TIKIMYBINIS MATAS MACIOJOJE
ERDVEJE

1. Pracitame skyrelyje daug démesio skyréme intervaly [a; ) klasés nag-
rinéjimui. Siame skyrelyje tare, kad Q@ = R! = (—o0, ), $iy intervaly [a; b)
klase paZymekime raide XK. MaZ¥iausia o-algebra, talpinanti klas¢ K, vadina-
ma Borelio o-algebra®, jos elementai vadinami Borelio aibémis, o Yymima ji
raide B.

1 AnalogiSkai galima apibréZti Borelio o-algebrq erdvéje R™.
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Teorema. Vienataské aibé {a}, atviras intervalas (a;b) ir uZdaras inter-

valas [a; b] yra Borelio aibés.
[rodymas. Pirmiausia jrodysime, kad jei .4 yra bet kokia o-algebra ir

Aj€eA =12 n,  , ta

le Aj €A (1)

Kadangi

weﬁlAj = WwEA, Y = wi Aj, Vi
J:

oo — —
— wéd -U1Aj = wE ﬁlAj.
]: ]’__

Tai reiskia, kad

Formulé (1) pilnai jrodyta.
Kadangi
{a}= 0 [a;a+1/n),

o0 aibés [a;a + 1/n) yra Borelio o-algebros B elementai, tai i§ (1) gauname,
kad {a} € B. Pastebesime, kad jei B C 4, tai A\B = AN B. 1§ ¢ia gauname,
kad jei A € A, B € A, A - bet kokia o-algebra, tai A\B € A. O kadangi

(a;6) = [a;0)\{a},
tai (a,b) € B. Dabar belicka pastebeti, kad
[a; 6] = [a;b) U {b} € B.

IS tiesy, [a;b) € K, taigi [a;b) € B, nes K C B. Be to, jrodéme, kad bet
kuri vienataske aib¢ priklauso o-algebrai B, todél ir 3iu dvieju aibiy suma [a; b]
priklauso B.
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Teorema jrodyta.

2. Formulés (1) pagrindu pastebésime, kad o-algebra yra aibiy klasé,
uzdara ne tik sumos, bet ir sankirtos operacijy atlikimo begalinj skaiciy karty
atzvilgiu.

Jei Q yra bet kokia aibé, o F — jos poaibiy, o-algebra, tai dvejetas (0, F)
vadinamas macigja erdve'.

Jau pats $ios erdves pavadinimas sufleruoja, kad viskas paruosta tikimy-
binio mato savokos jvedimui.

3. Funkcija P, apibréita c-algebroje F ir jgijanti reikimes i intervalo
[0; 1), vadinama tikimybiniu matu maciojoje erdvéje (2, F), jei:

(P1) P(A)20 VAeF;

(P2) PQ)=1;

(P3) VYA; € F tokiems, kad A; N A; = D (i # j),

P(D A = Y72, P(A).

4. Pavyzdys. I$nagrinésime tokj stochastinj eksperimenta — ,taSkas" meta-
mas | atkarpg [0; 1). Tarkime, kad visi galimi rezultatai yra vienodai galimi.
Aisky, kad Siame stochastiniame eksperimente §) = [0; 1).

Tadiau jei, kaip daZnai daréme anksciau, kiekvienam elementariam jvy-
kiui w meéginsime priskirti tikimybe P(w), tai nicko gero negausime. IS tiesuy,
kadangi visi elementarieji jvykiai ,,vienodai galimi“ ir jy yra be galo daug, tai
Plw)=1/o0=0 VYwe€Q.

Todél tikimybinj mata P reikia konstruoti kitaip. Tikimybe ,taSkui* patekti
1 intervalg [a;b) C [0; 1) apibréZkime lygig skaiiui b — a. Sumai nesikertan¢iy
intervaly [a;; b;),

m
iL:Jl[ai; bi) C [0, 1)

tokiu atveju priskirtina tikimybeé

Z(b1 — a,-).

Macioji erdve (2, F) pilnai apraSo nagrin¢jamg stochastinj eksperimenta,
jei F apibréSime kaip Borelio o-algebra intervale [0; 1).

L Angl. measurable space, rus. usmepumoe npocmpancmeo.
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28. KOLMOGORO AKSIOMU SISTEMA. TIKIMYBINE ERDVE

1. Pagal tarptautiniy ZodZiy Zodyna, aksioma® — tai pradinis iSeities teigi-
nys, sudarantis kity teiginiy (teoremy) jrodymy pagrindg mokslinéje teorijoje,
kurios ribose priimamas be jrodymo.

Vaizd7iai kalbant, aksiomy sistema — tai nagrinéjamos teorijos fundamen-
tas. Siame skyrelyje i$nagrinésime statistikos (o tuo patiu ir tikimybiy teorijos)
fundamenta, ant kurio ir yra statomas didZiulis statistikos rimas.

Nagrinéjimui pasirinksime bet kokj stochastinj eksperimenta. Tegu € — Sio
stochastinio eksperimento elementariyjy jvykiy erdve. Tarkime, kad Q2 poaibiy
sistema F yra o-algebra. Tai reiskia, kad

(F1) Qe F,;

(F2)Jei A€ F,tat A€ Q\A € F;

(F2)Jei A € F,i=1,2,.. ., tai i‘E_jl A € F.

Aibes i§ F vadinamos atsitiktiniais—[vykiais, o dvejetas (2, F), kaip buvo
minéta, madigja erdve.

2. Sioje erdvéje (€2, F) kiekvienam atsitiktiniam ivykiui A (t.y. aibei i§
klases F) priskirsime skaiCiy P(A), kuris vadinamas atsitiktinio jvykio A tiki-
mybe, taip, kad biity patenkintos praeito skyrelio salygos (P1), (P2) ir (P3).

Apibrezimas. Teiginiai (F'1), (F2), (F3) ir (P1), (P2), (P3) vadinami
statistikos aksiomiyy sistema.

Tokiu pavidalu $ia sistema pirmasis suformulavo rusy matematikas A. Kol-
mogorovas, todél daZnai ji vadinama Kolmogorovo aksiomy sistema.

Aksiomos (P1) ir (P3) reiSkia, kad funkcija P(-), apibreZta o-algebroje
F, yra matas. Kadangi §is matas tenkina dar vieng salyga — salyga ( P2), — tai
jis vadinamas normuotu (arba tikimybiniu) matu.

Apibrézimas. Trejetas (0, F, P), kuriame F paZyméta aibés Q@ poaibiy
sistemos o-algebra, o P(-) ~ tikimybinis matas o-algebroje F, yra vadinamas
tikimybine erdve.

3. ISnagrinésime paprastiausias tikimybinio mato savybes.

Teorema 1. Tegu A ir B — atsitiktiniai jvykiai, ty. A € F ir B € F.
Tegu, be to, A C B. Tada

P(B\A) = P(B) — P(A). (1)

L Gr. axioma.
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{rodymas. Pagal tikimybinés erdveés apibréZima matas P(-) yra apibréZtas
tik o-algebroje F, todél pirmiausia reikia jrodyti, kad B\A € F. Tuo tikslu
pastebesime, kad jei A C B, tai B\A = AN B. Pagal aksioma (F2) turime,
kad A € F, o pagal 26-0jo skyrelio teiginj 1 — dviejy o-algebros F elementy
(milsy atveju tai aibés A ir B) sankirta vél priklauso F. Taigi,

B\A=ANBeF.
Kadangi A C B, tai
B=AU(B\4), ANn(B\A)=9,
Pagal aksioma (P3) i Cia gauname, kad
P(B) = P(A) + P(B\A).

Teorema jrodyta.
4. Pateiksime kai kurias $ios teoremos i§vadas.
ISvada 1. Priesingojo jvykiui A jvykio A tikimybé yra 1 — P(A), t.y.

P(A) = 1 — P(A).

Irodymas akivaizdus — formuléje (1) pakanka paimti B = €.

ISvada 2. Negalimojo jvykio & tikimybé yra lygi nuliui, t.y. P(<) = 0.

Norint jsitikinti $ios iSvados teisingumu, formuléje (1) pakanka paimti
B =A.

ISvada 3. Jei A C B, tai P(A) < P(B).

IS tiesy, pagal aksioma (P1) P(B\A) > 0. Pagal (1) i$ ¢ia gauname, kad

P(B) - P(4) > 0, ty. P(A) < P(B).

Pastarojoje formulé¢je pacme B = 2 i§ aksiomos (P2) gauname tokj tei-
ginj.

ISvada 4. Jei A yra atsitiktinis jvykis, t.y. A € F, tai P(A) < 1.

5. Pagal iSvada 2, P(&) = 0. Tatiau atvirkiCias teiginys yra neteisingas,
t.y. ivykis A, kurio tikimybé yra lygi nuliui, nebiitinai yra negalimasis jvykis.
Norédami tai pagristi, sukonstruosime konkrety pavyzdi. '
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Tegu Q@ = [0;1), 0 F — intervalu i§ [0; 1) Borelio o-algebra. Intervalo [a; b)
(o taip pat bet kurio i intervaly (a; ), [a; b], (a; b]) taip vadinamas Lebego matas
m lygus Sio intervalo ilgiui b — a. ApibréZkime

P(A) = m(A4).
Jei C yra atkarpos [0; 1) racionaliy skai¢iy aibe¢, tai
P(C)=m(C) =0, tatiau C # @.
6. Skyrelio pabaigoje suformuluosime ir jrodysime taip vadinamg jvykiy

sumos teoremq.

Teorema 2. Tegu A€ F ir B€ F. Tada
P(AUB) = P(4) + P(B) — P(AN B).

{rodymas. Pagal aksiomg (F3), AU B € F. Taigi, yra prasme kalbéti
apie Sios aibés matg P(4 U B).
Pastebésime, kad aib¢ A U B galima suskaidyti j trijy nesikertan¢iy aibiy
suma;
AUB = (ANB)U(A\(AN B))U(B\(AnN B)).

Todel i§ aksiomos (P3) ir teoremos 1 gauname, kad

P(AU B) =P(AN B) +P(A\(AN B))+
+P(B\(AN B)) = P(AN B) + P(4) — P(AN B)+
+P(B) - P(AN B) = P(A) + P(B) - P(AN B).

Teorema jrodyta.

29. ATSITIKTINIS DYDIS KAIP MACIOJI FUNKCIJA IR
JO GENERUOTI ATSITIKTINIAI [VYKIAI

1. PaprasCiausiu atveju, kaip mes jau matéme 5-ajame skyrelyje, atsi-
tiktinis dydis — tai funkcija, suteikianti kiekvienai stochastinio eksperimento
baigéiai skaiting reikSme. Tai reiskia, kad atsitiktinj dydj X galima nagrinéti
kaip jgyjantia realias reikSmes funkcija X = X(w), apibréZta elementariyjy
ivykiy erdvéje Q.
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Tadiau norint matematiskai grieZtai formuluoti statistikos teiginius ir teo-
remas, tokio apibréZimo nepakanka.

2. Tai galima pagristi tuo, kad tikimybiy teorijoje yra parodoms, jog
atsitiktinis dydis X (w) pilnai nusakomas aibémis {w | X (w) < z}, kur z € R'.
Sios aibés tikimybingje erdveje (Q, F,P) yra ,informatyvios* tik tuo atveju,
jei jas galima iSmatuoti. O i$matuoti jas Sioje erdveje galima tik tada, kai bet
kuriam realiam x

{w]X(w) <z} € F, (1)

nes pagal tikimybinés erdvés apibréZima matas P yra apibréZtas o-algebroje F.

3. Suformuluosime pagrindinj Sio skyrelio apibréZima.

Reali funkcija X = X (w), apibréita aibéje ), vadinama atsitiktiniu dy-
dZiu tikimybinéje erdvéje (2, F, P), jei bet kuriam realiam x tenkinamas sqrysis
(1).

Funkcijos, tenkinan&ios sary$j (1), funkcijy teorijoje vadinamos madio-
siomis at?vilgiu o-algebros F funkcijomis.

Pateiksime tokios funkcijos pavyzdi.

4. Pavyzdys. Stochastinj eksperimenta apibréZkime tokiu biidu: moneta
metama vieng karta. Tada Q = {w;,w>}, kur w; — herbo pasirodymo elemen-
tarus jvykis, o wy — skaiéiaus pasirodymo elementarusis jvykis. Tarkime, kad
F - visy galimy Q poaibiy aibé ir P({w;}) = P({w2}) = 1/2. Funkcija X (w)
apibrezkime taip:

1, kai w=uw;,

X(w) = {0 Kai w = ws,

Pastebésime, kad

0, kai, =z €0,
{le(w)<:c}:{{w2}, kai 0 <z,
kai 1< z.

b

Tai reiSkia, kad {w|X(w) < «} € F bet kuriam realiam z, t.y. kad X (w) yra
atsitiktinis dydis nagrin¢jamojoje tikimybinéje erdvéje (§2, F, P).

5. Nagrin¢jant atsitiktinius dydZius, daZnai tenka atsakyti i tokj klausima;
kokia yra tikimybé jvykio, kad atsitiktinio dydZio X (w) reik§més priklauso bet
kuriai Borelio aibei B?

Tai reiskia, kad pakankamai pladiai aibiy klasei { B} mes turime patikrinti,
kad .
{w|X(w) € B} € F, (2)
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nes tik tokiu atveju yra apibréZtas matas P ir yra prasmé nagrineti tikimybe
P({w|X(w) € B}).

Apibrézimas. Jei X (w) yra atsitiktinis dydis tikimybinéje erdvéje (2, F, P),
o B — bet kokia Borelio aibé, tai aibé {w | X (w) € B} vadinama atsitiktiniu
jvykiu, kurj generavo atsitiktinis dydis X (w).

Perskaicius 5] apibr¢Zima, iSkyla natiiralus klausimas — ar aibe {w | X{(w) €
B} tikrai yra atsitiktinis jvykis, t.y. ar tikrai

X"YB) = {w|X(w) € B} € F?

6. Atsakymas | §j klausima yra teigiamas, taciau jo jrodymg pateiksime tik
pagrindiniam atvejui, t.y. kai B yra arba intervalas, arba pusasé, arba taSkas.

Teorema. Tegu X(w) — atsitiktinis dydis tikimybinéje erdvéje (2, F,P).
Tada kiekvienas i§ sekanciy Q poaibiy

{wa(w) >z}, {w,X(w) <z}, {w|X(w) >z},
{wlz < X(w) <y}, {wle<Xw) <y}, {w|X(Ww) =z}

bet kuriems realiems skaifiams ¢ ir y yra atsitiktinis jvykis, t.y. kiekviena i¥

Siy aibiy priklauso o-algebrai F.

[rodymas grindZiamas, pirma, atsitiktinio jvykio apibréZimu ir, antra, o-
algebros apibréZimu bei jos savybemis. Tai, kad X(w) yra atsitiktinis dydis,
reifkia, jog bet kuriam realiam z galioja sarySis (1). Teoremoje igvardytus €
poaibius stengsimés pavaizduoti kaip aibiy tipo (1) suma, neigima, sankirta arba
skirtuma, nes o-algebra yra uZdara iy operacijy atZvilgiu, taigi, F jy atZvilgiu
taip pat uZdara. Siam tikshui pakanka pastebeti, kad

{wX(W) 2 2} = O\ {w]X(w) <z},
{w[X(w) <z} = n°rj] {w[X(w) <z+1/n},
{le(w) >z} = Q\{wIX(w) <z},

foole € X(w) < v} = {w]X(@) < s\ o] X (@) <2},
{wlz < X(w) <y} = {w]|X (W) <y}\{w]|X (W) <z},
{w|X(w) = z} = {le(w) <z \{w|X(w) < z}.

Teorema jrodyta.
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30. TIKIMYBIU SKIRSTINYS. SKIRSTINIO FUNKCIJA IR
JOS SAVYBES

1. Praeitame skyrelyje matéme, kad jei X (w) yra atsitiktinis dydis tikimy-
bin¢je erdvéje (Q, F, P), tai

{w|X(w)eB}erF

bet kuriai Borelio aibei B. Tai rei8kia, kad bet kuriai Borelio aibei B egzistuoja

matas
P({wIX(w) € B}), 1)

kuris yra vadinamas atsitiktinio dydZio X tikimybiy skirstiniu’.

Kadangi B, kaip minéta, yra bet kokia Borelio aibe, tai iSraiska (1) galima
nagrinéti kaip aibiy funkcijg. Lietuvos standarte [8] pateikiamas toks apibrezi-
mas.

Tikimybiy skirstinys — tai funkcija, kuri duoda tikimybe, kad atsitiktinis
dydis [gyja nurodytgjq reikime arba priklauso nurodytajai reikSmiy aibei.

Suprantama, toks apibréZimas néra pakankamai grieZfas matematine prasme,
bet naudingas terminy pasirinkimo kontekste.

Praeito skyrelio teoremoje matéme, kad aib¢ {w|X(w) = z} priklauso o-
algebrai F. Biitent §i aib¢ yra tai, kas standarto apibréZime iSreiSkiama ZodZiais
Latsitiktinis dydis jgyja nurodytqjq reikSme".

2. Taigi, tikimybiy skirstiniai yra Borelio aibiy funkcijos. Todel juos sunku
ragrinéti klasikinés analizés metodais, nes $i analizé i§vystyta ,tasku” (t.y.
vieno kintamojo) funkcijoms. Siekiant plagiai taikyti klasikinius analizinius
metodus statistikoje, tikimybiy teorijoje jrodomas abipus vienareik§mio sary$io
tarp tikimybiniy skirstiniy (1) ir taip vadinamu skirstinio funkcijy P(X < z),
kur z € (—o0; 00), egzistavimas.

Skirstinio funkcija? - tai funkcija, kuri kiekvienai r reik§mei priskiria
tikimybe, kad atsitiktinis dydis X bus ne didesnis u? x:

F(z) = P(X < z).

Tai Lietuvos standarto apibréZimas. Vietoj jame naudojamo termino skirs-
tinio funkcija mes vartojame sutrumpinimg skirstinys.

1 Angl. probability distribution, rus. pacnpedeaenue seposmuocmed.
2 Angl. distribution function, rus. $ynxyus pacnpedeaenus.
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3. Panagrinésime skirstiniy pavyzdZius.

Pavyzdys 1. Stochastinis eksperimentas yra toks: | intervala [a; 6] atsitik-
tinai metamas taskas. Skaitoma, kad bet kuri taSko padétis Siame intervale yra
vienodai galima.

Siuo atveju Q = [a;b], F yra pusiau atviry i§ deSinés intervaly i [a; b)
Borelio o-algebra, o tikimybinj mata P galima jvesti tokiu biadu:

8-«

P(lo;8)) = 37— el [o;8) C o).

Funkcijg X = X (w) apibréSime taip: X (w) = w, Jei w € [a; b]. Tada

2, jei, z < a,
{wlX(w) <z} = [e2), jel a<z <o,
Q ={[a;b], jei z>b.

I3 ¢ia darome i8vada, kad {w]|X(w) < z} € F bet kuriam realiam z, t.y.
funkcija X (w) yra maioji funkcija tikimybin¢je erdveje (€2, F, P), o tuo patiu
ji yra ir atsitiktinis dydis $ioje erdvéje.

Nesunku jsitikinti, kad $io atsitiktinio dydZio skirstinys yra taip vadinamas
tolygusis skirstinys (kurio tankj nagrinéjome 9-ajame skyrelyje):

0, jel z < a,
Fz)=P(X <z)= z*“, jei a<z<h,
—da
1, jei z > b.

Sio skirstinio grafikas pateikiamas 42 pav.
Pavyzdys 2. Apskaiiuosime atsitiktinio dydZio X, apibréZto 29-ojo skyre-
lio 4-ajame punkte, skirstinj. Kadangi $iuo atveju

P({wi}) = P({w2}) = 1/2
ir visada P(@) = 0, P(Q) = 1, tai

0, kai z<0,
kai 0 <z <1,
kai 1<z

1
Flz)=<K =
@)=
1,
Si funkcija F(z) vadinama dvitaskiu skirstiniu, o jo grafikas pateikiamas

43 pav.
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[ T

-
X
42 pav. Tolygiojo intervale [a; b] skirsnio grafikas
—h
. —
1 x

43 pay. Dvitaskio skirsnio grafikas

4. Ar skirstinio apibréZimas yra korektiskas, t.y. ar tikimybe P(X < z)
visada egzistuoja?
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Atsakymas teigiamas tuo atveju, jei aibé {w|X(w) < z} yra atsitiktinis
jvykis, t.y. jei ji priklauso ¢-algebrai F. O taip bus tada, kai X yra atsitiktinis
dydis tikimybinéje erdvéje (2, 7, P), t.y. kai X yra macioji funkcija atZvilgiu
o-algebros F.

5. Panagrinésime paprasCiausias atsitiktinio dydZio X = X(w) tikimy-
bineje erdveje (Q, F, P) skirstinio F'(z) = P({w|X(w) < z}) savybes.

1savybé. Jei a < b, tai

P({w:a < X(w) < b}) = F(b) — F(a). (1)

2 savybé. F'(z) yra nemaZéjanti funkcija, ty. jei a < b, tai F(a) < F(b).

3savybé. lim F(z)= F(~o00)=0, lim F(z)= F(+o00)=1.
T——~00 T-—400

4 savybé. F(r) yra tolydi i§ kairés.

Pirmagsias dvi savybes jrodysime.

Kadangi

wla<Xw)<b)={w]| X(@) < b)\{w| X() < a}
ir, be to, i3 salygos a < b iSplaukia, kad
{w | X(w) <a} C{w | X(w) < b},

tai pagal tikimybinio mato savybe (Zr. teorema 1 28-ajame skyrelyje) gauname
formule (1).
2 savybé jrodoma 1 savybés pagrindu:

F(b)— F(a)=P({w | a < X(w) < b}) > 0.

6. Pasirodo, kad yra teisingas atvirk$€ias teiginys. Jei bet kuri funkcija
tenkina ivardytas savybes (pakanka 2, 3 ir 4 savybiy), tai ji yra skirstinio
funkcija. Suformuluosime tai be jrodymo.

Teorema. Tegu funkcija F(x) tenkina tokias tris sqlygas: 1) F(z) yra
nemazéjanti tieséje (—oo, 00); 2) F(z) yra tolydi i§ kairés; 3) zEr_nOo F(z) =
0, 21}1_:100 F(z) = 1. Tada egzistuoja tokia tikimybiné erdve (2, F,P) ir joje
apibré3tas atsitiktinis dydis X (w), kad X (w) skirstinys yra F(z).

7. Pirmojoje vadovelio dalyje daug démesio skyréme tankiams. Pateiksime
matematiskai grieZta Sios savokos apibréZima.
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Sakoma, kad atsitiktinis dydis X (w) su skirstiniu F(z) turi tankj, jei egzis-
tuoja tokia integruojama funkcija p(u), kad visiems realiems

F(z):[;p(u)du.

Funkcija p(u) vadinama atsitiktinio dydZio X (w) tankiu.
Pabaigai pastebésime, kad jei p(u) — tolydi, tai i§ analizes kurso seka, jog

p(z) = diix)

31. VEIKSMAS BE PRAEITIES POVEIKIO. KOSI LYGTIS
STATISTIKOJE

1. Tegu X yra bet koks neneigiamas atsitiktinis dydis, kurj galima inter-
pretuoti kaip prietaiso gyvavimo laika (pavyzdZiui, elektros lemputés tarnavimo
laikotarpj) arba kaip aptarnavimo trukme (pavyzdZiui, telefoninio pokalbio truk-
més laika).

Tada P(X > z) yra tikimybe jvykio, kad ,prietaiso gyvavimo laikas yra
ne maZesnis uZ z*“. Tarkime, kad prietaisas dirbo laiko tarpg y, ir nuo jo, §ito
laiko tarpo y, likgs prietaiso gyvavimo amZius (skai¢iuojant nuo laiko momento
z + y) nepriklauso , t.y.

P(X 2 ax+ylX 2y)=PX >z) (1)

Si savybé angly kalba vaizdZiai vadinama lack of memory property (pa-
ZodZiui verCiant — atminties neturéjimo savybé), o rusy kalba — csoticmso
omcymemeus nocaedeticmeaus (veiksmo be praeities poveikio savybé). Mes
pasirinksime pastarajj terming.

2. Pasinaudojus salyginés tikimybés apibréZimu lengva jsitikinti, kad eks-
ponentinis skirstinys, apibréZiamas formule

_ [ 1—exp(=Xz), jei z2>0,
P(X<x)‘{o, jei <0,

(A > 0 yra parametras), tenkina sary$j (1). Ar $i eksponentiniy skirstiniy
klas¢ yra viernintele klasé, kurios elementai turi $ia savybe? Tai pagrindi-
nis 310 skyrelio klausimas, o teoremos, kuriose aprasoma (charakterizuojama)
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skirstiniy klasé nagrineéjamy atsitiktiniy dydZiy funkcijy savybémis vadinamos
charakterizacijos teoremomis.
erraSysime sary$§j (1) kita, mums patogesne forma.
Jei P(X = 0) # 1 (t.y. jei atsitiktinis dydis X yra neiSsigimes nulyje), tai
egzistuoja toks skaicius yo > 0, kad P(X > yo) > 0. Irodysime, kad ir

P(X2ny)>0, n=12,... (2)

3. Irodinésime matematinés indukcijos metodu. Jau matéme, kad kai
n = 1, tai (2) yra teisinga. Tegu ji yra teisinga tada, kai n = k. Tada 1§ (1),
paéme z = kyo ir y = yo gauname, kad

P(X 2 (k+ Dyo) = P(X 2 kyo)P(X = yo) > 0.

Taigi, formule (2) yra teisinga ir reikSmei n = k + 1, o tuo padin kiekvienam
nattriniam n. O kadangi bet kuriam y > 0 egzistuoja n toks, kad P(X > y) >
P(X > nyo), tai P(X > y) > 0.

Todel prisiming salyginés tikimybés apibréZima, veiksmo be praeities poveikio
savybe (1) galime perrasyti taip:

PXZ2z+y)=PX22)P(X>y), V>0 Vy=>0. (3)
4. Analizés kurse funkcionaline lygtis
flz+y) = f@)f(y), Y(z,y)eSCR (4)

yra vadinama Koii [ygtimi. Paéme S = [0; 00) x [0; 00) gauname, kad veiksmo
be praeities poveikio savybé (1) yra ekvivalenti Kosi lygciai (4), jei f(z) =
P(X > z).

Pasirodo, kad eksponentinio désnio charakterizacijai pakanka veiksmo be
praeities poveikio savybés (3) iSpildymo ne visuose taskuose y > 0, o tik dvie-
juose nebendramaciuose taskuose y, ir yo. Realieji skaiiai y, ir y» vadinami
nebendramaciais, jei jy santykis y; /y, yra iracionalus skai€ius.

5. Charakterizacijos teorema’. Jeigu funkcija f(x) néra konstanta ir
bent dviejuose nebendramacliuose taskuose 0 < yi < yy iSpildyti sqrySiai
f (yi) > 0 ir Siuose taskuose tenkinama Kosi lygtis, t.y.

flz+y)= fz)f(yi), V20, i=12 (5)

! Medziaga déstoma pagal O. Januskevicienés straipsnj (Zr. [11], psl. 220).
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tai egzistuoja A > 0 toks, kad f(z) = exp(—Az) Vo 2 0.
Irodymas. Ived¢ naujus Zymejimus

No= = fn), pile) = exp(he) ()
i$ salygos (5) gauname, kad Vz 2 0, ¢ = 1,2
pi(z +yi)exp(=Aiz — Ayi) = pi(e) exp(—Aiz)pi(yi) exp(—Ay;).
Tai reiskia, kad Vz 2 0ir: = 1,2
pi(z +vi) = i(z)pi(y:)- (6)
Pasinaudoj¢ A; apibréZimu pastebime, kad
pil) = exp (i) f(s) = exp { = 21 f(yi) Py = 1

IS ¢ia ir 1§ (6) gauname, kad

pila+y) = wilz), i=12 Vo3>0, (7)

Taigi, pusaséje [0;00) ¢, () yra periodine funkcija su periodu y;, 0 pa(z) -
su periodu y,.

Irodysime dabar, kad A; = A;. Tarkime, kad taip néra, t.y. tegu A; # A,.
Kadangi i§ ¢, (z) ir @, (x) apibréZimo seka, kad

f(z) = exp(=A1z)p1(z) = exp(—Aaz)pa(z) V20,

tai visiems z > (
p1(z) = exp (A1 ~ Aa)z) pa(2).

TaCiau tada prielaida A; # A, pricStarauja tam, kad ¢,(z) yra periodine
funkcija.

Taigi, Ay = Ay it @1(2) = pa(z) = ¢(z) Yz 2 0.

Sarysis (7) reiSkia, kad funkcija ¢(z) turi nebendramacius periodus, o tai
imanoma tik tuo atveju, kai ¢(z) = ¢ Vo 2> 0, kur ¢ yra konstanta.

I (5) pastebime, kad f(0) = 1. Tada pagal ¢;(z) apibr¢Zima turime, kad
ir ;(0) = 1, ty. ir (0) = 1. Tai reiskia, kad ¢ = 1. Dabar belicka vel
pasinaudoti ¢;(z) apibréZimu, i$ kur gauname, kad

f(z) = cexp(—Az) = exp(—Az), Vz >0;
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éia A= )\1 = )\2.
Teorema jrodyta.
6. Skyrelio pabaigoje pastebésime, kad eksponentinio désnio tankis yra

toks: (
[ Xexp(~Xz), jei z2>0,
p(e) = {o, jei = <0.

32. EMPIRINIS MATAS. TEOREMA APIE SIUy MATY SEKOS
KONVERGAVIMA PAGAL TIKIMYBE

1. Pirmojoje vadovelio dalyje matéme, koks svarbus statistikoje yra skirs-
tiniy parametry vertinimo uZdavinys. Musy keliy artimiausiy skyreliy tikslas —
pagal galimybes matematikai grieZtai iSdéstyti $io uZdavinio sprendimo mate-
matinius metodus.

2. Daroma prielaida, kad neZinomas skirstinys priklauso skirstiniy Seimai
{f(z,8) | 6 € O}, kur § yra parametras, o © - aib¢ tics¢je arba erdvéje
R". Tai reiskia, kad skirstinys priklauso nuo vieno arba keliy realiy parametry.
PavyzdZiui, normaliujy skirstiniy Seima priklauso nuo dviejy parametry — vi-
durkio p ir dispersijos o2,

Parametro § vertinimo uZdavinio esme — turint imtj X, ..., X, sukon-
struoti apytikres formules

0~ h(X1,...,Xn), (1)

kur A(z) — matioji (Borelio prasme) funkcija, apibréZta erdvéje R” su reikSmémis
aibéje O,

3. Apibrézimas. Bet kuriq imties X1, ..., X,, macligjq funkcijq h(X1,
-+, Xn) vadiname statistika. Jei, be to, §i funkcija kaZkuria prasme tenkina
sqrysi (1), tai h(X1, ..., Xy) vadinama parametro § jvertiniu.

Cia iskart iskyla tokie klausimai. Kaip vertinti sarysio (1) tiksluma? Ko-
kius jvertinius h skaityti ,gerais“? Kaip konstruoti konkregius ,geriausius*
ivertinius?

Atsakymy j Siuos klausimus mes ieSkosime kituose skyrelivose, o dabar
pereisime prie empirinio mato nagrinéjimo.

4. Tegu X,,...,X, yra imtis, t.y. vienas ar daugiau émimo vienety,
Paimty i§ populiacijos, kurios tikimybiy skirstinys yra P. Sig imtj, kurios dydis
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yra n, nagrinésime kaip vektoriy X,,,
X, =(X1,..., Xn),

kur Xy, ..., X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai.
Tegu dabar B — Borelio aibé ties¢je. ApibréZkime

P.(B) = v(B)/n, (2)

kur v(B) yra imties X,, (i§ populiacijos su tikimybiy skirstiniu P) elementy,
papuolusiy | aibe B, skaicius.

Dydis P} (B) = v(B)/n yra vadinamas empiriniu matu, sukonstruotu
imties X, = (X1, ...,X,) pagrindu.

5. Vietoj formulés (2) galima kita uZra§ymo forma. Tegu Ix(B) - atsi-
tiktinio dydZio X indikatorius, t.y.

_f1, kait X €B,
]X(B)“{o, kai X ¢ B.

Galima jrodyti, kad Ix (B) — atsitiktinis dydis ir, be to,

v(B) = ZIX,(B)

Iada (2) gallma perl‘asytl talp-
n E IXI

Nagrinédami tikimybinio mato jvedima, 4-ajame skyrelyje pastebéjome,
kad:

Atsitiktinio jvykio A santykinis daZnis n(A)/n stochastiniy eksperimenty
serijoje turi tendencijg, esant \pakankamai dideliam n, artéti prie pastovios
reikimés, kurig paZymésime P(A). Skaicius P(A) vadinamas atsitiktinio jvykio
A tikimybe.

[Skyla natiralus klausimas — ar turi tokia tendencija santykis v(B)/B,
kurj taip pat galima vadinti santykiniu daZniu? Ir jei atsakymas teigiamas, tai
bitina kaZkuria prasme $ig tendencija ,,i$matuoti. Siy klausimy nagrinejimu ir
uZsiimsime kitame punkte.
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6. Praktiskai neabejotina, kad didelio skaifiaus nepriklausomy populiaci-
jos stebiniy aritmetinial vidurkiai artéja prie Sios populiacijos vidurkio p. Taip
buvo formuluojamas didZiyjy skaiciy desnis 6-ajame skyrelyje. Tikimybiy teori-
jos kurse savokos ,,praktikai neabejotina® ir ,artéja* paprastai yra konkretizuo-
jamos, o didZiyjy skaiciy désnis formuluojamas tokiu biidu:

Jei X1, Xa, ..., Xn, ... yranepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydZiai, o DX; < ¢ (¢ — konstanta), tai bet kuriam ¢ > (

(o)

kain —oco. Ciap=EX; =...=EX, = ...

Formuléje (4) vietoj X; nagrinésime atsitiktinius dydZius Iy (B). Paste-
beésime, kad Iy (B) yra dvitaskis atsitiktinis dydis, igyjantis reikSme 1 su tiki-
mybe P(X; € B) ir reik§me O su tikimybe P(X; ¢ B). Tod¢l

X144+ X,
n

Ely (B) = 1.P(X; € B) + 0-P(X; ¢ B) = P(X; € B),
DIy (B) = EIx,%(B) - (Elx,(B))* = 1.P(X; € B) - P¥ X, € B) < 1.

O kadangi 1 = Ely,(B) = P(X; € B), tai i§ (4) gauname, kad Ve > 0

ot )

kai n — oo. Dabar pasinaudoj¢ (3) turime, kad Ve > 0

% 3" L. (B) - P(X; € B)

P({w | [PL(B)—P(X; € B)| >¢}) =0,

kai n — co.
7. Tuo padiu jrodéme tokia teoremq apie empiriniy maty konvergavimaq.

Teorema. Tegu B — bet kokia Borelio aibé, 0 X,,..., X, yra imtis i§
populiacijos, kurios tikimybiy skirstinys yra P. Tada bet kuriam ¢ > (

P({w | [P.(B) - P(B)| > ¢}) — 0,

kain — oo, kur P(B)=P(X; € B)= .. =P(X, € B)= ...

Sig teorema galima formuluoti trumpiau, jvedus konvergavimo pagal tiki-
mybe savoka.
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Apibrézimas. Sakoma, kad atsitiktiniy dydZiy seka {X,} konverguoja
pagal tikimybe | atsitiktinj dydj X, jei bet kuriam € > 0

lim P({|Xn - X| > ¢}) = 0.

Naudojant konvergavimo pagal tikimybe sgvoka, teorema galima suformu-
luoti taip:
Bet kuriai Borelio aibei B
pagal

P;(B) — P(B).
tikimybeg

33. VARIACINE EILUTE, EMPIRINIAI SKIRSTINIAL
GLIVENKO-KANTELI TEOREMA

1. Tegu P’ yra imties X,, = (X,,..., X,) empirinis matas. Sios imties
empiriniu skirstiniu vadinama funkcija

Fa(z) =P, ((—o0;2)).

I8 praeito skyrelio (2) formulés nesunku pastebéti, kad dydis nF¥(x) - tai
imties X,, elementy, maZesniy uZ z, skaidius. Sios pastabos pagrindu praktikoje
F konstravimui naudojama tokia pastaba.

Imties X,, = (Xi,..., X,) stebiniai (z,,...,,) rasiuojami pagal didé-
jima, t.y. sudaroma seka

L) S T2 S - K (n),

kuri yra vadinama variacine eilute. Tada

" k .
Fi(z) = o kai z € (z(k), Z(r41)),

kur k = 0,1,...,n, 2y = —00, Z(ny1) = +0o. Be to, Fy(z) = 0, kai
< zyir Fpy(z) =1 kal 2 > zg,4).

Pastebésime, kad F(z) yra laiptuota funkcija su Suoliukais, kuriy dydis
yra 1/n, taSkuose z;, jei visi z; yra skirtingi.



33. Variaciné eiluté, empiriniai skirstiniai. Glivenko-Kanteli teorema 119

16 lentelé

Partijos
numeris
Nukrypimas nuo
vidutinés reikSmes

1 121314 51|67 8 |9]10

2. Pavyzdys. Kiekvienam Simtui televizoriy, gaminamy koncerne, vidu-
tiniskai du televizoriai neatitinka Siuolaikiniy standarty. Atliktame deSimties
partijy po Simtg televizoriy patikrinime nustatyti tokie nukrypimai rasty bro-
kuoty televoziriy skaiciaus nuo vidutinés reik§més:

Rasti $ios imties variacing eilutg ir nubréZti jos empirinj skirstinj.

Sprendimas. Variacine eiluté yra tokia:

9, -1, -1,0,0,1, 1,1, 1, 2.

)

Skirtingos $ios variacinés eilutés reikSmes yra Sios: —2, —1, 0, 1, 2. Siy
reik§miy Kartotinumas atitinkamai yra 1, 2, 2, 4, 1. Tai reiSkia, kad taske —2
empirinis skirstinys turés Suoliuka, kurio dydis yra 1/10, taske —1 - dydzio
2/10 $uoliuka, taske O — tokj pat Suoliuka. DidZiausias Suoliukas, kurio dydis
4/10, yra taske 1. Pagaliau, taske 2 yra dydZio 1/10 Suoliukas. Dabar belieka
nubreéZti grafika:

1 —
0,0 {-------- -
0,5 j¢—
0,3
—eee 0,1
T2 a 0 1 2

44 pav. Imties, kurios dydis n = 10, empirinio skirsnio grafiko pavyzdys
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3. Toliau mums prireiks konvergavimo su tikimybe 1 savokos.
Apibrézimas. Atsitiktiniy dydZiy seka { X} konverguoja su tikimybe 1 |
atsitikting dydj X, jei

P({w] Jim [Xa(w) - X(@)| =0}) =1,

Yra Zinoma, kad seka X, - X su tikimybe ! tada ir tik tada, kai
kiekvienam £ > 0

P(m§1{|xn+m-xl>e}) —0, kai n— oo

Sio teiginio pagrindu jrodoma, kad i§ sekos konvergavimo su tikimybe
1 iSplaukia Sios sekos konvergavimas pagal tikimybg. AtvirksCias teiginys,
apskritai paémus, yra neteisingas.

4. Sustiprinto did%iyjy skailiy désnio teoremomis vadinamos teoremos,
analogiSkos didZiyjy skaiéiy desniui (Zr. pracito skyrelio p. 6), taciau formu-
luojamos ir jrodomos, pakeifiant konvergavima pagal tikimybe i konvergavima
su tikimybe 1.

Naudojant sustiprints didZiyjy skai€iy désnj, praeito skyrelio teorema apie
empiriniy maty konvergavima galima sustiprinti taip:

Glivenko-Kanteli teorema. Jei X, ..., X, yra imtis i§ populiacijos, ku-

rios tikimybiy skirstinys yra P, ir n — oo, tai

* —_—
g‘ég an(B) - P(B)l su tikimybe 1 0,
kur T yra aibé pusintervaliy [a, b) su su baigtiniais arba begaliniais galais.
5. Sig teorema empiriniams skirstiniams patogu formuluoti kita forma.
Glivenko teorema. Jei X1, ..., X, yra imtis i§ populiacijos, kurios skirs-

tinio funkcija yra F(z), o empirinis skirstinys yra F(z), tai

P ({w | _sw IF(@) = F(a)| =0, kai n— oo}) = 1.

I§ ¢ia darome iSvadg, kad empirinis skirstinys F);(z) gerai aproksimuoja
populiacijos skirstini F'(z), kai n yra pakankamai didelis.

-
i
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34. EMPIRINIU CHARAKTERISTIKU KONVERGAVIMAS [ JU
TEORINIUS ANALOGUS

1. Jau pirmojoje vadovelio dalyje susidaréme su tokiomis sagvokomis, kaip
empirinis vidurkis, empirine dispersija. Pats Zodis empirinis reiskia pagristas
patirtimi. Teorijoje empirinémis charakteristikomis paprastai vadinami jvairiis
igmatuojami funkcionalai nuo empirinio skirstinio.

PavyzdZiui, empiriniu k-tosios eilés momentu vadinamas dydis

oo

1 n
M; = M;(X,) = / s*d Fr(z) ==Y X},
n
i=1

—00

kur, kaip paprastai, X,, = (X1, ..., X,) yra nagrin¢jama imtis.
Empiriniu centruotu k-tosios eilés momentu vadinamas dydis
[e ] 1 n
St = 5(X,) = /(1: MR (E) = - (X~ M)
[e o}

i=1
Empiriniam momentui M; prigijo paZyméjimas X ir jis yra vadinamas

empiriniu vidurkiu. Rusy kalba paraSytuose vadovéliuose empirinis centruotas
antros eilés momentas daZnai vadinamas empirine dispersija:

X =M= %ixi, S5 = %X":(xi _X).
i=1 i=1

Siame vadovélyje empirine arba imties dispersija vadinama tokia statistika:

1< -
S? = D (X = X)2
i=1

n—1

Apie tai buvo kalbama 7-ajame skyrelyje.

2. Daugelyje net palyginti paprasty kalkuliatoriy yra numatyti klavisai
empirinio vidurkio X, empirinés dispersijos S? (arba empirinio standartinio
nuokrypio S), empirinio antrojo momento M; ir kt. apskai¢iavimui. Sifilome
skaitytojui savarankiskai susipaZinti su tokio tipo kalkuliatoriy naudojimo in-
strukcija ir praktinio pavyzdZio sprendimu isitikinti, kad kalkuliatoriaus panau-
dojimas %iam tikslui yra gana efektyvus.
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17 lentelé
_ AStuntoky || ~ . Astuntoky || ~ . Astuntoky
Ugis (cm) skaicius Usis (cm) skaicius Ugis (cm) skai¢ius
143-145 1 158-160 120 173-175 64
146-148 2 161-163 181 176-178 28
149-151 8 164-166 201 179-181 10
152-154 26 167-169 170 182-184 3
155-157 65 170-172 120 185-187 1

Pavyzdys. Buvo atliktas 1000 berniuky figio matavimai. Atlikty matavimy
rezultatai suraSyti Sioje lenteleje:

Apskaiiuoti vieno centimetro tikslumu empirinj vidurkj X, empirine dis-

persija S?, empirinj centruota momenta S5 ir empirin] antrosios eilés momenta

*
M.

Atsakymas: X =

165,03 ~ 165, S2 = 36,68 ~ 37, S5 =
1)/n)S? = 36,64 ~ 37, M3 = 27271,476 ~ 27271.

((n —

3. Pracitame skyrelyje minejome, kad sustiprinto didZiujy skaifiy désnio

teoremos — tai teoremos, analogiskos didZiyjy skaiciy désniui, tatiau pakeiciant

konvergavima pagal tikimybe | konvergavima su tikimybe 1.

Jei yra Zinoma, kad atsitiktiniy dydZiy sekoje kiekvienas i§ §iy dydiiy

turi vieng ir tg patj skirstinj, tai, pasirodo, sustiprinta didZiuyju skaiCiy désnj
galima formuluoti, nereikalaujant dispersijos baigtinumo. Mes pateiksime §j
désnj be jrodymo ir pasinaudosime juo jrodinédami teorema apie empiriniy
charakteristiky konvergavimg | jy teorinius analogus.

Sustiprintas didZiyjy skaiciy désnis. Tegu {X,,} — seka nepriklausomy
vienodai pasiskirsCiusiy atsitiktiniy dydZiy su baigtiniu vidurkiu EX,, = a.

Tada
N
P ({w | nli'ngo ;I;Xk(w) = a}) =1

Pagaliau, funkcija f : (—00,00) — (—00,00) yra vadinama Borelio
Junkcija, jei ji yra macioji funkcija o-algebros atZvilgiu.
4. Suformuluosime ir jrodysime teorema apie empiriniy charakteristiky

konvergavima j jy teorinius analogus.
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Teorema. Tegu X, = (Xi,...,X,) yra imtis i§ populiacijos, kurios
skirstinys yra F, o g yra Borelio funkcija tokia, kad

Eg(X;) = / g(x)d F(z) < oo.

Jei S(X,) = L5°"  ¢(Xi), tai, kai n — oo,

n

S(Xn) —  Eg(Xy),

su tikimybe 1

ty. jei G(F) = [ g(z)d F(z), tai, kai n — oo,

G(F}) — G(F).

su tikimybe 1

Irodymas. Kadangi

=

S6) = [ 9@ F(@) = =3 0(X)

yra suma nepriklausomy vienodai pasiskirs€iusiy atsitiktiniy dydZiu g{ X;),
kuriy vidurkis yra

[ee]

By(X) = [ 92} P(2) <,

- 00
tai pagal p. 3° suformuluota sustiprinta didZiyjy skaiciy désnj

5(Xn)  — Eg(Xy).
su tikimybe 1

O kadangi S(X,,) = G(F}), Eg(X;) = G(F'), tai $ia formulg galima perrasyti
taip:
G(Fr) — G(F).

su tikimybe 1

Teorema jrodyta.
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5. I§ Sios teoremos gauname, kad absoliutils ir centruoti empiriniai mo-
mentai su tikimybe 1 konverguoja | ju teorinius analogus:

1 n
MP==3"XF — EX},
n im1 su tikimybe 1

su tikimybe 1

1 n
SZ:;Z(X,-‘Mf)k — E(XI—EXI)k:
j=1

1 < -
5% = Y (xi-X)?? — o =E(X; - EX))?
n— 1]_:1 su tikimybe 1
6. Mes, tokiu biidu gavome svarbig 1§vada:
Empirinis skirstinys ir plati jo funkcionaly klasé, augant imties dydZiui,
konverguoja | atitinkamas teorines reik3mes.

35. PAGRINDINIS [VERTINIU KONSTRAVIMO METODAS.
SUDERINTASIS [VERTINYS

1. Priminsime (7r. 12-aji skyrelj), kad pagal Lietuvos standartg jvertinys
— tai statistika, kuria naudojamasi populiacijos parametrui jvertinti, o jvertis —
tai jvertinio reik§me, gauta i§ konkrecios imties.

Nagrinéjant formaliai, terminas jvertinys isreiskia ta patj, ka ir terminas
statistika. Tai bet kuri macioji funkcija, kurios argumentas — imtis.

Taciau nagrin¢jant neformaliai, jvertinys — tai tokia statistika §*, kuri skirta
naudoti vieto) neZinomo parametro 6.

Kitaip sakant, jvertinys 6* yra tam tikra parametro ¢ aproksimacija imties
pavidalu.

2. ]vertinio konstravimas — tai imties X, = (X, X»,..., X,) funkcijos
6* = 8 (X,,) apibréZimas visiems galimiems n = 1,2,. ..

Beveik visy jvertiniy pagrindas — tai teoriniy skirstiniy keitimo empiriniais
skirstiniais metodas, pagristas teorema i§ praeito skyrelio. Sutrumpintai §is
metodas vadinamas keitimo metodu.

3. Keitimo metodo aprasymas. Tegu X, = (X,...,X,) yra imtis,
paimta i§ populiacijos su skirstiniu F'.

Tegu, be to, neZinomas parametras ¢ iSreiskiamas funkcionalu (G nuo skirs-
tinio F, ty. § = G(F).

Pavyzdziui, 0 = [ zd F(z) atba 0 = [7 (z — 1)*d F(x).
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Tegu, kaip ir anks€iau, F' yra imties X, = (X;,...,X,) empirinis
skirstinys.
Tada keitimo metodas rekomenduoja pasirinkti jvertiniu 6* funkcija

0 = G(F}),

t.y. funkcionale § = G(F') teorinj skirstinj F' pakeisti empiriniu skirstiniu Fj;.
Tokie jvertiniai vadinarni keitimo jvertiniais.

4. Sio metodo tikslingumas grindZiamas Glivenko teorema apic F kon-
vergavima } F', o taip pat praeito skyrelio teorema apie empiriniy charakteristiky
G(F,) konvergavima i ju teorinius analogus G(F").

Jvertiniai, konverguojantys pagal tikimybe | viena ar kitg skirstinio para-
metra, vadinami suderintaisiais jvertiniais, o konverguojantys su tikimybe 1
— stipriai suderintaisiais jvertiniais. UZraSysime Siuos apibréZimus detalesne
forma.

5. lvertis 67 = 0% (X,,) vadinamas parametro 6 suderintuoju jvertiniu', jei

pagal

o =6.(X,) — 8.
tikimybg

Ivertis 6}, = 67 (X,,) vadinamas stipriai suderintuoju jvertiniu, jei
0r =6, (X,) — 0.
su tikimybe 1

6. Skyrelio pabaigoje suformuluosime tokj rezultata.

Teorema. Tegu
0=G(F) = /g(x)d F(z) < oo,

kur F yra populiacijos skirstinys, o g — Borelio funkcija. Jei X, =
(Xq,..., Xn) yra Sios populiacijos imtis, o F; ~ Sios imties empirinis skirsti-
nys, tai 6* = G(F}) yra parametro 0 stipriai suderintasis jvertinys.

Sios teoremos jrodymas yra elementarus, jei prisiminti praeito skyrelio
teorems. Faktigkai ji téra pastarosios teoremos performulavimas.

! Angl. consistent estimator, TUS. coCmoAMEABHAT 0YEHKA.
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36. SILPNO KONVERGAVIMO SAVOKA.
EMPIRINIUYU CHARAKTERISTIKUY ASIMPTOTINIS
NORMALUMAS

1. 14-ajame skyrelyje nagrin€jant empiring centrinés ribin€s teoremos in-
terpretacija mateme, kad jei imties dydis n yra pakankamai didelis, tai empiri-
nis vidurkis X yra pakankamai gerai aproksimuojamas normaliuoju skirstiniu.
Tiksliau, (X — p)/(o+/n) skirstinys yra pakankamai gerai aproksimuojamas
standartinio normaliojo atsitiktinio dydZio Z skirstiniu.

Jei toks rezultatas yra teisingas paprasCiausiam keitimo jvertiniui X, tai
natiiralu panagrinéti ir bendresnj atvejj, vietoj X paimant bet kokj keitimo jverti-
ni G(F}). Pasirodo, kad tam tikra prasme analogiSkas atsakymas yra teisingas ir
bendru atveju. Norint tuo jsitikinti, reikalingos kai kurios papildomos savokos.

2. Sakoma, kad atsitiktiniy dydZiy scka {X,} silpnai konverguoja i X,
jei ju skirstiniy seka { F;,} konverguoja j X skirstinj F'(x) visuose jo tolydumo
taskuose. Tai Zymima

X, = X arba F, = F.

Galima jrodyti, kad i$ sekos konvergavimo pagal tikimybe (ir juo labiau i§
konvergavimo su tikimybe 1) i$plaukia Sios sekos silpnas konvergavimas.

Remiantis bendrosiomis matematinés analizés koncepcijomis taip pat ga-
lima jrodyti, kad jei charakteristiniu funkciju seka {f,} konverguoja i charak-
teristing funkcijg f, tai atitinkama skirstiniy scka {F,} konverguoja i skirstinj
F' jo tolydumo taskuose, t.y. F,, = F.

3. Pagaliau, mums prireiks centrinés ribinés teoremos vienodai pasiskirs-
¢iusiy démeny atvejui, kuri, naudojant charakteristiniy funkcijy aparata, ne-
sunkiai jrodoma tikimybiy teorijos kurse.

Centriné ribiné teorema. Tegu X, ..., X, — nepriklausomy vienodai pa-
siskirsCiusiy atsitiktiniy dydZiy seka. Tegu, be to, EX, = 0 ir DX, = 1. Tada
normuoty sumy (X1 +- - -+ X, )/+/n charakteristiniy funkcijy seka konverguoja
i standartinio normaliojo désnio charakteristing funkcijq exp(—t?/2).

ISvada. Jei ispildytos centrinés ribinés teoremos sqlygos, tai

(X1 + -+ Xn)//n = 2.
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I3vados teisingumui jrodyti pakanka atsiZvelgti j teiginj punkte 2 apie
charakteristiniy funkcijy sekos konvergavimo ir skirstiniu sekos silpno kon-
vergavimo sarysj.

4. Kodél pasirinktas silpno konvergavimo terminas? Gal todél, kad varto-
jant vien terming konvergavimas, paprastal turima galvoje konvergavima toly-

giojoje metrikoje p:

p(F,G) = sup |F(z) — G(z)].
O kadangi nesunku sukonstruoti skirstiniy { F,,} seka, silpnai konverguojanéia
i kazkokj skirstinj Fi, bet diverguojancia tolygiojoje metrikoje, tai pastaroji
kaZkuria prasme yra ,stipresné”, o pirmoji ne tokia ,.grieZta®, , silpnesné*.

Pateiksime tokios sekos pavyzdj. IS tiesu, tegu F,(x) — tolygusis intervale
[~1/n,1/n] skirstinys, o F, () — iSsigimes taSke « = 0 skirstinys (45 pav.).

/ : - X — X

-1/n 1/n

45 pav. Silpnai konverguojandios j i§sigimusj skirsnj F_(x) tolygiyjy skirstiniy sekos
{F (x)] pavyzdys, kuri diverguoja tolygiojoje metrikoje

Akivaizdu, kad visiems natiriniams n p(F,, Fs) = 1/2. Taigi,
P(Fn, Foo) /- 0, bet ¥, = F.

5. Grizkime prie uZdavinio, suformuluoto 1 punkte, nagrinéjimo.

Parametro ¢ jvertinys 0* = 6*(X, ..., X,) yra vadinamas asimptotiskai
normaliu (su koeficientu o2 > 0), jei statistika (6* — 6)/n silpnai konverguoja
1 normalyjj atsitiktinj dydj su vidurkiu O ir dispersija o%. Galima ir tokia ter-
minologija: jvertinys §* yra asimptotiskai normalus (su parametrais (8, o /n)).
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Teorema. Tegu X,, = (X1,...,Xn) yra populiacijos su skirstiniu F(z)
imtis ir tegu

izl

kur g(z) ~ bet kokia Borelio funkcija tokia, kad

/ g% (z)d F(z) < co.
Tada jvertinys S, (X,) yra asimptotiskai normalus su parametrais (y, % /n),
kur
oo o0
p= / g(2)d F(z), o= / (9(z) — )’ d F(2).
—00 —o0

6. [rodymas. Atsitiktiniy daZniy sekai

{g(Xx)—M’g(Xz)*ﬂlm)g(xn)"",...}

o g g

galime taikyt centring ribing teorems i§ 3 punkto, nes
X)) — 1
Eg(___)__‘i = “Eg(Xa)- 2 =0,
o o o

Dﬁf’;)—_ﬁ = Llogxy=2 =1

o? o?

Pagal $ios teoremos isvada,

I (X)) —n
\/E]; =7

Ly.

IS ¢ia gauname, kad
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ty. ivertinys S, yra asimptotiskai normalus su parametrais (., a?/n).

Teorema jrodyta.

37. MOMENTU METODAS KAIP KEITIMO METODO REALIZACIJA

1. Tegu {P|0 € O} yra mums Zinoma tikimybiniy skirstiniy, priklau-
san¢iy nuo neZinomo parametro §, aibé. Parametras § gah bati ir skaliari-
nis, ir vektorinis. PavyzdZiui, jei kalbama apic normaliyjy skirstiniy aibg
{®410 € O}, tai 6 = («, ¢%) yra dvimatis vektorius, 0 © yra arba pusplokstume
{(a,0)| — 00 < @ < 00, ¢ > 0}, arba, priklausomai nuo uZdavinio saglygu, jos
dalis.

2. Bet kokios statistikos S = S(X) matemating viltj ir dispersija pagal
tikimybinj skirstinj Py Zymésime E4S, Dy S.

Tegu g(z) yra Borelio funkcija tokia, kad parametro # funkcija m(6),

m(®) = Bag(X) = [ g(e)Pa(da) (1)

biity monotoniné ir tolydi. Cia X yra atsitiktinis dydis, turintis tikimybinj
skirstinj Py, o 6 yra vienamatis parametras.

Tarkime, kad funkcijos m(6) reikSmiy sritis m(©) turi tg pacig prigimtj,
kaip ir ©. lei, pavyzdZiui, © yra realios aSies atkarpa, tai m(©) taip pat yra
atkarpa.

Kadangi m(#) yra monotonin¢ ir tolydi, tai lygtis m(8) = ¢ srityje m(©O)
turi vienareik$mj sprendinj § = m~1(¢).

Tai reiSkia, kad sary§j (1) galima perraSyti taip:

9=m”<?ﬂﬂﬂwﬂ) 2)

— 00

4. Pastebesime, kad keitimo metodas rekomenduoja parametro § = G(F')
Ivertiniu pasirinkti funkcijg 6* = G(Fy). Todel formules (2) pagrindu pasiren-

kame o
0* =m™! ( / g(z)d F,j(ac)) =m™! (% zn:!J(Xi)>: (3)

— 00 i=1



130 37. Momenty metodas kaip keitimo metodo realizacija

kur, kaip paprastai, X, ..., X, yra imtis i§ populiacijos su tikimybiniu skirs-

tiniu Py.
[vertinys §*, iSreiSkiamas (3) formule, yra vadinamas jvertiniu, gautu mo-
menty metodu.
Toki pavadinima galima paaiskinti tuo, kad funkcija g(z) paprastai paren-
kama taip:
g(z) =z arba g(z)=zF (k>1)
Tokiais atvejais jvertinys (3) yra lygties

n

1
6*) = - X 4
)= 5 39X (4)
sprendinys, o pastaroji yra paprastyjy momenty lygties (1) empirinis analogas.
5. Pavyzdys. Tegu X, ..., X, yraimtis i§ populiacijos, turinios ekspo-
nentinj skirstinj E(z), Ly. E(z) = 1 — exp(—Az), kai z 2 0 ir E(z) = 0, kai
2 < 0. Cia A > 0 yra parametras. Tada

oC

EX} = / Fd E(x) = /mk)\exp(——)\r)d:c:
e J
LI t)dt = kl/\*
=5x [ texp(=t)dt = kl/A%
0

Norint sukonstruoti parametro X jvertinj \* momenty metodu, pakanka
paimti g(z) = z ir pastebeti, kad tokiu atveju formuleje (1)

m(0) = Eg X = 11/8' = 1/0.

Taigi, i§ formuleés (4) turime, kad

1 - -
1//\*:—2 Xi= X, ty A =1/X.
n
i=1
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38. PAPRASCIAUSIAS STATISTINIY [VERTINIY PALY GINIMAS.
SISTEMINGOJI PAKLAIDA

1. Mateme, kad net vienam parametrui § egzistuoja be galo daug statistiniy
jvertiniu 65, (X1, ..., X,). Kuris iS Siy jvertiniy geriausiai reprezentuoja neZi-
nomajj parametra 0, geriausiai ji aproksimuoja, yra arCiausiai $io parametro?
Suprantama, pirmiausia iSkyla klausimas, ka reiskia savokos geriausiai repre-
zentuoja, geriausiai aproksimuoja, arciausiai.

O gal, nagrin¢jant parametro 6 jvertinius 87, normalu tikétis, kad skirtumo

0% (X1, ..., Xn) =0 (1)

skirstinys biity pakankamai sukoncentruotas apie nulj?
2. Bet praktikoje daZnai nagrinéjamas ne atstiktinio dydZio (1) skirstinys, o
pirmieji du momentai. Tokiais atvejais skirtumo (1) kokybe charakterizuojama

poslinkiu
Be0r (X1,..., Xn)— 0 (2)
ir dispersija
Eg (05(X1,. .., Xn) — Eof2)°. (3)
Ivertinys 05(X,,...,X,) vadinamas parametro 0 nepaslinktuoju jver-

tiniu', jei skirtumas (2) lygus nuliui.

Tokiu atveju daZnai yra sakoma, kad nedaroma sistemingoji paklaida.

3. Kadangi kvadratinio nuokrypio vidurkis Eq(07, — 6)%, kaip matéme
pirmojoje vadovélio dalyje, yra pakankamai geras jvertinio 6, sklaidos matas,
o nepaslinktojo jvertinio atveju § = E@;, tai yra teisinga tokia iSvada:

Nepaslinktyjy, jvertiniy kokybé nusakoma jy dispersijos (3) reikime — kuo
i reik$mé maZesné, tuo jvertinys yra geresnis.

4. Ne visi miisy nagrinéti konkretiis statistiniai jvertiniai yra nepaslinktieji
ivertiniai. PavyzdZiui, centruotas antrasis empirinis momentas

n 1 n 2 L
S;:%Z?(XI—EZ;XJ :%;(Xi-—X)Z
= ji= i=

Yra nors ir suderintasis, bet néra nepaslinktasis atsitiktinés imties su dispersija
o? jvertinys.

1 ; ;
Angl. unbiased estimator, TUS. HecMeWEHHAT 0YEHKQ.
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I3 tiesy, kadangi E(X; — X) = 0 ir

E(Xk—Y)Z:D(Xk—Y):D{ <1-%> X; — %}:xr} _

r#k

1\? 1 n—1
_ _n=1 4
_<1—;> DX’C+—n2§ DX, = - o°,

r#k

tai

n

RO -z -1, 1y
ESZ:;ZE(X,C—X) = ol=(1-=])o%
k=1

Tai reikia, kad pasirinkus 6 = S3, § = o2, skirtumas (2) néra lygus
nuliui, t.y. S} néra dispersijos o nepaslinktasis jvertinys. Stai kodel empirine
dispersija mes pavadinome ne statistika 53, o Siek tiek ,,pataisyta” jos variantg
=-S5, .y. empirine dispersija pavadinome nepaslinktajj jvertinj S?,

5. Skyrelio pabaigoje be komentary pateiksime kelias sgvokas i§ Lietuvos
standarto:

ivertinio paklaida - tai parametro vertinimo paklaida (§* — 0); cia 0* -
{vertinys, o § — vertinamasis parametras;

jvertinio poslinkis - tai jvertinio vidurkio ir vertinamojo parametro skir-
tumas;

nepaslinktasis jvertinys — tai jvertinys, kurio poslinkis lygus nuliui;

standartiné paklaida — tai jvertinio standartinis nuokrypis.

39. DOMINUOJANTYSIS MATAS. MINIMIZACIJOS LEMA

1. Nagrinésime parametring maty Seimg P = {P|0 € ©}. Tarkime, kad
Si Seima tenkina tokias dvi savybes:

(A1) Py, # Py,, kai 01 # 0;

(A2) egzistuoja o-baigtinis matas v toks, kad visi Py € P turi §io mato
atZvilgiu tankj

fole) = T2), oy Pu(B) = [ feluaz)
B
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pet kuriai Borelio aibel B.

Jei parametrinis maty Seimos P = {Py|60 € O} elementai tenkina sqlygas
(Al) ir (A2), tai sakoma, kad matas v dominuoja aibéje P.

2. Absoliudiai tolygiuju skirstiniy aibéje, t.y. skirstiniy, turinéiy tankius,
dominuojantysis matas v yra paprastas Lebego matas. PavyzdZiui, standartinio
normaliojo skirstinio ®(u) atveju turime, kad

®(u) = \/—12.; / exp(—z?/2)dz, ty. v(dz)=dez.

3. Diskretiujy skirstiniy aibéje v yra taip vadinamas skaiciuojantysis matas
(detalian Zr. [1], sk. 2, §2 ir §6), o tankis fy(x) sutampa su tikimybés mases
funkcija. Pastargsias nagringjome 5-ajame skyrelyje.

Trumpai pakomentuosime diskretujj atveji. Kas yra tankis Fp tolygiuoju
atveju? Tai skirstinio Fy i§vestine, ir todeél

folz)de =d Fylz) = Alxiflg+ (Folz + Az) — Fy(z)).

Tankio analogas diskrediuoju atveju — tai trikio didumas p taske z: F(z +
Az) - F(z) =p=Py(X = z).
Vienas i§ daZniausiai sutinkamy diskreciyjy skirstiniy — tai Puasono skirs-
tinys
[=] )‘k
Ia(z) =) ~——exp(=A), kai x>0,

k!
k=0

ir My(z) = 0, kai 2 < 0. Cia X — teigiamas parametras, o [z] — reik§mes
¢ sveikoji dalis. SkaiCiuojantysis matas v(z) Siuo atveju pilnai apibréZiamas
tokia formule:
el +1, jei 20,
v(z) = {0, jei z < 0.
4. Jei matas v dominuoja aibeje P = {Py|6 € @}, tai tarp bet kuriy dviejy
aibés P elementy F ir GG galima apibreZti atstumg, pavyzdZiui, tokiu bidu:

o0

d(F,G) = — / g(z)In f(z)v(d2); (1)

— 00
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¢ia
F(B) = / [@w(dz), G(B)= / o(z)v(d ).

B B

Mes nekonkretiznojame savokos atstumas, nors intuityviai norétysi, kad
funkcija su tokiu pavadinimu biity neneigiama. O kadangi tankis — neneigiama
funkcija, kurios integralas nuo —oo iki +oc yra lygus 1, tai formuléje (1) prie§
integralo Zenkla stovi minuso Zenklas. Punktuose 2 ir 3 iSnagrinétais atvejais
tankis nevirsija 1, todél logaritmas nuo $io tankio yra neigiamas, taigi formulés
(1) desiné pusé yra teigiama.

Beje, atstumas, apibréZiamas formule (1), neturi kai kuriy atstumo, supran-
tamo buitine prasme, savybiy. PavyzdZiui, atstumas (1) néra simetrinis,
d(F, F) # 0 ir panasiai.

5. Sekan¢iame skyrelyje mums reikalinga nelygybe

d(F, F) < d(F,G). (2)

Si nelygybe parodo, kad atstumas d(F,G) yra minimalus tada, kai F = G.
Nelygybe (2) yra jrodoma sekanéioje lemoje.

Minimizacijos lema. Tegu f ir g yra du tikimybiniai tankiai mato atZvil-

giu. Tada

/ f(z)In f(z)v(dz) 2 / flz)Ing(z)v(dz),

Jei abu Sie integralai yra baigtiniai.

[rodymas. Mums reikia jrodyti, kad

i 9(z)
_Zo f(z)In f(m)u(dz) <0.

Kadangi In(1 + z) € « Vz > —1 ir lygybeé galima tik kai z = 0, tai

o3+ (3 -1) 3
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Tode
jﬂ EERRC >//f()<f(’”; 1) da) =
- 7 o(z)(dz) - / f@pda)=1-1=0.

e

I8vada. Jei matas v dominuoja aibéje P = {P;|6 € O}, tai bet kuriems
Sios aibés elementams Py ir Py,

d( Py, Py) < d(Py, Ps,),

jei tik Sie atstumai yra baigtiniai.

Trodymas akivaizdus, nes faktiskai i iSvada yra lemos performulavimas.

40. DIDZIAUSIO TIKETINUMO [VERTINYS IR
JO APSKAICIAVIMAS KONKRECIAIS ATVEJAIS

1. Atstuma d apibresime kaip praeitame skyrelyje. O biitent, jei matas v
dominuoja aibéje P = {Ps|0 € ©}, tai tarp bet kuriy dviejy aibés P elementy
Py, ir Fy; atstuma d apibréZiame tokiu budu:

d(F,, b)) =- / Jo,(z)In f (z)v(dz);

¢ia P (B) = [ fo.(x)v(d), Py (B) = [ fy,(z)v(dz) bet kuriai Borelio
aibei B.
2. Pagal lemos iSvada, bet kuriems § € © ir §, € © teisinga nelygybe

d(Py, Py,) 2 d(Py,, Py,) -

Tai reiskia, kad
gggd(PG;PGQ) 2 d(PHO’Peo)'
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Sis minimumas egzistuoja, nes, pagal prielaida, §, € ©. Kadangi

min mind (Py, Py ) 2 min d(F;, , P
0,60 9EO ( L] 90)/9069 (90’ 90)’

tai, norint rasti minimumg pagal atstumg d visoje klaséje P, mes turime rasti

min d(Fy,, Fy,) (1)

Sis minimumo taskas turi ypatinga reikime statistikoje, o pats atstumas
d betarpiskai susijgs su taip vadinamu Kulback-Leibler atstumu tarp skirstiniu.
Mes neanalizuosime, kodél 3is taskas ypatingas. Toliau mus domins tik tai,
kaip rasti §j taska.

Taigi, ka reiskia rasti minimumg (1)? Tai reiSkia rasti maksimumsg

rgleaé(/lnfg(x)d Py(z). (2)

3. Sio maksimumo jvertiniu keitimo metodas rekomenduoja pasirinkti
statistika, gaunama formuléje (2) pakeitus teorinj skirstinj Py empiriniu skirs-

tiniu P:
[ L ooy .
max / InfyP;(dz) = max — Zln fo(X5). (3)
— 00 i=1
Apibrézimas. Jei egzistuoja statistika 6™ = 0*(Xy, ..., X,), tenkinanti
salyga

L(g") = moalenfe(Xi), (4)

tai ji yra vadinama didZiausio tikétinumo jvertiniu'.

4. I8 kur toks pavadinimas — did¥iausio tikétinumo jvertinys?

Jei nagrin¢jamas diskretusis atvejis, tai tankis fy(z) sutampa su tikimybe
Py(X; = ). Kadangi bet kurios teigiamos funkcijos ir jos logaritmo ekstremu-
mai pasiekiami vienoduose taskuosc, tai jvertis ¢ = 0(z1, ..., z,), apskai¢iuo-
tas pagal formule (4), tuo paciu maksimizuoja funkcijg

fo(z1)fo(z2) - fo(zn) = H Py(X; = zj).

=1

L Angl.  maximum likelihood estimator; TUS. ouenxa MaKCUMAALHOZ0
Y

npasdonodobus.
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O & tikimybe ir yra maksimali jvykio {X; = z1, X2 = z2,..., X, = zn}
pasirodymo tikimybe.
5. Priminsime, kad mes Zymé¢jome X, = (X1, ..., X,). Funkcija

fo(Xn) =[] fo(X3)
i=1
kaip 6 funkcija vadinama tikétinumo funkcija, o funkcija

L(6) = L(Xn,0) = In fo(Xa) = anl(x,-,a)

i=1
(kur I(z,0) = In fy(x)) vadinama logaritmine tikétinumo funkcija.
Jei © yra n-matis intervalas, funkcija I(8) = (X, §) turi maksimuma jo

viduje ir yra diferencijuojama 6, , . .., 8, atZvilgiu, tai jos maksimumo taske
OL(f)
= =1,...,n
60] 0) 3 7 n

Vadinasi, didZiausto tikétinumo jvertinys yra $iy, taip vadinamuyjuy didZiausio
tikétinumo, lyg&iy sprendinys. DaZnai tos lygtys turi tik vieng sprendinj.

6. Apskaidivosime didZiausio tikétinumo jvertinius, kai nagrinéjama po-
puliacija turi normalyjj ar gama skirstinius.

Normaliojo désnio (su parametrais p ir o) tankis yra

exp {—(z — p)?/(20%)}, —oco<pu<oo, o>0.

(e) = —
Ao B o\ 2w

PaZyméje 6 = (p, o), $iuo atveju gauname, kad
. -
_ —-nf2 _-n . 2 2
o) = @n) " exp | g S K =) |
n 1 < 9
L(9) = L(X,,,0) = —~§ln27r ~nlne - 257 i;(X,- — p)°.

Kadangi logaritmas yra monotoniné funkcija, tai, kaip buvo minéta, f,
ir L(6) maksimuma pasiekia tame patiame taske 6. Siame taske turi bati
tenkinamos dvi didZiausio tikétinumo lygtys:

oL 1 &
i ;Z(Xi —p) =0,
=1

oL n 1 & ' 9 _
5;—_—4'—3;()(1_/‘) = 0.

g 24
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I3 ¢ia nesunkiai gauname, kad
= En Xi=
g i=1 o
l n
2\ x 2
= - X;—-X) =
@) = 23 % -

Cia ir toliau simboliu ~ Zymimas didZiausio tikétinumo jvertis. Primin-
sime, kad 34-ajame skyrelyje S; Zyméjome empirinj centruoty antros eilés
momenta. Beje, nesunku patikrinti, kad $iame dvimaciame taske funkcija L
tikrai pasiekia maksimuma.

7. I8nagrinésime gama skirstinj, kurio tankis apibréZiamas taip:

A
Yo(Z) = %/\)x’\_le_‘”, z>0, a>0.

Tarkime, kad parametras A yra Zinomas. Tada

i) = i LTt (022,

L{a) = L(X,,a) = nAlna — nlnT(X) + (A —1)ZlnXl—aZX“

- ixi =0, a*=\/X.
i=1

41. PAPRASTOJI IR SUDETINE HIPOTEZES. HIPOTEZIU TIPAL
PRAKTINIU IR TEORINIY REZULTATV SUDERINAMUMAS

1. Hipoteziy formulavimas ir hipoteziy tikrinimo procediiros nagrin¢jimas
buvo trumpai apZvelgtas 19, 20 ir 21 skyrelivose. Pratesime §} nagrinéjima
toliau.

Minéjome, jog gana daZnai yra Zinoma, kad stebimo atsitiktinio dydZio

skirstinys priklauso $eimai P = {Fy
reik§mé yra neZinoma. PavyzdZiui, P gali biiti normaliyjy skirstiniy su vidurkiu
0 ir su neZinoma dispersija ¢2 Seima. Hipotezés apie parametro reikSmes yra
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vadinamos parametrinémis hipotezémis, o ju pavyzdZius mes nagrinéjome pir-
mojoje vadovelio dalyje.

2. Jei hipotezé H vienareikSmiskai fiksuoja parametro 6 reikSme 6y, t.y.
hipotezé¢ Ho vienareikSmiSkai nusako hipotezinj skirstini!, tai ji yra vadinama
paprastgja hipoteze®. PrieSingu atveju hipotezé vadinama sudétine hipoteze®.

O Stai Lietuvos standarte pateikiami apibréZimai ir pavyzdZiai. Papras-
toji hipotezé — tai hipotezeé, kuri visiskai nusako populiacijos skistinj. Hipotezé,
kuri nevisiskai nusako populiacijos skirstinj, vadinama sudeétine hipoteze. Daz-
niausiai sudéting hipotezg sudaro be galo daug paprastyjy hipoteziy.

PavyzdZiui, normaliojo skirstinio atveju hipotezé u = pq yra paprastoji,
jeigu populiacijos standartinis nuokrypis yra Zinomas, bet sudétine, jeigu jis yra
neZinomas.

3. Dabar kalbésime apie hipoteziy tikrinimo uZdavinius, kai Seimos P
skirstiniy funkciné i§raiska néra Zinoma.

Tiksliau, tarkime, kad imtis paimta i$ populiacijos skirstinio F' ir yra Zi-
noma, kad F priklauso tam tikrai skirstiniy $eimai 7. Si Seima gali bai,
pavyzdZiui, tolydZiyjy, diskreCiyjy ar pan. skirstiniy aibe.

4. Neparametrine hipoteze H vadiname teiginj tipo ,,skirstinys F* priklanso
aibei 7

Suformuluosime keletg budingesniy neparametrinés statistikos hipoteziy
tipy.

Suderinamumo hipotezés. Tarkime, kad X, ..., X,, yra imtis 1§ pop-
uliacijos, kurios skirstinys yra F(z). Suderinamumo hipoteze vadiname pa-
prastajg hipoteze H : F(z) = Fo(z). Cia Fo(z) yra visiSkai nusakytas vie-
nintelis aibés 7 elementas, t.y., aibé 7 susideda i3 vicnintelio skirstinio Fo(z).
Sis apibrezimas daznai yra prapleciamas tokiu biadu. Suderinamumo hipoteze
taip pat vadiname sudéting hipoteze H,

H:F(z)eT, kur To={Fp:0€Z}.

PavyzdZiui, 7, yra normaliyjy, Puasono ar pan. skirstiniy aibe.
Nepriklausomumo hipotezés. Tarkime, kad (X1;, X2;), i = 1,2,...,n
Yra imtis i§ dvimagio atsitiktinio vektoriaus (X1, X3) populiacijos.

! Angl. hypothesized distribution, rus. zunomemuyeckoe pacnpedesenue.
Z Angl. simple hypothesis, rus. npocmas zunomesa.
Angl. composite hypothesis, Tus. caoxcnas zunomesa.
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Reikia patikrinti hipoteze H : F(z;,z2) € T, kur

(A) F(z1,z2) = P(X1 < 71, X2 < x3), Ly. F yra vektoriaus (X, X5)
skirstinys;

B)T = {ﬁ(:cl, z3) | F(.’L‘l,l'g) = ﬁ(xl, 00)- F(oo, z3), Y(z1,29) €
R?}, ty. T yra vektoriy su nepriklausomomis komponentémis skirstiniy aibe.

Vienodo pasiskirstymo hipotezés. Kaip ir anksciau, tarkime, kad (X;,
Xoi), i = 1,2,...,n yra imtis i§ dvimadio atsitiktinio vektoriaus (X1, X>)
populiacijos.

Reikia patikrinti hipotezg¢ Hy : F(z1,23) € T, kur T = {P(X; <
e, X2 < ) | P(Xy < 2) = P(X3 < 2)}, Yz € R!, ty. T yra vektoriy,
kuriy komponen¢iy skirstiniai sutampa, skirstiniy aibé. .

5. Hipotezés savoka, ju tipai ir pan., Zinoma, yra matematinés teorijos
dalis. Ta¢lau matematiné teorija yra abstraktaus mastymo rezultatas. Tam, kad
teorinis modelis biity praktiSkai naudingas, yra bitina, kad jis baty suderintas
su jo empiriniu analogu.

"PavyzdZiui, jei misy teoriniame modelyje jvykio tikimybe yra maZa, tai
§is modelis yra prakti$kai naudingas tik tuo atveju, jei eksperimente, kuris yra
nagrinéjamo teorinio modelio praktinis analogas, $is jvykis yra realizuojamas tik
atitinkamai maZai karty pakankamai ilgoje $io eksperimento kartojimy sekoje.

Tai reiskia, jog mes turime biiti praktiskai tikri, kad, atliekant eksperimenta
vieng karta, nagrinéjamas jvykis nejvyks.

Analogiskai, jei jvykio tikimybé artima vienetui, tai mes turime biti prak-
tikai tikri, kad $is jvykis jvyks, atlikus vienkarting eksperimento realizacija.

6. Daugeliu atvejy praktiniy duomeny ir teoriniy rezultaty suderinamumo
uZdavinys formuluojamas tokiu biidu. Turime stebimo atsitiktinio dydZio imtj,
kurios dydis yra n, ir norime suZinoti, ar $io atsitiktinio dydZio skirstinys turi
tam tikras savybes.

PavyzdZiui, mus gali dominti klausimas, ar §is skirstinys yra normalusis su
parametrais m = 0 ir ¢ = 1 (parametrin¢ hipoteze). Kitu atveju mums gali biti
Zinoma kaZkokiy skirstiniy klasé (pavyzdZiui, vektoriy su nepriklausomomis
komponenteémis skirstiniy klasé) ir gali dominti klausimas, ar miisy imtis gauta
18 populiacijos, kurios skirstinys priklauso $iai klasei (neparametriné hipoteze).

7. ISnagrinésime konkrety — pradZiai labai supaprastinta — praktiniy duo-
meny ir teoriniy rezultaty suderinamumo uZdavinj.

Tarkime, kad norime patikrinti tokia nuling hipoteze —
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H,: Lietuvoje konservatorius remia 13% gyventoju, LDDP — 12% gyventoju,
krik§¢ioniy demokraty partijg — 10%, kitas partijas arba dar neapsisprende

— 65% gyventoju.

Tarkime, be to, kad norédami patikrinti §ia hipotezg, mes apklauséme 1000
atsitiktinai parinkty Lietuvos gyventoju. Suformuluotos hipotezés pagrindu mes
tikimés, kad apklausos rezultatai bus tokie: konservatorius parems 130, dar-
biedius — 120, krik$¢ionis demokratus - 100, kitus — 650 apklaustyjiy.

Jei, atlik¢ apklausa, mes pastebime, kad konservatorius paréme 115, dar-
biegius — 115, krik$Cionis demokratus — 101, kitus — 669 apklausticji, mes
pasiruos¢ priimti suformuluotg hipotezg H1, nes skirtumas tarp duomeny, ku-
rivos mes tikéjomés gauti, ir duomeny, kuriuos mes realiai gavome, yra ne-
didelis. Tai rei8kia, kad $iuo atveju praktiniai duomenys ir teoriniai rezultatai
yra suderinami.

Tadiau jei, atlik¢ apklausa, mes gavome, kad konservatorius parémé 30,
darbiedius ~ 100, krik$Cionis demokratus — 100, o kitus — 770 apklaustyjy, tai
Sie duomenys prieStaraus hipotezés H, priemimui. Tai, savo ruoZtu, reiskia,
kad tokiu atveju praktiniai duomenys ir teoriniai rezultatai yra nesuderinami.

Statistiné procedura, leidZianti nustatyti, ar praktiniai duomenys ir teoriné
hipotezé yra suderinami, vadinama statistiniu kriterijumi arba testu. Plagian
apie tai sekandiame skyrelyje.

42. SKIRSTINIO ATITIKIMAS. STATISTINIS KRITERLJUS (TESTAS).
KRITINE SRITIS

1. Praeitame skyrelyje nagrinéjome praktiniy duomeny ir teoriniy rezul-
taty atitikimo (suderinamumo) klausimus. Pagal Lietuvos standarta, skirstinio
atitikimas® — tai stebimo skirstinio ir apriorifkai pasirinkto teorinio skirstinio
atitikimas.

Pereiname prie konkreéiy skirstinio atitikimo problemy nagrinéjimo.

2. Patikrinsime hipotezg apie tai, kad miisy imtis yra gauta i§ populiacijos,
kurios skirstinys yra F(z) - Zinoma mums funkcija (pavyzdZiui, konkretus
eksponentinis skirstinys).

Tarkime, kad miisy hipotez¢ yra teisinga. Tokiu atveju pagal Glivenko
teorema (Zr. 33 skyrelj) empirinis skirstinys /¥ gerai aproksimuoja populiacijos

' Angl. goodness of fit of a distribution.
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skirstin} #'(z), kai n yra pakankamai didelis.
KaZkokiu mums patogiu biidu apibréZkime neneigiama F; nuokrypi nuo
F' ir pazymekime jj raide D. PavyzdZiui, D gali buti apibréZta, taip:

D = sup |F3(z) - F(z)].

Zinoma, nuokrypj D galima apibréZti jvairiai, ta¢iau bet kuriuo atveju tai bus
F funkcija. Todé¢l, Zinodami empirinj skirstinj F*, mes galime apskaiciuoti
tikimybe P(D > Dy), ty. tikimybe ivykio, kad nuokrypis D virSys duota
fiksuotg teigiamg skaifiy Dy.

4. Sig tikimybe galima padaryti labai maZa, jei parinkti pakankamai didelj
Dy. Parinkime jj taip, kad biity teisingas sarySis

P(D > Dy) = a,

kur « yra pakankamai maZas skaiCus. ZodZiai »pakankamai maZas* ¢ia reiskia
tai, kad, kaip buvo min¢ta $io skyrelio pradZioje, mes esame praktiskai tikri,
kad, atliekant eksperimentg tik viena karta, nagrinéjamas jvykis nejvyks.

5. Tarkime dabar, kad yra duota imtis, kurios dydis yra n. Pagal §ios
imties reik§mes apskaiCiuojame nuokrypi D. Jei iSaiskeja, kad D > Do, tai
reiSkia, kad jvykis, kurio tikimybé yra «, jvyko. Kadangi o — pakankamai
maZas skaiius, tai darome i§vada, kad atlikus eksperimenta, miisy hipotezé yra
atmetama.

IS kitos puses, jei, atlikus eksperimentg ir apskai¢iavus nuokrypj D isais-
keja, kad D < Dy, tai mes priimame hipotezg ir skaitome, kad ji pakankamai
tiksliai atspindi turimus duomenis.

6. Si samprotavimo schema labai daZnai sutinkama, atlickant statistines
iSvadas ir formuluojant bei pagrindZiant statistinius kriterijus.

Pagal Lietuvos standarta, statistinis testas!, statistinis kriterijus — tai
statistiné procediira, pagal kuriq sprendiama, ar reikia nuling hipotezg® atmesti
alternatyviosios hipotezés naudai, ar nereikia.

Standarte [8] pateikiami tokie pavyzdZiai:

a) Testas (kriterijus) tikrinti hipotezei, kad atsitiktinio dydZio X vidurkis
/¢ yra ne maZesnis negu duotoji reikSme pq;

1 Angl. statistical test; tus. cmamucmuveckud xpumepud.
2 Nulinés ir alternatyviosios hipoteziy savokos i¥nagrinétos 19-ame skyrelyje.



42. Skirstinio atitikimas. Statistinis kriterijus (testas). Kritiné sritis 143

b) Testas (kriterijus) tikrinti hipotezei, kad defektinguyjy elementy dalis
vienoje partijoje p; ir defektingyju elementy dalis kitoje partijoje po turi ta
pacia (nenurodytg) reikSme;

c¢) Testas (kriterijus) tikrinti hipotezei, kad atsitiktinis dydis X yra pa-
siskirstes normaliai (su nenurodytais parametrais).

7. Garsus $vedy matematikas H. Krameras savo klasikinéje monografijoje
[7] raso taip:

,PaprasCiausiu atveju, kai ifaiskéja empiriniy reik§miy aibés skirstinio ir
teorinio skirstinio atitikimas, mes naudojame specialy terming ir kalbame apie
suderinamumo kriterijy!. Tikimybe o, kurig galime pasirinkti laisvai, vadiname
kriterijaus reikimingumo lygmeniu®.

Tuo atveju, kai musy pasirinktas nuokrypis D virSija reikSmingumo ribg
Dy, mes skaitysime, kad hipotezé¢ atmesta, atlikus eksperimentg (praktiskai
atmesta). Taciau toks atmetimas, Zinoma, néra ekvivalentus loginiam atmetimui.
Juk net jei hipotez¢ teisinga, ivykis D > Dy, turintis tikimybe «, atskiru
i§imtinu atveju visgi gali jvykti. Taciau jei o pakankamai maZas skaidius, tai
mes turime teis¢ praktikoje atmesti (nenagrinéti) tokig galimybe".

8. Taigi, jei mums svarbu, kad eksperimento rezultatas biity patikimas, o
turi biiti maZas, t.y. jei mes norime, kad nuliné hipotezé H, ncbiity atmesta
nepagrijstai, reik§mingumo lygmuo turi biiti maZas.

Pagal Lietuvos standarts, aibé kriterijaus statistikos reik§miy, kurioms
nuliné hipoteze yra atmetama, yra vadinama kritine sritimi®.

Kritinés sritys apibréZiamos taip, kad jei nuliné hipotezé yra teisinga, tai
jos atmetimo tikimybé turi biiti ne didesné negu duotoji o reik$me.

9. Tame paciame standarte pateikiamas toks pavyzdys, kuri mes faktiskai
i$nagrinéjome 20-ame skyrelyje ir apibendrinome 21-o skyrelio 1-ame punkte.
Klasikinis bidas tikrinti hipotezei Hy : p > po apie normaliojo skirstinio
vidurkj, kai yra Zinomas standartinis nuokrypis o, su alternatyva H; : it < jo,
Pagrjstas imties empirinio vidurkio statistika X .

! Apie suderinamumo kriterijus detaliau kalbame sekanliuose skyreliuose.

2 Angl. significance level (of a test); rus. yposens snanumocmu (Kpure-
pus).

3 Angl. critical region. 20-ame skyrclyje matéme, kad $is terminas turi
sinonima — atmetimo sritis (rejection region).
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Cia kritiné sntis yra aib¢ reik§miy, maZesniy uZ
DQ = MUg — ul-aa/\/ﬁ,

kur n yra imties dydis, u;_, — standartinio normaliojo atsitiktinio dydZio (1 —
«v)-kvantilis.

Siuo atveju statistinis kriterijus yra toks: jei apskaiCiuotoji statistikos X
reik§mé z yra maZesné uZz Dy, tai H, atmctama. PrieSingu atveju H; neat-
metama (priimama).

43. CHI KVADRATO KRITERIJUS (K. PIRSONO SUDERINAMUMO
TESTAS)

1. Uzdavinys, kurj nagrinésime $iame skyrelyje, yra skirstinio atitikimo
uZdavinys. Turime populiacijos imtj, kurios dydis yra n. Norime suZinoti, ar
Sios populiacijos skirstinys tikral sutampa su teoriniu skirstiniu F'(z), kurj mes
pasirinkome.

2. Norédami i$spresti §i uZdavinj, nuline hipoteze H, pasirinkime hipotezg
apie tai, kad miisy duomenys sudaro didumo n imtj, paimtg i§ populiacijos, ku-
rios skirstinys yra F'(z). Tarsime taip pat, kad F(z) yra pilnai apibréZtas, Ly.
visi jo parametrai yra Zinomi. Tai reiskia, kad Hq yra paprastoji hipoteze. Patik-
slinsime suformuluoty uZdaviny: pateikti metodq (kriterijy, testq), leidZiantj
patikrinti, ar misy duomenys yra suderinami su hipoteze Hy.

3. Pagal Glivenko tecorcma, empirinis skirstinys F;(z) gerai aproksimuoja
populiacijos skirstinj F'(xz), jei n yra pakankamai didelis ir jei hipotezé Hg yra
teisinga. Pracitame skyrelyje min¢jome, kad naturalu apibréZti nencigiama F™*
nuokrypi nuo F'. [vedus tokj matg, natiiralu gristi savo kriterijy (testa) $io mato
empirinio skirstinio savybémis.

Tokius nuokrypiy matus galima konstruoti jvairiai, bet labiausiai paplites
yra matas, susijes su chi kvadrato kriterijumi!, kurj prie3 $imtg mety jvede K.
Pirsonas (K. Pearson).

Tarkime, kad stcbimo atsitiktinio dydZio teikS$miu sritis yra padalinta }
baigtinj skai€iy r nesikertandiy intervaly (—oo; 1), [z1;22), - . ., [€r—1; +00).
Tegu py, ..., p, — atitinkamos skirstinio F'(z) reik$mes $iuose intervaluose, t.y.

pi = F(.’L'i)— F(:L‘i_l), i=1,2,...,r, kur zyp = —00, 2, = +00.

1 Angl. chi-squared test; x? test; rus. xpumepudi x2.
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Tarkime, kad visiems i p; > 0 ir paZymékime v; imties elementy skaiiy
intervale [z;_;; z;). Akivaizdu, kad

r
E Vp = n.
=1

Sekanti problema miisy tyrimo kelyje formuluojama taip: rasti tinkamg
nuokrypio tarp empirinio skirstinio F} ir hipotezinio populiacijos skirstinio F'
matq.

5. Skirstinio F' masé, sukoncentruota i-tajame imtervale [z;_1;z;), yra
p;, 0 empirinio skirstinio F; mase, sukoncentruota Siame intervale, yra v;/n
(prisiminkime santykinio daZnio sgvoka, iSnagrinétg 3-jame skyrelyje). Va-
dovaudamiesi principu, analogi$ku maZiausiy kvadraty metodui (Zr. 24-gjj
skyreli), nuokrypio tarp F} ir F matu pasirinkime sumg

r

Zci(%—Piy, (1)

i=1

kur teigiami koeficientai ¢; gali biiti pasirinkti laisvai.
K. Pirsonas parode, kad, pasirinkus ¢; = n/p;, matas (1) igija labai naudin-
gas savybes, o patj mata (1) paZymejo x2(n):

v =Y E(E-n) -yl g

6. Naudingiausia savybe yra ta, kad augant imties dydZiui n, dydZio
x2(n) empirinis skirstinys konverguoja i skirstinj, visiskai nepriklausantj nuo
hipotezinio populiacijos skirstinio F.

K. Pirsono teorema. Atsitiktinio dydzio x%(n) ribinis skirstinys, kai n —
00, yra chi kvadrato skirstinys su r — 1 laisvés laipsniu.

Prisiminsime (Zr. 18-gjj skyreli), kad chi kvadrato skirstinys — tai neprik-
lausomy normaliyjy standartiniy atsitiktiniy dydZiy kvadraty sumos skirstinys.

Teoremos jrodymas detaliau nagrinéjamas H. Kramero knygoje [7].

7. Dabar $ios teoremos pagalba nesunku suformuluoti kriteriju, leidZianti
patikrinti, ar miisy duomenys yra suderinami su hipoteze Hy.
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Tegu X72«_1,a yra chi kvadrato skirstinio su r — 1 laisvés laipsniu lygio o
kritiné reik§meé (Zr. 18-aji skyrely), t.y.

POX*2xt1a) =0,

kur x? yra atsitiktinis dydis, turintis chi kvadrato skirstinj su » — 1 laisves
laipsniu.
Pagal K. Pirsono teorema, tikimybe

P(Xz(n) 2 X12‘—1,a) = On

yra apytiksliai lygi «, jei tik n yra pakankamai didelis.

Fiksuokime dabar pakankamai maZg «. Tai reiskia, kad praktiskai galima
skaityti, jog atlikus viena eksperimenta, jvykis {x? > x.} su tikimybe o
nejvyks. Jei imties dydis n yra pakankamai didelis, tai praktiniams tikslams
tikimybe «,, galima sutapatinti su jos ribine reikme o. Taigi, jei hipoteze
Hy yra teisinga, tai atliktame eksperimente praktiskai nejmanoma gauti x*(n)
reik3me, virsijanciq x2.

8. Pats kriterijus, o tuo padiu ir atsakymas i punkte 2 suformuluota uz-
davinj, yra toks.

Jei atlikus konkrety eksperimenta, gauname kad y%(n) > X2_1 a0 LY.
statistika x2(n) igijo reikdme i§ kritinés srities (Zr. 20-gji skyrelj), tai sakoma,
kad yra reik§mingas nuokrypis nuo hipotezés H, ir mes turime $ia hipoteze
atrnesti.

Priminsime, kad statistika, kurios pagrindu formuluojama sprendimo pri-
imimo taisykle, vadinama kriterijaus statistika (7r. 20-gjj skyrelj). Taigi, galime
tvirtinti, kad x?(n) yra Pirsono kriterijaus statistika.

O pagal Lietuvos standarta, reikSmingas rezultatas' (su pasirinktu reiks-
mingumo lygmeniu o) — tai statistinio kriterijaus (testo) rezultatas, kai nuliné
hipotezé H, atmetama. Jei hipotezé neatmetama, tai rezultatas néra reikimin-
gas.

Tikimybe, kad Sioje situacijoje (t.y. kai x*(n) > x?_; ,) nulin¢ hipoteze
Hy yra atmetama, nors i$ tikmyjy yra teisinga, tiksliai lygi o, ir apytiksliai lygi
. Stai kodeél tokiu atveju sakoma, kad kriterijaus reikimingumo lygmuo yra o.

1 Angl. significant result.
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Pagal Lietuvos standarta, klaida, padaroma atmetant nuling hipoteze (nes
statistika fgijo reikSmeg i§ kritinés srities), kai i§ tikryjy nuliné hipotezé yra
teisinga, vadinama pirmosios rusies klaida. Ji daZnai vadinama [ tipo klaida.

Pirmosios rusies klaidos tikimybé vadinama tikimybé padaryti pirmosios
riiSies klaidg. Kartais ji vadinama [ tipo rizika.

Skaicius, nurodantis I riasies klaidos tikimybés viriutini réZj, vadinamas
kriterijaus (testo) reikSmingumo lygmeniu'. Reik$mingumo lygmuo paprastai
yra Zymimas c.

9. Suformulave pagal standarty eil¢ savoky, tgsime pradéty statistinio kri-
terijaus nagrinéjima.

Jei, atlikus konkrety eksperimenta, gauname, kad y%(n) < xZ_ 1,0 tai
stebéjimy duomenys nulinei hipotezei H, nepriestarauja, Sie duomenys yra su-
derinami su hipoteze Hj. Zinoma, net tokiu konkre&iu atveju negalima teigti,
kad hipotezé H, tikrai yra teisinga.

Hipotezés H priémimas byloja tik tai, kad ji nepriestaranja turimiems ste-
bejimy duomenims, yra su jais suderinama. Eksperimento iSplétimas ir naujy
stebejimo duomeny surinkimas pateikia medZiaga naujam hipotezés patikrin-
imui. Tai atitinka bendrus principus, pavyzdZiui, gamtos moksluose, kur bet
kokia hipotezé gali biiti atmesta gavus naujus, prieStaraujancius jai stebéjimuy
duomenis.

Pagal Lietuvos standarta, klaida, padaroma neatmetant (priimant) nuling
hipoteze (nes statistikos reikimé nepateko | kriting sritj), kai i5 tikryjy nuliné
hipotezé yra neteisinga, vadinama antrosios rusies klaida. Ji daZnai vadinama
II tipo klaida.

Antrosios risies klaidos tikimybe vadinama tikimybé padaryti antrosios
rifies klaidg. Jos reik8meé, kuri paprastai Zymima 3, priklauso nuo realios
situacijos ir gali biiti apskai¢iuota tik tada, kai atitinkamai konkretizuota alter-
natyvioji hipoteze. Kartais ji vadinama I7 tipo rizika.

10. Skyrelio pabaigoje kompaktiskai suformuluosime chi kvadrato kriteri-
ju, kuris kartais vadinamas Pirsono suderinamumo testu arba tiesiog suderina-
mumo testu®. Matematikos terminy Zodynas rekomenduoja dar viena termina —
Suderintumo kriterijus.

Taigi, turédami stebéjimo duomenis (imtf didumo n) ir lygindami x3(n),

1 Angl. significance level of a test.
% Angl. goodness-of-fit test.
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gautq Siy duomeny pagrindu pagal formule (2), su lygio « kritine reikSme
X2, o kuriq apskaiciuojame lenteliy pagalba, priimame vienq i dviejy galimy
sprendimy:

(A) Jei x*(n) > x2_, o tai nuliné hipotezé Hy yra atmetama alternatyvio-
sios hipotezés naudai.

(B) Jei x*(n) < x?_, o tai skaitoma, kad néra pagrindo atmesti nuling
hipotezg, t.y. hipotezinis skirstinio pavidalas F(z) neprieStarauja praktiniy
stebejimy duomenims.

44. CHI KVADRATO KRITERIJAUS PRAKTINIS TAIKYMAS

1. Chi kvadrato kriterijaus praktinio taikymo nagringjima pradésime kon-
kre¢iu pavyzdZin, o po to praeitame skyrelyje i$nagrinétos teorinés medZiagos
pagrindu atliksime kai kuriuos apibendrinimus.

2. Pirmas pavyzdys'. Tikimasi, kad nagrinéjamoje populiacijoje Zmoniy
su I, II, IIT ir IV kraujo grupémis proporcija yra atitinkamai 0,3; 0,4; 0,2 ir
0,1. Atsitiktinai pasirinktus ir apklaustus 400 Zmoniy gauta, kad I kraujo grupe
turi 106, IT — 148, III — 96, IV - 50 Zmoniy. Esant 5 procenty reik§Smingumo
lygmeniui patikrinti, ar gauti duomenys yra suderinami su auk§Ciau pateikta
hipoteze.

3. Sprendimas. Pazymékime p; tikimybe jvykio, kad asmuo turi i-taja
kraujo grupc. Tada

HO:Pl:0a37 p2:074) P3:0;2; p4:0vl'

Norédami apskaiciuoti nuokrypio mato x%(n) reik§m¢ pagal formule (2) i3
praeito skyrelio, pirmiausia turime apskai¢iuoti hipotezinj daZnj np; kiekvienoje
Zmoniy grupéje. Kadangi n = 400 ir p; = 0, 4, tai hipotezinis Zmoniy skai¢ius
su pirmaja kraujo grupe yra lygus 400-0,3 = 120. Analogiskai jsitikiname,
kad np; = 160, npz = 80, nps = 40. Skai¢iavimy, reikalingy nuokrypio mato
x2(400) reik$mei rasti, rezultatai pavaizduoti 18 lenteleje.

Kadangi imties elementai yra padalinti j keturias grupes, tai chi kvadrato
skirstinys turi 4 — 1 = 3 laisvés laipsnius. I$ chi kvadrato skirstinio lenteliy
randame, kad x3 ; o5 = 7, 815.

! Paimtas i§ R. Khazanie knygos [6].
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18 lentele
jo |Stebimas |Hipotezinis
Eﬁ‘& daznis v, | dasnis mps |V~ TP | —mpi)® (v = i)
1 106 120 -14 196 1,63
1 148 160 -12 144 0,90
Il 96 80 16 256 3,20
v 50 40 10 100 2,50
Viso 400 400 0 696 8,23

I8 kitos pusés, pagal 18 lentelg

x*(n) = x%(400) = Z(V,‘ —np;)? /np; = 8,23,

i=1

Kadangi apskaiciuotoji reik$me 8,23 yra didesné uZ teoring 7,815, tai pagal chi
kvadrato kriterijaus punktg A (Zr. praeita skyrel}, p. 10) nuliné hipotezé H,
yra atmetama. ‘

4. Antras pavyzdys. Buvo tikrinamas 200 betono ruo$iniy atsparumas.
Gauti tokie rezultatai:

19 lentelé

Atsparumo intervalai | RuoSiniy

(kglem?)[z; 1, ;) skaicius
190-200 10
200-210 26
210-220 56
220-230 64
230-240 30
240-250 14

Apskaidiavus atsitiktinio dydZio X, iSreiSkiancio betono ruofiniy atspa-
rumo dydj, empirinj vidurkj X ir nepaslinktaja empiring dispersija S? gauta,
kad z = 221, 0 s = 12, 36. Patikrinti nuling hipoteze H,, suformuluoty 3iy
duomeny pagrindu - Hy : X turi normalyjj skirstinj su vidurkiu g = 221 ir
standartiniu nuokrypiu ¢ = 12, 36.

Reik$mingumo lygmuo o yra 5%.



150 44. Chi kvadrato kriterijaus praktinis taikymas

5. Sprendimas. Pirmiausia patikrinsime, kad z = 221, o s = 12,36.
Istikryjy, jei =¥ — i-tojo atsparumo intervalo vidurio taskas, tai

:—Zx m; = (195 x 10 + 205 x 26 + 215 x 56 + 225 x 64

+ 235 x 30 + 245 x 14)/200 = 221;

Z(z — )% = ((—26)% x 10+ (~16)% x 26

Tn-—1
+ (—6) X 56 + 4% x 64 4+ 147 x 30 + 24* x 14)/199 = 152, 767;

=+/152, 767 = 12, 36.

Toliau apskai¢iuosime p; — hipotezinio skirstinio masg, sukoncentruota i-tajame
intervale [z;_;,z;). Jei N,, — normalusis atsitiktinis dydis su vidurkiu g,

standartiniu nuokrypiu ¢ ir, be to, u; = (z; — p)/c 20 (i =1,2,...,6), tai

mi—l“l‘< Nuyo—p < Ii—#)

pi:P(z‘g_ls Np,g <.’L‘,‘)ZP< p £ p p

:P<M<Z<zi_“>
o o

Uio1

=Pluio1 £ Z2<y) = /0":' p(z)dz — / p(z)dz. n

0

Cia p(z) - standartinio normalaus atsitiktinio dydZio Z tankis. A
Kadangi p(z) - simetriné funkcija, tai tais atvejais, kai bent vienas i§ u;

néra teigiamas, teisingi sarysiai:

Juiz1l ]
p; = |p(z)d z — /p(z)d z, jei u; €0, u;—1 <0 (2)
D 0
u; Jui—1]
pi :/p(:c)dx + / p(z)de, jei ui—; <0< u. (3)
0 0

Dabar jau lengva pagal normaliojo skirstinio lenteles (Priedas, 1 lentelé) ap-
skaiiuoti visus p;, 1 = 1,2,3, 4,5, 6, pries tai, Zinoma, apskaifiavus visus u;
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(taupydami vieta, pateikiame tik pirmos eilutés skaifiavimo rezultatus):

uo = (zo — p)/o = (190 — 221)/12,36 = —2,51;
ur = (1 — p)/o = (200 — 221)/12,36 = —1,70;
Juol Juyl
pL = / p(z)dz — / p(z)dz = 0,4940 — 0,4554 = 0, 0386;

0 0
np; = 200-0,0386 = 7,72; vy —np; = 10~7,72 = 2,28,

(v1 —np1)? =5,20; (v1—np1)?/np; = 0,67.

Sudarome lentelg:

20 lentelé
Stebimo dy- Stebi- | Normuoti Hipotezi- [Hipote-
d7io X reik§- | mas ir nio skirsti- | zinis
miy intervali- |daZ- centruoti nio ma- |daZnis | (v; _ |v;—np)f
nia1 pokyciai | nis intervalai ¢ p; np; |-npi)? | /np;
[zio1;2:) Vi [ui—1;u;)

190-200 10 [-2,51;-1,70) | 0,0386 1,12 5,20 0,67
200-210 26 |[-1,70; -0,89) | 0,1421 28,42 5,86 0,21
210-220 56 [-0,89; -0,08) | 0,2814 56,28 | 0,08 0,00
220-230 64 |[-0,08;,0,73) | 0,2992 59,84 | 17,31 0,29
230240 30 [0,73; 1,54) 0,1709 34,18 | 1747 0,51
240--250 14 [1,54; 2,35) 0,0524 1048 |12,39 1,18

Viso: 200 |[-2,51;2,35) | 09846 119692 | 58,31 2,86

Atkreipsime démes; j tai, kad pirmose trijose lentelés eilutése ir u;_1, ir
¥; yra neigiami, todél skai¢ivojant p; taikoma formule (2). Ketvirtoje eilutéje
uz < 0, bet uy > 0, todél taikoma formulé (3). Penktoje ir SeStoje eilutése
Ui_y > 0, u; > 0, todél skaiCiuojant ps ir pg taikoma formulé (1).

Visa hipotezinio skirstinio masé, suprantama, lygi 1. Kodél tada gavome,
kad

p1+p2+p3+pa+ps+ps=0,98467
Tai galima paaiskinti tuo, kad vietoj teorijoje nagrin¢jamos hipotezinio skirstinio
apibréeZimo srities (—oo,00) praktikoje mes apsiribojome intervalu
(~2, 51;2,35). Be to, reikia neuZmirsti apvalinimo paklaidos.
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I3 lentelés matome, kad

6
x*(n) = x*(200) = > (vi — np;)*/np; = 2,86.
i=1
Kadangi imties elementai yra padalinti | SeSias grupes, tai chi kvadrato skirstinys
turi 6 — 1 = 5 laisvés laipsnius. I§ chi kvadrato skirstinio lenteliy (Priedas, 3
lentelé) randame, kad

P(x* 2 x2 0.05) = P(x* > 11,070) = 0, 05;

Ly. Xg,o'os = 11,070 > 2,86 = x2(200).

Pagal chi kvadarto kriterijaus punkta B (Zr. praeitg skyrelj, p. 10) néra
pagrindo atmesti nuling hipotezg Hy apie atsitiktinio dydZio X normalumg su
vidurkiu 221 ir standartiniu nuokrypiu 12,36.

6. Apibendrinant iSnagrinétus pavyzdZius, galima pateikti tokia chi kvad-
rato kriterijaus praktinio taikymo schemq:

19, Stochastinio eksperimento rezultaty reikSmiy diapazona padaliname j
r vienodo ilgio intervaly.

20. SuskaiGiuojame kiek ¢ -tajame intervale yra nagrinéjamos imties, kurios
dydis yra n, elementy. Jy skai¢iy paZymime v;.

3°%. Hipotezinio skirstinio mase i-tajame intervale paZymime p; ir apskai-
Ciuojame jg pagal lenteles ar kitokiu bidu.

49, Apskaiciuojame hipotezini daznj np;.

59. Hipotezinio ir stebimo skirstiniy nuokrypio matas x?(n) apibréZiamas
formule

x*(n) = Z(Vi — np;)?/np;.

ir apskai¢iuojamas pagal 21 lentele.

6°. Jei nuliné hipotezé H, yra teisinga, n — pakankamai didelis ir nei
vienas i§ hipoteziniy daZniy np, ..., np, néra maZesnis uZ 5, tai atsitiktinio
dydzZio x?(n) skirstinys yra pakankamai artimas chi kvadrato skirstiniui su r —
1 laisvés laipsniais. Si i¥vada yra pagrindas sprendimo priémimo taisyklés
formulavimui.

79. Sprendimo priémimo taisyklé yra tokia:

Hy atmesti, jei pagal 21 lentelg apskaitiuotoji x(n) reikimé yra didesné
u? XZ—1,a reikime, apskaiiuotq pagal x* skirstinio lentelg (Priedas, 3 lentelé).
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21 lentelé

Stebimas Stebimas daZnis Hipotezinis | Nuokrypio mato
ntervalas v; (imties elementy daZnis démuo

[zi—1,2;) | skaiCius in-le [zi_q, z;) np; (v; — np;)? /npi

(%o, -1’1) vy npy - (V1 - nPl)Z/Tlpl

[21,22) Vs nps; (v2 — np2)?/nps

[l’r—l,xr) Vr npr (Vr - npr)z/npr
Viso n n x*(n)

Cia « - reik§mingumo lygmuo.
Grafiskai sprendimo priémimo taisykle galima pavaizduoti taip:

Tankis
A

0

<ok
-

H, neatmesti H, atmesti

46 pav. Atmetimo (kritiné) sritis, kai kriterijaus statistika pasirenkamas X* skirsnys

45. KOLMOGOROVO IR SMIRNOVO KRITERIJAI SUDERINAMUMO
IR VIENODO PASISKIRSTYMO HIPOTEZEMS TIKRINTI

1. Nagrinédami skirstinio atitikimo (Zr. 42-gj] skyrelj) problema, nenei-
gtama empirinio skirstinio ;7 nuokrypio mata nuo hipotezinio skirstinio F' pa-
Zyméjome raide D ir sakéme, kad Sis nuokrypis apibréZiamas ,.kaZkokiu mums
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patogiu biidu“. K. Pirsonas, kaip mes matéme 43-jame skyrelyje, nagrinédami
chi kvadrato kriterijuy, nuokrypio tarp F} ir /' matu pasirinko suma

D= Eci(% —Pi)z-
i=1

A. Kolmogorovas pasiiilé nuokrypio matu [ (o tuo paciu ir kriterijaus statistika)
pasirinkti funkcijg D,

D,= sup |F;(z)— F(z)].
—oo<r <00
2. Sis A. Kolmogorovo nuokrypio mato pasirinkimas buvo grindZiamas

tokia teorema.

A.Kolmogorovo teorema. Jei teorinis skirstinys F'(x) yra tolydi funkcija,
o F}(z) yra empirinis skirstinys, tai

Jim P(v/nD, < z)=K(z)= Z (—1)* exp{—2k%z?} (1)

k=—c0

bet kuriame fiksuotame taske r > 0.

Yra Zinoma, kad ribinis skirstinys K (kuris yra vadinamas Kolmogorovo
skirstiniu) pakankamai gerai aproksimuojamas jau kai n = 20. Tai reiskia, kad
Kolmogorovo teoremos pagrindu pasirenkant sprendimo priémimo taisykle (Zr.
20-tajj skyrelj), praktiniuose skai¢iavimuose pakanka pasirinkti imties dydj n >
20. Tokio tipo testas yra vadinamas Kolmogorovo kriterijumi suderinamumo
hipotezéms tikrinti.

3. Funkcija K(z) yra tabuliuota, t.y. yra Zinomos ir daugelyje statistikos
knygy skelbiamos jos reik$miy lentelés. PabréSime, kad statistikos (nuokrypio
mato) D, ribinis skirstinys nepriklauso nuo F.

Palyginsime Kolmogorovo teoremos pagrindu konstruojamg kriterijy su
praeituose skyreliuose i$nagrinétu chi kvadrato kriterijumi.

e Chi kvadrato kriterijus formuluojamas bet kuriam teoriniam skirstiniui

F(z), o Kolmogorovo - tik tolygiajam;

o Kolmogorovo kriterijus tiksliau uZ chi kvadrato kriterijy atspindi hipotezés
suderinamuma su empiriniais duomenimis.
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¢ Chi kvadrato kriterijujc lyginami empiriniai ir teoriniai skirstiniy daZniai,
o taikant Kolmogorovo kriterijy lyginami empiriniai ir teoriniai skirstiniai.
4. Kolmogorovo teorema ypa¢ patogu pasinaudoti tada, kai reikia apskaici-
uoti abipusius réZius, kuriuose teorinis skirstinys F'(z) yra su duota tikimybe
.
I8 tikryjy, tegu ¢;_, yra skirstinio K(z) 1 — a-kvantilis, t.y. K(t1-,) =
1 — . Tada is (1) formulés gauname, kad

P(\/T—ZDn Sti-a) = P(F;@) - tl—a/\/7_l < F(z) <
Fi(z) +ti_a/v/n Yz € (—00,00)) i Kti—a)=1- 0.

Tai reiSkia, kad, esant pakankamai dideliems n, su tikimybe artima skaiiui
1 — a, skirstinio F'(z) reik§més visiems z tenkina nelygybes

Fa(z) = tia/Vn < F(z) < F(2) + ti-o/Vn.
Kadangi 0 < F(z) < 1, tai $ias nelygybes galima patikslinti:
max(0, F}(z) — ti—a/v/n) < F(z) < min(Fy(z) + t1-o/Vn, 1).

Taip apibréZta sritis vadinama asimptotiniu dvipusiu pasikliovimo® inter-
valu (su pasikliovimo lygmeniu 1 — o) teoriniam skirstinivi F'(z).

5. Suformuluosime dar viena svarby rezultata, priklausantj N. Smirnovui
ir gautg 1944 metais, kuris atskleidZia kitas naudingas empiriniy sKirstiniy
savybes.

Tegu yra duotos dvi atsitiktinés imtys, kuriy dydZiai yra n; ir ny. Tegu
Sias imtis atitinkanCios populiacijos turi (neZinomus) skirstinius F (z) ir Fa(z).
Siy im&iy pagrindu reikia patikrinti tokia nuline hipoteze Hy : F1(z) = Fa(z).

Si hipotezé tikrinama Smirnovo kriterijaus statistikos (kai kurie autoriai
vadina ja Kolmogorovo-Smirnovo statistika) analizés pagrindu, kuri tuo patiu
yra nuokrypio matas D}:

D:; = m:EaXIF;,nl(z) - F;,nz(l‘”a

! Terminologija pagal Lietuvos standartsg. Matematikos terminy Zodynas
nurodo terming pasikliautinasis intervalas, pasikliautinoji sritis.
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kur n = nyny/(ny + n2), o FyY, ir FJ, - pirmosios ir antrosios imties
empiriniai skirstiniai.

6. Mes ne kartg naudojomés tuo faktu, kad empirinis skirstinys yra
pakankamai geras teorinio skirstinio jvertinys ir, augant imties dydZiui, jie suar-
teja. Todeél tuo atveju, kai yra teisinga hipoteze¢ H,, empiriniai skirstiniai F p,
ir Fy ,, konverguoja | tg patj (neZinoma) teorinj skirstinj. Tokiu atveju, esant
pakankamai dideliems n; ir ny, nuokrypio matas D}, neturéty Zymiai nukrypti
nuo nulio.

I§ ¢ia gauname, kad jei statistika (nuokrypio matas) D7 igija pernelyg
dideles reik$mes, tai $is faktas byloja hipotezés Hy nenaudai.

Dabar Smirnovo teoremos pagrindu konkretizuosime aptarta idéja.

7. N. Smirnovo teorema tvirtina, kad jei nuliné hipotezé H, yra teisinga, tai
statistiky { D} \/n} skirstiniy seka konverguoja | Kolmogorovo skirstinj K(z).

Smirnovo kriterijaus sprendimo priémimo taisyklé yra analogiska chi kvad-
rato kriterijaus sprendimo priémimo taisyklei. I§ tikryjuy, pirmiausia pasirenka-
me reik§mingumo lygmen] «. Tada i$ sarysio

[ee]

a=1-K(ta)=1- Y (—1)Fexp(—2k*t2)

k=-00

lenteliy pagalba randame Kolmogorovo skirstinio «-kvantilj ¢,. Dabar pagal
turimas iméiy reikSmes apskaiCiuojame empirinés statistikos D} \/n reikSme,
kurig paZymesime d;p Ir palyginame dsiep SU a-kvantiliu .

Jei dysep > tq, tai nuling hipoteze H, yra atmetama. PrieSingu atveju, t.y.
Kai dg;ep < tq, yra skaitoma, kad néra pagrindo atmesti hipoteze H, apie tai,
jog abiejy nagrinejamy imciy skirstiniai sutampa.

8. Smirnovo ar bet kuris kitas kriterijus vienodo pasiskirstymo hipotezéms
tikrinti praktikoje taikomas tais atvejais, kai, pavyzdZiui, reikia nustatyti, kaip
irenginio daroma paklaida kinta nagrin¢jamu laikotarpiu. Sie kriterijai taikomi ir
tais atvejais, kai analizuojamos skirtingy produkcijos partijy kontrolinés imtys,
norint patikrinti, kaip kito produkcijos kokybe, kei€iantis pamainoms, ir pan.
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z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 00000 00040 00080  0.0120 00160 00199 00239 00279 00319  0.0359
0.1 00398 00438 00478 00517 00557 00596 00636 00675 00714 00753
0.2 00793 00832 00871  0.0910 00948 00987  0.1026  0.1064  0.1103  0.114]
03 01179 01217 01255  0.1203  0.1331  0.1368  0.1406  0.1443  0.1480  0.1517
04 01554 01591 01628 0.1664  0.1700  0.1736  0.1772 01808  0.1844  0.1879
05 01915  0.1950  0.1985 02019 02054 02088 02123 02157 02190 02224
06 02257 02291 02324 02357 02389 02422 02454 02486 02517  0.2549
0.7 02580 02611 02642 02673 02704 02734 02764 02794  0.2823  0.2852
0.8 02881 02910 02939 02967 02995 03023 03051 03078 03106 03133
09 03159 03186 03212 03238 03264 03289 03315 03340 03365  0.3389
1.0 03413 03438 03461 03485 03508 03531 03554 03577 03599  0.3621
11 03643 03665 03686  0.3708 03729 03749 03770 03790 03810 0.3830
12 03849 03869 03888 03907 03925 03944 03962 03980 03997 04015
13 04032 04049 04066 04082 04099 04115 04131 04147 04162 04177
1.4 04192 04207 04222 04236 04251 04265 04279 04292 04306 04319
15 04332 04345 04357 04370 04382 04394 04406  0.4418 04429 04441
16 04452 04463 04474 04484 04495 04505 04515 04525 04535 04545
17 04554 04564 04573 04582 04591 04599 04608 04616 04625  0.4633
18 04641 04649 04656 04664 04671 04678 04686  0.4692 04699  0.4706
19 04713 04719 04726 04732 04738 04744 04750 04756 04760 04767
20 04772 04778 04783 04788 04793 04798 04803 04808 04812 04817
20 04821 04826 04830 04834 04838 04842  0.4846 04850 04854 04857
22 04861 04864 04868 04871  0.4875  0.4878  0.4881  0.4884  0.4887  0.4890
23 04893 04896 04898 04901 04904  0.4906  0.4909 04911 04913 04916
24 04918 04920 04922 04925 04927  0.4929 04931 04932 04934 04936
25 04938 04940  0.4941 04943 0.4945  0.4946  0.4948 04949 04951  0.4952
26 04953 04955 04956  0.4957 04959 04960 04961 04962 04963  0.4964
27 04965 04966 04967 04968 04969 04970 04971 04972 04973  0.4974
28 04974 04975 04976 04977 04977 04978 04979  0.4979 04980  0.4981
29 04981 04982 04982 04983 04984 04984 04985 04985 04986  0.4986
30 04987 04987  0.4987 04988  0.4988  0.4989 04989 04989 04990  0.4990
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: Plotas o = 0.0418

]

]

1

! i - 7

0 1.73

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641
0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247
02 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859
0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483
0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 03156 0.3121
0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776
0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 02514 0.2483 0.2451
07 02420 02389 02358 02327 02296 02266 02236 02206 02177 02148
0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867
09  0.841 01814  0.1788 01762 01736  0.1711  0.1685  0.1660  0.1635  0.161}
PO 0.1587 01562 0.1539 01515 0.1492  0.1469  0.1446  0.1423  0.1401  0.1379
It 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
12 01151 04131 01112 01093 01075 01056  0.1038 01020  0.1003  0.0985
1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681
1.5 00668  0.0655 0.0643 00630 00618 00606 00594 00582 00571  0.0559
1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
21 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084
2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048
26 00047 00045 00044 00043 00041 00040 0.0039 00038  0.0037  0.0036
2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.002% 0.0028 0.0027 0.0026
2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
29 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
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Tankis
1h
Plotas = 0.995
i >
|
I
| |Plotas =0.95
I —-
3
b
D Atvejis
| : v =10 Plotas = 0.05 A
| ] -
H
{ : [Plotas = 0.025
—
i pot
- X2
0
20.483
2.156 18.307
DeSiniosios uodegos po kreive plotas s
Laisves 0.995 0.99 0.975 0.95 0.05 0.025 0.01 0.005
aisvés
laipsnis Kritinés reikSmés
v X2 099 X2, s Xt 0ot Xi. 095 X 005 Xo. 02 Xi.om X1 oms
1 0.0°393 0.0°157 0.0°982 0.02393 3.841 5.024 6.635 7.879
2 0.0100 0.0201 0.0506 0.103 5.991 7.378 9.210 10.597
3 0.0717 0.115 0.216 0.352 7.815 9.348 11.345 12.838
4 0.207 0.297 0.484 0.711 9.488 11.143 13.277 14.860
5 0.412 0.554 0.831 1.145 11.070 12.832 15.086 16.750
6 0.676 0.872 1.237 1.635 12.592 14.449 16.812 18.548
7 0.989 1.239 1.690 2.167 14.067 16.013 18.475 20.278
8 1.344 1.646 2.180 2.733 15.507 17.535 20.090  21.955
9 1.735 2.088 2.700 3.325 16919 19.023 21.666 23.589
10 2.156 2.558 3.247 3.940 18.307 20.483 23.209 25.188
11 2.603 3.053 3.816 4.575 19.675 21.920  24.725 26.757
12 3.074 3.571 4.404 5.226 21.026 23.337 26.217 28.300
13 3.565 4.107 5.009 5.892 22.362 24.736 27.688 29.819
14 4.075 4.660 5.629 6.571 23.685 26.119 29.141 31.319
15 4.601 5.229 6.262 7.261 24.996 27.488 30.578 32.801t
16 5.142 5.812 6.908 7.962 26.296 28.845 32.000 34.267
17 5.697 6.408 7.564 8.672 27.587 30.191 33.409 35718
18 6.265 7.015 8.231 9.390 28.869  31.526 34.805 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 30.144 32.852 36.191 38.582
20 7.434 8.260 9.591 10.851 31.410 34.170 37.566 39.997
21 8.034 8.897 10.283 11.591 32.671 35.479 38.932 41.401
22 8.643 9.542 10.982 12.338 33.924 36.781 40.289  42.796
23 9.260 10.196 11.689 13.091 35.172 38.076 41.638 44.181
24 9.4886 10.856 12.401 13.848 36.415 39364 42980  45.558
25 10.520 11.524 13.120 14.611 37.652 40.646 44314 46.928
26 11.160 12.198 13.844 15.379 38.885 41.923 45.652 48.290
27 11.808 12.879 14.573 16.151 40.113 43,194 46.963 49.645
28 12.461 13.565 15.308 16.928 41.337  44.461 48.278 50.993
29 13.121 14.256 16.047 17.708 42.557 45.722 49.588 52.336
30 13.787 14.953 16.791 18.493 43.773 46.979 50.892 53.672
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——-—Plotas= (}.] ———>
———-—Plotas= (.05 —>
:‘ﬁP!otas: 0.025—>
y  —Plotas= 0.0] —>

i1 Plotas= 0.005 —
i i

|
!
Atvejisy = 10 —————> :

!
| | t
3 2 -1 o 1 1 4
1.372 3.169
2.228 |
a, dediniosios uodegos po kreive plotas
Laisvés 0.1 0.08 0.025 N .01 n.ns
laipsnis Kritings reikdmés

v lv».lLI ’v.IY.IiS ’r.ﬂ.(lZS ‘lul).l)l '».rums
i 3.078 6.314 12.706 31.82) 63.657 {
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 ‘
3 1.638 2.353 3.182 4541 5.841 b

4 1.533 2.132 2776 3747 4.604

5 1.476 2015 2,571 3.365 4.032

6 1.440 1.943 2.447 3.143 3707

7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499

8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355

9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 1372 1.812 2228 2764 3.169 ¢

B! 1.363 1.796 2.201 2718 3.106
12 1.356 1.782 2179 2.681 3.055 :

13 1.350 1771 2.160 2.650 3.012

14 1.345 1.761 2.145 2.624 2977

15 1.341 1.753 2131 2.602 2947
16 1.337 1.746 2,120 2.583 2921 !

17 1.333 1.740 2110 2567 2.898
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 d

19 1.328 1.729 2.093 2539 2.861

20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845

21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.83)
22 1.321 L717 2.074 2.508 2819 Y
23 1319 1.714 2.069 2.500 2307 i
24 1.318 1.711 2.064 2492 2,797 i
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 :
26 1.315 1.706 2.056 2479 2779 i

27 1314 1.703 2.052 2.473 2,771
28 1.313 1.701 2.048 2467 2.763 T

29 1311 1.699 2.045 2.462 2.756

(9]
<
<o

1.697 2.042 2457 2750

P 1.282 1.645 1.960 2326 2576
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PAVEIKSLU IR JU KOMENTARY] SARASAS

Susituokusiy 1997 m. Lietuvos vyry stulpeline diagrama pagal amZiy
(psl. 17).

2. Susituokusiy 1997 m. Lietuvos vyry histograma pagal amZiy (psl. 19).

10.

11.
12.

13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

Santykinio daZnio n(H)/n svyravimu amplitudZiu maZé¢jimas bei statis-
tinio stabilumo fenomenas monetos métymo stochastiniame eksperimente
(psl. 21).

Tikimybés mases fukcijos histogramos (tikimybinés histogramos) pavyz-
dys (psl. 24).

Standartinio normaliojo atsitiktinio dydZio populiacijos stebiniy modelia-
vimo rezultatai, iliustruojantys didZiyjy skai¢iy désnio veikimg (psl. 27).
Fizikiné vidurkio interpretacija — svertinés sapuoklés (psl. 28).

Dvi stebiniy aibés gali turéti tas pacias centro pozicijas, bet skirtingg sklai-
dos apie $j centrg pavidalg (psl. 30).

Tikimybinio tankio kreive, pavaizduota kaip santykinio daZnio histogramy
ribiné forma (psl. 34). '

Plotas po atsitiktinio dydZio X tikimybinio tankio kreive tarp a ir b lygus
tikimybei P(a < X < b) (psl. 35).

Skirstinio reikdme taske z lygi plotui po tikimybinio tankio kreive iki tasko
z (psl. 36).

Darbuotojo atvykimo ] darba santykinio daZnio histograma (psl. 37).
Tolygusis tikimybinis tankis kaip santykiniy daZniy histogramy riba

{psl. 38).

Konkrecios tikimybés apskaiiavimas pagal tolygiojo tikimybinio tankio
grafikg (psl. 39).

Fizikiné vidurkio interpretacija tais atvejais, kai egzistuoja tankis (psl. 40).
Tankio su vienodais vidurkiu bei mediana pavyzdys (psl. 40).

Tankiy su nevienodais vidurkiu bei mediana pavyzdZiai (psl. 40).
Cukraus fasavimo paklaidos histograma (psl. 42).

Krituliy skaiéiaus per metus histograma (psl. 42).

Studenty Ziniy jvertinimy histograma (psl. 43).

Normaliojo tankio kreivés skirtingoms o reik§mems. Sios kreives yra
simetriskos p atZvilgiu (psl. 43).

Standartiné normalioji kreive. 95,4% ploto, esanéio po §ia kreive, sukon-
centruota intervale [-2;2] (psl. 44) .

e
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22.
23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.
32.

33.
34.
35.

36.
37.

38.

39.
40.

41.
42.

Normaliyjy tankiy uodegos yra lygios (psl. 44).

Grafinis ir procentinis {vykiy {u — ko < N < p + ko} tikimybiy vaiz-
davimas (psl. 45).

Centrinés ribinés teoremos praktinio ,,patikrinimo* pavyzdyje tankis pa-
rinktas taip, kad jis gerokai skirtysi nuo normaliojo tankio (psl. 55).
Centrinés ribinés teoremos ,patikrinimo* rezultatas — vidurkio X tankio
histograma pakankamai gerai aproksimuojama normaliuoju tankiu (psl.
57).

Kiekviena standartinio normaliojo tankio uodega (kair¢je ir deSingje) lygi
0,025 (psl. 63).

Taskas —z,, yra standartinio normaliojo atsitiktinio dydZio Z «/2-kvan-
tilis, kadangi P(Z < —zq4/2) = /2 = P(Z < —24/2) (psl. 64).
Pasikliovimo intervaly reik§meés. Jei p biity tokia, kaip pavaizduota, tai
galétume tvirtinti, kad ji nepriklauso tik treCiajam intervalui (psl. 66).
Didéjant laisvés laipsniams, Stjudento tankis tampa vis labiau panaSus j
normalyjj tankj (psl. 68).

¢y o yra Stjudento skirstinio su v laisvés laipsniy lygmens o kritiné reik$me
(psl. 68).

Chi kvadrato tankiy kreivés (psl. 71).

xi,a yra chi kvadrato skirstinio su v laisveés laipsniy lygmens o kritiné
reikSme (psl. 71).

Cht kvadrato skirstinio kritiniy reikSmiy radimas (psl. 72).

Nulines hipotezés atmetimo sritis R (psl. 79).

Paprastiausias dydZiy tarpusavio priklausomybes atvejis — tiesinis sarySis
(psl. 83).

Tiesinis sarysis, kuriame krypties koeficientas yra neigiamas (psl. 83).
Krypties koeficientas reprezentuoja y pokyti, z igijus vienetinj pricauglj
(psl. 84).

Sarysio tarp studenty darbo rezultaty viso semestro metu ir egzamino metu
tyrimo rezultatai (psl. 85).

(a)-(f) Koreliacijos koeficiento savybés (psl. 87-89).

Tiesés, kuri sklaidos diagramoje geriausiai atspindi tiesin} trenda, radimas
(psl. 91). ‘
Regresijos tiese, gauta maZiausiy kvadraty metodu (psl. 93).

Tolygiojo intervale [a; b] skirstinio grafikas (psl. 110).
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43.

45.

46.

Dvitaskio skirstinio grafikas (psl. 110).

Imties, kurios dydis n = 10, empirinio skirstinio grafiko pavyzdys (psl.
119).

Silpnai konverguojancios | i§sigimusj skirstinj Fo,{x) tolygiyju skirstiniy
sekos { F,,(z)} pavyzdys, kuri diverguoja tolygiojoje metrikoje (psl. 127).
Atmetimo (kritine) sritis, kai kriterijaus statistika pasirenkamnas y? skirsti-
nys (psl. 153). ’
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Borelio 100, 118
elementariyjy baig€iy 14, 94
~ jvykiy 13,103
neskaitioji 97
skai¢ioji 97
statistiniy duomeny 10
tuscioji 14
Aksioma 103
Aksiomy sistema (Kolmogorovo) 103
— —, statistikos 103
Algebra:
Borelio 100
paprastoji 97
o-algebra 100
-, maZjausia 100
Aproksimacija normaliuoju skirstiniu
58
- geriausia 131
Asimptotinis normalumas 127, 129
Atranka 14
Atsitiktinis dydis 22, 105, 106
- — diskretusis 23, 32
~ — dvitagkis 117
— — standartinis normalusis 47
- — tolydusis 22, 32, 36
— — tolygusis 36
Atsitiktinis intervalas 63
- {vykis 13, 15, 20, 103
- —, generuotas 107
Atstumas 133, 134

B

Baigtis elementarioji 14, 94
Balanso tagkas 39
Bandymas 12

.

GcC

Centriné ribiné teorema 45, 53, 56,
126

Charakteristikos empirinés 121

Cebysevas 32

D
Daznis 15, 16, 20
~ kategorijos 15
~ santykinis 11, 16, 20, 116
DaZniy lentele 15
~ skirstinys 16
Diagrama:
medZio 12, 13
sklaidos 85, 88
stulpeliné 16
DidZiujy skai¢iy désnis 26, 117
~ — — sustiprintas 120, 122
Dispersija:
atsitiktimo dydZio 32
empirine 31, 67, 121, 131
imties 31, 67, 121
populiacijos 67
Draudimo modelis 28
Duomenys:
kiekybiniai 15
kokybiniai 15
pagal kategorijas 15
skaitiniai 15
suderinanu 147
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EE H

Eiluté variaciné 118 Helmertas F. 70

Eksperimentas: Hipoteze 74, 77

stochastinis 10, 12
tikimybinis 10
Elementarioji baigtis 14, 94
Elementarusis jvykis 12, 14, 94
- —, palankusis 13
Elementas iméiy erdvés 14
Empirinis (kaip Zodis) 121
Empirinis matas 116
— skirstinys 118
Erdve:
diskrefioji 94
elementariyjy jvykiy 12, 94, 103
iméiy 14
macioji 102, 103
tikimybine 103
Emimas 49
~ graZintinis 49, 51
- negraZintinis 49, 52
Emimo vienetas 14

F

FiSeris R. 94

Funkcija:
Borelio 122
logaritminé tikétinumo 137
matioji 106
skirstinio 35, 108
tankio 33, 35
tikétinumo 137
tikimybés masés 23

G

Grupe 16

- alternatyvioji 74

— neparametriné 139, 140

~ nepriklausomumo 139

— nulin¢ 74

- paprastoji 139

— parametriné 139, 140

— suderinamumo 139

— sudétiné 139

— vienodo pasiskirstymo 140
Hipotezés tikrinimo principas 81, 82
— ~ Zingsniai 81

Hipoteziy tipai 139
Histograma 18

— tikimybine 24

— santykinio daZnio 33

—, savybés 18

L1
Imties dydis 14
— paklaida 60
— dispersija 31, 67, 121
Imtis 14, 46
— konkrecioji 48, 61
Indikatorius 116
Interpretacija:
empiriné 65
statistiné 94
tikimybine 94
Intervalas:
atsitiktinis 63, 65
klasés 17
pasikliautinasis 155
pasikliovimo dvipusis 61, 155
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~ vienpusis 62 pagal tikimybe 118
[vertinys 48, 59, 115, 124 silpnas 126, 127
- asimptotiSkai normalus 127 su tikimybe 120
- didZiausio tikétinumo 136 tolygiojoje metrikoje 127
— gautas momenty metodu 130 Krameras H. 10, 58, 94, 143
— geriausias 59, 115 Kreive:
- keitimo 125 normalioji 41, 42, 47
- nepaslinktasis 61, 131, 132 — standartiné 44
— suderintasis 125 tikimybinio tankio 33
— — stipriai 125 Kriterijaus reikSmingumo lygmuo 146,
Ivertis 48, 59, 61, 124 147
Tvykis: Kriterijaus statistika 79, 81, 154
atsitiktinis 13, 15, 20 Kriterijy statistikos:
bitinasis 14 Kolmogorovo 154
elementarusis 12, 14, 94 Pirsono 146
~ palankus 13 Smirnovo 155
negalimasis 14 Kriterijus (testas):
K chi kvadrato (Pirsono) 144, 147
Kazino 29 — talk)'[tlas 148, 152, 153
Klaida: dideliy im&iy normalumo 80

Kolmogorovo 154
statistinis 141, 142
suderinamumo 143, 147

pirmos rilSies 82, 147
antros rusies 82, 147

Klase 16 derintumo 147
Klasés apatiné riba 18 su erm' mo
. Kritiné reik§meé 68, 70, 78, 146
— intervalas 17 .
. Kulback-Leibler atstumas 136
— plotis 18 Kvantilis 41. 64
- virSutiné riba 18 vantilis 41,
. Kvartilis 41
Koeficientas:
korekcijos 53 L
koreliacijos 86, 87 LeZandras A.M. 90
krypties 84, 85, 91 Lygmuo:
postiimio 84, 85, 91 kritinés reikSmes 68, 70, 146
regresijos 92 kriterijaus reik§mingumo 146, 147
Kolmogorovas A. 103, 154 pasikliovimo 62, 155

Konvergavimas: reikSmingumo 79, 80
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Lygtis:
didZiausio tikétinumo 137
Kosi 113
prognozés 90
tiesinio sarysio 83, 85

M
Matas 103
— dominuojantis 133
- empirinis 116
— kitimo 30, 31
— Lebego 105
- normuotas 20, 103
- nuokrypio 144, 145, 154, 155
- skai¢iuojantysis 133
— sklaidos 30, 31
- tikimybinis 20, 95, 102, 103
Matematiné viltis 26, 53
Mediana 39, 41
Metodas:
keitimo 124, 125, 129
maZiausiy kvadraty 90
momenty 130
pasikliovimo intervalo 61
Metrika:
stipresne 127
tolygioji 127
Minimizacijos lema 134

Modelis diskretusis tikimybinis 95

— draudimo 28

Momentas:
empirinis 121
empirinis centruotas 121
— —, konvergavimas 124

N
Netiktis 90

Nebendramaciai skaiciai 113
Nuokrypis 31, 142
— reikSmingas 146

P
Paklaida:
imties 60
ivertinio 132
maksimali 64
prognozés 90
sistemingoji 131
standartiné 54, 132
Paklaidos réZis 64
- — apytikslis 64
— — asimptotinis 64
Parametras 46
Pasikliovimo intervalas 61, 62, 64,
66, 69, 73
- lygmuo 62
Pirsonas K. 70, 144, 145, 147, 154
Plotis (klasés) 18
Populiacija 14
Poslinkis 131
~ jvertinio 132
PoZymis 16
Procentilis 41

R
Regresijos ties¢ 91, 92, 93
Regresiné analiz¢ 89
ReikSme:
jvertinio 48
kritin¢ atmetimo 78
— chi kvadrato 32 pav.
- Stjudento 30 pav.
vidurkio 48
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ReikSmingas rezultatas 146 ~ tolygusis 36, 109
Riba: - vektoriaus 140
klasés apatiné 17 Smirnovas N. 155
klasés virSutine 17 Sritis:
reik$mingumo 143 — atmetimo 78, 143, 153 (46 pav.)
Rinkimas 49 — kritine 78, 143
Rizika (I ir II tipo) 147 — pasikliautinoji 155
S Stabilils rezultatai 11
Savybe: Stam.iz?m.m? nuokf.ypls:
atminties neturéjimo 112 - atsn?k.tu.uo dydzio 32
veiksmo be praeities poveikio 112~ SRS 3
” - populiacijos 32
Sarysis:

Standartizacija 44

Statistika (kaip funkcija) 46, 59, 81,
115, 124

~ Kolmogorovo-Smirnovo 155

Statistika (kaip mokslas) 9, 10

Statistikos aksiomy sistema 103

- objektas 10

Statistinés i§vados 45

Statistinio stabilumo fenomenas 11,
20, 33, 46

Statistiniy duomeny aibe 10

Stebinys 14, 15, 16, 48

Suderinamumo uZdavinys 140

atvirkstinis 86
neigiamas 86, 88
teigiamas 85, 87
tiesinis 83
Skirstinio atitikimas 141, 143, 144
- funkcija 35, 108
Skirstinys 35, 108, 111
— chi kvadrato 70, 71, 145
— daZniy 16
— dvitaskis 109
— eksponentinis 56, 112
~ empirinio vidurkio 50, 55
~ empirinis 118

_ gama 138 - tes.tas 147

- Helmerto-Pirsono 70 Svoris 94

— hipotezinis 139 T

- Kolmogorovo 154 t skirstinys 67

~ normalusis 41, 133 Taisykle:

~ Puasono 133 Cebysevo 32

— standartinis normalusis 43, 133 sprendimo priémimo 76, 77, 78,
~ Stjudento 67 80, 82, 153, 154, 156

- tikimybiy 108 Tankis 33, 112

- tolydusis 36 - chi kvadrato 31 pav.
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~— eksponentinio désnio 115

~ gama skirstinio 138

— normaliojo désnio 41, 43 (20 pav.),
137

~ santykinio daZnio 18, 37

-, savybes 35

- Syudento 29 pav.

Teorema:
centriné ribiné 43, 55, 56, 126
charakterizacijos 113
empiriniy charakteristiky konver-

gavimo 122

empiriniy maty konvergavimo 117
Glivenko 120, 144
Glivenko-Kanteli 120
Kolmogorovo 154
Kramero 58
Pirsono 145
Smirnovo 156
sumos 105

Testas 141, 142

- suderinamumo (Pirsono) 147

Tiesinis trendas 88, 90

Tikimybe 20, 22, 33, 94, 95

— antros rii§ies klaidos 147

— atsitiktinio jvykio 20, 22, 94, 103,

116

- elementariojo jvykio 94

—, klasikinis apibréZimas 95

— pirmos risies klaidos 147
Tikimybés mases funkcija 23
— — —, savybeés 25

Tikimybinio tankio funkcija 35
Tikimybiy skirstinys 108

U

UZdavinys:
suderinamumo 140
skirstinio atitikimo 143, 144

v

Veiksmas be pracities poveikio 112

Vertinimas:
intervalinis 60
skirstiniy parametry 115
taskinis 60

Vidurkis:
aritmetinis 25
atsitiktinio dydZio 26
diskretiojo dydZio 26
empirinis 30, 46, 48, 121
fizikine interpretacija 27, 39
imties 25, 29
kvadratinio nuokrypio 131
populiacijos 26, 51

Viltis matematine 26, 53
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VARTOJAMU SIMBOLIU LENTELE

Simbolis Terminas 311:1}1];:;:1::’
A atsitiktinis jvykis 1.6, 2.4, 28.1
A algebra 26.2
a reik§mingumo lygmuo 4.7
1—a pasikliovimo lygmuo 16.1,454
B Borelio o-algebra 27.1
Ei netiktis (lickana), paklaida 23.2
E, matematiné viltis pagal skirstinj Fj 37.2
F o-algebra 264, 28.1
F(z) skirstinys, skirstinio funkcija 8.8, 302
Fr(x) empirinis skirstinys 33.1
f(z) tikimybés masés funkcija, 54, 85
tankio funkcija (tankis)
f@®) charakteristiné funkcija 14.5
Hy nuliné (pagrindiné) hipotezé 19.1,41.2
H, alternatyvioji hipoteze 19.1
o parametro § jvertinys 15.7, 35.1,
35.2
Ix(B) atsitiktinio dydZio X indikatorius 32.5
K(z) Kolmogorovo skirstinys 45.2
L(6) logaritmine tikétinumo funkcija 40.5
©, EX atsitiktinio dydZio X vidurkis,
matematiné viltis, populiacijos vidurkis | 6.4
B jvertinio X skirstinio vidurkis 12.6, 12.7
12.8
M; empirinis k-tosios eilés momentas 34.1
n imties dydis, eksperimenty skaicius 2.7,4.1
N normalusis atsitiktinis dydis 10.6
v/n, n(A)/n| santykinis daZnis 1.6, 4.1
P tikimybinis matas 27.3
P(A) atsitiktinio jvykio A tikimybe 4.1, 25.2,
25.3, 28.2
p(z) tankis 30.7
P} (B) empirinis matas 32.4
R nulinés hipotezés atmetimo (kriting)
sritis 20.5, 20.6
r koreliacijos koeficientas 22.7,23.1
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’;mbolis Terminas Skyrelis,
punktas
o atsitiktinio dydZio standartinis nuokrypis | 7.6
0%, DX atsitiktinio dydZio X dispersija 7.6
o ivertinio X skirstinio dispersija 12.6, 12.7,
12.8
empirinio standartinio nuokrypio reik§me | 7.4
2 imties dispersijos, empirinés dispersijos
reikSme 74
S? empiriné dispersija (kaip jvertinys) 17.2, 34.1
T Stjudento statistika 17.2
o Stjudento skirstinio su v laisvés
laipsniy lygmens « kritiné reik§me 174
x? atsitiktinis dydis, turintis chi kvadrato
skirstinj 18.4, 43.5
qu,a chi kvadrato skirstinio su v laisvés
laipsniy lygmens o kritiné reik§mé 184, 43.7
X, X(w) atsitiktinis dydis 52,292
rj,z; = X(wj)| atsitiktinio dydZio reikSme 5.2
X empirinis vidurkis (kaip jvertinys) 11.3, 12.1
T empirinio vidurkio reik§me, imties
vidurkio reik§me 6.1,7.1,12.1
7 standartinis normalusis atsitiktinis dydis | 10.5
wj clementarusis jvykis, populiacijos
elementas 2.1,2.7,25.1
Q elementariyjy jvykiy erdve, populiacija 2.1, 2.7,
25.1, 28.1
Q imciy erdve 2.7
Q bitinasis jvykis 25
(Q,P) diskretusis tikimybinis modelis 253
(Q,F) macioji erdve 272,281
(Q,F,P) tikimybine erdve 28.2
1] negalimasis jvykis 2.6, 28.1
= silpnas konvergavimas 362
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